Grenzzyklen




Motivation

» Grenzzyklen modellieren von selbst
oszillierende Systeme

» Stabile Grenzzyklen - kleine Abweichungen in
den Anfangsbedingungen gehen in
Grenzzyklus Uber

* Beispiele:

—Van-der-Pol Schwingkreis
- Glykol-Zyklus

Motivation



Definition

Grenzzykel = Isolierte, periodische Lsg (Trajektorie)
eines autonomen DGL Systems

X=f (X)
Im Phasenraum: geschlossene, isolierte Bahnkurve

- Nachbarkurven mit anderen Anfangsbedingungen
sind nicht geschlossen, laufen im Limes t— o« auf
Bahnkurve zu/weg

Stabil/Attraktor: Nachbarkurven laufen darauf zu
Instabil/Repeller Nachbarkurven laufen weg
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Van der Pol Schwingkrels
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Van-der-Pol Oszillator

« LC-Schwingkreis mit nichtlinearem Dampfungsterm
e Van der Pol Gleichung:

e [X|>1 - x2-1>0 - normale, positive Dampfung
* |X|[<1 - x2-1<0 — negative Dampfung

« GrolRe Amplituden gedampft, kleine Amplituden gepumpt -
selbsterhaltende Schwingung

» Periodische Bewegung — geschlossene Bahnkurven im Phasenraum
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Grenzzykel beim Schwingkreis

* Grenzzykel sind nichtlineares Phanomen

* bel linearen Systemen gibt es keine isolierten
Trajektorien — mit Vorfaktor ebenfalls geschl.
Bahnkurve

» Grenzzykel weder beim linear gedampften noch beim
ungedampften Schwingkreis/H.O.

Kann man zeigen, dass der VVan der Pol Oszillator
einen stabilen Grenzzyklus besitzt?

—1in 2D mit dem Liénard Theorem moglich!



Liénard Gleichung

« schwingende Systeme durch Lienard Gleichung beschreiben
x+f (x) X+g (x) =0

* Verallgemeinerung der Van der Pol Gleichung

 Mechanische Interpretation: Bewegungsgleichung einer
Einheitsmasse mit nichtlinearer (vom Ort abh.) Dampfung
-f(X)X'(t) und nichtlinearer (vom Ort abh.) Rickstellkraft

- Feder im nicht homogenen viskosen Medium
— Ruckstellkraft abh. von Dehnung der Feder



Liénard System

* Lienard Gleichung ist aquivalent zu folgendem
System:

X=Y
y==g(x)=f(x)y



Liénard Theorem

Das Lienard System hat genau einen stabilen Grenzzyklus falls
1. f(x) und g(x) uberall stetig dfb sind
2. g(x) eine ungerade Funktion ist - g(-x)=-g(x)

3. f(x) eine gerade Funktion ist - f(-x)=f(x)
4. g(x)>0 fiir x>0
5. Die ungerade Funktion

F<x>=j f(u)du

hat
- genau eine positive Nullstelle bei x=a,
- ist negativ flir 0<x<a,
— positiv und nicht fallend fiir x>a,
— F(X) — oo flir X — oo



* Plausible Kriterien, da qilt

2.+4. —ruckstellende Kraft verhindert zu grof3e
Auslenkung aus Ruhelage

3.+5. - Dampfung hangt nur von |x| ab



Beispiel: Van der Pol Oszillator

Z.z.: Van der Pol Oszillator hat genau einen stabilen Grenzzyklus
X"(t) + p(x3()-1)x'(t) + x()=0

i) ! _ ;;'
X"(t) + f(x)X'(t) + g(x)=0 //‘al 1 / ;,
1.-4. trivialerweise erfullt ; - L ~1 7 2

5.. 7|
( 1
fp u'—1)du==-p-x-(x’-3)
0 3

— Nullstellen bei x=0,x=%+V3 - einzig nichtnegative Nullstelle bei x=+v3
— Der Van der Pol Oszillator besitzt genau einen stabilen Grenzzyklus



- Wie sieht bei Grenzzyklus Periode/Form
aus?

* Meist nicht analytisch fur alle Parameter losbar

 Naherung fur grof3e/kleine Parameter

 Am Beispiel des Van der Pol Oszillators im
stark nichtlinearen/schwach nichtlinearen Limes



Relaxationsoszillationen
— Van der Pol im stark nichtlinearen Limes

 u>>1 - nichtlinearer Term wird grof3

* (X,y) als neue Phasenraumvariablen einfiihren
— Typisches Aussehen der Trajektorie im Phasenraum
— Periodendauer bestimmen




Trajektorie Im (x,y)-Phasenraum flr
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Periodendauer berechnen

» Schnelle Abschnitte vernachlassigbar
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Schwach nichtlineare Oszillatoren
— Van der Pol im schwach nichtlinearen Limes

allgemein: Gleichungen der Form
x(t)+x(t)+e-h(x,x)=0

h ist beliebige, glatte Funktion

O<e<<1

Stellen Stoérung des harmonischen Oszillators dar

x(t)+x(t)=0

2 bekannte Beispiele: Van der Pol Oszillator im

schwach nichtlinearen Limes, Duffing Gleichung




Van der Pol iIm schwach nichtlinearen
Limes

S>x+x+e(x—1)x=0
h(x,x)=(x"—1)%

- Periodendauer und Aussehen der Trajektorie im Phasenraum



LOosungsansatz: normale
Storungstheorie

 Annahme: e<<1 - bei der LOsung alle Terme mit O(g?) vernachlassigen
» Taylorentwicklung der Losung

- x(t , e)N X (t)+x1(t)£+ 0(82)
» Storungstheoretischen Ansatz in die DGL einsetzen

* Nach Ordnung von € gruppieren — hohere Ordnungen von € weglassen
— einfaches Gleichungssystem

* Anfangsbedingungen fur x(t,€) in x(t,e)=x°(t)+x%(t)e einsetzen -
Anfangsbedingungen ftr x°(t) und x(t)

» Gleichungssystem l6sen fir x°(t) und x(t) l6sen
* Beide Lsg einsetzen in

x(t,g)mxo(t)+x1(t)£+0(£2)



Versagen der Losungsstrategie

 Annahme bel Taylorentwicklung: festgehaltenes t und sich
entwickelndes ¢

— funktioniert nur flr kleine t
— sobald t— o0 weicht Losung stark ab

* Bsp.: HO mit (schwacher), linearer Dampfung (exakte
LOsung bekannt)

— genédherte Losung ist Anfang einer konvergenten Reihe
fur exakte Losung

— Reilhe wird abgebrochen bevor exponentieller Abfall
berucksichtigt wird
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« 2 Zeitskalen an der exakten Losung

1
x(t,e)= e sin(ty1—¢)
( ) \/1—82 \ /
—schnelle Zeitskala, t~O(1), Sinusoszillationen
- , exponentieller
Abfall

« Grund fur Abweichen der genaherten Losung
flr t— oo

- mind. 2 Zeitskalen notig um Losung zu
nahern
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Two-Timing

Statt Variable t fir Zeit 2 Variablen

1 fur schnelle Zeitskala, dh fur t~0O(1), T =t

T far langsame Zeitskala, dh fur t~O(1/g), T=¢t

Wieder LOsung mit Reihenansatz nahern, diesmal aber mit

x(t,e)=x(t,T)~x"(1,T)+x'(1t,T)e+0O(€’)

« Reihenansatz wieder in DGL einsetzen und nach Ordnung von €
gruppieren (Ableitungen mit Kettenregel nach T,1)

e 2 verschiedene DGL — L6sung - fertig
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