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Subkritische Hopf-Bifurkationen

“»*Beispiel

X =px —y+ x*+y*)(x—y)
y=x+py+ x*+y*)(x+y)

**In Polarkoordinaten

{7’" =pur +7r3
0=1+1r?2
“* Fixpunkte/Grenzzyklen?



> Betrachte den Radialfluss 77 = pur + r?
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»Untersuche resultierenden Fixpunkt und
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{1”=ur+r
0=1+r1?2
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Qualitativ;

“*Fir alle p existiert genau ein Fixpunkt (x*,y*) = (0,0).
“*u < 0: Stabiler Fixpunkt und instabiler Grenzzyklus
“*u = 0: Grenzzyklus destabilisiert Fixpunkt

“*u > 0: Instabiler Fixpunkt



Analytisch:

“»Bifurkation bei (x*, y*, u.) = (0,0,0)

X =ux —y+0(x°y°)
y=x+uy+0(x3y?)

**Jacobi-Matrix im Ursprung

]l(x Yy ) (1 u :>11’2— 2 — Ilil
»Hopf-Bifurkation



Physikalischer Fall

«»Zusatzlicher, stabilisierender Term
{7’” =pur+r3—-r°
0=1+r2

» Ferner Attraktor (hier: stabiler Grenzzyklus)




F=ur+r3—rd

»Mit stabilisierendem Grenzzyklus 1 .
0=1+71?




Zusammenfassung

“*Stabiler Fixpunkt wird von instabilem Grenzzyklus destabilisiert,

Grenzzyklus verschwindet
“*Eigenwerte von [|(,+ ,+) passieren gleichzeitig die imagindre Achse

“*In Realitat existiert ferner Attraktor
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Lokale Bifurkationen

»*Seix = ux — x3




Globale Bifurkationen

< ,Bifurkationen in groflerem Mafl3stab*“

“*Gattungen
°Sattel-Knoten-Bifurkationen von Zyklen
“Unendlich-periodische Bifurkationen
“Homoklinische Bifurkationen



Sattel-Knoten-Bifurkationen von
Zyklen

“*Erneut

{7’” =ur+r3—r°
0=1+12
“*Neuer Parameterbereich von 1 < 0

“*Stabiler Fixpunkt bei (x*, y*) = (0,0) nicht an Bifurkation beteiligt
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Zusammenfassung

“*Grenzzyklen verschwinden nach Kollision

<*Umfasst kompletten Bereich des Zyklus
»Globale Bifurkation




Unendlich-periodische
Bifurkationen

“*Betrachte (fir p = 0):

r=71(l—r1r?
ézu—sine
“r=0firr=0undr =1

<0 kann fiir p < 1 verschwinden



r=r(1l-r?
O =pu—sinb

1<pu
n<1
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Zusammenfassung

“*Periode auf Grenzzyklus wird grofSer und schliefSlich
unendlich

“Fixpunkte entstehen aus dem Nichts
“*Grenzzyklus verschwindet
»Globale Bifurkation



Homoklinische Bifurkationen

“*Homoklinischer Orbit

*Beispiel

X =Yy
y=uy+x—x%+xy
“*Fixpunkt bei (x*,y*) = (0,0) und (x*,y*) = (1,0)



{;Zﬁy+x—x2+xy




{;Zﬁy+x—x2+xy

¥ 1

(d)

L= HU.(= > W
(= —0,8645)
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Zusammenfassung

<*Stabiler Grenzzyklus und Sattelpunkt kollidieren
“*Grenzzyklus verschwindet

“*Homoklinischer Orbit entsteht, System verliert
Stabilitat

»Globale Bifurkation
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Beispiel: Josephson-Kontakt

Supraleiter 1 supraleiter 2

Globale Phase ¢4 Globale Phase ¢-
Normalleiter

oder
Isolator



Untersuchung der
Phasendifferenz

Differentialgleichung zur Phasendifferenz ¢ = ¢, — P,
¢" +adp’ +sind =1
<*Alternativ mity = ¢’
{d)’ =y
y'=I1—sindp —ay
<*Fixpunkte (¢',y") = (0,0)
¢ '=0=>y=0undy" =0=>sindp =1
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y'=I1—=sindp —ay

{/ = homoclinic orbit

{¢’=y \ ;




Zusammenfassung

“*Fixpunkte = Supraleitung, Grenzzyklus = Normalleitung

“*Bistabiler Bereich I, < I < 1

“*Homoklinische Bifurkation zerstort Grenzzyklus

“*Spannungshysterese
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Vielen Dank fur die
Aufmerksamkeit!
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