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Motivation

Wie kam Lotka und Volterra auf die Idee?

— Kurz vor dem Ende des ersten Weltkrieg:
Anteil der Jagdfische im Gegensatz zu den
Beutefischen zu hoch.

Danach stabilisierte sich das wieder.

Lotka und Volterra kamen getrennt auf die selbe
Gleichung
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Problemstellung

Beute h(t)

* Annahme: Beute nimmt
exponentiell zu (eo-viel
Nahrung)

« h'(t) =ax=h(t)

Rauber f(t)

e Annahme: Rauber nehmen
exponentiell ab
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a = Vermehrungsrate
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Problemstellung

Zahl der moglichen Begegnungen: f(t) * h(t)

h'(t) = ah(t) =b * f(Dh(t)
1) = —c* f(t) +d * f(O)h(L)

a := Vermehrungsrate
b := Sterberate der Beute bei Begegnung
c := Sterberate

d = Zunahmefaktor der Rauber bei Begegnung
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Lotka-Volterra Gleichungen

Spezielle Losung
 Wahle Anfangspopulation:

(h(0) = hy, f(0) = fo)
ho =0oderf, =0

Spezielle Losungen:

(hge®,0), (0, foe ™), (0,0), (=7

(hyg, fg) = (E’Z) kritischer Punkt



Lotka-Volterra Gleichungen

Phasenraum

* Beide Gleichungen miteinander multiplizieren und
Integrieren :

K=V(h,f)=dh—clog(h)+ bf —alog(f)



Lotka-Volterra Gleichungen

Phasenraum

* Beide Gleichungen miteinander multiplizieren und
Integrieren :

K=V(hf)=dh—- clog(h) + bf —alog(f)
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Eingriffe von aul3en

Differentialgleichung
h'(t) =ah(t) —b f(t) h(t)
/@) =—=cf(t)+df() ()
a := Vermehrungsrate
b := Sterberate der Beute bei Begegnung

c := Sterberate
d = Zunahmefaktor der Rauber bei Begegnung



Eingriffe von aul3en

Differentialgleichung
h'(t) =ah(t)—b f(t) h(t) — Aa h(t)
fr@) =—cf(®)+df(t)h() —Acf(t)

a := Vermehrungsrate

b := Sterberate der Beute bei Begegnung

c := Sterberate

d = Zunahmefaktor der Rauber bei Begegnung
Aa = Eingrif fe pro Zeiteinheit
Ac = Eingriffe pro Zeiteinheit

Voraussetzung: Aa< a und Ac< ¢



Eingriffe von aul3en

Mittelwerte

c + Ac
h,, = .
a— Aa
fm= b




Eingriffe von aul3en

Mittelwerte
c + Ac

h,, = 7
a— Aa

fm — b

Je starker der Einfluss bei den Raubern ist, desto
besser ist es fuir den mittleren Bestand der Beute.

Je starker der Einfluss bei der Beute ist, desto

schlechter ist es fur den mittleren Bestand der
Rauber.



Beschranktes Wachstum der Beute

Differentialgleichung

Annahme: Beute wachst nun logistisch, falls kein
Kontakt mit Rauber.

h f |
h’=ah(1—;) i /




Beschranktes Wachstum der Beute

Differentialgleichung

h
W=ah(l-2)~bfh

fl=—cf+dfh

K = Maximale Kapazitatsgrenze (Beute)



Beschranktes Wachstum der Beute

Phasenraum/Mittelwert

f f
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Geraden: h,,, = %(1 — E) fi =



Beschranktes Wachstum der Beute

Phasenraum/Mittelwert — Fall 1

K>~
d
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K>C
d f

Schneiden sich im Inneren
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Beschranktes Wachstum der Beute

Phasenraum/Mittelwert — Fall 1
K C
> E f

Schneiden sich im Inneren " B,

Gleichgewichtspunkt existiert a
\ ~_

h_C _a1 C
9 d fg_b( d K ~g




Beschranktes Wachstum der Beute

Phasenraum/Mittelwert — Fall 2
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Beschranktes Wachstum der Beute

Phasenraum/Mittelwert — Fall 2

K<<=
= ;
Schneiden sich nicht im Inneren B,
(Kein Gleichgewichtspunkt) /

Flirt— oo f(t) =0 h(t)=K N




Beschranktes Wachstum der Beute

Phasenraum/Mittelwert — Fall 2
C
K < p f
Schneiden sich nicht im Inneren
(Kein Gleichgewichtspunkt)

Flirt— oo f(t) =0 h(t)=K

Falls Mittelwert der Rauber

grolSer als der Maximalkapazitat
der Beute ist, sterben die Rauber
aus



Jacobi-Matrix

System zweier DGL: %:f(x,y) %Zh(X,Y)
fxy) f(xy) - () d¥

J(X,_Y): X J allg. =7 (X)=—7
h.(x,y) hy(x,y) y=f%) dt




Jacobi-Matrix

| I dy_
System zweier DGL:  — =f(x,y) o =h(x,y)
f(xy) f(x.y) o dF
J(X,y)z § Y allg. y=f(x)=—
h.(x,y) hy(x,y) (%) dt
. dx dy
Einfacher Ansatz: d_t1:A+(_X2) d_tl__B+
_-0 ~1 A=4, B=3,
Jy)=l %(0)=5, x,(0)=4




Jacobi-Matrix

Suche nach Fixpunkten (Eigenwertproblem):

0O —1
> — +\/—
1 0 ] A=Vl

J(x,y)=




Jacobi-Matrix

Suche nach Fixpunkten (Eigenwertproblem):

0O —1
> — +\/—
1 0 ] A=Vl

J(x,y)=

L b e 1 a1 a0 ) Begte

L
o

periodisch falls Real [\, ]



Jacobi-Matrix

Suche nach Fixpunkten (Eigenwertproblem):

< N o N <
I

i \V\”//W,// ///

¥/ 77 W

A ——— A // A\

b N\ //
\\\w««“\\\‘\mﬂ/ﬂ/w,m,/w// // «/w _ww

A
M

Instabil falls Real[A,]>0

Stabil falls Real [\ ,]<O

periodisch falls Real [\, ]=0



Rauber 2

fressen

Rauber 1

fressen

Beute

Drei Spezies



Drei Spezies

d
Rauber2 —  » d—f:h(y,Z)Z(—a3+C2y)Z
fressen
dy
Rauberl — ™ E=g<x,y,Z):(—a2+b2x—Clz)y
fressen
, dx
Beute E:f(x:)’):<a1_b1y)x

a,da,,a,,b,,b,,c,,c,€ER



Drei Spezies
Gleichgewichtspunkte

d

B, y)=loybyy)s
& (x,y,z)=(—a,+b,x—c,z)y} Fr Gleichgewichtspunkte gelte: da ) =0
dt g ,y, 2 2 1 ’ dt .y

dz z

E:h(y,z):(—ag+c2y)z




E=f(x,y)=(al by)x
d
d_}t}:g(x y,2)=(=a,+b,x—c,z)y
d
d—i:h(y,Z)Z(—a3+C2y)Z
==) E,=(0,0,0)

Drei Spezies

Gleichgewichtspunkte

Fur Gleichgewichtspunkte gelte:

X
y|=0

Z
a a

3 >
=2 _220
C, Cy



Drei Spezies
Gleichgewichtspunkte

d
= flx.y)=la,by)n
d_y_ (x z)—(—a +b,x—C z) Fur Gleichgewichtspunkte gelte: i ) =0
dt_g yYVol)= 2"Y 12)Y . dt YI—
d V4
d_i:h(y,z):(_a3+c2}’)z
a a
m=) E,=(0,0,0) E,=(—=,—,0)




Drei Spezies
Gleichgewichtspunkte

—y:g(x,y,z):(—a2+b2x—clz)y Fur Gleichgewichtspunkte gelte:

L=hly,2)=l-a,tc,y):
==) E,=(0,0,0) EIZ(%,ﬂ,O)
al—bl}_/ _bl)_( O
Analyse: ]()_(,}7,7): b,y —atbx-c;x -,y




Drei Spezies
Fixpunktanalyse

1. Jacobi-Matrix fiir den Gleichgewichtspunkt ~ E,=(0,0,0)
a 0 0
J<03090): O _(12 0
0 0 -—aq
Die Eigenwerte hierflr sind: }\1:(11, }\2:—(12, 7\3:—03

Folglich ist Gleichgewichtspunkt E,=(0,0,0) ein Sattelpunkt.



Drel Spezies
Fixpunktanalyse

2. Jacobi-Matrix fur den Gleichgewichtspunkt

0 b, 22 0
1b2
a a
J(x,y,z)=|p L 0 1
(x,y,2) >, Clbl
a;
0 0 (13+C2b—1
| i

E,=(3=,2-0)  stabiler Fixpunktfir  d3b,>a,c,



Drel Spezies
Hopf-Bifurkations-Punkt

Dynamisches System kann allgemein angegeben werden als: v=F (V , M)
mit v=(x,y,z), Mz(al,a2,a3,b1,b2,cl,c2)
Hopf-Bifurkation-Punkt erflllt folgende Eigenschaften:
. F(vy,10)=0
. J (VO,MO) Besitz zwei komplex-konjugierte Eigenwerte in der Form:
}‘1,2:a(VaM)iib<V’M) um (Vo: Mo)
ii. a(vy, o) =0, Va(vy,uy)#0, b(v,u,)#0

\Y Dritter Eigenwert 7\3<V0 ) M0>¢0



Drel Spezies
Hopf-Bifurkations-Punkt

Dynamisches System kann allgemein angegeben werden als: v=F (V , M)
mit v=(x,y,z), uz(al,a2,a3,b1,b2,cl,c2)
Hopf-Bifurkation-Punkt erflllt folgende Eigenschaften:
. F(vy,10)=0
. J (VO,MO) Besitz zwei komplex-konjugierte Eigenwerte in der Form:
}‘1,2:a(VaM)iib<V’M) um (Vo: Mo)
ii. a(vy, o) =0, Va(vy,uy)#0, b(v,u,)#0

\Y Dritter Eigenwert 7\3<V0 ) M0)¢0

g =(%2 % o) )»Lzziri\/ala2 A=




Far

Parameter

Fall

a3<dj

Drel Spezies
Hopf-Bifurkations-Punkt

ac,—da,b a,C,
1+2 1 . —
A= > wahle  dy,
3 b b
1 1
Gleichgewichtspunkte Eigenwerte Stabilitat
EO El E'0 El
_ : Instabile
a,=—0.4 0,0,0 1,1,1 =+0.5,—0.4 +0.5i,+0.1 Shae

a;=a;, a;=0.5 0,0,0 1,1,1

a3=>ds

a,=0.6 0,0,0 1,1,1

+0.5,—0.5 =+0.5i,0 periodisch

Stabile

+0.5,—0.6 +0.51,—0.1 g0



Drel Spezies
Beschranktes Wachstum der Beute // Eingriffe von Aul3en

dx

Beute R = E: (x,y)=a,x(1—x/K)b, yx
dy
Rauberl — > EZQ(X,)/,Z)=<—a2+bzx—clz)y+ely
dz
Rauber2 —» —=h(y,z)=(—a,+c,y)z+e,z

dt



Drel Spezies
Beschranktes Wachstum der Beute // Einy(e von Aulien

dx

Beute R = E: (x,y)=a,x(1—x/K)b, yx
dy /
Rauberl — > EZQ(X,)/,Z)=<—a2+bzx—clz)y+ely
dz /
Rauber2 —» —=h(y,z)=(—a,+c,y)z+e,z

dt



Infektion/Epidemie

Motivation

Wie entwickelt sich Infektion?

Wann wird dies zur Epidemie?



Infektion/Epidemie

Differentialgleichung

h=—ahf
f=ahf —cf
g=cf

h = gesunde Menschen

f = kranke Menschen

g = Menschen die immun, tot oder isoliert sind (nicht
mehr angesteckt werden konnen)



Infektion/Epidemie

Eigenschaften
h+f+g=0
h+f+ g =N = Gesamtbevilkerung



Infektion/Epidemie

Eigenschaften
h+f+g=0
h+f+ g =N = Gesamtbevilkerung

AB: h(0) >0, h(0) < 0,f(0)>0,g(0)=0



Infektion/Epidemie

Epidemie

Wann haben wir nun eine Epidemie und wann nicht?
Was flir Anfangswerte brauchen wir?

h(0) < =
a

h(0) > =
a



Infektion/Epidemie

Epidemie - Fallunterscheidung

1. h(0) < 2, h < 0 somit h < h(0)

f=(ah —c)f <0 furallet >0
Infektion stirbt aus

Optimal wenn ¢ (Ansteckungsrate) klein und a
(Todesrate) klein ist.



Infektion/Epidemie

Epidemie - Fallunterscheidung

h(0) < 2, h < 0 somit h < h(0)

f=(ah —c)f <0 furallet >0



Infektion/Epidemie

Epidemie - Fallunterscheidung

2. h(0) > 2: f=(ah —c)f >0 fiur bestimmtes t



Infektion/Epidemie

Epidemie - Fallunterscheidung

2. h(0) > 2: f=(ah —c)f >0 fiur bestimmtes t

Maximum bei
C

fmax =g — % + log(a h(O))




Infektion/Epidemie

Epidemie - Fallunterscheidung

2. h(0) > 2: f=(ah —c)f >0 fiur bestimmtes t

Maximum bei
C

frmax = 9 — % + log(a h(O))
f(e=) = 0 (heilt aber nicht, alle wurden infiziert)
denn mit Gl 1 und 3 folgt h > 0

frotar = f(0) + h(0) — h(e°)




Infektion/Epidemie

Zusammenfassung

Je todlicher das Virus, desto unwahrscheinlicher einer
Epidemie

Problem bei Infektion ist die Ansteckungsgefahr



Lotka-Volterra Modell in der Wirtschatft
Preisbildung bei Monopolen

Nachfrageverhalten der Konsumenten:

Nachfragefunktion D(p):NO(l—pﬁ)mit N,, p,>0
0

Produktionskosten C(x)=a+bxmita,b>0



Lotka-Volterra Modell in der Wirtschatft
Preisbildung bei Monopolen

Nachfrageverhalten der Konsumenten:

Nachfragefunktion D(p):NO(l—pﬁ)mit N,, p,>0
0

Produktionskosten C(x)=a+bxmita,b>0

Angestrebtes Ziel —» bestimmte Profitrate g>0

> px=(1+q)C(X)bzw.p:(1+q) C(X)
C C(x) N

Erlos und Kosten Preis zu durchschn. Stickkosten



Lotka-Volterra Modell in der Wirtschatft
Preisbildung bei Monopolen

C|(x)

px=(1+q)C(x)bzw. p=(1+q)

Produzierte Menge x und Nachfrage weichen D(p) ab — x an Nachfrage anpassen

Profitrate passt nicht zu Sollwert g — Preisanpassung



Lotka-Volterra Modell in der Wirtschaft
Preisbildung bei Monopolen

C|(x)

px=(1+q)C(x)bzw. p=(1+q)

Produzierte Menge x und Nachfrage weichen D(p) ab — x an Nachfrage anpassen

Profitrate passt nicht zu Sollwert g — Preisanpassung

x=f(D(p)—x)
p=g((1+q)C(x)-px)

Streng monoton wachsende Funktionen f , g fir die gilt f(O)Zg(O):O



Lotka-Volterra Modell in der Wirtschaft
Preisbildung bei Monopolen




Lotka-Volterra Modell in der Wirtschaft
Preisbildung bei Monopolen




Danke
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