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Klausur QUANTENMECHANIK [ Prof. Norbert Dragon

Lésungen 7. Juli 2001

o Mit a = (5 + 1) ist a* = Z5(5 — i), Damit ist [a,a%] = §(—5-[X, P] +
. . !

[P, X])= [P, X]=-Lh=1Also ist py = L.

Topo Topo ToPo )

e Es sei H < ata. Der Grundzustand ist gegeben durch a|¥y) = 0. Im Ortsraum ist diese
Bedingung %(5 +i2P)Wo(z) = i(% + 200,)Yo(x) = 0. Das ergibt

To V2
& = —Ldg
0 x
log¥y = —%ﬁ + const

Uo(z) = Cexp(—5(5)%),

zo

wobei C' eine Konstante ist, die durch Normierung bestimmt werden muf}. Da die Wellen-
funktion eindeutig nur bis auf eine globale Phase ist, konnen wir C' > 0 reell annehmen.
Normierung: (Uo|¥o) = C? [ dx e @) = C?\/mxg = 1. Also ist C' = (Vo) 2. Damit
ergibt sich

Uy(z) = e ?

e Das Schwankungsquadrat kénnen wir entweder mit dem angegebenen Integral ausrech-
nen, oder wir driicken X durch a,a’ aus, ndmlich X = %(cﬁ + a). Offensichtlich ist

(Uo| X |[Tg) ~ (Tg|(at+a)|¥g) = 0. Es verbleibt noch, den Erwartungswert (Wo| X?|W¥g) =
%‘2)(\110|(a+a+ +ata+ aat + aa)|¥y) zu berechnen. Der erste und letzte Term verschwin-
den, und mit aa™ = [a,a™] + ata ergibt sich (Ug|X?|¥y) = %g<\110|(2a+a + 1)[¥g) =
0 (Wo|Wo) = 2. Also ist (AX)? = (X2) — (X)2 = (X?) = %0,

e Ls ist (E X E) L= €ijkLiL; L. Wer keine doppelten e-Tensoren ausrechnen mdochte,
schreibt das einfach aus und schaut genau hin:

([_: X E) . [_: = L1L2L3 — L2L1L3
+ LoLzLy — L3LyL,4
+ LsliLy— LiL3Ls

(L1, Lo Ls + [La, Ls| L1 + [L3, L1] Ly
(L3 + L3+ L3)
iR(L)?.

Also sind die Eigenwerte einfach ih3¢(¢ + 1) mit £ € Z,.

e Alle Pauli-Matrizen haben die gleichen Eigenwerte A\ = +1. Fiir das Produkt mit
einem Einheitsvektor ergibt sich

; cos sinfe ¢

Ti ( sin#e'®  —cosd )

Mit det(nio; — M) = (cosf — \)(—cosf — A) —sin? 6 = — cos? +A2 —sin20 = A2 — 1 =0
ergibt sich, dal auch das Produkt die Eigenwerte Ay = +1 hat.
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e Es ist zu priifen, ob yx ein Eigenvektor von n'c; ist:

) _ )
~ cosf sinfe1? cos 213
n'o;x = ik Y
sin fe —cosf sin Zei?
2
_;9 . . ;9
B cos@cosge '2 —i—sm@smge 13 )

. o3 . x4
sin 6 cos gelz — cos @ sin gelz

cos(f — g)e_i%
sin(f — g)ei%

Hierbei wurden in der vorletzten Zeile die Standard-Additionstheoreme fiir die trigono-
metrischen Funktionen verwendet. (10P.)

[K4] e Mit den angegebenen Abkiirzungen macht man den iiblichen Ansatz

o) = Ak 4+ Be T . 2 <
] Ce** 4+ De7T . x>0

Die AnschluBbedingungen fiir x = 0 ergeben die einfachen Gleichungen A + B = C' + D
und ik(A — B) = ik(C' — D). Daraus erhélt man leicht das System

AN _1/1+5 1-% C
B ) 2 -7 1+7 D -
Das Teilchen kommt von links, also ist D = 0. Damit ist die Wellenfunktion gegeben als

TC1(1 + £tk 4+ (1 — Z)e~*2] © 2 <0
_ ) 3 % %
Y(z) = { Clelr® x>0

e Der Strom ist J oc 99y — o). Fiir den allgemeinen Fall erhilt man damit J o
2ik(|A|? — | B|?) fiir z < 0, und 2ix|C|? fiir z > 0. Ausrechnen ergibt dann

20k [{(1+ £ = 3= R]ICP = SEICE Ik + ) — (k= 1))
J o = 2i|C|?t[4kr] = 2ix|C|? <0
2ik|C? x>0

Offensichtlich ist der Strom erhalten, wie es sein soll. Das Verhéltnis von reflektiertem bzw.

durchlaufendem Strom zum einlaufenden Strom deglniert natgirlich den Reﬂektzions— bzw.
Transmissionskoeffizienten. Es ergibt sich R = ‘%‘ = (ﬁ;—g) ,und T = £ ‘%‘ = (k‘ﬁ‘ﬁ.

Probe: Tatséchlich ist R+ T = 1. (10P.)

[K5] e Der Hamiltonoperator hat in der Energie-Basis die Form H = (g“’ 1@2)’ Fir die Zeit-

entwicklung gilt |¥(¢)) = e~ # 7| (0)), wobei wir fiir ¢ = 0 einfach ansetzen: W(0)) =
1| A1) + o] Ag). Also ist die Zeitentwicklung

[U(t)) = e | Ar) + e 2| Ag) = 7" (4107 T AY) 4 4y |As))

e Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist w(t) = [(¢|¥(¢))|?. Hier ist (¢| = (A1|d1 + (Az|po.
Die Energie-Basis ist orthonormal, so daff Ausmultiplizieren auf
- - 2
w(t) = |dre My + goeT W hy|” . o .
= |1 ]* + [dotha|* + ¢1.¢2¢1¢2e_1(w1_w2)f + ¢1¢2¢1¢26_1(w2_w1)t
‘¢1¢1‘2 4 |¢2w2|2 4 ge‘ael(“r“l)t 4 %e—lae—l(wg—wl)t
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[K6]

fithrt, wobei in der letzten Zeile die Abkiirzung 2¢, g9t = be'® verwendet wurde. Wir
erhalten schliellich

w(t) = |p11]? + |darha|* + beos((wy — w1t + ).
Offensichlich kann man nur die Energie-Differenz hi(ws — w;) experimentell bestimmen.
e Der Gesamtdrehimpuls ist J = L+ 5. Sowohl L; wie auch S, 1,5 = 1,2,3, erfiillen
eine Drehimpulsalgebra, aber [L;, S;] = 0. Also ist [J;, J;] = [Li + S;, L + S;] = [Ls, Lj] +
e Der Hochstgewichtszustand [j, m; = j) ist eindeutig, némlich |j,j) = |(,{,s,s). Also
erhalten wir
5.3 =1113,3).
Anwenden von J_ = L_ + S_ aus |3, 2) ergibt
VEI-3AED) = vIE=TOmol )+ L i (DLt -h)
LY = LoD+ it -,
Der andere mogliche Zustand mit m; = % mufl dazu orthogonal sein:
111 Ly
55_ \/7|1O>272 +\/7|17a2a 5
Am einfachsten ist es, wenn man nun von unten nach oben arbeitet, da der Tiefstge-
wichtszustand |j, m; =—j) ebenfalls eindeutig gegeben ist als |j, —j) = |¢,—¢, s, —s). Also
ist er hier
32 =IL=15-3).
Anwenden von J, = L, + S, liefert
VEE-ED- DD = VIZ=ED 003D+ /3 i - (D (L -1
39 = VAo d-h+ AL,
Der letzte verbleibende Zustand mufl wieder dazu orthogonal sein:
‘%7 _%> = \/7‘1 07 29 _%> - \/7|1 _17 29 2>
Moglicherweise machen wir einen Fehler in der globalen Phase, da nicht garaniert ist, dafl
vom Tiefstgewichtszustand auszugehen auf die selbe Art in der Mitte ankommt, wie vom
Hochstgewichtszustand auszugehen. Daher eine Probe:
J-‘%v%) _\/I \/§|1 27§>+\/7‘1 0727_% _'_\/7 \/_|1 0727_%>+0}
= —\/g|1 —1,3,3) + \/;|1=07 3 ~3)
3 —3)
was das korrekte Ergebnis ist, da \/5 31 (—3) =1ist.

(10P.)

(15P.)
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e Einsetzen des Yukawa-Potentials V (r) = £ e 7o ergibt

. . 2
do m? k2 oo 7’(1‘1_%) T(_lq_i)
- = == 0’ — T0
a0 s fo dr |e €

. 00 0|2

22 | Sl r(—ig— )
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2 2 |lg+ = —(—ig+:)
— m?e? MR g

s T3

0
4m?2 K2 1

e Einfaches Ausmultiplizieren ergibt sofort ¢* = (EZ - ]Zf)2 = /Zf + /2:? — 2k; - Ef cosv =
2k*(1 — cos¥) = (2ksin 2)2. Hierbei wurde beachtet, daf die Betréige von einlaufendem

und auslaufendem Impuls aufgrund der Energicerhaltung gleich sind, d.h. |k;| = |Ef| = k.

AuBerdem haben wir 1—cos? = 1—cos(4+2) = 1—(cos? 2—sin® ¥) = 2sin® £ vereinfacht.
SchliefSlich erhalten wir mit £ = % das gewiinschte Ergebnis ¢* = 8%—2” sin? g.

e Dies setzen wir jetzt einfach in unser Ergebnis des differentiellen Wirkunsquerschnittes
ein, und erhalten

2 2
do 1 K
— = (2mk)? = )
dQ2 ( ) (f—§—|—8Emsin2g) <R—22—|—4Esin2g)
0

2mrg

also einen Ausdruck als Funktion der Energie £ und des halben Streuwinkels g.
e Die Energien der gebundenen Zusténde des Wasserstoffatoms sind von der Form E,, =

. . .. 4 4 . . . ..
—% mit n € N. Hierbei ist By = fo2uc® = L:55mec* = 1<%« wobei wir die Néherung

2.2
gemacht haben, dafl die reduzierte Masse p déshElektrons (Zweikorperproblem!) aufgrund
des sehr viel schwereren Protons ungefiahr gleich der Masse m, eines freien Elektrons ist.
Die Energie F, ist entartet, dan = N 4+ ¢+ 1 mit N, ¢ € Z, sich aus zwei Quantenzahlen
zusammensetzt. Dieselbe Energie 148t sich also mit den Drehimpuls-Eigenzustdnden mit
¢ =0,1,...,n — 1 erreichen. Zusétzlich hat man noch die (2¢ + 1)-fache Entartung der
Energie beziiglich der magnetischen Quantenzahl my, = —¢, —¢ 4+ 1,...,¢ — 1,¢. Also ist
die gesamte Entartung der Energe E, gegeben durch # = S5— (20 +1) =230 +n =
2@ +n =n?—n+n = n? Im Kontinuum ist jede Energie £ > 0 moglich. Diese
ist allein durch den Impuls bestimmt, und daher mit dem gesamten Raumwinkel 47 des
Impulses unendlich entartet, d.h. £ = % héngt nur vom Betrag des Impulses ab.

e Da es sich um ein Zweikorperproblem handelt, hat man zunéchst einmal je 6 Orts- und
Impulsoperatoren, je 3 pro Teilchen. Allerdings kann man die Bewegung des Schwerpunk-
tes abseparieren, was je 3 effektive Orts- und Impulsoperatoren iibrigléfit. Der Phasenraum
der Relativbewegung ist also 6-dimensional.

[Unter Ausnutzung von Erhaltungsgréfien wie Energie E und Drehimpuls L 148t sich die
Behandlung des Problems natiirlich auf 2 effektive Variablen reduzieren. Wer ganz raf-
finiert ist, kann nun noch das quantenmechanische Aquivalent des Runge-Lenz-Vektors
verwenden, um noch zwei Variablen zu eliminieren. Die tatsidchliche Symmetriegruppe der
relativen Variablen des Wasserstoffatoms (Schwerpunktbewegung schon abgespalten) ist
nidmlich die 6-dimensionale Gruppe SO(4). Daher 148t sich das Wassterstoffproblem in
der Tat vollig algebraisch 16sen.]

(10P.)



