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1.1 In der Vorlesung wurde die Frage erörtert, was bei einerMessung geschieht. Diskutieren
Sie diesen zentralen Punkt nochmals.

1.2 Zur Drehimpuls-Algebra.Die Drehimpulsalgebraso(3) ist bestimmt durch die Kommuta-
toren

[Ji, Jj] = ih̄ εijk Jk, i, j, k ∈ {1, 2, 3} .

Es sei eine Orthonormalbasis|j, m, n〉 gegeben, wobein ein Entartungsindex ist. Geben
Sie an, wieJ3 undJ± = J1 ± iJ2 auf der Orthonormalbasis wirken. Betrachten Sie dazu
den OperatorJ2.
Vergegenwärtigen Sie sich, dass dieJ± Leiteroperatoren sind. Berechnen Sie die Norm
der ZuständeJ±|j, m, n〉 und folgern Sie daraus dass

(i) zu gegebenemj nur endlich viele Quantenzahlenm möglich sind,
(ii) 2j ganzahlig und nicht negativ sein muss.

1.3 Betrachten Sie den Spezialfallj = 1/2. Der entsprechende Unterraum der obigen Ortho-
normalbasis ist der zweidimensionale Raum der Spinoren desSpin-1/2-Multipletts. Mit
den Ergebnissen aus Aufgabe 1.2 ist klar, dass die Spin-1/2-OperatorenSi = h̄

2
σi sind,

mit den Pauli-Matrizen

σ1 =

(

0 1
1 0

)

, σ2 =

(

0 −i
i 0

)

, σ3 =

(

1 0
0 −1

)

.

Konstruieren Sie einen Eigenzustand mit Spin+1

2
in Richtung eines beliebigen Einheits-

vektorsn = (sin θ cos φ, sin θ sin φ, cos θ)t.
Drehimpulsoperatoren erzeugen Drehungen von Zuständen.Bezeichnen den Einheits-
vektor in Richtung der Drehachse, so istU(n, α) = exp(− i

h̄
α J · n). Demonstrieren Sie

dies explizit fürJ = S, indem SieUj=1/2(n, α) berechnen. Was istUj=1/2(n, 2π) ? Was
hat dieser Dreh-Operator mit der obigen Konstruktion einesEigenzustandes zu tun?
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1.1 Zum Wasserstoffatom.Finden Sie mit Hilfe des Variationsprinzips Näherungslösungen für
den Grundzustand des Wasserstoffatoms. Machen Sie den üblichen Ansatz

Φ(ρ, θ, φ) = a
−

3

2

0

u(ρ)

ρ
Y m

l (θ, φ)

für die Wellenfunktion, wobei Sie hier und im folgenden dieAbkürzungena0 = h̄2/me2,
ρ = r/a0 undEH = 1

2
h̄2/a2

0
m verwenden. Wie sieht das Energiefunktional, definiert als

E[Φ] = 〈Φ|H|Φ〉/〈Φ|Φ〉, aus? 2 P.

Für den Grundzustand kann manl = m = 0 annehmen. Führen Sie nun die Berech-
nung der stationären Energie für drei einparametrige Familien von Radialfunktionenu
aus, nämlich

u1(ρ, b) = ρe−bρ, u2(ρ, b) = ρ2e−bρ, u3(ρ, b) =
ρ

b2 + ρ2
.

Erinnern Sie sich an die exakte Lösungu(ρ) = 2ρe−ρ und berechnen Sie derenÜberlapp
mit Ihren Variationslösungen (auf Normierung der Wellenfunktionen achten!). Verglei-
chen Sie die Lösungen miteinander. 3 P.

1.2 Erhöhte Symmetrie.Das Coulomb-Potential nimmt unter den zentralsymmetrischen Po-
tentialen eine Sonderstellung ein, da es eine zusätzlicheErhaltungsgröße erlaubt. Prüfen
Sie nach, dass in der Tat der Operator

A =
r

r
−

1

2
(p × L − L × p)

mit dem Hamilton-OperatorH = p2/2 − 1/r vertauscht. Zeigen Sie weiter, dass für die
Kommutatoren[Li, Aj] = i εijk Ak und [Ai, Aj] = −2i H εijk Lk gilt. Was folgt aus der
Tatsache, dass z.B.A3 mit L3 kommutiert, nicht aber mitL2 ? 2 P.

Nehmen Sie nun Zustände des diskreten Spektrums (d.h. mit fixierter negativer Energie)
an. Dann kann manH durchE ersetzen und ferner die Operatorenuk = Ak(−2E)−1/2

einführen. Wie lauten nun die Vertauschungregeln? MachenSie sich klar, dass diese Ope-
ratoren zusammen mit denLj infinitesimale Drehungen in einem vierdimensionalen eu-
klidischen Raum erzeugen, also die Algebraso(4) bilden. 2 P.

Führen Sie schließlich die Linearkombinationenj
±

= 1

2
(L ± u) ein. Wie lauten die Ver-

tauschungsregeln für ihre Komponenten? Interpretieren Sie das Ergebnis im Rahmen von
Drehimpuls-Algebren (Lösung: zwei kommutierendeso(3) Algebren). Mit den Beziehun-
genL·u = u·L = 0 undL2+u2 = −1− 1

2E
(nachrechnen?) läßt sich ein Zusammenhang

zwischen(j
±
)2 = j(j + 1) und der Energie herstellen. Bestimmen Sie damit den Entar-

tungsgrad der Niveaus. Welche Drehimpulse sind also für ein gegebenes Energie-Niveau
möglich? 3 P.

12 P.
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