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P::1 Zeigen Sie, daß für beliebige quadratintegrable Funktionen φ, ψ ∈ L2(R) über

〈φ|ψ〉 =

∫ ∞
−∞

dxφ(x)ψ(x)

ein hermitesches Skalarprodukt definiert wird.

P::2 Machen Sie sich die in der Vorlesung gemachten Bemerkungen zur Bracketschreibweise
klar: Seien die möglichen Eigenzustände eines Systems mit Λi bezeichnet. Dann läßt sich
z.B. der Hamiltonoperator schreiben als

H =
∑
i,j

|Λi〉〈Λi|H|Λj〉〈Λj| =
∑
i,j

|Λi〉Hij〈Λj| .

Dies definiert die Matrixelemente Hij des Operators H. Ein beliebiger Zustand läßt sich
schreiben als

|ψ〉 =
∑
i

|Λi〉ψi .

Zeigen Sie, daß dann gilt:

|Hψ〉 =
∑
i,j

|Λi〉Hijψj .

Machen Sie sich klar, daß in P::1 offensichtlich

|ψ〉 =

∫ ∞
−∞

dx |x〉ψ(x) , ψ(x) = 〈x|ψ〉

die Verallgemeinerung der obigen Schreibweise auf eine kontinuierliche Basis von Eigen-
zuständen darstellt. Was ergibt 〈x|x′〉 ?

P::3 Führen Sie den Basiswechsel von der Ortsraumdarstellung ψ(x) = 〈x|ψ〉 in die Impuls-
raumdarstellung ψ̃(p) = (Fψ)(p) = 〈p|ψ〉 direkt mit Hilfe der bra-ket-Notation aus.
Wiederholen Sie dabei noch einmal Begriffe wie Orthonormalbasis, Vollständigkeitsrela-
tion und ggfls. Fouriertransformation.

P::4 Dichtematrix eines Spin-1
2
-Gemisches : Die Dichtematrix % eines Spin-1

2
-Teilchens läßt sich

mit den Pauli-Matrizen σj, j = x, y, z, zusammen mit der Identität 1l schreiben als

% = 1
2

1l + aσx + bσy + cσz .

Es soll die Wahrscheinlichkeit w(↑θ,ϕ) bestimmt werden, daß bei einer Messung in einem
kleinen Raumwinkel dΩ in Richtung von e(θ, ϕ) der Spin nach oben zeigt.

[1] Begründen Sie, warum der Koeffizient vor 1l gerade 1
2

sein muss, und bestimmen Sie
ρ in der Basis ihrer Eigenvektoren.

[2] Bestimmen Sie den Eigenzustand Λ für den Meßwert ~/2 des Spin-1
2
-Operators

Sθ,ϕ =
~

2

(
cos θ sin θ e−iϕ

sin θ eiϕ − cos θ

)
=
~

2
(σxex + σyey + σzez) .

[3] Begründen Sie, warum w(↑θ,ϕ) = 〈Λ|ρ|Λ〉 ist. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit.

[4] Diskutieren Sie Ihr Ergebnis für a = b = 0 und verschiedene Werte von c. Warum
ist dies keine Einschränkung der Allgemeinheit? Wie groß ist die Polarisation des
Strahls? Wann liegt ein reiner Zustand vor?

Erinnerung : Die Pauli-Matrizen erfüllen σj σk = δjk + i εjkl σl.
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H::1 Periodisches Potential : Betrachten Sie das eindimensionales Problem eines Teilchens, das
sich in einem periodischen Potential

V (x) =

{
0 wenn n` < x < n`+ a ,
V0 wenn n`− b < x < n` ,

n ∈ Z ,

bewegt. Es sei (zunächst) E < V0, so daß die Wellenzahlen

κ1 =

√
2mE

~
2

und κ2 =

√
2m(V0 − E)

~
2

lauten. Bestimmen Sie die erlaubten Energiebänder, indem Sie wie folgt vorgehen:

[1] Stellen Sie Ansätze für ψ(x) für 0 < x < a und a < x < ` auf. Es ist sehr hilfreich,
die Ansätze in coshκ(x − a), 1

κ
sinhκ(x − a) und trigonometrischen Funktionen so

zu machen, daß die Anschlußbedingungen für x = a automatisch erfüllt sind.

[2] Wie in der Vorlesung gezeigt, muß es eine Matrix M =
(
α β
γ δ

)
geben, so daß(

α β
γ δ

)(
ψ(0)
ψ′(0)

)
=

(
ψ(`)
ψ′(`)

)
ist. Stellen Sie möglichst einfache Gleichungen für α, . . . , δ auf, indem Sie die freien
Konstanten in Ihrem Ansatz für ψ(x) so wählen, daß

(
ψ(0)
ψ′(0)

)
einmal proportional zu(

1
0

)
und einmal zu

(
0
1

)
wird.

[3] Nutzen Sie die Bedingung |trM | = |α+ δ| ≤ 2, um aus den gefundenen Gleichungen
die Bedingung ∣∣∣∣cosκ1a coshκ2b+

κ2
2 − κ2

1

2κ1κ2

sinκ1a sinhκ2b

∣∣∣∣ ≤ 1 (∗)

abzuleiten.

[4] Gehen Sie nun zu dem Grenzfall a� b, E � V0 mit κ2b� 1 über. Drücken Sie die
obige Bedingung (∗) in diesem Grenzfall als 1 ≥ |f(κ1a, γ)| aus, d.h. als Funktion
allein von κ1a und γ = mV0

~2 ab. Skizzieren Sie f(κ1a, γ) für γ = 5 und markieren Sie
die erlaubten Energiebänder als erlaubte Bereiche von κ1a. (Computer!)

[5] Betrachten Sie einen anderen Spezialfall, nämlich a = b. Setzen Sie κ1a = η und
κ2a =

√
ξ2 − η2. Drücken Sie (∗) nun als Funktion von η und ξ aus, d.h. 1 ≥ |g(η, ξ)|.

Aus der Vorlesung wissen Sie, daß genauer gilt:

cosK` = g(η, ξ) , (∗∗)

wobei K der (reduzierte) Ausbreitungsvektor genannt wird.

[6] Für den Fall E > V0, d.h. η2 > ξ2, können Sie ebenfalls eine Gleichung der Form
(∗∗) aufstellen, indem Sie einfach

√
ξ2 − η2 durch i

√
η2 − ξ2 ersetzen. Skizzieren

Sie schließlich die erlaubten Energiebänder in der (K`, 2κ1a)-Ebene, indem Sie die
parametrisch definierte Funktion

{x = arccos[g(η, ξ)], y = 2η}

für ξ = 2 und sowohl für E < V0 als auch für E > V0 betrachten. (Computer!) (10 P.)
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H::2 Bloch-Wellen. In der Vorlesung wurde das Problem von Teilchen in einem periodischen
Potential behandelt, das für die Festkörperphysik sehr wichtig ist. Betrachten Sie dazu
das ein-dimensionale Beispiel eines Teilchens mit Masse m in dem periodischen Potential

V (x) = λ
~

2

m

∞∑
n=−∞

δ(x− na) .

Für die Eigenzustände ψk(x) zum Eigenwert Ek = ~
2

2m
q2
k macht man den Bloch-Wellen

Ansatz
ψk(x) = exp(ikx)uk(x) ,

wobei die Funktion uk(x) die Periodizität des Gitters besitzt, uk(x+ a) = uk(x).

[1] Begründen Sie den Ansatz

ψ
(n)
k (x) = An exp(iqkx) +Bn exp(−iqkx)

im Intervall na < x < (n + 1)a. Geben Sie die Bedingungen an, denen die Koeffizi-
enten An und Bn genügen müssen.

[2] Leiten Sie aus den Anschlußbedingungen an den Punkten x = na die Bestimmungs-
gleichung für den Parameter qk her:

cos(aqk) +
aλ

aqk
sin(aqk) = cos(ak) . (10 P.)

Übungen im Internet: http://www.itp.uni-hannover.de/~flohr/lectures/

Bei Fragen zu den Übungen wenden Sie sich bitte an:

Michael Flohr, Zimmer 342, Appelstr. 2, email: flohr@itp.uni-hannover.de
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