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Zeigen Sie, daf fiir beliebige quadratintegrable Funktionen ¢, € L*(R) {iber

wlo) = [ " e g@(a)

[e.o]

ein hermitesches Skalarprodukt definiert wird.

Machen Sie sich die in der Vorlesung gemachten Bemerkungen zur Bracketschreibweise
klar: Seien die moglichen Eigenzusténde eines Systems mit A; bezeichnet. Dann 148t sich
z.B. der Hamiltonoperator schreiben als

H =" A (M HIA ) (Al =D [A) Hig(Ay]
irj irj
Dies definiert die Matrixelemente H,; des Operators H. Ein beliebiger Zustand 148t sich

schreiben als
) = Z [Ai)ts -

Zeigen Sie, dafl dann gilt:
[Hy) = [N Hij;
.3

Machen Sie sich klar, dafl in P::1 offensichtlich

w= [ T deleyle), ) = (o)

[e.9]

die Verallgemeinerung der obigen Schreibweise auf eine kontinuierliche Basis von Eigen-
zustanden darstellt. Was ergibt (z|z’) 7

Fiihren Sie den Basiswechsel von der Ortsraumdarstellung 1 (x) = (x[¢) in die Impuls-
raumdarstellung ¢(p) = (F¢)(p) = (p|t) direkt mit Hilfe der bra-ket-Notation aus.
Wiederholen Sie dabei noch einmal Begriffe wie Orthonormalbasis, Vollstandigkeitsrela-
tion und ggfls. Fouriertransformation.

Dichtematriz eines sz’n—%—Gemz’sch@s: Die Dichtematrix o eines Spin—%—Teilchens 148t sich
mit den Pauli-Matrizen o, j = x,y, z, zusammen mit der Identitét 1 schreiben als

0= %]l—l-aagc—i-bay%—caz.

Es soll die Wahrscheinlichkeit w(7y,,) bestimmt werden, daf bei einer Messung in einem
kleinen Raumwinkel df? in Richtung von e(, ¢) der Spin nach oben zeigt.

[1] Begriinden Sie, warum der Koeffizient vor 1 gerade £ sein muss, und bestimmen Sie

p in der Basis ihrer Eigenvektoren.
[2] Bestimmen Sie den Eigenzustand A fiir den MeBwert //2 des Spin-1-Operators
h cosf)  sinfe ¥ h
Sop = = = = (04e, +0yey+02e,) .

sinfe¥ —cos# 2

[3] Begriinden Sie, warum w(7y,,) = (A|p|A) ist. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit.

[4] Diskutieren Sie Ihr Ergebnis fiir a = b = 0 und verschiedene Werte von ¢. Warum
ist dies keine Einschréinkung der Allgemeinheit? Wie grofl ist die Polarisation des
Strahls? Wann liegt ein reiner Zustand vor?

Erinnerung: Die Pauli-Matrizen erfiillen o; 0y, = 05 + i€j1 07
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Periodisches Potential: Betrachten Sie das eindimensionales Problem eines Teilchens, das
sich in einem periodischen Potential

0 wenn nf<x<nl+a,

V(m):{\/o wenn nl —b <z <nl, nez,

bewegt. Es sei (zunéchst) F < Vp, so daf die Wellenzahlen

2mE 2m(Vo — EF)
K1 = 2 und Ky = — 7

lauten. Bestimmen Sie die erlaubten Energiebéander, indem Sie wie folgt vorgehen:

[1] Stellen Sie Ansétze fiir ¢(z) fiir 0 < < a und a < x < ¢ auf. Es ist sehr hilfreich,
die Ansétze in coshk(z — a), < sinh k(2 — a) und trigonometrischen Funktionen so
zu machen, dafl die Anschluflbedingungen fiir x = a automatisch erfiillt sind.

[2] Wie in der Vorlesung gezeigt, muf} es eine Matrix M = ( ) geben, so dafl

(o) (o) -(80)

ist. Stellen Sie moglichst einfache Gleichungen fiir «, ..., ¢ auf, indem Sie die freien
Konstanten in Threm Ansatz fiir /() so wahlen, da8 (w((%))) einmal proportional zu

0) wird.

((1)) und einmal zu (1

[3] Nutzen Sie die Bedingung [trM| = |a+ | < 2, um aus den gefundenen Gleichungen
die Bedingung

2 .2
L sin kyasinh keb| < 1 (%)

cos K1a cosh kab +
R1K2

abzuleiten.

[4] Gehen Sie nun zu dem Grenzfall a > b, £ < Vj mit kb < 1 iiber. Driicken Sie die
obige Bedingung (*) in diesem Grenzfall als 1 > |f(ka,v)| aus, d.h. als Funktion
allein von ki@ und v = ";LVO ab. Skizzieren Sie f(kia,) fir ¥ =5 und markieren Sie

die erlaubten Energiebéander als erlaubte Bereiche von kja. (Computer!)

[5] Betrachten Sie einen anderen Spezialfall, ndmlich a = b. Setzen Sie kja = 1 und
Koa = /&% — n?. Driicken Sie (*) nun als Funktion von 7 und £ aus, d.h. 1 > |g(n, £)]|.
Aus der Vorlesung wissen Sie, da} genauer gilt:

cos Kl = g(n,§), (%)

wobei K der (reduzierte) Ausbreitungsvektor genannt wird.

[6] Fiir den Fall £ > V;, d.h. n? > &%, kénnen Sie ebenfalls eine Gleichung der Form

(x%) aufstellen, indem Sie einfach /&2 —n? durch i\/n? — &2 ersetzen. Skizzieren
Sie schlielich die erlaubten Energiebdnder in der (K, 2k,a)-Ebene, indem Sie die

parametrisch definierte Funktion

{z = arccoslg(n, §)],y = 21}
fir £ = 2 und sowohl fir E < V} als auch fiir £ > Vj betrachten. (Computer!)
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(10 P.)



H::2 Bloch-Wellen. In der Vorlesung wurde das Problem von Teilchen in einem periodischen
Potential behandelt, das fiir die Festkorperphysik sehr wichtig ist. Betrachten Sie dazu
das ein-dimensionale Beispiel eines Teilchens mit Masse m in dem periodischen Potential

Fiir die Eigenzustande ¢y (z) zum Eigenwert Fj = %qz macht man den Bloch-Wellen
Ansatz

Ur(x) = exp(ikz) ug(x),
wobei die Funktion uy(x) die Periodizitiat des Gitters besitzt, uy(z + a) = ug(z).

[1] Begriinden Sie den Ansatz
,(j) () = Ay exp(igrx) + B, exp(—igix)

im Intervall na < z < (n + 1)a. Geben Sie die Bedingungen an, denen die Koeffizi-
enten A, und B, geniigen miissen.

[2] Leiten Sie aus den AnschluBbedingungen an den Punkten x = na die Bestimmungs-
gleichung fiir den Parameter g her:

aX |
cos(aqy) + a sin(aqy) = cos(ak) . (10P.)
k
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