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Wigner-Theorem: In der Vorlesung wurde gezeigt, dal zu jeder invertierbaren Abbildung
T von Strahlen ¥ ~ AW, X\ € C — {0}, eines Hilbertraumes, d.h.

v L Ty
A )\¢T@Z;,

die alle Wahrscheinlichkeiten erhélt,

e (To|TY)1*  _ [(8l¥)
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eine unitare Abbildung U oder eine anti-unitire Abbildung A des Hilbertraumes gehort.
Beim Beweis bleibt allerdings noch zu zeigen, dafl die unitédre bzw. anti-unitdre Rea-
lisierung auch fiir alle Strahlen im Hilbertraum einheitlich gewéhlt werden kann. Es
werden die Bezeichungen aus der Vorlesung verwendet. Bezeichne also x; eine ortho-
normale Basis, (xx|x:) = 0k, und seien 0.B.d.A. normierte Repriisentanten der Strahlen
gewahlt, (¢|1) = 1. Ein solcher Représentant eines Strahles besitzt also die Entwicklung
Y = >, Yexe mit Y, [¢x|?> = 1. Die Transformation T bildet orthonormale Basen auf
orthonormale Basen ab, d.h.

/oy

Tx, = Xk, mit  (X[x) = 0u -

eligen die zunachst, dab eimnheitlich fir alle Strahlen Vi, = —=(x1 +1x&) gilt, dab die
1] Zeigen Si hst, dafl einheitlich fiir alle Strahlen V; \}ix ixx) gilt, dafl di
transformierten Strahlen V! = %(Xl +ixx)" entweder alle von der Form ei%(x'lqtixg)

eiak
V2
unitéire Realisierung). Dazu nehmen Sie das Gegenteil an, daf also z.B. fiir V}, eine

unitare Realisierung gewihlt werden kann, fiir Vj, [ # k jedoch eine anti-unitére.
Betrachten Sie ¢ = %(Xl + ixx + ix;) und fithren Sie die Annahme auf einen
Widerspruch.

sind (unitdre Realisierung), oder alle von der Form = (x| —ix5) sein miissen (anti-

[2] Im letzten Schritt miissen Sie nun noch zeigen, daB in der Tat alle Strahlen ¢
einheitlich alle linear oder alle anti-linear transformieren miissen, genau wie die
Vi. Nehmen Sie dafiir an, daf§ V| = %(Xﬁ + ix},) fur alle Vi gilt, daBl es aber ein

Y = >, Xk gibt, so daB es beim transformierten Strahl ¢/ = ey} 3", X}, (%)

ein [ gibt, fiir das (%Y + (%) ist. Fithren Sie auch dies auf einen Widerspruch.

Hinweis: Beachten Sie, dafl es nur auf die relativen Phasen ankommt, wie es in der Schreib-
weise fiir ¢' und die x}, nahegelegt wird.
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Die Uberlagerungsgruppe der Lorentz-Gruppe: In dieser Aufgabe soll erarbeitet werden,
da die Gruppe SL(2,C) der Mobius-Transformationen die Uberlagerungsgruppe der
Lorentz-Gruppe darstellt. Wenn die Losung dieser Aufgabe Probleme bereitet, konsul-
tieren Sie ruhig die Literatur, z.B. das Skript Geometrie der Relativititstheorie, das Sie
unter http://www.itp.uni-hannover.de/ dragon/ finden.
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Zeigen Sie, daB jede komplexe Matrix g mit Determinante 1 eindeutig als g = e"U
geschrieben werden kann, wobei h eine hermitesche, spurfreie Matrix ist, h = hf,
trh =0, und U eine unitdre Matrix ist mit Determinante 1. Wie ist A durch g und
g' zu definieren, wie U?

Zeigen Sie, daB eine beliebige unitéire 2 x 2 Matrix U mit det U = 1 wegen UTU = 11

von der Form
(a_b*)a a,beC, |a*+[b]> =1,
b a

ist und demnach eindeutig zu einem Punkt auf der dreidimensionalen Kugelober-
fliche S3 gehort.
Zeigen Sie fiir die Exponentialreihe von Pauli-Matrizen

ia(n-o) a(n-o)

e =cosa+i(n-o)sina, e =cosha+ (n-o)sinha,

indem Sie (n - o)? = 1 verwenden und gerade und ungerade Potenzen zusammen-
fassen. Vergleichen Sie mit U und begriinden Sie, daf} jedes Paar komplexer Zahlen
mit |a|?> + [b]*> = 1 als a = cosa + isinan, und b = i(n, + in,)sin @ geschrieben
werden kann.

Betrachten Sie hermitsche 2 x 2 Matrizen

KO— k3 —kl 4 ik
K= ( K —ik2 KO+ kS)ZkOH_(k"’)

und die Transformation K +— K’ = gKg' mit ¢ = U = €'2(®9)_ Zerlegen Sie dazu
K =k1—kjn-o)— (k.- o) in parallele und senkrechte Anteile und zeigen Sie
getrennt &'% = k°, k| =k, und k', = cosak, +sina(n x k). Verwenden Sie dabei
Aufgabenteil [3] und die Identitét

(m-o)n-o)=(m-n)ll+i(mxn)-o.

Welche andere Matrix U’ bewirkt dieselbe Drehung von k wie U?

Betrachten Sie nun K +— K’ = gKg¢' fir ¢ = e2(™9). Zeigen Sie, daf dies eine
drehungsfreie Lorentztransformation von (k%) k', k2, k3) ist, daB nidmlich k', = k|
wegen (k; -o)(n-0) = —(n-0o)(k, - o) gilt, und indem Sie

(ko —ky(n- a)> (cosh% + (n - o) sinh %)2 = (k‘,o — kj(n- a))

ausmultiplizieren und die Lorentztransformation ablesen:

k' [ cosha sinha E°
k|’| ~ \ sinha cosha l{:H :

(20 P.)



