QUANTENMECHANIK 1T Prof. Norbert Dragon :: Dr. Michael Flohr
Ubungsblatt IX :: Prisenziibungen 05. Juni 2003

P::1 Antinuitire Operatoren: Es sei T antiunitir, d.h. (T'x|Tv) = (¢]x). Es sei weiter A ein
linearer Operator. Zeigen Sie, dal dann T AT~ linear ist und die Beziehung

(TAT YT = TAT™!

erfiillt.

P::2 Numerisch invariante Tensoren:

[1]

2]

Bestétigen Sie, daB o,4,™ die Komponenten eines numerisch invarianten Tensors
sind.

Vollziehen Sie dazu folgende Schritte nach: Definitionsgeméf hingen SL(2, C)-
Matrizen D und Lorentztransformationen A durch ihre Wirkung auf hermitesche
2 x 2-Matrizen zusammen, P = o™n,,,p", P = P', DPD' = P' p'™ = A",pF.
Schreiben Sie diese Gleichung fiir p* = A='#,¢!, differenzieren Sie nach ¢!, und zeigen
Sie so

DO_mDTnmnAilnl = O-mnml
DO_mDTnmnA—l nl n—llk — O_k '

Es ist (pA=tp~1),,F = AF,,, also nA~'n~t = AT, denn AT ~IpA~t = 7 gilt fiir alle
Lorentztransformationen A, auch fiir ihr Inverses. Zusammengenommen gilt also

Dce™DTA*, = oF

oder, in voller Indexpracht, daf3 0,5" die Komponenten eines numerisch invarianten
Tensors sind .
v b Ak m_ _k
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H::1 Gordon-Identitdt:

[1]

2]

Die u -Spinoren u, (p) erfiillen die Gleichung (—v"p, +m)u,(p) = 0 . Verwenden Sie

vt =990, um zu zeigen, da u,(q) = (us(q))"" die Gleichung

U (q)(—7"qn +m) =0
erfiillt.
Werten Sie die Gleichung
0 =" (p)V"(V"qn — m) + (V"Pn — m)7" e (q)

aus, indem sie das Produkt der Gamma-Matrizen symmetrisieren und antisymme-
trisieren, 7"y = {7y, 7"} + 5[V 7"] = 1"+ £[y™,7"], um die Gordon-Identitét

Uy (p)Y Uy (q) = %ﬂa (P)(P™ + ¢ g (q) + ﬁﬂa (P)Y" "] (Pn — @n)uor (q)

zu zeigen. Wie lautet die Gordon-Identitét fiir v-Spinoren? Was besagt sie fiir p = ¢ ?

H::2 Hamilton-Operator:

[1]

2]

[3]

[4]

Das Dirac-Feld

U(x) = / dp(e™ "0, (p)dl (p) + " u, (p)bs (p))

enthélt fermionische Erzeuger df (p) und Vernichter b,(p), die die Antivertauschungs-
relationen

{do(q),d(p)} = 21)*2p°8°(7~7) ,  {dor(0). ds(p)} = 0= {d},(9), d} ()}
erfiillen. Sind die Zustinde |y, (p)) = di (p)|Q2) kontinuumsnormiert?
Zeigen Sie, da H = [dpp® (df(p)d,(p) + bl (p)b,(p)) auf das Vakuum angewendet
und auf Einteilchenzusténden der Hamilton-Operator ist, H|Q2) = 0, H|x.(p)) =

V m? +]52|Xcr(p>>'

Die Normalordnung ordnet Polynomen in d} (p), dy(p), bl (p), bs(p), die zunichst als
formale Zeichenketten zu lesen sind, linear Operatoren zu,

A4+ B:=:A:+:B:, :M:=X:A:, :1:=1,
und zwar so, dafl Erzeuger nach links und Vernichter nach rechts angeordnet werden
und ein Faktor —1 hinzugefiigt wird, falls diese Permutation ungerade ist.

dy, (p1) - .. dy, (pk)di,l(ql) . d;,(ql) :
= td!, (q1) . d} (@) doy (1) - dor, (91)

Zeigen Sie : dg(p)djf, (p):=—: di, (p")dy(p) : ! Die Argumente der Normalordnung
sind also nicht Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, sondern antivertauschende
Zahlen.

Zeigen Sie, daB8 der Operator H = [d%z : U(z)(iY>_,7'd; + m)¥(z) : bis auf
einen Normierungsfaktor mit H iibereinstimmt. Absorbiert man diesen Faktor in
redefinierten u- und v-Spinoren, so sind sie im Grenzfall m — 0 stetig. Wie lautet
der Normierungsfaktor, was sind die redefinierten Spinoren?

(5 P.)

(15 P.)



