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ZUM COLEMAN-MANDULA THEOREM

In der Vorlesung wurde motiviert, dass es ind > 2 Raumzeit-Diemnsionen keine Erhaltungsgrößen zu internen
Symmetrien gibt, die nicht Lorentz-Skalare sind. Die Poincaré-Algebrap wird erzeugt von den Generatoren de
TranslationenPµ, sowie den Generatoren der Lorentz-DrehungenMµν . Erstere sind im Impulsvektor zusam-
mengefasst, letztere im Drehimpuls-Boost-Tensor. Diese Generatoren führen auch zu den einzigen tensoriellen
Erhaltungsgr̈oßen. Alle anderen Erhaltungsgrößen m̈ussen Skalare sein. Eine gegebene interene Symmetrie ist im
allgemeinen durch eine Lie-Algbrag gegeben, die natürlich mit der Poincaŕe-Algebra vertauschen muss,[p, g] = 0.
Die vollsẗandige Symmetrie-Algebra ist dannp⊕ g.

Poincaré-Algebra. Die Poincaŕe-Algebra wird erzeugt aus den Translationenxµ 7→ xµ+εµ und den Lorentz-Rotationen
xµ 7→ xµ + ωµ

νx
ν , wobeiωµν = −ωνµ ist. Die Darstellung dieser Generatoren auf einem Raum von Funktionen

f(x) ist wie folgt gegeben: Ist die Transformationx 7→ x′ = x + ε(x), dann wird die Transformationf(x) 7→
f ′(x′) = f(x)+Dεf(x) durch einen Differential-OperatorDε vermittelt. F̈ur Translationen haben wirρ(Pµ) = ∂µ,
für die Lorentz-Drehungen ergibt sichρ(Mµν) = 1

2 (xµ∂ν − xν∂µ). Die Dimension der Poincaré-Algebra ist

d+ d(d−1)
2 = d(d+1)

2 , dennp = Rd ⊕ so(p, q), wobeip+ q = d und die Signatur auf der Raumzeit gerade(p, q)
ist. Die Algebra ist gegeben durch die Kommutatoren

[Pµ, P ν ] = 0 , [Pµ,Mρσ] = i(ηµσP ρ−ηµρPσ) , [Mµν ,Mρσ] = i(ηµρJνσ−ηνρMµσ+ησµMρν−ησνMρµ) .

Abschließend sei kurz erẅahnt, dass die finiten Lorent-Drehungen natürlich durchxµ 7→ Λµ
νx

ν mit den Lorentz-
MatrizenΛµ

ν ∈ SO(p, q) gegeben sind.

Ü B U N G .
�
 �	Betrachten Sie eine(3 + 1)-dimensionale Theorie mit verschiedenen skalaren Feldernφa, a = 1, . . . , N .

Die Wirkung für eine solche Theorie kann zum Beispiel

S = −
∫

d4x
∑

a

(
∂µφ

a†∂µφa +m2φa†φa + λ(φa†φa)2
)

lauten. Gehen Sie nun zu dem Fallüber, dass alle Felderφa masselos sind und zeigen Sie, dass diese Wirkung
dann zus̈atzlich unter Skalentransformationenxµ 7→ xµ + εxµ invariant ist. Sie k̈onnen das gleich mit einer finiten
Skalentransformationxµ 7→ x′µ = λxµ durchf̈uhren.

Konforme Algebra. Sind alle Felder einer Poincaré-invarianten Theorie masselos, so kannp zur konformen Algebra
k erweitert werden. Zus̈atzlich zuPµ undMµν besitzt die konforme Algebra noch weitere(d + 1) Generatoren,
nämlich einmal den Generator der DilatationenD und die Generatoren der sogenannten speziellen konformen
TransformationenBµ. Die Dimension der konformen Algebrak ist demnachd(d+1)

2 + d+ 1 = (d+1)(d+2)
2 . In der

Tat kann man zeigen, dassk ' so(p + 1, q + 1) ist. Die speziellen konformen Transformationen sindübrigens
gegeben durchxµ 7→ xµ + εµ(x · x)− 2xµ(ε · x). Die finite Version ist allerdings recht kompliziert,

xµ 7→ x′µ =
xµ + bµ(x · x)

1 + 2(b · x) + (b · b)(x · x)
.

Die Generatoren werden in einer Darstellung auf einem Funktionenraum repräsentiert durchρ(D) = xµ∂µ und
ρ(Bµ) = (x · x)∂µ − 2xµ(x · ∂), wobei[∂µ, xν ] = ηµν ist.

Ü B U N G .
�
 �	Was ist die geometrische Bedeutung der speziellen konformen Transformation? Zur Vereinfachung können

Sie den euklidischen zwei-dimensionalen Fall betrachten. Geben Sie die zusätzlichen Kommutatoren an, um die
konforme Algebra festzulegen.

Coleman-Mandula. In der Vorlesung haben wir einen sehr einfachen Spezialfall des Coleman-Mandula-Theorems be-
wiesen. Wir betrachteten den Fall identischer skalarer Teilchen mit Massem und asymptotisch freien Zuständen
|p;α〉, p2 = m2, wobeiα weitere Quantenzahlen bezeichnet. Bei der Streuung zweier solcher Teilchen aneinander
gilt natürlich Impulserhaltung, alsop(1) + p(2) = p′(1) + p′(2), wobei alle Impulse Lorentz-Vektoren sind. Eine
angenommene tensorielle ErhaltungsgrößeQµν , die wir o.B.d.A. spurfrei ẅahlen k̈onnen, alsoQµ

µ = 0, muss aus
kinematischen Gr̈unden die folgenden Matrixelemente zwischen asymptotischen Ein-Teilchen-Zuständen besitzen:

〈p;α|Qµν |p;α〉 =
(
pµν −

1
d
ηµνp

2

)
〈α‖Q‖α〉 .
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In der Vorlesung wurde nun argumentiert, dass die Erhaltung der GrößeQµν bei Streuung zweier solcher Teilchen
aneinander impliziert, dass nur noch Streuung in exakt Vorwärts- oder exakt R̈uckwärtsrichtung m̈oglich ist, was
für d > 2 im Widerspruch dazu steht, dass die Streumatrix analytisch von den Streuwinkeln abhängen muss.

Ü B U N G .
�
 �	̈Uberlegen Sie, warum nur Vorẅarts- oder R̈uckwärtsstreuung m̈oglich ist. Betrachten Sie dazu in einer

(1, d− 1) Raumzeit

〈α‖Q‖α〉
(
p(1)

µ p(1)
ν + p(2)

µ p(2)
ν − 1

d
ηµν(n2 +m2)

)
= 〈α‖Q‖α〉

(
p′(1)µ p′(1)ν + p′(2)µ p′(2)ν − 1

d
ηµν(n2 +m2)

)
.

Dies ist f̈ur jedes Paarµ ≤ ν = 0, . . . , d − 1 eine kinematische Einschränkung. Betrachten Sie insbesondere
µ = ν = 0 und zeigen Sie, dass entwederE1 = E′

1 undE2 = E′
2 gelten muss, oder dass〈α‖Q‖α〉 = 0 sein muss.

Warum ergibt sich ind = 2 kein Widerspruch?

Lösung: Dies ist ein Spezialfall des generellen Theorems. Zusätzliche Symmetrien m̈ussen mit relativi-
stischer Kinematik kompatibel sein.Ähnlich wie beim Drehimpuls kann man die Erwartungswerte aufspalten in
einen Anteil, der von den dynamischen Variablen abhängt, und einen, der allein von der Darstellung der Symme-
trie abḧangt. Beim Drehimpuls kennen wir dies unter dem Namen Wigner-Eckart-Theorem. Auch hier läßt sich
das Matrixelement schreiben als ein reduziertes Matrixelement, das von der konkreten kinematischen Situation
unabḧangig ist, und einen durch die Symmetriegruppe der Raum-Zeit bereits eindeutig fixierten dynamischen An-
teil. Im vorliegenden Fall liefert uns das für µ = ν = 0 eine Bedingung an die Energien der Teilchen, nämlich
(E1)

2 +(E2)
2 = (E′

1)
2 +(E′

2)
2. Naẗurlich gilt aber auch weiterhin Energie-Erhaltung, alsoE1 +E2 = E′

1 +E′
2.

Damit haben wir zwei Gleichungen, die uns Kurven in der(E1, E2) Ebene definieren. Da diese gleichzeitig
erfüllt sein m̈ussen, sind nun nur noch die Schnittpunkte dieser Kurven erlaubt, also(E′

1, E
′
2) = (E1, E2) und

(E′
1, E

′
2) = (E2, E1), wie das folgende Bild verdeutlicht. Die erste Lösung ist die triviale Vorẅartsstreuung, die

zweite L̈osung f̈uhrt zum Austausch der (identischen!) Teichen, also zur Rückwärtsstreuung.

E2E1

E1 E2+ const’

E2

E1

+2 2 = const

=

Der Ausweg. Supersymmetrie ergibt sich auf natürliche Weise, wenn man einen Weg sucht, das Coleman-Mandula-
Theorem zu umgehen. Dieses kann nämlich ganz allgemein für nicht-verschwindende Streu-Amplituden beliebiger
Teilchen gezeigt werden (die nicht identisch sein müssen), solange die Differenz der involvierten Spins ganzzahlig
ist. Eine Erhaltungsgröße, die aber Bosonen in Fermionenüberf̈uhrt und umgekehrt, ist kein Tensor, sondern ein
Spinor. Die erhaltene Spinor-Ladung wird, analog zu einer Tensor-Ladung, durch eine Raumintagration bei kon-
stanter Zeiẗuber einen Spinor-Strom gegeben. Aus der Quantenfeldtheorie weiß man aber, dass fermionische Fel-
der keine wohldefinierten Kommutatoren besitzen können. Dies ist eine Konsequenz des Spin-Statistik-Theorem
von Streater und Wightman (1964). Es besagt, dass die Kommutatoren von tensoriellen Felderm (Felder mit ganz-
zahligem Spin) f̈ur raumartige Absẗande verschwinden m̈ussen, um Kausalität sicherzustellen. F̈ur Spinor-Felder
(Felder mit halbzahligem Spin) führt dies jedoch zu einem Widerspruch. Die einzige konsistente Lösung ist, dass
ihre Antikommutatoren f̈ur raumartige Absẗande verschwinden m̈ussen. Mit der Signatur(1, d − 1) heißt das:
[Tµ1,...,µn

(x), Tν1,...,νn
(y)] = 0 für (x − y)2 < 0, aber{ψα1,...,αn

(x), ψβ1,...,βn
(y)} = 0 für (x − y)2. Für Spi-

noren macht der Kommutator keinen Sinn, er ist schlicht und einfach nicht bestimmt. Die volle Symmetrie, die
als Erhaltungsgr̈oßen spinorielle Ladung besitzt, kann daher nicht eine gewöhnliche Lie-Algebra sein, da sie nicht
vollständig durch Kommutatoren definiert wird. Stattdessen führt man die Lie-Superalgebren ein, in denen neben
Kommutatoren auch Antikommutatoren auftreten.

EIN PAAR ALLGEMEINE EIGENSCHAFTEN

Abgesehen von der Verallgemeinerung der Symmetrie-Algebra zu Superalgebren kann man aber den Apparat
der Quantenfeldtheorie ohne jedeÄnderungübernehmen.Die Konzepte der Quantenfeldtheorie gestatten die
Einführung von Supersymmetrie auf natürliche Weise, ohne die Notwendigkeit irgendeiner weiteren Einschränkung
oder Voraussetzung!
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Hier seien ein paar allgemeine Eigenschaften von Supersymmetrie-Transformationen zusammengetragen.
Die Transformation sei der kürze halber einfach mitQ bezeichnet,|b〉 ist ein bosonischer Zustand,|f〉 ein fermio-
nischer Zustand. Supersymmetrie-Transformationen sind Operatoren, die bosonische Zustände in fermionische
ändern und umgekehrt. Wir wollen den Hilbertraum der bosonischen ZuständeB nennen, den der fermionischen
ZusẗandeF . Dann gilt

∀b ∈ B : Q|b〉 = |f〉 ∈ F , ∀f ∈ F : Q|f〉 = |b〉 ∈ B .
Welche Zusẗande nun genau in welche abgebildet werden, wieviele solche Supersymmetrie-GeneratorenQ es gibt,
welche anderen Eigenschaften der Zustände außer ihrer Statistik geändert werden, ḧangt naẗurlich vom konkreten
Modell ab. Einige Eigenschaften gelten aber für jedesQ, das Supersymmetrie-Generator in einer beliebigen super-
symmetrischen Theorie ist.

Supersymmetrie. Ein solchesQ ändert, nach Definition, die Statistik eines Zustandes, und damit seinen Spin. Also
ändert sich aus das Transformationsverhalten und räunlichen Drehungen, und daher ist Supersymmetrie, in einem
gewissen Sinne, eine Raum-Zeit-Symmetrie.

Ü B U N G .
�
 �	Bosonen und Fermionen verhalten sich unterschiedlich unter Drehungen. Ein OperatorQ, der die ineinan-

derüberf̈uhrt, kann daher nicht selbst invariant unter Drehungen sein. Es seiR eine Drehung um2π um irgendeine
Achse, undU = ρ(R) der uniẗare Operator, der diese Drehung im Hilbertraum repräsentiert. Es gilt also offen-
sichtlich

UQ|b〉 = UQU−1U |b〉 = U |f〉 , UQ|f〉 = UQU−1U |f〉 = U |b〉 .
Nun haben Fermionen die Eigenschaft, unter der Aktion vonU ein Vorzeichen aufzupicken:U |f〉 = −|f〉,
U |b〉 = |b〉. Leiten Sie damit ab, dassUQU−1 = −Q sein muss. In der Tat kann man zeigen, dass sichQ
unter Lorentz-Transformationen exakt wie ein Spinor-Operator verhält. Insbesondere kommutiertQ nicht mit den
Lorentz-Transformationen.

Susy und Poincaŕe. Man kann weiter zeigen, dass ein Supersymmetrie-Generator mit Translationen vertauscht. Dies
bedeutet insbesondere, dassQmit dem Energie- und Impulsoperator vertauschen,[Q,E] = 0 und[Q,P ] = 0. Um
die Struktur der gesamten Symmetrie einer Theorie mit Supersymmetrie zu bestimmen, benötigt man s̈amtliche
(Anti-)Kommutatoren der Generatoren. Einen susy GeneratorQ kann man sich vorstellen als eine Kombination aus
einem Fermionen-Vernichter und einem Bosonen-Erzeuger bzw. umgekehrt vorstellen. Wie später in der Vorlesung
gezeigt werden wird, ist so einQ Generator daher fermionisch, und man benötigt daher die Antikommutatoren
zwischen den susy Generatoren. Es seiQ† der zuQ hermitesch konjugierte Operator. DieQ Operatoren sind
als Spinor-Komponenten im allgemeinen nicht hermitesch, aber die Operator{Q,Q†} = QQ† + Q†Q ist ein
hermitescher und symmetrischer Operator, hat also positiv definite Eigenwerte:

〈p;α|QQ†|p;α〉+ 〈p;α|Q†Q|p;α〉 =
∣∣Q†|p;α〉

∣∣2 + |Q|p;α〉|2 ≥ 0 .

Das kann dann und nur dann für alle Zusẗande|p;α〉 verschwinden, wennQ = 0 ist. Wir werden sehen, dass der
Operator{Q,Q†} ein Element der Poincaré-Algera ist und die Form

{Q,Q†} = aE + b · P

hat. Dies ist eine typische Eigenschaft von susy Operatoren: Antikommutatoren von susy Operatoren sind ty-
pischerweise durch Generatoren der Raum-Zeit-Transformationen, insbesondere der Translationen. Anschaulich
besagt dies, dass das Ausführen zweier susy Operationen, was ja Bosonen wieder in Bosonenüberf̈uhrt und Fer-
mionen in Fermionen, eine Translation der Zustände in der Raum-Zeit induziert!

Verblüffenderweise gilt noch folgendes, tiefere, Resultat: Seien alle susy Generatoren durchnummeriert,
Qi, i = 1, . . . N . Dann gilt folgendëuberraschende Formel:∑

i

{Qi, Q
†
i} ∝ E ,

der vom Impuls abḧangige Teil hebt sich in de Summeüber s̈amtliche susy Generatoren weg! Je nach Vorzeichen
der Proportionaliẗatskonstanten ist das Spektrum der Theorie also entweder von unten oder von oben beschränkt.
Physikalisch relevante Theorien haben ein von unten beschränktes Energie-Spektrum, also eine positive Propor-
tionalitätskonstante. Man beachte, dass eine supersymmetrische Theorieautomatischein Energiespektrum ohne
negative Eigenwerte erzwingt!

Ü B U N G .
�
 �	Es bezeichne|0〉 den Zustand mit minimalem Energie-Eigenwert, genanntVakuum. Zeigen Sie

E|0〉 = 0 ⇐⇒ Qi|0〉 = 0 und Q†
i |0〉 = 0 ∀i .

Begr̈unden Sie, warum jeder Zustand|ψ〉 mit E|ψ〉 6= 0 nicht invariant unter susy Transforamtionen sein kann.
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Superpartner. Jeder Ein-Teilchen-Zustand|ψ〉 mit nicht verschwindender Energie besitzt mindestens einen Superpart-
nerQ|ψ〉 oderQ†|ψ〉. Der Spin dieser Partnerzustände unterscheidet sich vom Spin der Zustandes|ψ〉 um 1

2 . Also
entḧalt jedesSupermultipletmindestens ein Bosonb mit Spin σb und ein Fermionf mit Spin σf , und es gilt
|σb − σf | = 1

2 . Ein Supermultiplet ist das Analogon zu einem Multiplet bezüglich einer Lie-Algebra Symmetrie.
Die Zusẗande eines Supermultiplets werden durch die Generatoren der Lie-Superalgebra ineinanderüberf̈uhrt.

Ü B U N G .
�
 �	Beweisen Sie, dass alle Zustände eines Supermultipletts die selbe Masse haben müssen. Dies widerspricht

unseren Beobachtungen in der Natur, da wir die Superpartner zu den bekannten leichten Elementarteilchen nicht
gefunden haben. Wenn Supersymmetrie in der Natur eine Rolle spielt, so kann dies nur in Form von spontan
gebrochener Supersymmetrie der Fall sein.

Nachtrag. In der Vorlesung wurden als Beispiele die Lie-Superalgebrensl(m|n) undosp(m|n) vorgestellt, die auf gra-
duierten Vektorr̈aumenV (m|n) operieren. Wie bei geẅohnlichen Lie-Algebren kann man auch Lie-Superalgebren
als die Menge solcher infinitesimaler Transformationen verstehen, die eine bestimmte Größe invariant lassen. So
läßtsl(m|n) das VolumenelementdVol invariant, ẅahrendosp(m|n) das Skalarprodukt invariant läßt, das durch
die Form(x, y) = xt ·G · y mit

G =
(

1lm
Jn

)
, Jn =



0 1
−1 0

0 1
−1 0

...
0 1

−1 0


,

definiert ist. Offensichtlich mussn gerade sein. Die MatrixJn wurde in der Vorlesung etwas irreführend ange-
schrieben.
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