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ZUM COLEMAN-MANDULA THEOREM

In der Vorlesung wurde motiviert, dass esdn> 2 Raumzeit-Diemnsionen keine Erhaltungs§en zu internen
Symmetrien gibt, die nicht Lorentz-Skalare sind. Die Poi@eaigebrap wird erzeugt von den Generatoren de
TranslationenP*, sowie den Generatoren der Lorentz-Drehungétt’. Erstere sind im Impulsvektor zusam-
mengefasst, letztere im Drehimpuls-Boost-Tensor. Diese Generaitiiegnfauch zu den einzigen tensoriellen
ErhaltungsgifRen. Alle anderen Erhaltungsfen niissen Skalare sein. Eine gegebene interene Symmetrie ist im
allgemeinen durch eine Lie-Algbgegegeben, die natlich mit der Poincag-Algebra vertauschen mugs, g] = 0.

Die vollstandige Symmetrie-Algebra ist dapmp g.

Poincaré-Algebra. Die Poincae-Algebra wird erzeugt aus den Translationén— x#+¢* und den Lorentz-Rotationen
at — ot + whaz?, wobeiwt” = —w"* ist. Die Darstellung dieser Generatoren auf einem Raum von Funktionen
f(z) ist wie folgt gegeben: Ist die Transformatien— 2’ = x + €(«), dann wird die Transformatiofi(z) —
f'(a") = f(x)+D.f(x) durch einen Differential-Operat@, vermittelt. Rir Translationen haben wi P, ) = 9,,,
fur die Lorentz-Drehungen ergibt si¢t{),,) = (2,0, — z,,0,). Die Dimension der PoincarAlgebra ist
d+ @ = d(djl), dennp = R? @ so(p, ¢), wobeip + ¢ = d und die Signatur auf der Raumzeit gerdgeq)
ist. Die Algebra ist gegeben durch die Kommutatoren

[PY, P =0, [PF,MP] = i(" PP=y " P7), [M", MP7] = (50" =" MY MO = M)

Abschliel3end sei kurz e@dhnt, dass die finiten Lorent-Drehungeninfith durchz* +— A# x¥ mit den Lorentz-
MatrizenA*, € SO(p, ¢) gegeben sind.

UBUNG ) Betrachten Sie eing + 1)-dimensionale Theorie mit verschiedenen skalaren Feldgrn = 1,..., N.
Die Wirkung fur eine solche Theorie kann zum Beispiel

S:—/d%Z(@gzﬁ“@“gﬁ“+m2¢>ﬂ¢“+)\(¢“¢“)2)

lauten. Gehen Sie nun zu dem Faller, dass alle Felde® masselos sind und zeigen Sie, dass diese Wirkung
dann zuéatzlich unter Skalentransformationett — z* + ex* invariant ist. Sie knnen das gleich mit einer finiten
Skalentransformation* — x'* = Az* durchiihren.

Konforme Algebra. Sind alle Felder einer Poin@invarianten Theorie masselos, so kanzur konformen Algebra
¢ erweitert werden. Zugzlich zuP* und M*¥ besitzt die konforme Algebra noch weitegf@+ 1) Generatoren,
namlich einmal den Generator der DilatationBnund die Generatoren der sogenannten speziellen konformen
TransformationerB*. Die Dimension der konformen Algebtast demnacHi(dZil) +d+1= W. In der
Tat kann man zeigen, dags~ so(p + 1,¢ + 1) ist. Die speziellen konformen Transformationen sirigens
gegeben durch* — x* + ¢#(x - ) — 2z#(e - ). Die finite Version ist allerdings recht kompliziert,

W at + b (x - x)
’ C1+20b-x)+(b-b)(z-x)

Die Generatoren werden in einer Darstellung auf einem Funktionenrauésespiert durctp(D) = 2*9,, und
p(B,) = (- x)0, — 2z,(x - 0), wobei[d,, z,| = ., ist.

UBUNG ) Was ist die geometrische Bedeutung der speziellen konformen Transformation? Zur Vereinfaimeg k
Sie den euklidischen zwei-dimensionalen Fall betrachten. Geben Sie diglmmen Kommutatoren an, um die
konforme Algebra festzulegen.

Coleman-Mandula. In der Vorlesung haben wir einen sehr einfachen Spezialfall des Coleman-Mandula-Theorems be-
wiesen. Wir betrachteten den Fall identischer skalarer Teilchen mit Massed asymptotisch freien Zustden
Ip; @), p* = m?, wobeia weitere Quantenzahlen bezeichnet. Bei der Streuung zweier solcher Teilchen aneinander
gilt natirlich Impulserhaltung, alsp™® + p® = p'() 4 /(2 wobei alle Impulse Lorentz-Vektoren sind. Eine
angenommene tensorielle Erhaltungsdgq,,,, die wir 0.B.d.A. spurfrei ihlen lonnen, als@)¥,, = 0, muss aus
kinematischen Gmden die folgenden Matrixelemente zwischen asymptotischen Ein-Teilchedndestbesitzen:

1
1 0lQu ) = (s = J?) ().



In der Vorlesung wurde nun argumentiert, dass die Erhaltung d#3éa},,,, bei Streuung zweier solcher Teilchen
aneinander impliziert, dass nur noch Streuung in exakt ¥oisv oder exakt Bckwartsrichtung miglich ist, was
furd > 2 im Widerspruch dazu steht, dass die Streumatrix analytisch von den Streuwinkéfrgabhmuss.

UBUNG) Uberlegen Sie, warum nur Voasts- oder Rckwartsstreuung figlich ist. Betrachten Sie dazu in einer
(1,d — 1) Raumzeit

1 1
(@l@ll) (#5020~ T+ %)) = GallQll) (O 4 AP o ) )

Dies ist ir jedes Paap, < v = 0,...,d — 1 eine kinematische Einsdimkung. Betrachten Sie insbesondere
u = v = 0und zeigen Sie, dass entwedegr = F{ und F; = E, gelten muss, oder dass||Q||«) = 0 sein muss.
Warum ergibt sich inl = 2 kein Widerspruch?

Losung Dies ist ein Spezialfall des generellen Theorems.afzlehe Symmetrien fissen mit relativi-
stischer Kinematik kompatibel seiAhnlich wie beim Drehimpuls kann man die Erwartungswerte aufspalten in
einen Anteil, der von den dynamischen Variablenaiwt, und einen, der allein von der Darstellung der Symme-
trie ablangt. Beim Drehimpuls kennen wir dies unter dem Namen Wigner-Eckart-Theorem. Auchftisidh
das Matrixelement schreiben als ein reduziertes Matrixelement, das von der konkreten kinematischen Situation
unablingig ist, und einen durch die Symmetriegruppe der Raum-Zeit bereits eindeutig fixierten dynamischen An-
teil. Im vorliegenden Fall liefert uns daéirf, = v = 0 eine Bedingung an die Energien der Teilchegntich
(E))?+ (BE,)? = (E})? + (E%)?. Natirlich gilt aber auch weiterhin Energie-Erhaltung, also+ E, = E| + E}.

Damit haben wir zwei Gleichungen, die uns Kurven in dék, F»;) Ebene definieren. Da diese gleichzeitig
erflllt sein missen, sind nun nur noch die Schnittpunkte dieser Kurven erlaubt(&|s&,) = (E;, E5) und
(E1, EY) = (E,y, Ey), wie das folgende Bild verdeutlicht. Die erstédung ist die triviale Vondrtsstreuung, die
zweite Losung fihrt zum Austausch der (identischen!) Teichen, also ZigkiRéartsstreuung.

E,

2 2
E1 + E2 = const

E + E,= const’

Der Ausweg. Supersymmetrie ergibt sich auf ddtche Weise, wenn man einen Weg sucht, das Coleman-Mandula-
Theorem zu umgehen. Dieses ka@miich ganz allgemeiriif nicht-verschwindende Streu-Amplituden beliebiger
Teilchen gezeigt werden (die nicht identisch seiilssen), solange die Differenz der involvierten Spins ganzzahlig
ist. Eine Erhaltungs@fie, die aber Bosonen in Fermiorigmeriihrt und umgekehrt, ist kein Tensor, sondern ein
Spinor. Die erhaltene Spinor-Ladung wird, analog zu einer Tensor-Ladung, durch eine Raumintagration bei kon-
stanter Zeitlber einen Spinor-Strom gegeben. Aus der Quantenfeldtheorie weild man aber, dass fermionische Fel-
der keine wohldefinierten Kommutatoren besitzémiken. Dies ist eine Konsequenz des Spin-Statistik-Theorem
von Streater und Wightman (1964). Es besagt, dass die Kommutatoren von tensoriellen Felderm (Felder mit ganz-
zahligem Spin) iir raumartige Ab$tnde verschwinden ilssen, um Kausadit sicherzustellen.if¥ Spinor-Felder
(Felder mit halbzahligem Spinjifrt dies jedoch zu einem Widerspruch. Die einzige konsisteds$eihg ist, dass
ihre Antikommutatorenifr raumartige Absinde verschwinden iissen. Mit der Signatufl,d — 1) heif3t das:
Tiirrogin (). T o, ()] = O (2 — ) < 0, @DEH W, ., (2), V5, .5, (4)} = O U (x — y)*. Fir Spi-
noren macht der Kommutator keinen Sinn, er ist schlicht und einfach nicht bestimmt. Die volle Symmetrie, die
als Erhaltungsg@if3en spinorielle Ladung besitzt, kann daher nicht eineddeliche Lie-Algebra sein, da sie nicht
vollstandig durch Kommutatoren definiert wird. Stattdesdéwtfman die Lie-Superalgebren ein, in denen neben
Kommutatoren auch Antikommutatoren auftreten.

EIN PAAR ALLGEMEINE EIGENSCHAFTEN

Abgesehen von der Verallgemeinerung der Symmetrie-Algebra zu Superalgebren kann man aber den Apparat
der Quantenfeldtheorie ohne jedederungilbernehmenDie Konzepte der Quantenfeldtheorie gestatten die
Einfuhrung von Supersymmetrie auf iidiche Weise, ohne die Notwendigkeit irgendeiner weiteren Eidsgung

oder Voraussetzung!



Hier seien ein paar allgemeine Eigenschaften von Supersymmetrie-Transformationen zusammengetragen.
Die Transformation sei dertkze halber einfach m® bezeichnet|p) ist ein bosonischer Zustand;) ein fermio-
nischer Zustand. Supersymmetrie-Transformationen sind Operatoren, die bosonisé@mel& irstfermionische
andern und umgekehrt. Wir wollen den Hilbertraum der bosonische@#asB nennen, den der fermionischen
ZustandeF'. Dann gilt
VoeB:Qb)=|f)eF, VfeF:Q|fy=|b)€B.

Welche Zusinde nun genau in welche abgebildet werden, wieviele solche Supersymmetrie-Gené}aoght,
welche anderen Eigenschaften der Anste aul3er ihrer Statistik &edert werden,dngt nailrlich vom konkreten
Modell ab. Einige Eigenschaften gelten ab@rjedes), das Supersymmetrie-Generator in einer beliebigen super-
symmetrischen Theorie ist.

Supersymmetrie. Ein solches) andert, nach Definition, die Statistik eines Zustandes, und damit seinen Spin. Also
andert sich aus das Transformationsverhalten andlichen Drehungen, und daher ist Supersymmetrie, in einem
gewissen Sinne, eine Raum-Zeit-Symmetrie.

UBUN G Bosonen und Fermionen verhalten sich unterschiedlich unter Drehungen. Ein Oggrdéordie ineinan-
deruberihrt, kann daher nicht selbst invariant unter Drehungen sein. Egaigie Drehung ur@7 um irgendeine
Achse, undU = p(R) der unitire Operator, der diese Drehung im Hilbertraum &spntiert. Es gilt also offen-

sichtlich

UQb) =UQU™Ub) =U|f), UQ|f)=UQU™U|f) =Ulb).
Nun haben Fermionen die Eigenschaft, unter der Aktion ¥oein Vorzeichen aufzupicker/|f) = —|f),
Ulb) = |b). Leiten Sie damit ab, dassQU ! = —(@Q sein muss. In der Tat kann man zeigen, dass €lch

unter Lorentz-Transformationen exakt wie ein Spinor-Operatoraledimsbesondere kommutigpgt nicht mit den
Lorentz-Transformationen.

Susy und Poincaé. Man kann weiter zeigen, dass ein Supersymmetrie-Generator mit Translationen vertauscht. Dies
bedeutet insbesondere, dgsmit dem Energie- und Impulsoperator vertausché@n F] = 0 und[Q, P] = 0. Um
die Struktur der gesamten Symmetrie einer Theorie mit Supersymmetrie zu bestimnigigtbrean mtliche
(Anti-)Kommutatoren der Generatoren. Einen susy Gene€at@nn man sich vorstellen als eine Kombination aus
einem Fermionen-Vernichter und einem Bosonen-Erzeuger bzw. umgekehrt vorstellenawdfiersger Vorlesung
gezeigt werden wird, ist so ei) Generator daher fermionisch, und man @t daher die Antikommutatoren
zwischen den susy Generatoren. Es@eéider zuQ hermitesch konjugierte Operator. Dig Operatoren sind
als Spinor-Komponenten im allgemeinen nicht hermitesch, aber die Opgtq)'} = QQT + QTQ ist ein
hermitescher und symmetrischer Operator, hat also positiv definite Eigenwerte:

2
(p;2QQ |p; &) + (p; 2| QT Qlps @) = |QTps a)|” + 1Qps @)* > 0.
Das kann dann und nur danirfalle Zusénde|p; ) verschwinden, wenf) = 0 ist. Wir werden sehen, dass der
Operator{ @, Q'} ein Element der PoincasAlgera ist und die Form
{Q,Q"}=aE+b-P

hat. Dies ist eine typische Eigenschaft von susy Operatoren: Antikommutatoren von susy Operatoren sind ty-
pischerweise durch Generatoren der Raum-Zeit-Transformationen, insbesondere der Translationen. Anschaulich
besagt dies, dass das Aiisfen zweier susy Operationen, was ja Bosonen wieder in Bosdregfilhrt und Fer-

mionen in Fermionen, eine Translation der Zuste in der Raum-Zeit induziert!

Verbluffenderweise gilt noch folgendes, tiefere, Resultat: Seien alle susy Generatoren durchnummeriert,
Q;,1=1,...N.Dann gilt folgenddiberraschende Formel:

> Q= B,

der vom Impuls abéngige Teil hebt sich in de Sumniber émtliche susy Generatoren weg! Je nach Vorzeichen
der Proportionalétskonstanten ist das Spektrum der Theorie also entweder von unten oder von obeimkeschr
Physikalisch relevante Theorien haben ein von unten basktes Energie-Spektrum, also eine positive Propor-
tionalitatskonstante. Man beachte, dass eine supersymmetrische Téaomeatischein Energiespektrum ohne
negative Eigenwerte erzwingt!

UBUNG) Es bezeichné) den Zustand mit minimalem Energie-Eigenwert, genafakiuum Zeigen Sie
E|0)=0 <= Q,/0)=0 und Q[0) =0 Vi.

Begtiinden Sie, warum jeder Zustapt) mit E|¢)) # 0 nicht invariant unter susy Transforamtionen sein kann.



Superpartner. Jeder Ein-Teilchen-Zustarigh) mit nicht verschwindender Energie besitzt mindestens einen Superpart-
ner@|y) oderQ|y). Der Spin dieser Partnerzaside unterscheidet sich vom Spin der Zustandgsim 1. Also
enthalt jedesSupermultipletmindestens ein Bosoh mit Spin o;, und ein Fermionf mit Spinoy, und es gilt
loy —of| = % Ein Supermultiplet ist das Analogon zu einem Multiplet ingiich einer Lie-Algebra Symmetrie.

Die Zustinde eines Supermultiplets werden durch die Generatoren der Lie-Superalgebra ingibaridlert.

Beweisen Sie, dass alle Zastle eines Supermultipletts die selbe Masse hatiessem. Dies widerspricht
unseren Beobachtungen in der Natur, da wir die Superpartner zu den bekannten leichten Elementarteilchen nicht
gefunden haben. Wenn Supersymmetrie in der Natur eine Rolle spielt, so kann dies nur in Form von spontan
gebrochener Supersymmetrie der Fall sein.

Nachtrag. In der Vorlesung wurden als Beispiele die Lie-Superalgebtén|n) undosp(m|n) vorgestellt, die auf gra-
duierten VektoraumenV' (m|n) operieren. Wie bei gethnlichen Lie-Algebren kann man auch Lie-Superalgebren
als die Menge solcher infinitesimaler Transformationen verstehen, die eine bestiniifie i@rariant lassen. So
laBtsl(m|n) das VolumenelementVol invariant, wahrendosp(m|n) das Skalarprodukt invariaré®t, das durch
die Form(z,y) = 2t - G - y mit

1
0
definiert ist. Offensichtlich muss gerade sein. Die Matrix/,, wurde in der Vorlesung etwas irigirend ange-
schrieben.



