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DEFINITIONEN

Vorausgesetzt wird ein minimales Grundwissen zu Gruppergd® Korpern und Vektorraumen. Im allgemeinen
wird die Gruppe mitZ bezeichnet, alle Vektorraunié sind GiberC, und die fur uns wichtigen Ringe lassen sich
alle als Polynomringe Ubé# definieren, d.h. man hat eine abelsche Gruppenstruktusdwie ein Multiplikation

“.” mit einem Eins-Element, aber man kann nicht dividierenistlist auch die Multiplikation kommutativ, immer
jedoch associativ.

Darstellung — G-Modul — Grad. EineDarstellungeiner endlichen Grupp@ auf einem endlich-dimensionalen kom-
plexen VektorraunV ist eine Abbildung : G — GL(V') der Gruppé&= in die Gruppe der invertierbaren linearen
Abbildungen vonV in sich selbst, die das Gruppengesetz respektiert,ddi.- g2) = p(g1) - p(g2) fur alle
J91,92 € G. Man sagt, dal3 eine solche Abbilduhgdie Struktur eine<57-Modulsgibt. Haufig nennt man dann
auchV selbst eine Darstellung va®, aber gemeint ist natirlich die Untergruppe von(BL, auf diep die Grup-
penelemente abbildet. Wenin nebst einer Basis gegeben ist, werden die Gruppenelemlsotdwach Matrizen
reprasentiert. Weiter nennt mdim V' denGrad von p.

G-Linearit at. Eine Abbildungp zwischen zwei DarstellungénundW vonG heil3tG-linear, wenn sie eine Abbildung
zwischen Vektorraumen ist und
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fur alleg € G kommutiert. Fur solche Abbildungen kdnnen wir den Kermge- {v € V : ov = 0} und das Bild
Imp = {w e W : w = guv fureinv € V} definieren, die jeweils auch Darstellungen v&sind (d.h.G-Module).

Unterdarstellung — Irreduzibilit &t. EineUnterdarstellungeiner Darstellung/ ist ein VektorraumiV C V, der inva-
riant unterG ist, d.h.py (¢)w € W fir allew € W und fur alleg € G. Eine Darstellung hei3treduzibel wenn
es keinen echten Teilraul® C V gibt, der invariant unteg ist.

Triviale Darstellung. Die triviale Darstellungvon G ist die Darstellung auf den komplexen Zahlémit gw = w fur
allew € C. Wir werden sie meistens miriv oder mitU bezeichnen.

Dualraum — Duale Darstellung. Der DualraumV* von V' ist der Raum der linearen Abbildungen vnn die kom-
plexen Zahlen, HorfV, C). Es gibt eine natiirliche Paarung zwisciéhundV, (-, ). Wennp : G — GL(V) die
Darstellung vonG auf V' bezeichnet, dann ist deuale Darstellung* : G — GL(V*) dadurch bestimmt, daf
die natlrliche Paarung respektiert wird, dip:(g) (v*), p(g)(v)) = (v*,v) furalleg € G, v € V undv* € V*.
Also istp*(g) = 'p(g™").

Direkte Summe & Tensorprodukte als Darstellungen — ClebschGordon Problem. Sind V' und W Darstellungen
von@, so sind auch das Tensorprodiik® W und die direkte Summe @ W Darstellungen. Weiter sind auch die
auBeren Produkt®” V = @" V/(11®...®@u, = 0 : v; € V,v; = v, fur ein Paat # j) Darstellungen, sowie die
symmetrischen Tensorprodukte Sy#) = ®" V/(v; ® v; —v; ®v; = 0Vi # j). Das Problem, Tensorprodukte
von Darstellungen in direkte Summen von irreduziblen Caltstgen zu zerlegen hei@lebsch-Gordon Problem

Hom(V, W) als Darstellung. Der Raum der linearen Abbildungen vdhnachW, Hom(V, W) = V* @ W, ist eine
Darstellung. Sei namlicl» eine lineare Abbildung vol™ nachV, dann ist

(PHOm(v,w) (9)(9)) (v) = pw (g) (¢ (Pv(g_l)(v)))

fir allev € V. Ublicherweise wird das nulye)(v) = go(g~'v) geschrieben, indem man die explizite Notation
der Darstellungen weglaft. Die obige Definition der Daltst€) priom (v, iSt also so, dal das Diagramm
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kommutiert. Der SpezialfallV = C mit der trivialen Darstellung liefert uns sofort wieder darstellung vorn
aufV*, da(ge)(v) = g9~ 'v) = (g~ ') ist, d.n.pv-(9) () = Tov (g~ ")(%)-



Raum der G-linearen Abbildungen. Der Vektorraum derG-linearen Abbildungerzwischen zwei Darstellungew
und W von G ist offensichtlich der Unterraum Hog{V, W) C Hom(V, W), dessen Elemente unter der Aktion
von G invariant sind. Also, Hom (V, W) = {¢ € Hom(V, W) : pgom(v,w)(9)(¢) = ¢ Vg € G}. In diesem Fall
ist namlich das Diagramm (2) identisch zu Diagramm (1)l g € G.

Permutations-Darstellung. Wir kdnnen auch Darstellungen var auf endlichen MengeX betrachten. Dies sind
offensichlich dann Abbildungen vo@' auf die Permutationsgruppe von, px : G — Aut(X), die die Grup-
penstruktur respektiere operiert dann von links auk'. Dazu kdnnen wir sofort eine Darstellung auf einem
Vektorraum assoziieren, die sogenanRemutations-DarstellungMan nehme einen Vektorraum mit Basis
{ex : x € X} und lass&= wie folgt aufV operiereny - >~ aze, = > agzeq.,, Wobei wir wieder die explizite
Notation der Darstellungen vergessen haben (zwtksg!).

Regulare Darstellung. Die regulare DarstellungRs oder einfachR korrespondiert zu der Operation der Grugge
von links auf sich selbst (als& = G). Auch diese Darstellung kann alternativ als eine VektomeDarstellung
realisiert werden, indem man als Vektorraum den Raum demplewertigen Funktionen au® nimmt, C(G).
Offensichtlich operiert ein Elemente G auf einer Funktion : G — C durch(ga)(g') = a(g~'¢’). Die Aqui-
valenz der beiden Beschreibungen v@sieht man ein, indem wir die Basisvektorgnmit den charakteristischen
Funktionen identifizieren, die 1 sind agfund auf allen anderen Elementen \@rverschwinden, d.re;, = 4, 5.

Dannista(g’) = >, andn,g, @lsS0(ga)(g') = ), andgh,g = 2 anlp g-14 = alg™1g).

Unzerlegbare Darstellungen — Semisimple Gruppen.In der Vorlesung hatten wir gezeigt, dai? fur endliche Garmpp
G alle Darstellunger entweder irreduzibel sind, oder in die direkte Summe iredlalar Darstellungen zerlegt
werden kdnnen. Fir stetige, nicht-kompakte GrupperaistzdB. nicht wahr. Solche Gruppen konneizerlegbare
Darstellungen besitzen, die zwar eine Unterdarstellumghaaber nicht in die direkte Summe der Unterdarstel-
lung und ihres orthogonalen Komplements zerlegt werdem&i. Das orthogonale Komplement als Vektorraum
existiert natirlich, aber es ist eben nicht immer auch Biaestellung! Eine Gruppé€&', deren Darstellungen samt-
lich vollstandig in direkte Summen irreduzibler Darst@igien zerlegt werden kdnnen, hes@misimpebder auch
halbeinfach

Charakter. Sei V' eine Darstellung vortG. Der Charakter xy, von V ist die komplex-wertige Funktion auf, die
definiert ist als die Spur vo& aufV, d.h.xv (g) = trv(g) = tr(pv(g)).

Alternierende Darstellung. Die alternierdend Darstellung Akiner Permutationsgrupigg oft auchlU’ bezeichnet, ist
die ein-dimensionale Darstellung gegeben dureh= sgn(g)w fur alleg € G undw € C.

Fixpunkt-Menge. Die Fixpunkt-Mengd/ ¢ einer Darstellung’ der GruppeG ist die Menge detG-invarianten Ele-
mente V¢ = {v € V : gv = v Yg € G}. Natirlich istV“ eine Unterdarstellung vow.

Konjugationsklasse — Klassenfunktion. Die Konjugationsklasséy] eines Elementeg € G ist definiert als[g] =
{hgh~! : h € G}. Der Raum aller komplex-wertigen Funktionen &fdie innerhalb jeder Konjugationsklasse
konstant sind, bezeichnet man mBik.ss(G), und solche Funktionen aldassenfunktionen

SATZE

Die Darstellungstheorie ist fir endliche Gruppen relativfach. Das liegt im wesentlichen daran, dass jede unzer-
legbare Darstellung irreduzibel ist. Folgende Satze wiiathtig:

Existenz der komplementren Darstellung. Ist W eine Unterdarstellung der Darstelluigeiner endlichen Gruppe
G, dann existiert ein komplementarer Unterru8liii von V', der ebenfalls eine Darstellung ist, und es gilt=
W aeWw'.

Schur'sches Lemma.WennV undW irreduzible Darstellungen va@ sind undy : V' — W eineG-lineare Abbildung,
dann gilt:
(i) Entweder istp ein Isomorphismus (d.i, = W), odery = 0.
(i) WennV = W ist, dann istp = X - id fur ein A € C undid die Identitat auf\’.

Vollstandige Reduzierbarkeit. Jede Darstellun§y” einer endlichen Grupp@ besitzt eine Zerleguny = EBfZl a; Vi,
wobei dieV; verschiedene irreduzible Darstellungen sit@ £ V; fur ¢ # j). Hierbeiista;V; = V; @ ... @ V;.
———
a; mal
Die Anzahlk der Faktoren, die auftretendéf) und dererMultiplizitatena; sind eindeutig. Die Zerlegung des
i-ten Summanden in eine direkte Summe upiopien vonV; ist allerdings fiita; > 1 nicht eindeutig.

Irreduzible Darstellungen abelscher Gruppen. Die irreduziblen Darstellungen einer abelschen Gruppegémau die
Elemente dedualen Grupped.h. Abbildungen (genauer Gruppen-Homomorphismen)y — C*.



Charakter als Ring-Homomorphismus — Darstellungsring. SeienV und W Darstellungen void:. Dann gilt fUr die
Charakterexvew = xv + xw: Xvew = Xvxw undxy- = xy. Formal kann man deRing der virtuel-
len Darstellungen?(G') betrachten, indem man beliebige ganzzahlige Linearkoatioinen) . a;V; irreduzibler
DarstellungerV; zulafdt, d.ha,; € Z. Die Ringstruktur ergibt sich dann durch das Tensorproiftaduzibler Dar-
stellungen als Multiplikation (mi€ als Eins-Element), das mittels Linearitat auf alle gahigen Linearkombi-
nationen fortgesetzt wird. Dann definiert der CharaktetR(G) — Ckiass(G) einen Ring-Homomorphismus.

Fixpunkt-Formel. Sei V' die Permutationsdarstellung assoziiert zu der Aktion re@rippeG auf einer endlichen

Menge X. Dann istxy(g) = #{z € X : gx = z}, d.h.xy(g) gibt die Anzahl der Elemente iX an, die
Fixpunkte unteg sind.

Projektions-Formel. Fir eine Darstellundy der Gruppe? sei die Fixpunk-Meng&® = {v € V : gv = v Vg € G}
definiert. Es sei die Abbildung = ﬁ dec g : V — V definiert. Dann isty eine Projektion vorv auf V&,

Orthonormalit &t der Charaktere irreduzibler Darstellungen. Auf dem RaumCki.ss(G) der Klassenfunktionen von
G sei ein hermitesches inneres Produkt wie folgt definiart: 55 € Ckjass(G) ist

1 -
(@.8) =& qez; a(9)B(g) -

Beziiglich dieses inneren Produktes stellen die Chaml@rirreduziblen Darstellungen véheine orthonormale
Basis dar.

Irreduzible Darstellungen & Konjugationsklassen. Die Anzahl der irreduziblen Darstellungen einer endlicBeap-
pe ist exakt gleich der Anzahl der Konjugationsklassen &bn

Eindeutigkeit des Charakters. Jede Darstellung ist durch ihren Charakter bestimmt.
Kriterium flr Irreduzibilit  at. Eine Darstellund/ ist irreduzibel genau dann wetigy, xv) = 1.

Multiplizit aten. Die Multiplizitat a;, mit der die irreduzible Darstellurig in der Zerlegung einer Darstellungauftritt,
ist gegeben durcbxv, xv,) = a;.

Vollstandigkeit der regularen Darstellung. Der Charakter der regularen Darstellungyst(g) = d,4... Daraus folgt:
Jede irreduzible Darstellung der GruppeG tritt in der regularen Darstellung vo@@ exaktdim V' Male auf.
Sei alsoR = @, a;V;, dann ista; = dimV; und damit|G| = dimR = Zi(dimVi)Q. Mit der Identitat
>, (dim V;)xv; (g) = 0 fur alle g # e hat man das Analogon der Umkehr der Fourier-Transforméiioandliche
Gruppen.

Duales inneres Produkt. Seic(g) die Anzahl der Elemente in der Konjugationsklasse yobann gilt

—— oy — Gl
ZX:x(g)x(g) =)

wobei die Summe uber alle Charaktere irreduzibler Danstjen geht. Weiter gilt, dafld

D> x@)x(g) =0 Vg &gl

Charaktere irreduzibler Darstellungen hei3en dtrelduzible Charaktere

G-Linearit at und Klassenfunktionen. Seia : G — C eine beliebige komplex-wertige Funktion adf undV eine
beliebige Darstellung. Dann ist die Abbildupg,v = >_ ; a(g) - pv(g) : V — V G-linear fur alleV” dann und
nur dann, wenm € Cx.s5(G) eine Klassenfunktion ist.

Allgemeine Projektions-Formel. SeiV' = €, a;V; die Zerlegung einer Darstellurig von G in irreduzible Darstel-
lungenV;. Dann istr; = (dim Vi)‘—cl;‘ dec xv; (g) - g die Projektion vor¥ aufa;V;.

AUFGABEN
Wer will, kann sich an den folgenden Aufgaben versuchengaséhriebene Losungen korrigiere ich gerne.

1. In der Vorlesung kam das Beispiel der symmetrischen Gr@peor. Prifen Sie nach, dall mit= (12), 7 =
(123) die Standard-Darstellunig eine Basisy = (w, 1,w?), 8 = (1, w,w?) mitw = exp(27i/3) besitzt, so dal

ra=wa, Th=WwB, ca=0, of=aqa.



. Zerlegen Sie das Tensorprodukt® V' zweier Standard-Darstellungen vay in irreduzible Darstellungen.
Wabhlen Sie dazu fiiv' die Basis wie in Aufgabe 1.

. Es seiV eine beliebige Darstellung einer Grup@emit Charakteryy . Zeigen Sie, dal3 die Charaktere zu den
Darstellungen\” V und Syn?V’ sich schreiben lassen als.2y (g) = v (9)? = xv(g?) und xgymzy (9) =
$(xv(9)?+xv(g%)). Hinweise: Nehmen Sie an, da die Aktion des Gruppenelezagatif I durch eine Matrix

mit Eigenwerten{ \;} dargestellt wird. Kbnnen Sie allgemein etwas zu den Charak der Darstellunge/\k 1%
und SynfV sagen?

. SeiG eine endliche Gruppe, urid eine treue Darstellung. Eine Darstellung heiBt, wennp : G — GL(V)

injektiv ist. Zeigen Sie, daB jede irreduzible Darstellwog G in einem Tensorprodult ®” fir einn enthalten
ist.

. Eined-Elektron ¢ = 2) befindet sich in einem Kristall mib,-Symmetrie. Die PunktgruppB, ist isomorph zu
S,4. Geben Sie den Charaktg(¢) fur Drehungen um einen Winkel an. In welche irreduziblen Darstellungen
von &4 spaltet also ded-Zustand auf?

. Das Methanmoleki’' H, hat die Form eines Tetraeders mit einem Kohlenstoffatom ent@im und den vier
Wasserstoffatomen auf den Ecken. Die Symmetriegruppé hgihd besteht aus folgenden Konjugationsklassen:

2m/3 s

Die Identitat, acht dreizahlige Drehung€f um eine Achse durch eine Ecke und den Mittelpunkt des gdmni
liegenden gleichseitigen Dreiecks, drei zweizahligeHbregenCs, um eine Achse durch die Mittelpunkte zweier
gegenuberliegender Kanten, sechs Spiegeluagam den Ebenen durch eine Kante und die Mittelsenkrechte des
gegeniberliegenden gleichseitigen Dreiecks, und saehzahlige Drehspiegelungefy, bei denen zunachst um
90° um eine Achse durch die Mittelpunkte zweier gegeniibezlelpr Kanten gedreht und anschlie3end an der

zur Drehachse senkrechten Ebene durch den Mittelpunktetesebers gespiegelt wird. Die Charaktertafel von
T, lautet

Td 1 803 302 60’d 684
U |1 1 1 1 1
U1 1 1 -1 -1
V 13 0 -1 1 -1
V'3 0 -1 -1 1
wi2 -1 2 0 0

Die Charaktere fur Drehunger um einen Winkeb und fiir Drehspiegelunge$ium einen Winkeb sind

Xe(@) = (Ne—2)(cos¢+1),
X5(¢) = NS(COS¢_1)7

wobei N. bzw. N, die Anzahl der Atome bezeichnen, die unter der entspregreBgmmetrie-Operation un-
beruhrt bleiben. Geben Sie die Charaktere der Darsteliend=igenschwingungen des Molekils an. In welche
irreduziblen Darstellungen vdfy; zerfallt diese Darstellung?



