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NOETHER THEOREM

Wiederholen Sie das Noether Theorem. Es besagt, dass zwjé#denzierbarerFamilie von Symmetrie-Trans-
formationen ein Erhaltungssatz und eine erhalterid3ég) gehbren. Gehen Sie dazu wie folgt vor:

Lagrange-Formalismus. Es sei eine Lagrange-Funktiadh gegeben als Funktion der generalisierten Koordingten
und deren Geschwindigkeitepn Natirlich geriigt es meist, sich den einfachsten Fall anzusehen, wo wir nur eine
Koordinateg und eine Geschwindigkejthaben. Wiederholen Sie, dass aus der Extremalbedingung an die Wirkung
S = [dt L(q(t), 4(t)) die Euler-Lagrange-Gleichungen

doL_or
dt 0¢  Oq
als Bewegungsgleichungen folgen.

Lokale ein-parameterige Symmetrie. Nehmen Sie nun an, dass &g &inen reellen Parametein einer kleinen Um-
gebung(—¢, ¢) eine Abbildung

hs 1 g+ hs(q)
gibt, zusammen mit einer davon induzierten Abbildung

dq

Wir sagen, die Lagrange-Funktion isvariant unter dieser Symmetrik,, wenn esfir jede Wahl des Parameters
s eine FunktionFy(q, ¢, t) gibt, so dass

Lhala), (@) = L(a:d) + 5 Fo(ad.) @

ist. Uberlegen Sie, warum wir nicht verlangeriissen, dass;, = 0 ist.

Erhaltungssatze. Jede Invarianz solcher Art bringt eine Erhaltungdtg mit sich. Sep : t — ¢ = ¢(t) ein Pfad, also
eine Parametrisierung des Weges mit der Zellit Hilfe der Symmetrieh, konnen wir jeden solchen Pfad auf
einen neuen abbilden,

¢s =hsod:t— q=hs(p(t)).

Offensichtlich ist nach Konstruktion der Wert der Wirkung des Pfades wrad vons. Ist also¢ eine Losung
der Bewegungsgleichungen, so ist es awcHir alle s. Es ist praktisch, die Parameteund ¢ dhnlich zu be-
handeln. Daher schreiben wit(s, t) := h o ¢(¢). Leiten Sie (1) nack ab und verwenden Sie anschliel3end die
Bewegungsgleichungen um auf die Gleichung

d <8L8<I> aFS)

T dt \9¢ 9s s

zu kommen. Wie ist also die erhaltenedBe(), die Noether-Ladunggegeben?

Beispiel 1. Sei L = %me — V(&) mit einem PotentiaV (%), das fir alles invariant unter Verschiebungeh— Z + sa
ist. Zeigen Sie, dass dieser Lagrangian die Noether-Ladlng mz - @ besitzt.

Beispiel 2. Verwenden Sie das Noether-Theorem, um die Erhaltuiagsgfir Invarianz unter Drehungen um eine Achse
d zu finden Uberlegen Sie dazu als Zwischenschritt, dass in dieseni{feallt) = a x # ist.



GRUPPENMANNIGFALTIGKEIT

Der Begriff der Gruppen-Mannigfaltigkeit wird eine gro3e Rolle spielen. Wir wollen uns diese Objekt an einem
einfachen Beispiel verdeutlichen. Betrachten Sie dazu die sogenannte Matrix-Lie-Giifpe also die Gruppe
aller2 x 2 Matrizen M definiert als

SU(2) := {M: ( i Z) :M~'=M" und det M = +1 und a,b,c,dec}.

Gruppe. Zeigen Sie, dass die so definierte Merté(2) eine Gruppe unter Matrixmultiplikation formt.

Mannigfaltigkeit. Ein beliebiges Elemen/ der GruppeSU (2) wird offensichtlich durch vier komplexe Zahlenb, ¢, d
parametrisiert. Allerdings sind ganz offensichtlich nicht beliebige Quadrupel von komplexen Zahlen erlaubt. Fin-
den Sie die Einsclnkungen an die Parameter b, ¢, d), so dass\f = M (a, b, c,d) € SU(2) ist. Fassen Sie die
zurachst vier komplexen Parameter als acht reelle auf. Wieviele reelle Parameter braucht man in Wirklichkeit aber
nur? Welche einscBnkende Gleichung éissen diese zudem &Hlen? Welche Mannigfaltigkeit wird demnach
durch die Menge der érglichen Parameter aufgespannt?

Noch ein Beispiel. Betrachten Sie nun die Matrix-Lie-Gruppe der DrehungeiRinDiese ist definiert als
SO@3):={M =3x3Matrix: M~' = M" und det M = +1 und M;; € R} .

Wir haben also zuichst neun reelle Parameter. Wir wissen aber (oder machen es un$liouaeyklar), dass drei-
dimensionale Drehungen durch nur drei ParameteEdier-Winke] charakterisiert sind. Welche Mannigfaltigkeit
wird durch die Eulerwinkel aufgespannt (beachten Sie die Definitionsbereiche)aWésfen auf, wenn Sie lhr
Ergebnis &ir SO(3) mit dem fir SU(2) vergleichen?

Algebra (Vorbereitung). Es ist nicht ganz einfach, die wirklichttige Zahl der Parameteflif solche Matrix-Lie-
Gruppen zu bestimmen. Leichter geht es, wenn man infinitesimal kleine Gruppenelemente bettAcktet,
1+ 6 M. Es gilt dann @mlich, dass\/—! = 1 — 6 M ist, was wesentlich einfacher zu handhaben ist. Verwenden
Sie nun noch

det M =1+ trdM,

was wir in der Vorlesung zeigen werden. Wie lauten damit die definierenden Eangcimgeniir die infinitesima-
len Elementéf M fur SU(2) bzw. SO(3), die jeweils aus denetiif die Gruppenelement® folgen? Bestimmen
Sie damit nochmals rasch diE#mensionerder GruppertU (2) bzw. SO(3).



