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SYMMETRISCHE GRUPPE UNDY OUNG TABLEAUX

Die Darstellungstheorie von Lie-Algebren kann mit Hilfe der sogenannten Young Tableaux leichter und mit netten
Bildchen verstanden werden. In der Vorlesung werden wir lernen, dass jede irrep einer Lie-Algebra in einem
geeigneten Tensor-Produkt der fundamentalen Darstellungen der Lie-Algebra gefunden werden kann. Wie genau
das funktioniert, ef@hlen einem die Bildchen. Zéshst fihren wir aber den Formalismus der Young Tableaux ein.
Dazu beftigen wir ein Resultat aus der Theorie der symmetrischen Gruppen:

Jedes Element der symmetrischen Grupg, vonn Elementen kann als Produkt von Zykeln geschrieben
werden. Damit zed#llt die Gruppe in ihre Konjugationsklassen. Eine gegebene Konjugationsklasse besteht aus
Permutationen die aus 1-Zykeln, k, 2-Zykeln, und so weiter, bestehen, und besitzt

Clky kaykn) = 1! H(jkj kj!)*l
J

Elemente. Wir verbildlichen so eingiaZykel durch eine Spalte vopKastchen. Diese Spalten ordnen wir in von
links nach rechts in absteigender Ordnung en. Also wird die triviale Konjugationsklasse véh, die ausn 1-

Zykeln besteht, durch eine Zeile varKastchen dargestellt. Jedes solche Tableau korrespondiert zu einer anderen
Konjugationsklasse (genauer, zu einer anderen Partition demZatdine Summe von positiven ganzen Zahlen),
und damit zu einer irrep der symmetrischen Gruppe.

Erstes Beispiel. Geben Sie das Young Tableair fdie Konjugationsklasse vofig an, die aus einem 4-Zykel, einem
3-Zykel und einem 1-Zykel besteht.

Konjugationsklassen. Geben Sie alle Konjugationsklassen wnund .S, in Form von Young Tableaux an. Berechnen
,,,,, k) der Konjugationsklassen uritberpiifen Sie, dass diese sich zliaddieren. Kinnen
Sie die Anzahl der Konjugationsklassém £5 und Sg angeben?

Irreps. Die Young Tableaux sind extrem hilfreich, um die irreps explizit zu konstruieren, indem sie den entsprechenden
invarianten Unterraum der sogenannten ragen Darstellung voiy,, identifiziert, dien!-dimensional ist. Jedes
Young Tableau vorb,, hatn Kastchen, in die wir die Zahleh 2, ..., n auf viele Weisen eirifllen kbnnen. In
der Tat gibt es ddifr n! verschiedene Riglichkeiten. Jede solche Indizierung eines Young Tableau korrespondiert
eins-zu-eins zu einem Zustand der régah Darstellung vols,,. Zum Beispiel kbnnen wir einfach Zeilelfr Zeile
von links nach rechts lesen, um den Zustand anzugeben:
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wobei der Zustand6532174) zu der Permutatioii1234567) — (6532174) getbrt. Um nun die invarianten Un-
terraume von den irreps zu finden, die durch die Young Tableaux angegeben werden, verwenden wir folgende
Regel: Das Tableaux ist volbstdig symmetrisch in jeder Zeile, und volledig antisymmetrisch in jeder Spalte.
Geben Sie damit den korrekt symmetrisierten Zustand an, der durch die indizierten Young Tabelaux

und

beschrieben werden. Betrachten Sieals Beispiel. Geben Sidif die zum Young TableauTTJ getbrende
Darstellung an, welche Symmetrie und welche Dimension sie besitzt. Tun Sie das gleidireeDarstellung, die

durch das Young Tablea@ gegeben wird. Konstruieren Sie schliel3lich die irrep zum noch verbleibende Young
Tableau. Um die Dimension dieser Darstellung zu bestimmen, schreiben Sik-ali&Zus&nde hin, die Sie durch
korrekte Symmetrisierung d8t = 6 moglichen Indizierungen des Young Tableau erhalt&nrien und gifen Sie

dann nach, wieviele davon linear unalpigig sind. Was ergibt sich, wenn Sie die Quadrate der Dimensionen aller
irreps addieren?

Haken-Regel. Es ist recht nihsam, die Dimensionen von irreps auf die obige Weise zu bestimméckliherweise
gibt es eine Regel, die dies einfacher macht, die sogenataen-ZahlH, wobei die irrepp;, j,, .. ;). die
zum Young Tableau mit Spaltdp, j, - . ., j,) gelbrt, die Dimension dinp = %’ hat. Die Haken-Zahl wird auf
folgende Weise berechnet: Ein Haken kommt von unten, geht durch eine Spalte bis zu éstetreld darin, biegt
nach rechts ab und vaifbt das Tableau durch eine Zeile. So hat jedastéhen genau einen zu@geigen Haken.



Der Haken zu einem &stcheri durchB&uft auf seinem Weg eine bestimmte Zahlvon Kastchen, wobei eine
beliebige Indizierung des Tableau ist. Die Haken-Zahl ist ddna [ [, h;. Hier ein Beispiel ir einen Haken:

J

h=4.

Uberpiifen Sie Ihre Resultatéif die Dimensionen der irreps vy mit Hilfe der Haken-Regel.

Y OUNG TABLEAUX UND su(3)

Wir haben in der Vorlesung gelernt, das$3) zwei fundamentale Darstellungen besitzt, beide mit Dimension drei.
Die eine ist die komplex konjugierte der anderen, so dass man sie i, mit p;,0) = 3undp,2 = p(,1) = 3
bezeichnet. Man weil3, dass jede irrep mitddstgewichf: = nw' + mw? im Tensorprodukt der fundamentalen
irreps genal3p(,, .,y C 39" ® 3™ enthalten ist. Bemerkung: CBw 3 = 6@ 3, berbtigen wir tatéchlich nur eine
der fundamentalen irreps, um alle irreps zu konstruieren.

Der Punkt ist, dass irreps vaimu(3), oder allgemeinesu(n), die Eigenschaft haben, dass sie irreduzibel
unter Permutationen ihrer Tensorindizes transformieren. Eine Konsequenz davon ist, dass die irrep&hinliganz
cher Weise durch Young Tableaux klassifiziert werdénren, wie dasifr die symmetrischen Gruppendglich
ist! In der Tat, eine allgemeine irrefm, m) ist im wesentlichen ein Tensor mit Komponentﬂﬁ:::?’;ﬂ, separat
symmetrisch in oberen und unteren Indizes, und spurfrei. Die unteren Indiregk mit Hilfe des vollgtndig
antisymmetrischea-Tensors nach oben gezogen werden,

Yoirin kilieknbn _ gikif imkmbm girein
J1---Jm
Der neue Tensaoy’ ist antisymmetrisch in jedem Paky — /;, und ist symmetrisch unter Austausch von Paaren
ki, l; < ki, 0y . Zu jedem solchen Tensdt konnen wir ein Young Tableau der Form

k] - kmill Izn‘
ol - e,
assoziieren. Man kann zeigen, dass der TeHsgenau die richtigen Symmetrie-Eigenschaften besitzt. Dazu macht
man sich klar, dass die Absteige-Operatoren, wenn sie auf diechdthewichtszustand wirken, die Symmetrie
erhalten, so dass es dgt, die Symmetrie des éthstgewichtszustandes zu betrachten, bzw. die Symmetrie der
entsprechenden Tensorkomponenten. Dashidtgewicht der irrepn, m) hat die Tensorkomponenten vahmit
alleni,. = 1 und allenj; = 2, so dass die Komponenten désTensor geradé. = 1 und alle Paaré,, I, = 1,3

sind. Also ist die Symmetrie genau wie die von Young tabledunsymmetrisch Gruppen, symmetrisch in jeder
Zeile, antisymmetrisch in jeder Spalte. Die Bedingung der Spurfreitieitién A-Tensoriibersetzt sich in die
Bedingung

€i1klllyz1...1n kil1..kmlom, =0

fur denY-Tensor. Diese Symmetrisierungsvorschrift kann nun verwendet werden, um einen beliebigen Tensor
zu symmetrisieren und so auf eine spezifische irrep zu projizieren. Zum Beispiel, ehfit ein allgemeiner

Tensor mit drei oberen Indizes ist, aber ohne spezielle Symmetrie, so produziert das folgende Young Diagramm
einen symmetrisierten Tensor,

il JQ‘ —, RBiizk1 + RBi2irkr _ gkijeii _ gizkig ,
1

der entsprechend d¢t, 1) irrep transformiert, also entsprechend der adjungierten Darstellung. Das Rezept kann
auf Young Tableaux mit mehr als zwei Zeilen verallgemeinert werden.

Zahl der Zeilen. Begtinden Sie, warum im Fall vosu(3) kein Young Tableau mehr als drei Zeilen haben kastver-
legen Sie dann, warum eine Spalte eines Young Tableau mit ésitKen einfach weggelassen werden kann, so
dass wir uns tatxchlich auf Young Tableaux mit einer oder zwei Zeilen beacken bnnen.

Clebsh-Gordan Zerlegung. Man kann nun all das verwenden, um Tensorprodukte mit Hilfe der Young Tableaux in
direkte Summen von irreps zu zerlegen. Das kennen Sie vielleicht noch vom Drehimpuls in der Quantenmechanik.
Sei allgemeinu = Z?;ll k;w' ein Hochstgewicht einesu(n) irrep. Dann ist das zugéhige Young Tableay’
auf folgende Weise gegeben: Man schreibt, von links nach rechts, beginnen miBpalten mitn — 1 Kastchen,
woran man der Reihe nach jewells Spalten mit- Kastcheniirr = n — 2,...,2 anhangt, bis man am Endeg
Spalten mit je einem Kstchen hinschreibt. Dies ist die direkte Verallgemeinerung des Antisymmetrisierens in
statt nur 3 mdglichen Indexwerten. Jedes legale Young Tableau hat die Eigenschaften, dass die ZéistcleeiK
pro Zeile nicht nach unten zunimmt, und dass die Zahl destghen pro Spalte nicht nach rechts zunimmt.



Betrachten wir nun zwei Darstellungen mitehstgewichten: = >°, n;w’ undp/ = >~ nlw’. lhre zu-
gelbrigen Young Tabelaux sei€ri undY’. Die Zerlegung des Tensorprodukigs ® p, funktioniert nun wie
folgt: Man verteilt alle Kastchen des Tabledald auf das Tableal’, in einer bestimmten Art und Weise. Daslf
man zurachst die Kastchen vorY”’ von oben nach unten mit Symbolen, zum Beispeil der ersten Zeile; in der
zweiten, und so weiter. Nurijit man zuerst die &stchen mits von der ersten Zeile vari’ auf alle erdenklichen
Arten zum Tabelal” hinzu, so das§” ein legales Tableau bleibt. Danahrt man mit derbs von der zweiten
Zeile vonY” auf die selbe Art fort, aber mit der Zzlichen Regel, dass die akkumulierte Zahl ¥epwenn man
die Zeilen vonY von rechts nach links und von oben nach unten liest, ri@erist, als die akkumulierte Zahl
deras. Dies vermeidet das Mehrfaétdenaquivalenter Diagramme. Maalirt auf diese Weise fort, bis man alle
Kastchen vort”’ verbraucht hat, wobei man jeweils darauf achten muss, dass die neuen Diagraailméegal
sind, und die von rechts nach links und von oben nach unten akkumulierte Zahl der neuen Symbole niemals die
Zahl der vorhergehenden Symbdlberschreitet. Wir kommen nun zum Beispsel3) zuriick, undiiben diese
Vorschrift an Beispielen: Zerlegen Sie auf diese W@ise 3 und3 @ 3. Das war einfach, weit”’ jeweils nur aus
einem Kastchen bestandiUFren Sie die Zerlegung nun audir 8 ® 3 durch. Da dies nditlich nichts anderes
als das komplex konjugierte vdh® 3 ist, kbnnen Sie das zwar direkt von den gerade eben erhaltenen Resultaten
ablesen, Sie sollten aber auch die Konstruktion mir der Verteilung éstckien vory”” aufY” tlben. Beachten Sie,
dass Young Tableaux mit mehr als drei Zeilen nicht erlaubt sind.

Diese Beispiele sind recht einfach. Diedfte des beschriebenen Verfahrens wird deutlich, wenn man ein
wirklich nicht triviales Beispiel beiltigt. Zeigen Sie, das8 ® 8 = 27 © 10 4 10 $ 8 © 8 @ 1 ist. Um Ilhre
Rechnung zu jirfen, brauchen Sie natich eine Formel dafr, aus einem Young Tableau die Dimension der
zugeldrigen irrep auszurechnen. Hier ist sie:

Dimension der irreps. Es ist praktisch, noch eine weitere Notation eiiiduen. Eir eine Lie-Algebrasu(n) und eine
irrep mit Hochstgewichy, = ZZ_‘; k;w* kann das Young Tableau durch die Spakegen;, /-, . ..] angegeben
werden, wobe?; die Lange derj-ten Spalte ist, also die Zahl defdKtchen in der Spalig Uberlegen Sie, wie
die¢; mit denk; in Beziehung stehen. Die Sequenzén/,, . . .| sind Sequenzen von nicht anwachsenden ganzen
Zahlen. Diem-te fundamentale Darstellung ist in dieser Notation dmehgegeben, also durch ein Young Tableau
mit nur einer Spalte derangem. Ubertragen Sie die &sung der vorhergehenden Aufgabe in diese Notation. Sie
soliten[2,1] ® [2,1] = [2,2,1,1] & [3,1,1,1] & [2,2,2] & [3,2,1] ® [3,2, 1] @ [3, 3] erhalten.

Die Dimension einer irrep mit Tabledé, ¢-, . ..] erhalten wir nun ganahnlich mit einer Haken-Regel,
wie fur die symmetrischen Gruppen, nur déxtferandert sich. Es sdi wieder die Haken-Zahl. Statt / H fur
den Fall von irreps voiy,,, erhalten wir nun die Regel

) F n! (n+1)! (n+k—1)!
=—, F= .
dim [617627 7£k] H ) (n . 61)! (n + 1— 52)! (n + k—1— gk)!

Dies ist dieFaktor{iber-Haken-RegelDen FaktorF' erhalt man, indem man das Young tableau auf folgende
Weise indiziert und dann einfach das Produkt aller Bigérnimmt. man beginnt in der oberen linken Eckemnit
(fur su(n) als Algebra). Jeder Schritt in einer Zeile nach linkstdrthden Eintrag um eins, jeder Schritt in einer
Spalte nach unten erniedrigt ihn um eins. Am schnellsten sieht man das in einerirB&ild f

n n+1l|n+2 n+3\
n—1 n n+1
n—2|n-—1

n=s3 F=[nn=1)(n=2)n=3)[(n+1)nm-1)][n+2)(n+1)][(n+3)].

Berechnen Sie nun die Dimensioném flie irreps in der vorhergehenden Aufgabe uritfgm Sie damit nach, dass
alles stimmt.Uberlegen Sie, dass das Young Tableau des komplex konjugierten deffirrép . . ., ¢;] durch
[01,02,...,0r] = [n — €k,...,n — €a,n — £1] gegeben ist. Zeigen Sie, dass beide irreps bzw. beide Tabelaux
dieselbe Dimension haben. Beweisen Sie schliellich, dass ein Tablaadi sein komplex konjugiertés sich zu
einem Rechteck derdhen und Breotek zusammensetzen lassen.

Quark. AbschlieBend &nnen Sie noch ein wenig Ihre gewonnenen Erkenntnisse verwenden, ufiid(@ipSymmetrie
des Quark-Modells besser zu verstehen. Quarks haben eine sogenante Farbladung, die dég,\Werénund
blue annehmen kann, abgétkt durchr, g undb. Betrachten Sie di8 und geben Sie die korrekt antisymmetri-
sierten Farbzuande an, die den Antifarberyan magentaund yellow entsprechen, abgékzt ¢, m undy. Dies
gibt an, wie bei einem beliebigen Quark-Tensorzustand die unteren Indizeglithen Wertere, m, y in Paare
von oberen Indizes mit Werten g, b Uibersetzt werden. Betrachten Sie die adjungierte Darstellungi{@h und
ordnen Sie den acht Zdstden, die Tensoren mit einem oberen und einem unteren Index sind, Farbwerte zu. Dies
sind die Gluonen. Welchen physikalischen Unterschied haben die sechs Gluonen, die den Wurzeln entsprechen, zu



den zwei Gluonen, die den Cartan-Operatoren entsprechen? Schreiben Sie die Gluonen als korrekt symmetrisier-
te Objekte in drei Indizes mit Werten g, b. Wann ist ein Zustand farbneutral? Betrachten Sie die Darstellungen

8 (die adjungierte)10, 10 und 27 (alle die hatten wir schon in einer vorhergehenden Aufgabe) und finden Sie
farbneutrale Zuginde darin.



