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GUTE UND SCHLECHTEPARAMETRISIERUNGEN

SeiG eine Lie-Gruppe mit Parametrisierungu so, dassg(u = 0) = 1l. Die Dimension der Lie-Gruppe sein. Die
Parametrisierungu kann also f̈ur kleine|u| � 1 aus einer offenen Teilmenge desRn geẅahlt werden.

Beispiel 1. Wir betrachten Drehungen imR2. Diese bilden eine Matrix-Lie-Gruppe, genauer die Matrizeng ∈ Mat(2, R),
für dieg−1 = gt unddet g = 1 gilt. Diese Matrix-Lie-Gruppe wird auchSO(2) genannt. Welche Dimension hat
diese Gruppe? Wir ẅahlen die Parametrisierung

g(u) =
(

cos(u) sin(u)
− sin(u) cos(u)

)
, u ∈ (−π, π) ⊂ R .

Zeigen Sie, dassg(0) = 1l ist. Finden Sie das Gruppengesetz, also die Funktionw(u, v), so dassg(w(u, v)) =
g(v) ◦ g(u) ist. Was f̈allt Ihnen auf?

Beispiel 2. Wir betrachten noch einmalSO(2). Wählen Sie nun folgende Parametrisierung:

g(u) =
(

1− u
√

1− (1− u)2

−
√

1− (1− u)2 1− u

)
, u ∈ (0, 2) ⊂ R .

Prüfen Sie nach, dassg(0) = 1l, det g(u) = 1 und (g(u))−1 = (g(u))t gilt. Leiten Sie ebenfalls das Gruppen-
gesetzw(u, v) für die Gruppenmultiplikationg(w(u, v)) = g(v) ◦ g(u) her. Betrachten Sie dazu zunächst(g)11.
Prüfen Sie nun, ob dies in einfacher Weise mit dem verträglich ist, was Sie f̈ur (g)12 bekommen. Offensichtlich ist
dies keine besonders günstige Parametrisierung der Gruppe.

GENERATOREN

Wir betrachten nun die GruppeSU(2), also die Matrix-Lie-Gruppe der Matrizeng ∈ Mat(2, C) mit det g = 1
undg−1 = g†. Aus der letzten̈Ubung wissen Sie, dassdim SU(2) = 3 ist.

Parametrisierung. Zeigen Sie, dass mitu = (φ, α, β) undγ =
√

1− α2 − β2 als Abk̈urzung

g(u) =
(

γ cos φ
2 − iγ sin φ

2 −i(α− iβ)
−i(α + iβ) γ cos φ

2 + iγ sin φ
2

)
eine gute Parametrisierung ist. Wir wollen ansatzweise das Gruppengesetzwk = wk(u, v) finden.

Generatoren. Bestimmen Sie die drei Generatoren

X1 =
∂

∂φ
g(u)

∣∣∣∣
u=0

, X2 =
∂

∂α
g(u)

∣∣∣∣
u=0

, X3 =
∂

∂β
g(u)

∣∣∣∣
u=0

.

Umgekehrt istexp(−iφ
2~n · ~σ) mit

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
und~σ = (σ1, σ2, σ3) für alleφ und~n = (α, β, γ) ein Element ausSU(2), und es gilt

exp
(
−i

φ

2
~n · ~σ

)
= cos

φ

2
1l− i sin

φ

2
~n · ~σ .

Algebra. Bestimmen Sie Strukturkonstanten der Lie-Algebra der Generatorenσk von SU(2). Dazu m̈ussen Sie die
Kommutatoren[σj , σk] = if l

jkσl bestimmen. Ergebnis:f l
jk = 2ε l

jk. Damit können Sie nun in erster Näherung das
Gruppengesetz angeben:wl(u, v) = ul + vl − 1

2ujvkf l
jk.
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