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ADJUNGIERTEDARSTELLUNG DERLIE-ALGEBRA

In der Vorlesung wurde die adjungierte Darstellunyeiner Lie-Algebrag auf sich selbst als Vektorraum ein-
gefuhrt. Diese Darstellung hat einige besonders praktische Eigenschaften. Am Beispiel der Lie-Alg2psall
die adjungierte Darstellung hier genauer studiert werden. Dazu erinnern wir uns an digbemte in der die Ge-
neratoren vorsU (2), die Pauli-Matrizen, angegeben wurden. Es sei hier bereitsterivdass die Pauli-Matrizen
genau genommen die Generatoren \Wii(2) in derfundamentalearstellung auf einem zwei-dimensionalen

Vektorraum sind.
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Adjungierte Generatoren. Die Strukturkonstanten vosu(2) mit den oben gegebenen Generatoren 5’%6 = er,j.
Geben Sie die Generatorghin der adjungierten Darstellung aiyfdie (7}),! = —i j,j gilt. Uberzeugen Sie sich
davon, dass auch di§ die richtige Algebra eifllen, indem SigT}, T} berechnen.

Die Algebra als Vektorraum. Die Generatorefl’; spannen in niitlicher Weise den Vektorraum der Algebra auf. De-
finieren Sie sich eine den Generatoren zugeordnete BBsis= e; mit e; demj-ten Basisvektor einer Standard-
basis. Somit ist; der Spaltenvektor, dessen Komponenten diesh, = J,, gegeben sind. Berechnen Sie die
Aktion der Algebra auf sich als Vektorraum, in dem SigT}) = T} - e, berechnen. Das Ergebnis sollten Sie
wieder in der Basis ddff;) ausdiicken, alsd’;|T}) = a'|T;) mit von Ihnen zu bestimmenden. Vergleichen Sie
Ihr Ergebnis mit der folgenden Definition der Aktion der Algebra auf sich als Vektorraum:

T;|Ty) = |[Ty, Tk]) -

Adjungierte Darstellung der Gruppe. Mit der adjungierten Darstellung der Algebgeaus sich als Vektorraum liegt
es nahe, auch eine Darstellung der Grugpauf dem Vektorraum ihrer Algebra zu betrachteiihfen Sie nun
die Operation der Konjugation eim,(h) = ghg~* firr g,h € G. Offensichtlich ist¥, fur jedesg € G ein
Automorphismus der Grupp&. Wahlen Sie dir » ein Element mahe der Eins, aléo= 1 + du®X,. Damit
konnen Sie leicht ablesen, wie die Ableitung von einggan der Stelle der Eins aussieht, d.h. an der Stelle
h = 1. Diese Ableitung an der Eins definiert die adjungierte Darstellung der GrGpgef ihrer Algebrag. Die
Ableitung von¥, wird Ad, bezeichnet und isiif jedesy € G ein Automorphismus der Algbega

Wieder unser Beispiel. Mit den Notationen aus der letztéibung istg = exp(—i%ﬁ - &) ein allgemeines Element der
GruppeSU(2). Berechnen Sidd, (o).

Von der Gruppe zur Algebra. Sie kdnnen nun von der adjungierten Darstellung der Gruppe zur adjungierten Dar-
stellung der Algebra kommen, indem Sie nun die Ableitung ¥ah, an der Stelley = 1l nehmen. Dies de-
finiert die Operatiomd x, wobei der GeneratoK derjenige ist, durch den das Gruppenelemeirt der Form
g(A\) = exp(AX) gegeben ist (dies ist ratich nicht eindeutig,X wird damit nur bis auf eine multiplikative
Konstante festgelegt). Zeigen Sie also tit,(Y) = ¢gYg~' undg = 1 + du®X,, g~ = 1 — du®X,, dass
adx(Y) =[X,Y].

Killing-Form. In der Vorlesung wurde die Killing-Form,;, = tr(7,T;) eingefihrt. Berechnen Sie die Killing-Form

fursu(2) mit den oben berechneten Generatoren in der adjungierten Darstellung. Diagonalisieren sie anschlie3end

gab, bringen Sie die Killing-Form also in die Gestall, = k... ZUm Abschlul bestimmen Sie nyf), =
tr(oq0p), also eine Formifr die fundamentale Darstellung der Algebte2), und vergleichen Sie diese mit lhrer
urspiinglichen losung tir g,,. Diagonalisieren Sie zuletzt augh,.



