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ADJUNGIERTEDARSTELLUNG DERL IE-ALGEBRA

In der Vorlesung wurde die adjungierte Darstellungad einer Lie-Algebrag auf sich selbst als Vektorraum ein-
geführt. Diese Darstellung hat einige besonders praktische Eigenschaften. Am Beispiel der Lie-Algebrasu(2) soll
die adjungierte Darstellung hier genauer studiert werden. Dazu erinnern wir uns an die letzteÜbung, in der die Ge-
neratoren vonSU(2), die Pauli-Matrizen, angegeben wurden. Es sei hier bereits erwähnt, dass die Pauli-Matrizen
genau genommen die Generatoren vonSU(2) in der fundamentalenDarstellung auf einem zwei-dimensionalen
Vektorraum sind.

σ1 =
(

0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Adjungierte Generatoren. Die Strukturkonstanten vonsu(2) mit den oben gegebenen Generatoren sindf l
jk = 2ε l

jk .
Geben Sie die GeneratorenTj in der adjungierten Darstellung an, für die(Tj) l

k = −if l
jk gilt. Überzeugen Sie sich

davon, dass auch dieTj die richtige Algebra erf̈ullen, indem Sie[Tj , Tk] berechnen.

Die Algebra als Vektorraum. Die GeneratorenTj spannen in natürlicher Weise den Vektorraum der Algebra auf. De-
finieren Sie sich eine den Generatoren zugeordnete Basis|Tj〉 = ej mit ej demj-ten Basisvektor einer Standard-
basis. Somit istej der Spaltenvektor, dessen Komponenten durch(ej)k = δjk gegeben sind. Berechnen Sie die
Aktion der Algebra auf sich als Vektorraum, in dem SieTj |Tk〉 = Tj · ek berechnen. Das Ergebnis sollten Sie
wieder in der Basis der|Tj〉 ausdr̈ucken, alsoTj |Tk〉 = al|Tl〉 mit von Ihnen zu bestimmendenal. Vergleichen Sie
Ihr Ergebnis mit der folgenden Definition der Aktion der Algebra auf sich als Vektorraum:

Tj |Tk〉 = |[Tj , Tk]〉 .

Adjungierte Darstellung der Gruppe. Mit der adjungierten Darstellung der Algebrag aus sich als Vektorraum liegt
es nahe, auch eine Darstellung der GruppeG auf dem Vektorraum ihrer Algebra zu betrachten. Führen Sie nun
die Operation der Konjugation ein,Ψg(h) = ghg−1 für g, h ∈ G. Offensichtlich istΨg für jedesg ∈ G ein
Automorphismus der GruppeG. Wählen Sie f̈ur h ein Element mahe der Eins, alsoh = 1l + duaXa. Damit
können Sie leicht ablesen, wie die Ableitung von einemΨg an der Stelle der Eins aussieht, d.h. an der Stelle
h = 1l. Diese Ableitung an der Eins definiert die adjungierte Darstellung der GruppeG auf ihrer Algebrag. Die
Ableitung vonΨg wird Adg bezeichnet und ist für jedesg ∈ G ein Automorphismus der Algberag.

Wieder unser Beispiel. Mit den Notationen aus der letzten̈Ubung istg = exp(−iφ
2~n · ~σ) ein allgemeines Element der

GruppeSU(2). Berechnen SieAdg(σj).

Von der Gruppe zur Algebra. Sie k̈onnen nun von der adjungierten Darstellung der Gruppe zur adjungierten Dar-
stellung der Algebra kommen, indem Sie nun die Ableitung vonAdg an der Stelleg = 1l nehmen. Dies de-
finiert die OperationadX , wobei der GeneratorX derjenige ist, durch den das Gruppenelementg in der Form
g(λ) = exp(λX) gegeben ist (dies ist natürlich nicht eindeutig,X wird damit nur bis auf eine multiplikative
Konstante festgelegt). Zeigen Sie also mitAdg(Y ) = gY g−1 und g = 1l + duaXa, g−1 = 1l − duaXa, dass
adX(Y ) = [X, Y ].

Killing-Form. In der Vorlesung wurde die Killing-Formgab = tr(TaTb) eingef̈uhrt. Berechnen Sie die Killing-Form
für su(2) mit den oben berechneten Generatoren in der adjungierten Darstellung. Diagonalisieren sie anschließend
gab, bringen Sie die Killing-Form also in die Gestaltgab = kaδab. Zum Abschluß bestimmen Sie nung′ab =
tr(σaσb), also eine Form f̈ur die fundamentale Darstellung der Algebrasu(2), und vergleichen Sie diese mit Ihrer
urspr̈unglichen L̈osung f̈ur gab. Diagonalisieren Sie zuletzt auchg′ab.
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