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WURZELN

Die Gewichte der adjungierten Darstellung einer Lie alggbn@ilen Wurzeln. Aus ihneiBt sich die gesamte
Lie-Algebra rekonstruieren.

Vielfache. In der Vorlesung wurde behauptet, dass die einzigen Vielfachen einer Wyrdigl ebenfalls Wurzeln sind,
«a und—a sind. Beweisen Sie dies.

Weitere Eigenschaften.Wurzeln (wie auch Gewichte) sind zéichst die multiplen Eigenwerte von simultanen Eigen-
vektoren der Cartan-Unteralgebra. Man kann sie aber ebensogut als lineare Funktionale auffasigi) (48) =
a(H) X, wennX im Eigenraumy,, zu « liegt. Wenna und 8 Wurzeln sind, danndnnen wir die GbRReng, =
B(H,) bilden. Diese &f3t sich durch die Killing-Form ausitken,ng, = 2¢(5, a)/g(a, o). Beachten Sie, dass
nse Nicht symmetrisch istUberlegen Sie zuichst, wieso die Killing-Formy(X,Y) = tr(ad(X),ad(Y)) offen-
sichtlich auch @ir Wurzeln definiert ist. Es gilt nun, dasi$rfo, 5 Wurzeln die GoRReng, € Z ist. (Wenn Zeit:
Wiederholen Sie aus der Vorlesung, wieso das so ist.)

Winkel. Uberlegen Sie, wie Sie den Kosinus des Winkels zwischen zwei Wurzeln durch die Killing-Forniickesur
konnen. Verwenden Sie dies, ufp,, allein durch Normery(X, X) und diesen Winkel auszuiacken. Was ergibt
sich fir ngan.s demnach? Dies muss ebenfalls eine ganze Zahl sein! Weldgdidiikeiten &f3t dies f@ir die
Winkel zwischen zwei Wurzeln? Stellen Sie eine Tabelle mit allgiglithkeiten fir den Kosinus des Winkels
zwischen zwei Wurzelw, 5, den Winkel selbst, sowie den Werten vty undng, auf. Aufgrund der rigliche
Asymmetrie nehmen Sie hierzu der Bequemlichkeit haytfér 3) > g(«a, o) an.

Lange und kurze Wurzeln. Uberlegen Sie, welchedngenverhltnisse von Wurzeln nach den obigen Ergebnissen nur
moglich sind.

Beispiele. Konstruieren Sie alle Wurzelsysteme der Dimension eins und zwei. Dazu igtagm noch folgende Ei-
genschaft zu beherzigen: Ein Wurzelsystem missalle Wurzelno symmetrisch bermlich Spiegelungen in den
Ebenem sein.

GEWICHTE

Die Gewichte charakterisieren eine irrépeindeutig. Wir wollen auch hier ein paar gruétidiche Eigenschaften
Uberlegen. Dazu bezeichBE (V) die Menge aller Gewichte voW.

Darstellung aus den Gewichten.Uberlegen Sie, dass offensichtlith= @aew(v) V, mit V, den Gewichtstumen,
also den Eigerlumen zum Gewichty, so dassiir allev € V, und fur alle H aus der Cartan-Unteralgebra
Hw) =a(H)vist.

Aktion der Wurzeln. Es seigg der Wurzelraum zur Wurzet. Dieser operiert auf den Gewichésimen in offensicht-
licher Weisegs : V, — V,+s. Uberlegen Sie, dass diesrfalle o, o’ € W (V) impliziert, dasso — o’ eine
ganzzahlige Linearkombination aus Wurzeln sein muss (also eine Element des Wurzel-Gitters ist).



