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Abstract

We classify all rational conformal quantum field theories (RCFTSs) in two dimensions with effective
central charge c.g < 1. Besides the well known minimal models and the Gauss models with ¢ = 1
we study two new series of non-unitary RCFTs with c.p = 1.

The first has ¢ =1 — 12k, k € N, and maximally extended chiral symmetry algebra W(2, %k) with
Zo-orbifold W(2,4k). We prove rationality by studying their representation theory.

The second series represents the “border” of the discrete series c¢,, with ¢ = 1. These models
involve fields with logarithmic correlation functions. We extend the concepts of representation
theory and modular invariance to the logarithmic case and show that the maximally extended
symmetry algebras W(2,2p — 1,2p — 1,2p — 1) yield a rational structure within our scheme.

With these results we can show that the classification of RCFTs with c.y < 1 is now complete.
This generalizes to N = 1 supersymmetric theories wit cop < %

Moreover, we analyse the moduli space of all RCFTs with c.g = 1. The non-unitary part appears
to be a multi-fractal dense in R? with a structure coming from an action of the modular group
PSL(2,7Z) on the parameters.

Finally, we apply our results to the fractional quantum Hall effect (FQHE). The assumption of non-
unitarity enables us, to recover the Laughlin wave functions from correlators of chiral groundstates
of our first series of non-unitary RCFTs with ¢,y = 1. The strange modular structure of the moduli
space yields a natural explanation for the existence of non-vanishing plateau widths of the observed
filling factors and also for the absence of the non-observed filling factors.
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Cap.l Exposition 1

O O
Exposition
uantenfeldtheorie (TAEQ?) ist wohl das zur Zeit leistungsfihigste Instrument zur
Beschreibung der mikroskopischen physikalischen Natur. Alle fundamentalen Phé-
4 ¢ | nomene auBer der Gravitation werden bis heute mittels TAQ modelliert. Allerdings

ist es auch das vielleicht umstrittenste Instrument, da zwar einerseits iiberragende
Ubereinstimmungen zwischen Experiment und Theorie erreicht werden, die T/AEQ
sich andererseits aber ihrer mathematisch exakten Formulierung in fast allen nicht trivialen Fallen
nach wie vor widersetzt [463]. Zum Beispiel erlaubt es die Quantenelektrodynamik, die Feinstruktur-
konstante sowie den anomalen g-Faktor des Elektrons bis auf die heutigen Grenzen der Meflgenauig-
keit (von 1071%!) richtig vorherzusagen, obwohl sie wahrscheinlich als mathematisches Objekt gar
nicht existiert (bzw. nur am trivialen Fixpunkt im Raum des Renormierungsgruppenflusses).
TAQ ist auch deshalb umstritten, weil es nicht moglich scheint, wirklich alle fundamentalen Wech-
selwirkungen mit Hilfe einer Gattung von Instrumenten zu beschreiben. Zumindest dann, wenn eine
TAQ Lorentz-Invarianz, Mikrokausalitdt und Punktférmigkeit der “elementaren Teilchen” besitzt,
ist ihre generelle Struktur bereits so weit festgelget [991], daB sie prinzipiell die Gravitation nicht
konsistent beschreiben kann. Dies ist unter anderem eine der Motivationen fiir Stringtheorien, in
denen die “elementaren Teilchen” nicht mehr als punktférmig angenommen werden. Allerdings ist
das Problem der Formulierung von Stringfeldtheorien noch nicht befriedigend gelost [523, 673].
Gegen TAQ 148t sich weiterhin einwenden, dafl man sie im allgemeinen nicht exakt l6sen kann
— erinnern doch die Stérungsreihen und andere mehr oder weniger elegante Entwicklungen in ir-
gendwelche Parameter etwas an die Epizyklen-Theorien der Astronomen zur Zeit von G. Galilei
und J. Kepler. Wie so oft in der Physik ist man in der Lage, “gute” Gleichungen in dem Sinne zu
formulieren, dafl die Natur Losungen zu diesen Gleichungen “berechnen” kann, wenn man durch

‘Theoria Equoris Quanti



2 Exposition Cap.l

geeignete Experimente die richtigen Fragen an sie stellt. Wie so oft in der Physik kann man dies
lediglich numerisch oder ndherungsweise iiberpriifen, da eine exakte Losung der Gleichungen in der
Sprache der Mathematik nicht bekannt ist. Die Theorien sind also nur insofern “gut”, als die nu-
merische Simulation der Welt gemafi den Gesetzen der Theorie ein mehr oder weniger zutreffendes
Abbild des Verhaltens der realen Welt ist.

Der Einwand meint dabei nicht eigentlich die Tatsache, dafl es keine exakte Losung gibt, sondern
dafl die Ndherungen keine mit wachsender Ordnung konvergierenden Reihen darstellen. Trotz der
sehr kleinen Kopplungskonstanten in der Quantenelektrodynamik ist die Stérungsreihe divergent,
ja nicht einmal Borel-summierbar. Um dennoch endliche Ausdriicke zu erhalten, wurde das Konzept
der Renormierung erfunden, die notwendigerweise Parameter in die Theorie einfiihrt, die aus dem
Experiment gewonnen werden miissen. Renormierung ist ein hiufiger Angriffspunkt der Mathema-
tiker, und sie widerspricht der Suche nach Theorien, die moglichst keine dufleren Parameter mehr
bendtigen.

Nichtsdestotrotz ist die Eleganz der Beschreibung von Natur mittels TAQ von andauernder Fas-
zination [991] — gilt doch die Schonheit einer Formulierung bis heute oft als ein Maf fiir ihre
“Richtigkeit”. So spielen Begriffe wie Symmetrie seit der Einfithrung der Darstellungstheorie in
die Quantenmechanik durch E.P. Wigner [1061] Ende der 30er Jahre eine zunehmend wichtige
Rolle. Jede kontinuierliche Symmetrie generiert iiber das Noether-Theorem einen Strom und eine
Erhaltungsgrofle. TAQ haben allerdings unendlich viele Freiheitsgrade, die meisten in der Natur
auftretenden Symmetriegruppen hingegen sind nur endlich dimensional. So hat beispielsweise die
Symmetriegruppe der Raum-Zeit in vier Dimensionen, die Poincare-Gruppe, lediglich zehn freie
Parameter. Daher sind TAQ in vier Dimensionen nicht exakt 16sbar. Auch abstraktere Symme-
trieprinzipien wie Eichgruppen, die nicht mehr auf der Raum-Zeit selbst, sondern in Faserbiindeln
iiber ihr operieren, oder Supersymmetrie, liefern in den physikalisch relevanten Fillen nur endlich
viele weitere Erhaltungsgrofien.

Die Poincare-Gruppe ist aber durchaus nicht die grofftmogliche Symmetrie der Raum-Zeit. Schon
lange war bekannt, dafl die meisten Feldtheorien, zumindest vor der Quantisierung, auch konform
invariant sind, so zum Beispiel Elektrodynamik [197], nicht abelsche Yang-Mills-Theorien, masselose
Fermionen oder skalare ®*-Bosonen, also Theorien mit masselosen Teilchen, die Skaleninvarianz
besitzen. Leider niitzt dies nur wenig. Denn zum einen ist die konforme Gruppe fiir Rdume mit
drei oder mehr Dimensionen auch nur endlich dimensional, CG(RPY) ~ SO(p + 1, + 1), p +
q > 2, zum anderen wird die konvorme Invarianz bei der Quantisierung durch das Auftreten von
Skalenanomalien gebrochen. In zwei Dimensionen hingegen ist die konforme Gruppe isomorph zu
Diff ('), x Diff (S')gix Z, also unendlich dimensional. Mehr noch, der zugehérige Noether-Strom
(der Energie-Impuls-Tensor) kann direkt als ein Quantenfeld einer konformen Quantenfeldtheorie
(TAECY) intepretiert werden, so daf8 die konforme Invarianz die Quantisierung iiberlebt.

In zwei Dimensionen existieren also TAQ mit unendlich vielen Erhaltungsgrofien, eben die TAC.
In der Tat konnten 1983 A.A. Belavin, A.M. Polyakov und A.B. Zamolodchikov [37] zeigen, dafl
alle Korrelationsfunktionen — zumindest prinzipiell — exakt bestimmt werden koénnen, und daf
alle lokalen Felder, die die Operatoralgebra aufspannen, durch die Hochstgewichts-Darstellungen
(RPA™) der Symmetriealgebra gegeben sind (genauer durch die ihrer zentralen Erweiterung, da
einen in TAQ bekanntlich die projektiven Darstellungen interessieren). Seitdem ist die Untersu-
chung aller moglichen TAC in zwei Dimensionen eine natiirliche Frage der mathematischen Physik.

Hat sich damit die grundsétzliche Situation verbessert? Ja, denn TAC ist kein physikalisch anwen-
dungsloses Spielzeug, sondern erdffnet Zugang zu einem immensen Bereich physikalischer Phéano-
mene aber auch mathematischer Fragestellungen:

“Theoria Aquoris Conformis
“*Representatio Ponderis Altissimi



Cap.l Exposition 3

e In der statistischen Physik sind es die Universalitidtsklassen zweidimensionaler Phaseniiber-
giinge zweiter Ordnung [419, 173, 1123], zu denen es bereits gute experimentelle Befunde gibt
[19, 131, 191, 701, 839, 883];

e in der Festkorperphysik sind es zweidimensionale Phinomene, wie zum Beispiel der Quanten-
Hall-Effekt (EQH®™) [431, 157, 163, 379], Polymere [251] und vielleicht auch Hochtempera-
tur-Supraleitung;

e in der Superstring-Theorie sind es die moglichen String-Vacua, die mit N =2 supersymme-
trischen TAC in Beziehung stehen, die von der Reparametrisierungs-Invarianz der durch den
String aufgespannten Weltfliche herriihren [523];

e in der klassischen Mechanik sind es integrable Systeme, die mit Toda-Theorien beschrieben
werden konnen (obwohl das Auftreten dimensionsbehafteter Groen die konforme Invarianz
teilweise bricht), sowie Hierarchien partieller Differentialgleichungen (KP-Hierarchie etc.), bei
denen konforme Invarianz eine Rolle spielt [31, 53, 109];

e in der Topologie sind es Mannigfaltigkeiten in drei Dimensionen [757] und Knoten [1093], fiir
deren Klassifikation vollig neue Moglichkeiten eréffnet werden;

e in der algebraischen Geometrie sind es Abzéhlprobleme und Mirrorsymmetrie [137, 139, 521];

e in der diskreten Mathematik sind es die Konstruktion des Monsters und die Theorie selbst-
dualer Gitter und Codes [409, 223];

Jeder dieser Bereiche korrespondiert zur Untersuchung eines bestimmten Typs von TAC. Die Klas-
sifikation aller moglichen TAC in zwei Dimensionen ist also auch eine Frage, deren Losung viele
Antworten von physikalischer und mathematischer Relevanz liefern wird.

Wie weit ist man nun mit der Klassifikation? Nun, nicht sehr weit. Bis vor etwa fiinf Jahren waren
im Grunde nur vier Typen von TAC genauer verstanden:

e zum einen die sogenannten minimalen Modelle [37, 151];
e zum anderen die Theorien mit der zentralen Ladung ¢ = 1 [457, 211, 709];

e auflerdem die TAC, die iiber (selbstduale, gerade) Gitter und Codes definiert werden kénnen
und deren zentrale Ladung ¢ € {8, 16,24} ist [409, 223, 967];

e schlieBlich die Modelle zu unendlich dimensionalen Lie-Algebren (Kac-Moody-Algebren);

Alle deise Typen von TAC besitzen supersymmetrische Verallgemeinerungen. Gemeinsam ist diesen
Modellen, daf§ sie allein aus der Darstellungstheorie der Virasoro-Algebra weitgehend klassifiziert
werden kénnen. Die konforme Gruppe reicht in diesen Féllen aus, die Theorie auf eine gewissermas-
sen “endliche” (im unten stehenden Sinne) Theorie zu reduzieren.

Bereits 1985 hat A.B. Zamolodchikov [1117] ein weiterfithrenderes Konzept zur Klassifikation von
TAC aufgezeigt, das mit (maximal) erweiterten Symmetrie-Algebren arbeitet, den sogenannten W-
Algebren”. Sie enthalten die Virasoro-Algebra als Unteralgebra und sind dquivalent zur Operator-
produktentwicklung (EXPO) konform kovarianter, lokaler, chiraler Felder. Aufgrund der grofieren
Algebra hat man mit deren Darstellungstheorie ein feineres Instrument zur Verfiigung. Es zeigt
sich ndmlich, dafl die Frage nach der Klassifikation aller TAC an sich zu allgemein ist. Physikalisch
interessant sind vor allem solche TAC, deren Observablen-Algebra endlich erzeugt ist. Solche TAC

“WEffectus Quantus secundum Hall

Yder Begriff der W-Algebra ist vermutlich auf Wigner zuriickzufiihren, der Operatoralgebren mit SU(2)-Symmetrie
betrachtete, vgl. [47].

viEXpansio Producti Operatorum
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nennt man rational (TZACR®). Sie haben den Vorteil, daf ihre (maximale) Symmetriealgebra nur
endlich viele RPA besitzt.

In den letzten Jahren entwickelte sich geradezu eine W-Industrie, die im wesentlichen mit drei
Methoden W-Algebren und damit TAC konstruiert [103]:

e Auf direktem Weg nimmt man einen Satz lokaler chiraler Felder und erhilt die Bedingungen
fiir algebraische Konsistenz in Abhéngigkeit von den Strukturkonstanten ihrer Operatoral-
gebra, i.e. man iiberpriift Jakobi-Identitéten [79, 683]. Dieser Weg ist allerdings sehr rechen-
intensiv und daher auf kleine Sétze von lokalen, chiralen Feldern beschrankt.

e Die Theorie unendlich dimensionaler Lie-Algebren, die zu jeder gewohnlichen Lie-Algebra g
eine sogenannte Kac-Moody-Algebra g assoziiert [647], liefert zwei weitere Methoden:

ee Bei der sogenannten Coset-Konstruktion teilt man eine Unteralgebra 6 C @ so heraus, daB
die Felder der Kommutanten von ) in g in der Universellen Einhiillenden eine W-Algebra
bilden [479, 499].

ee Die sogenannte Quanten-Drinfeld-Sokolov-Reduktion arbeitet mit zusétzlichen Zwangsbedin-
gungen und BRST-Quantisierung. Die BRST-invarianten Gréflen bilden dann die Felder der
W-Algebra [239, 401].

Die Ergebnisse dieser drei Methoden sind umfangreich aber keineswegs erschépfend. Insbesondere
die direkte Konstruktion von W-Algebren lieferte einige — zunéchst sporadisch anmutende — Bei-
spiele, die nicht in die allgemeinen Serien, die man aus den indirekten Methoden erhélt, passen
wollen. Weiter hat man insbesondere fiir das Regime ¢ > 1 nach wie vor nur einige Serien generisch
existierender W-Algebren allgemein angeben, aber im allgemeinen nicht deren rationale Modelle
klassifizieren konnen. Da fiir wachsendes ¢ Symmetrie-Algebren mit zunehmender Zahl von Gene-
ratoren erforderlich sind, wird deren Darstellungstheorie ebenfalls komplexer [269, 71, 281, 271].
Recht gut verstanden sind nur diejenigen W-Algebren, deren Generatoren mit den Exponenten
einer Lie-Algebra g korrespondieren, sie stellen sozusagen das unendlich dimensionale Analogon
W(g) der Casimir-Algebren C(g) dar.

Koénnen denn tiberhaupt keine weiteren, vielleicht allgemeineren Typen von TAC vollstandig klas-
sifiziert werden? Doch, denn konforme Invarianz impliziert noch eine weitere Invarianz, wenn die
TAC auf einer Riemannsche Flidche mit Geschlecht g > 0 lebt — die modulare Invarianz [167, 863].
Damit hat man fiir ¢ = 1 den sehr gut entwickelten mathematischen Apparat der Modulformen zur
Verfiigung sowie die Darstellungstheorie von PSL(2,Z). Das ist deshalb besonders wichtig, weil die
Charaktere einer TAC, und damit auch die Zustandssumme, durch die Null-Punkt-Funktionen auf
dem Torus gegeben sind. Es liegt daher nahe, mittels modularer Invarianz TAC zu klassifizieren
[181, 257]. Allerdings zeigt sich, dafl dieses Konzept allein zu grob ist. Man muf weitere Bedingungen
fordern, um physikalisch relevante Modelle zu erhalten.

Alle bis jetzt skizzierten Konzepte sind jeweils fiir sich betrachtet nicht in der Lage, wirklich einen
ganzen Bereich von TAC zu klassifizieren. Kombiniert man sie jedoch miteinander, mag genau
dies moglich werden, mégen die zu allgemeinen Blickwinkel der einzelnen Konzepte sich ergénzen.
Dabei kann es sehr wichtig sein, durch explizite Beispiele iiberhaupt eine Vorstellung zu gewinnen,
welche Typen von TAEC auftreten. So kann auch das “Un-Konzept” der direkten Konstruktion von
W-Algebren sehr viel zur tatséchlichen Klassifikation von TAC beitragen.

Ziel dieser Arbeit ist es, einen Beitrag zur Klassifikation von TAC zu leisten und mogliche An-
wendungen der dabei gefundenen Typen von TAC in der Physik realer Systeme aufzuzeigen. Die
Strategie liegt dabei in einer Kombination der beiden Prinzipien konformer sowie modularer Inva-
rianz.

" Theoria Aquoris Conformis Rationalis
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Was wurde davon erreicht? Nun, natiirlich nicht die Klassifikation aller TAC iiberhaupt. Aber
immerhin ist es gelungen, alle TAEC, deren effektive zentrale Ladung c.gp = ¢ — hpipn < 1 ist, sowie
alle supersymmetrischen N =1 TAEC mit c.g < 3/2 zu klassifizieren. Dabei ist Ay, das kleinste
Gewicht aller auftretenden Virasoro-RPA.

Der Aufbau der Arbeit entspricht der Logik, mit der wir die Klassifikation durchfiihren, und sei
hier kurz erléutert:

e Der erste Teil, das Praeluium, hat einfiihrenden Charakter. Wir stellen die benottigten Defi-
nitionen und Resultate zusammen, auf denen unsere Arbeit aufbaut. Um der Arbeit keine
unnotige Linge zu geben, werden die Sétze ohne Beweise zitiert. Um sie iibersichtlicher zu ge-
stalten, ist die Einfithrung in zwei Teile gegliedert, wobei dem einen konforme Invarianz, dem
anderen modulare Invarianz zugrundeliegt. Zwei wichtige Ergebnisse formulieren wir bereits
im Praeludium: Wir kénnen aus der konformen Invarianz bereits weitgehend die Struktur so-
genannter degenerierter Modelle der Virasoro-Algebra klassifizieren, aulerdem versetzt uns
die modulare Invarianz in die Lage, diejenigen Modulformen anzugeben, aus denen sich letzt-
lich die Charaktere von Theorien mit c.g < 1 (bzw. supersymmetrische N =1-Theorien mit
cep < 3/2) zusammensetzen. Diese beiden Resultate ergénzen sich, denn letzteres impli-
ziert, dafl eine solche Theorie bereits ein degeneriertes Modell der (Super-) Virasoro-Algebra
sein mufl. Genauer gesagt lassen sich alle méglichen modul-invarianten Zustandssummen fiir
ceff < 1 Kklassifizieren und eindeutig mit bestimmten degenerierten Modellen in Beziehung set-
zen. Umgekehrt impliziert die Struktur degenerierter Modelle, dafl damit alle Moglichkeiten
ausgeschopft sind.

e Der Kernteil der Arbeit findet sich in den beiden Themen der Fuge. Wir widmen uns dort
einer systematischen Untersuchung von solchen degenerierten Modellen, fiir die bis jetzt keine
rationalen Theorien bekannt waren. Neben den bereits bekannten Serien (minimale Modelle
und ¢ = 1-Modelle) kénnen wir zwei weitere Serien konstruieren, die eine ist parametrisiert
durch ¢ =1 — 6k, k € N, die andere durch ¢ = ¢; , = 13 —k — k=1, k € N. Von beiden neuen
Serien erarbeiten wir die Darstellungstheorie und damit die Struktur der rationalen Modelle.
Ferner beweisen wir dabei, daf} diese beiden neuen Serien die einzigen noch méglichen weiteren
rationalen Modelle mit c.y < 1 darstellen. Beide Serien haben analoge Konstruktionen fiir
den supersymmetrischen Fall mit N =1, die ihrerseits die Moglichkeiten fiir rationale N =1-
Modelle mit c.g < 3/2 komplettieren.

e Dem erste Thema der Fuge, das sich mit der Serie ¢ = 1 — 6k, k € N befafit, schlieit sich
ein Interludium mit einem weiteren wichtigen Resultat an. Wir konnten némlich bei der Un-
tersuchung des Modul-Raumes dieser Theorien {iberraschende Einsichten in den Raum aller
TAC gewinnen, da dieser zumindest in dem von uns untersuchten Ausschnitt alles andere
als eine algebraische Varietét ist. Vielmehr tritt hier zum erstenmal direkt eine Verbindung
von TAC zu arithmetischer Geometrie zu Tage, die nicht allein &dsthetisch von hohem Reiz
ist.

e Dem Kernteil folgt als drittes Thema in der Fuga eine Toccata, die eine mogliche physikalische
Anwendung der Modelle mit ¢ = 1—6k, k € N aufzeigt, den fraktionalen Quanten-Hall-Effekt
(EQFHY#). Bei diesem Teil muf die Neuheit, Eleganz und Einfachheit des Modells zur Be-
schreibung des EQFH fiir den Moment als Rechtfertigung fiir seine Niederlegung geniigen,
da es naturgeméifl schwieriger ist, wirklich gemessene Zahlen mit mathematisch rigoros be-
weisbaren Sétzen in Verbindung zu bringen. Allerdings spielt auch hier wieder arithmetische
Geometrie eine verbliiffende Rolle.

Vit Effectus Quantus Fractionalis secundum Hall
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e Die Coda fafit die aufgetretenen Themen noch einmal zusammen, listet kurz die erzielten
Resultate auf und entl:iflt den Horer™ mit einem Ausblick auf den weiteren Weg, den diese
Arbeit hat vorzeichnen wollen, und dem Dank an die, die zum Entstehen dieser Arbeit
beigetragen haben.

Der Arbeit liegen folgende bereits publizierte Artikel zu Grunde:

R. BLUMENHAGEN, M. FLOHR, A. KLIEM, W. NAHM, A. RECKNAGEL, R. VARNHAGEN,
W-Algebras with two and three Generators, Nucl. Phys. B361 (1991) 255 [bes. Cap. 1]

W. EHOLZER, M. FLOHR, A. HONECKER, R. HUBEL, R. VARNHAGEN,

W-Algebras in Conformal Field Theory, erscheint in Proc. Trieste Workshop Superstrings and
Related Topics, Trieste, July 1993 [bes. Cap. 1]

W. EHOLZER, M. FLOHR, A. HONECKER, R. HUBEL, W. NAHM, R. VARNHAGEN,
Representations of W-Algebras with Two Generators and New Rational Models, Nucl. Phys. B383
(1992) 249 [Cap, 1V]

M. FLOHR,

W-Algebras, New Rational Models and the Completeness of the ¢ = 1 Classification, Commun.
Math. Phys. 157 (1993) 179 [bes. Cap. IV]
M. FLOHR,
Curiosities at Effective c =1, Mod. Phys. Lett. A9 (1994) 1071 [Cap. V]
M. FLOHR, H.G. KAUSCH,
New Rational Models with ¢ = ¢; 4, in Vorbereitungl [Cap. VI]

M. FLOHR, R. VARNHAGEN,

Infinite symmetry in the fractional quantum-Hall-effect, Jour. Phys. A27 Math. Gen. (1994) 3999
[Cap. VII]
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Es ist ein seltsames Mysterium, daB die Natur, allmachtig
und blind zugleich, auf ihren Kreisen durch die unermeBlichen Abgriin-
de des Raumes zuletzt ein Kind gezeugt hat, das zwar immer noch
ihrer Macht unterworfen ist, dem aber als Gaben das Vermdgen zu
sehen, das Wissen um Gut und Bése und die Fahigkeit verliehen sind,

die Werke seiner vernunftlosen Mutter zu beurteilen.
Bertrand Russell
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D d
Dux
Konforme Invarianz
onforme Invarianz einer Theorie ist eigentlich keine neue Idee [197] und ist fiir
. . Theorien mit Raumverzerrungen, die durch Gravitationeffekte entstehen, eigentlich

eine sehr naheliegende Idee. Doch &ndert sich die Struktur von Quantenfeldtheorien
im allgemeinen nicht wesentlich, wenn konforme Invarianz eingefiithrt wird, da die
konforme Gruppe im allgemeinen nur endlich viele weitere Erhaltungsgréfien liefert.

In zwei Dimensionen ist das alles ganz anders. Hier ist die konforme Gruppe unendlich dimensional
und liefert ausreichend viele Erhaltungsgrofien, um Quantenfeldtheorien exakt 16sen zu kénnen.
Auch die Struktur der Theorien ist grundsétzlich anderer Art, da der Energie-Impuls-Tensor selbst
direkt als Quantenfeld aufgefafit werden kann. Im folgenden werden wir kurz skizzieren, was wir
unter einer TAC verstehen mochten. Auch werden wir diejenigen allgemeinen Resultate angeben,
die wir im weiteren Teil der Arbeit verwenden werden. Der Zugang folgt im wesentlichen Ideen
von P. Goddard [467] und W. Nahm [853, 857, 859], wo sich auch die Beweise fiir die hier zitierten
Sétze finden, und arbeitet mit sogenannten chiralen Vertexoperatoren.

Der Anschauungs-Raum sei die Mannigfaltigkeit M = S' x R, auf dem die Felder ¢(x,t) definiert
seien. Es ist zweckméfig, chirale, i.e. lichtartige, Koordinaten v = ¢t + x und v = t — x einzufiihren
und auf M eine kausale Struktur iiber die vom Skalarprodukt « - v induzierte Metrik zu definieren.
M ist damit eine minkowskische Mannigfaltigkeit. Ein Feld heifit chiral, wenn es von u oder v
allein abhiingt. Ublicherweise rechnet es sich einfacher euklidisch mit den komplexen Koordinaten
z=-e ™ und z = e, wobei zuvor die Wick-Rotation ¢ — it angewandt wurde. Die Felder ¢(z, 2)
sind dann chiral, wenn sie entweder holomorph oder antiholomorph sind.

Wenn wir z und Z als unabhiingige Koordinaten des C? betrachten, kénnen wir beide Sektoren der
Theorie, den minkowskischen sowie den euklidischen, durch geeignete reelle Schnitte erhalten.
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2.1 Vertexoperatoren und Lokalitit

Sei im folgenden H der Hilbertraum der Zusténde (bei nicht unitédren Theorien hat man allerdings
lediglich einen mit einem nicht degenerierten Skalarprodukt versehenen Raum der Zusténde) und
F = llier Fi ein dichter graduierter Teilraum mit dimF; < oo und I eine abzdhlbare Indexmenge.
Weiter bezeichne F = [[;c; Fi den Abschluf von F und 7’ = [[,.; F; den sogenannten graduierten
Dualraum zu F. Offenbar gilt dann (F')* = F. Mit Hilfe der auf H gegebenen Metrik sei ein
Skalarprodukt (-,-) auf F iiber die natiirliche Paarung zwischen 7’ und F eingefiihrt. SchlieBlich
bezeichne ¥y € F einen ausgezeichneten Zustand, das Vakuum, und £ einen speziellen Operator,
der das Vakuum annihiliert, i.e.

LU)=0. (2.1)

Dieser Operator wird spéter als der Generator der Translationen interpretiert werden und auch die
oben geforderte Graduierung implementieren. Oft wird auflerdem gefordert, dafl das Vakuum ein
zyklischer Zustand ist.

Wir betrachten nun lineare Operatoren V : F — F. Der Raum dieser Operatoren stellt keine
Algebra dar, da das Produkt zweier Operatoren nicht immer wohldefiniert ist. Mit V' =3, . Vj;
Fi — Fj sind die V;; als diejenigen linearen Abbildungen eindeutig bestimmt, fiir die fiir alle
¢ € F;, b € F; gilt, daB (¢, Vo) = (¢, V;;¢) ist. Wir wollen sagen, das Produkt VW : F — F
existiere, wenn Y, (¢, Vi Wir¢) fiir alle i,j € I und alle ¢ € F;, ¢ € F; absolut konvergent ist.
VW =32, ;(VW);; ist dann durch (i, (VW);;¢) definiert und assoziativ. Mit End F sei der Raum

der linearen Operatoren von F nach F, versehen mit dem oben definierten Produkt, bezeichnet.

DEFINITION 1. Ein Vertexoperator zu einem gegebenen Zustand 1 € F ist ein fir alle z € C
definierter Operator V (v, z) € End F mit den folgenden vier Figenschaften:
o Angewandt auf das Vakuum hat der Operator die Gestalt

V (1, 2) ¥y = e4p, (2.2)
o fiir alle ¢1,¢p2 € F sind die Matrizelemente

(01, V(¥,2)d2) (2.3)

algebraische Funktionen in z,

e der Definitionsbereich von V (1, z) kann induktiv auf alle verallgemeinerten kohérenten Zustéinde
der Form V (Y1, 21)V (¢, 22) ... V(¢p, 2n)0 fiir ¢ € F erweitert werden, falls das Produkt radial
geordnet ist, i.e. |z1] > |22 > ... > |z4],

o fiir |z| > || und fiir alle ¢1,¢2,1, x € F existiere eine analytische Fortsetzung, so daff gilt

(01, V(1,2)V (X, Q)2) = epx(d1, VX, OV (¥, 2)¢2) , (2.4)

wo €y eine allein von den Zustinden 1, x abhdngige Phase ist.

Die letzten beiden Forderung besagen zweierlei. Zum einen verlangen sie, daf§ das Produkt zweier
Operatoren immer definiert ist. Zum anderen begriinden sie sich aus der Tatsache, dal Matrixele-
mente von Produkten von Feldoperatoren nur wohldefiniert sind, wenn das Produkt eine bestimmte
Ordnung der Punkte, um die die Feldoperatoren lokalisiert sind, respektiert. In minkowskischen
Quantenfeldtheorien betrachtet man daher iiblicherweise Vakuumerwartungswerte von zeitgeord-
neten Produkten. Beim Ubergang zur euklidischen Theorie wird aus der Zeitordnung eine radiale
Ordnung. Oft werden wir die letzte Forderung der Einfachheit halber als Operatoridentitéit

V(TZ)’ Z)V(X> <) = €¢XV(X> C)V(T/), Z)
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schreiben, worunter wir immer das Verhalten der durch die Matrixelemente definierten Funktionen
verstehen wollen. Das durch die obige Definition gegebene System V (-, -) von Operatoren nennt man
auch eine Vertexoperatoralgebra. Die Struktur einer Algebra erhilt man, indem man in Definition 0
auch Operatoren V (¢, z) fiir allgemeine kohédrente Zusténde 1 zulifit, so daf das System beziiglich
des Produktes abgeschlossen ist. Diese Algebra-Struktur ist fundamental, nicht jedoch die Hilbert-
raum-Struktur (insbesondere die Vollsténdigkeit ist lediglich bequem).

DEFINITION -2. Zwei Feldoperatoren £(z),n(C) heiffen lokal zueinander, wenn ihre Matrizelemente
fen(2,Q) = (o1, &(2)n(Q)p2) fiir |z| > |¢| holomorphe Funktionen definieren, deren meromorphe
Fortsetzungen die Gleichung fey(2,C) = eepfen(C, 2) mit gy = 1 erfiillen.

FEin lokales System wvon Vertexzoperatoren ist eine Menge V = {V (¢, 2) |¢p € F} von Vertexopera-
toren, so daf alle Matrizelemente meromorphe Funktionen und alle Operatoren zueinander lokal
sind.

Eine nicht singuldre Transformation U operiert lokal auf einem lokalen System V, wenn fir alle
Y € F die Operatoren UV (¢, 2)U~" lokal zu allen Vertexoperatoren aus V sind.

Der wesentliche Effekt dieser zusétzlichen Forderung ist, dafl alle Matrixelemente wohldefinierte
Funktionen darstellen. Allerdings lassen sich viele der weiter unten aus der Lokalitéit gewonnenen
Folgerungen schon allein mit (2.4) ableiten, man spricht dann von reguldren Systemen von Vertex-
operatoren und relativ lokal operierenden Transformationen, die die Phasen bis auf das Vorzeichen
invariant lassen.

Da W-Algebren immer Algebren lokaler Systeme chiraler Felder sind, werden wir zunéchst die
unmittelbaren Folgerungen, die sich aus der Annahme von Lokalitéit ergeben, angeben.

LEMMA -7. EINDEUTIGKEIT. Sei V = {V (¢, 2)[¢ € F} ein lokales System von Vertexoperatoren
und sei V (¢, z) mit 3
V(g,2)¥o = e*“6 (2.5)

ein fiir ein bestimmtes ¢ € F gegebener, zu allen Vertexoperatoren aus V lokaler Operator. Dann
18t

Vg, 2) =V(p,2). m (2.6)

In einem lokalen System sind die Operatoren also durch die Eigenschaft (2.2) bereits eindeutig
bestimmt. Insbesondere ist in einem lokalen System von Vertexoperatoren immer V(¥y, z) = 1.

LEMMA -25/2. TRANSLATIONEN. Wenn U = e lokal auf V operiert, so ist U der Translations-

operator, i.e. es ist
MV (Y, 2)e M = V(1,2 + A) (2.7)
fir alle V(i,z) € V. m
Als Korollar ergibt sich sofort durch Differentation nach A an der Stelle 0 in Gleichung (2.7), da8
d

—V(.2) = [£, V(,2)] = V(L,2). (2:8)

Sei nun U irgendeine lokal operierende Transformation, die das Vakuum invariant 1i8t, i.e. UV =
Wo. Dann gilt allgemeiner die Beziehung

VU(¢7 Z)‘I’O = 62£U U¢ ) (29)
wobei Vi7 (1, 2) = UV (3, 2) U~ und Ly = ULU ™! gesetzt ist.
LEMMA -91/5. DUALITAT.” Seien V(¢,2),V (¢, z) € V. Dann ist
V@, 2)V (6,0) = V(V(h, 2 — ), C). (2.10)

“Die Bezeichnung Dualitdt fiir Lemma —91/5 stammt von den sogenannten Duale-Resonanz-Modellen her, den
Vorldufern der modernen Superstringtheorie [523, 673].
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Das Produkt zweier Vertexoperatoren lafit sich also wieder durch einen Vertexoperator aus V aus-
driicken. Dabei ist die rechte Seite als geeigneter Limes im Sinne von Definition 1 zu verstehen.
[

Dieses Resultat stellt die Grundlage einer prézisen Definition der noch einzufithrenden Operator-
produktentwicklung dar und besagt an sich nichts weiter, als daf3 Vertexoperatoren einen Isomor-
phismus zwischen Feldern und Zusténden des Hilbertraumes vermitteln. Da Vertexoperatoren, wie
wir noch sehen werden, eine C*-Algebra bilden®, haben wir mit ihnen eine explizite Manifestation
der Gelfand-Naimark-Segal-Konstruktion [443]. Daher werden wir oft einfach den Raum der Felder
mit dem Raum F der Zustidnde, beziehungsweise mit dessen Vervollstindigung identifizieren.

2.2 SU(1,1)-Invarianz

Bis jetzt haben wir lediglich Translationsinvarianz. Als néichsten Schritt wollen wir das Verhalten
unter den Mo6biustransformationen
az+b

zr—>7(z):cz+d, ad —bc =1 (2.11)

betrachten. Dies sind die auf der Riemannschen Zahlenkugel global definierbaren konformen Trans-
formationen. Weiter bilden sie die Zusammenhangskomponente der Eins von SL(2,C). Wenn wir
vom euklidischen Bereich in den minkowskischen gehen, erhalten wir aus der Mobiusgruppe die
SU(1,1). Die Mobiustransformationen sind Symmetrien der Theorie genau dann, wenn sie das
Vakuum und damit die Vakuumerwartungswerte invariant lassen. So ist der Vakuumerwartungswert
(Yo, V (¢, 2)¥) dann und nur dann translationsinvariant, wenn £*Wq = 0 gilt, denn in diesem Fall

1st
(V(¥,2)) = (Yo, V(¥,2)¥q) = (Yo, ¥) =0

fiir alle Vertexoperatoren von Zusténden orthogonal zum Vakuum. Dabei sind die Generatoren der
Mobiusgruppe Ly = £, L1 = L und Ly = %[ﬁ*,ﬁ]. (Fiir den Translationsgenerator £ werden
wir von nun an immer L; schreiben.)

Es sei zunéchst ein Operator Ly mit den Eigenschaften

[L(], Ll] = Ll, Lar = L(] und L(]\Ifo =0 (212)

eingefiihrt, der zusammen mit L1 eine Untergruppe der Mdbiustransformationen generiert.

LEMMA -24. SKALENTRANSFORMATIONEN. Sei Ly ein Operator, der (2.12) gendigt, sei Lo = hi,
und operiere z0 = Mo lokal auf V. Dann ist

oV (i, )70 = "V (1, x2) . m (2.13)

Analog zur Translationsinvarianz lautet die infinitesimale Schreibweise

(Lo, V(1. 2)] = <zdilz + h) V7). (2.14)

“'Dieser Punkt ist mathematisch subtil: Fiir |z| < 1 sind die Vertexoperatoren V (¢, z) operatorwertige Funktionen
und nicht im Hilbertraum abschlieSbar, kénnen damit nicht zu einer C*-Algebra gehéren. Fiir |z| > 1 liegt ihr
Bildbereich ohnehin nicht im Hilbertraum. Nur fiir |z| = 1 stellen sie operatorwertige Distributionen dar, deren mit
Testfunktionen f verschmierte Operatoren f 0% V (1, e'®) f(¢)d¢ die Operatoren der C*-Algebra liefern.



Cap.ll.2 SU(1,1)-Invarianz 13

Die Lemmata —25/2 und —24 gestatten es auch, Zwei-Punkt-Funktionen zu berechnen. Fiir z, {, z, £
beliebig mit |z| > [¢] und |z| > || ist dann

V(,2)V(e, Q) = (Yo, VI(¥,2)V(9,()¥0)

z — £\ h(¥)+h(®)
- (=) V(@ 2)V(,6),

wobei Loty = h(y)Y, Lop = h(¢)¢ und L{¥y = 0 sein soll. Die Zwei-Punkt-Funktion verhilt
sich also beziiglich Translationen und Streckungen wie eine automorphe Funktion vom Gewicht

h(¥) + h(e).

Zusammen mit L_; = L{ erhélt man eine su(1,1)-Lie-Algebra

von der wir annehmen wollen, daf} sie das Vakuum annihiliert, i.e.
L,Yy=0 fir n=-1,0,1. (2.16)

Die durch L_q erzeugten Transformationen heiflen spezielle konforme Transformationen, und es
gilt, falls sie lokal auf V operieren, dafl

MV (g, 2)e M = (1= pz) MV (9, 2(1 - pz) 7Y, (2.17)

wobei noch Lyt = hy) und L_1v = 0 gefordert wird. Die folgende Proposition fafit die bis dahin
gewonnenen Ergebnisse zusammen.

PROPOSITION -209/7. SU(1,1)-INVARIANZ. Seien L,, n = —1,0,1 Operatoren, die eine su(1,1)-
Lie-Algebra darstellen und das Vakuum annihilieren, i.e. L,Vo =0 fiir n = —1,0,1. Ferner mdge
die durch sie generierte Mdobiusgruppe lokal auf V operieren. Wenn ¢ € F mit Loy = hy und
L_17 =0 ein su(1,1)-Tiefstgewichtszustand (SPA*) und v € SU(1,1) ist, so gilt

h
v 7 = (T v, (2.15)

wobei die Darstellung D der Mobiusgruppe auf V fiir v = (g 3) gegeben ist durch

b
D, = exp <EL1> d2Foexp <_§L_1) .
Vertexoperatoren zu su(1,1)-SPA sind also automorphe Funktionen vom konformen Gewicht h, das
von nun an auch als die Dimension h(v)) des Feldes V (1), z) bezeichnet wird. Aquivalent zu (2.18)
ist die infinitesimale Schreibweise

Ly, Vi, 2)] = 2" <zdilz (- 1)h> Vi, 2)n = —1,0,1. (2.19)

Felder, die (2.18) oder (2.19) erfiillen, heiflen auch quasiprimér oder su(1,1)-primér. m

In der Mathematik arbeitet man iiblicherweise mit Hochstgewichtszustédnden. Die hier gewéhlte
Konvention will die physikalische Bedeutung des Spektrums von Lg als Energie deutlicher machen,
das deshalb nach unten beschrinkt sein soll. Weiter sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, daf} die
su(1,1) Lie-Algebra (2.15) lokal isomorph zu s[(2,C) ist. Sie stellt jedoch keine kompakte Form der
letzteren dar, so dafl es keine endlichdimensionalen irreduziblen unitédren Darstellungen gibt.

¥ GQtatus Ponderis Altissimi
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Fiir quasiprimére Felder kann man auch die Drei-Punkt-Funktionen berechnen. Mit den Bezeich-
nungen Lo; = h(j)y; und hi; = h(i) + h(j) — h(6 — i — j) erhdlt man

hij
(V(¢1,20)V (12, 22)V (3, 23)) = [ | <%> (V (1, w)V (b2, w2)V(¥3,w3)) . (2.20)
1<j v J

Wenn also SU(1,1) lokal auf V operiert und das Vakuum invariant 1&8t, sind die Zwei- und Drei-
Punkt-Funktionen bereits eindeutig durch das Transformationsverhalten der Vertexoperatoren fest-
gelegt.

2.3 Hermitizitat und Lj,-Graduierung

Observablen in TAQ sind im allgemeinen selbstadjungierte oder zumindest hermitesche Opera-
toren, haben also ein reelles, i.e. physikalisch mebares, Spektrum. Als Operatoren in linearen
R#&umen besitzen sie eine Vektorraum-Struktur und lassen unter bestimmten Bedingungen auch
die Verkniipfung zu (siehe oben), bilden also eine Algebra. Wir kénnten nun Erwartungswerte alge-
braisch definieren, wenn eine Norm und eine Adjunktion auf der Observablen-Algebra existierten,
diese also eine C*-Algebra bildete.

Da in der euklidischen Theorie die radiale Richtung mit der Zeit korrespondiert, vermittelt Lg
so etwas wie die Translationen in der Zeit. Tatséchlich stellt Ly + Lo den Energieoperator einer
allgemeinen, nicht chiralen konformen Feldtheorie dar, die als direkte Summe zweier (meist identi-
scher) chiraler Feldtheorien gegeben ist. Ein allgemeines Feld ®(z, z) hat dann ein su(1,1)-Gewicht
(h,h). Es ist daher sinnvoll, fiir Lo ein beschrinktes Spektrum zu fordern.

Wir wollen zunéchst voraussetzen, dafl Ly in F diagonalisiert werden kann, so dafl F die direkte
Summe der Eigenrdume von Ly ist, i.e.

F=]]F. wo Lo =Xy Vo € Fy. (2.21)
A

Da Ly und L_; die Eigenwerte von Ly um =+1 &ndern, wollen wir weiter annehmen, daf} sie die
entsprechenden Eigenrdume ineinander abbilden, also Ly : F)\ — Fy+1. Wenn dann ¢ ein su(1,1)-
RPA ist und ferner LT = L_; gesetzt wird, so hat man

IL1gl” = (¥, L-1Layp) = 2h[9]1?, (2.22)

so daf} zwingend h > 0 sein muf}, wenn der Raum ein positiv definites Skalarprodukt besitzt.

Sei nun das Spektrum von Lg nicht negativ und somit beschrankt. Dann folgt mit Standardargu-
menten der Darstellungstheorie, dal F die direkte Summe von su(1,1)-RPA ist. Im folgenden sei
immer davon ausgegangen, da§ F die direkte Summe von su(1,1)-RPA ist und da der durch ¥,
erzeugte Unterraum der einzige SU(1,1)-invariante ist. Wenn das Skalarprodukt positiv definit ist,
folgt daraus umgekehrt, dafl das Spektrum von Lg nicht negativ und der Unterraum Fy eindimen-
sional ist. Auflerdem folgt, dafl alle Eigenrdume F) endlichdimensional sind. Dieser Fall des positiv
definiten Skalarproduktes werde als der euklidische Bereich der Theorie bezeichnet.

Es wird sich aber zeigen, dafl wir auch den allgemeineren Fall betrachten miissen, bei dem entartete
Lo-Eigenrdume auftreten konnen, i.e.

F=][Fr wo Loty =M+ ¢ mit ¢/ € Fy Vo € Fy. (2.23)
A

Die Wirkung von L4 soll sich jedoch nicht &ndern. Wenn das Spektrum von Lg nicht negativ
ist, dann bleibt die Aussage giiltig, F sei direkte Summe von su(1,1)-RPA. Die Hermitizitit von
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Ly,n = —1,0,1 wird davon ebenfalls nicht beriihrt. Diesen Fall wollen wir aus spéter klar werdenden
Griinden logarithmische TAC nennen.
Die Hermitizitétsbedingungen L} = L_,, und die Gleichung (2.19) implizieren fiir su(1,1)-SPA 1,
daB

V+(71Z)7 z) = Z (V (¥, 1/Z*))+ (2.24)

ebenfalls ein quasipriméres Feld vom Gewicht h ist. Man postuliert, daf8 fiir jeden su(1,1)-SPA ¢
der Grenzwert
Pt = lin% V*(¢,e)¥g (2.25)
e—

existiert und daf§ V' (¢, z) lokal beziiglich V ist. Dies ist eine Adjunktion mit der aus V eine C*-
Algebra gewonnen werden kann, sieche dazu Fuinote (7). Die Eindeutigkeit (Lemma —7) impliziert
dann

Vi, z) =V({T,z). (2.26)

Ein su(1,1)-SPA mit " = v heiit reell, und es ist immer mdoglich, im Raum aller su(1,1)-SPA
vom Gewicht h, FQ(h) = {4 € F|Lotp = htp, L_1¢p = 0}, eine reelle Basis zu wihlen. Fiir die
Zwei-Punkt-Funktionen von ¢ € FQ(h) erhilt man dann

=&
z—¢

also insbesondere fiir lokale Systeme die Bedingung 2h € Z. Da alle Zusténde durch Anwenden von
Ly auf su(1,1)-SPA erzeugt werden konnen, mufl das Spektrum von L halbzahlig sein. Wenn
reell ist, erkennt man mit Hilfe von Gleichung (2.4), da8 im Falle ey, = 1 immer h € Z und im
Falle ey = —1 immer h € Z + % ist, i.e. dafl lokale Vertexoperatoren entweder bosonische oder
fermionische Felder sind.

2h
V2V @0) = (T=5) (V@ aV(.9), (2.27)

2.4 Operatorproduktentwicklung

Die Operatorproduktentwicklung (EXPO) wurde zuerst von Wilson [1087, 1151] eingefiihrt, zu-
néchst um Quantenfeldtheorien ohne Lagrangefunktionen definieren zu kénnen. Die Idee ist, dafl
ein System von Observablen {®;(z)|i € I}, also insbesondere lokaler Operatoren, eine assoziative
Algebra (mit Eins) bildet, solange die Punkte, um die die Operatoren lokalisiert sind, sehr nahe
beieinander liegen. Ein Produkt zweier “nahe beieinander liegender” Operatoren hat dann eine
asymptotische Entwicklung in jeweils mit analytischen Funktionen multiplizierten Observablen,

Do () oly) = — TV g

5 (=)t

wo die d; die Skalen- oder Massendimensionen der Felder ®; und féb(a: — y) in einer Umgebung
von ¥y nicht divergierende Funktionen sind®*. Dabei heifit “nahe beieinander liegend”, dafl z und
y raumartig mit (z — y)? ~ 0 sind. Wenngleich EXPO auf elegante Weise einen Lagrange-freien
Zugang zu einer Quantenfeldtheorie zu ertffnen scheinen, ist es im allgemeinen Fall nicht mdoglich,
eine mathematisch einwandfreie Definition zu geben, — die Situation &ndert sich jedoch entscheidend
im Falle zweidimensionaler TAEC.

Dazu seien die (Fourier-) Moden eines Feldes V (1, z) mit Loy = hy iiber die Entwicklung

V(,2) = Y V()" (2.28)

ne€Z+h

""" Es konnen unter bestimmten Umsténden logarithmische Divergenzen hinzukommen.
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eingefiihrt. Gemé#f Gleichung (2.7) ist dann natiirlich
Y =Vo()¥o und V,(¢)¥y=0Vn<h. (2.29)

Offensichtlich sind die Moden von Bosonen ganz- und die von Fermionen halbzahlig. Die Gleichung
(2.19) ist dann dquivalent zu dem System von Vertauschungsrelationen

[Lma Vn(w)] = (n - m(h - 1)) Vm+n(7p)v m=-1,0,1 (2'30)

der homogenen Komponenten von V' (v, z). Insbesondere ist [Lg, V,,(¢))] = nV,(¢¥), so dal V,,(v)
den Eigenwert von Ly um n erhoht.

Diese Entwicklung nach Moden kann natiirlich auch in der Dualitétsrelation (2.10) angewandt
werden. Diese nimmt die folgende Form an, die gerade eine Operatorproduktentwicklung im oben
definierten Sinne darstellt.

PROPOSITION -143/4. OPERATORPRODUKTENTWICKLUNG. Seien V (¢, 2), V(¢,() € V und ¢ €
Fhpys ¢ € Fi(p)- Dann ist fiir alle |z| > |(| die Operatorproduktentwicklung gegeben durch

Vb, 2)V(6,¢) = > (2 = )"0y (y, (), (2.31)

r>0

wobei r € Z + h(¢) + h(¢p) und die Felder der linken Seite durch die Zustinde

Xr = 7“—h(q§)(¢)(l5 €Fr (232)

gegeben werden. m

Dies ist, zumindest fiir lokale Systeme, eine mathematisch einwandfreie Formulierung der EXPO
basierend allein auf Lokalitédt und Dualitdt, wobei letztere Ausdruck der Assoziativitit der EXPO
ist. Das Operatorprodukt kann als Summe iiber lokale Operatoren geschrieben werden, wobei der
singuldre Teil von endlicher Ordnung ist. Offensichtlich sind Kommutatoren durch den singuléren
Teil der EXPO bestimmt und kénnen in der Tat mit dessen Hilfe berechnet werden. Interessan-
terweise gilt jedoch fiir W-Algebren auch die Umkehrung, dafi die EXPO durch den Kommutator
bereits vollsténdig bestimmt ist. Es sei noch angemerkt, dafi V,,(¢)" = V_, (1) ist und somit fiir
reelle ¢ die Moden der Vertexoperatoren der Hermitizitdtsbedingung V. (¢)™ = V_,.(¢) geniigen.

2.5 Konforme Invarianz und die Virasoro-Algebra

Wir haben bereits gesehen, wie durch Einfiihren chiraler Koordinaten ein Zusammenhang zwischen
Skalarprodukt und kausaler Struktur hergestellt wird. Eine physikalisch sinnvolle Theorie mufl
eine kausale Stuktur respektieren, was im allgemeinen Invarianz des Skalarproduktes unter der
Lorentz-Gruppe beziehungsweise der ganzen Poincaré-Gruppe bedeutet. Sei genauer (M, g) eine
Mannigfaltigkeit M versehen mit einer Metrik g der Signatur (p, ¢). Dann ist das durch die Metrik
definierte Skalarprodukt invariant unter SO(p, q) zuziiglich der Translationen. Wenn die Theorie
allerdings die zusétzliche Eigenschaft der Skaleninvarianz besitzt, wie es zum Beispiel bei masselosen
Theorien und besonders bei statistischen Systemen am Phaseniibergang zweiter Ordnung der Fall
ist, so braucht auch die Metrik g nur bis auf einen Skalenfaktor invariant zu sein, i.e.

guu(‘r) = g;,w(x,) = )‘(x,)g;w(x/) . (233)

Transformationen mit dieser Eigenschaft sind die konformen oder winkeltreuen Transformationen.
Fir M = RP9, p+ g # 2 kann die konforme Gruppe im wesentlichen in SO(p + 1,¢ + 1) einge-
bettet werden. Ist hingegen M = RY!, so ist die konforme Gruppe des kompaktifizierten Raumes
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M = S x 8! der Signatur (1,1) unendlichdimensional. Beim Ubergang ins Euklidische wird konfor-
me Invarianz gleichbedeutend mit Holomorphie oder Antiholomorphie von Funktionen, denn jede
auf der ganzen Riemannschen Zahlenkugel (anti-)holomorphe Funktion, und das sind gerade die
Mébiustransformationen, bildet diese konform in sich ab. Auf S x S! ist die konforme Gruppe
gerade Diff (S') x Diff (S'), also unendlichdimensional und wird gerade durch die Lie-Algebra der
linksinvarianten Vektorfelder L, = 2"*'0,, n € Z, mit [L,,, L,] = (n — m)Ly,1n, generiert [577].
Die gerade gemachten Ausfithrungen sollen verdeutlichen, dafl man zwar generell im zweidimen-
sionalen Fall die unendlichdimensionale Algebra der infinitesimalen konformen Transformationen
hat, diese aber nur in dem speziellen Fall M = M vollstandig zur unendlichdimensionalen Gruppe
integriert werden kann.

Wir wollen annehmen, es géibe einen su(1,1)-SPA w, mit h(w.) = 2, den sogenannten konformen
Zustand, dessen assoziierter Vertexoperator durch

V(we,2) =T(z) = Z Ly,z"2 (2.34)

gegeben sei, so dafl die Moden L,,n € Z die Gleichungen (2.30) erfiillen. Aus der Definition von
Vertexoperatoren, Gleichung (2.7), erhélt man dann, dafl w. = LaW ist, und aus (2.34), dafl auch
tatséchlich L_jw, = 0, also w. ein su(1,1)-SPA ist. AuBlerdem kann man 0.B.d.A. w. als reell
annehmen. Damit hat man dann Hermitizitit fiir alle Komponenten, i.e.

Li=L_, V\nel. (2.35)

Wie nicht anders zu erwarten, ist 7'(z) der Generator der konformen Transformationen und stellt
eine Komponente des Energie-Impuls-Tensors dar.

Der Energie-Impuls-Tensor T),, ist eine symmetrische, divergenzfreie Grofe, i.e. T = T"* und
0,T" = 0, und generiert Erhaltungsgréien in Form von Kontinuititsgleichungen. Wenn Skalen-
invarianz vorliegt, ist iiberdies der Energie-Impuls-Tensor spurfrei, T /= 0. In zwel Dimensionen
bedeuten diese Bedingungen an 7}, daf in chiralen Koordinaten 7,z = T, = 0 und 7%, = T'(2),
Tz = T(Z) sind, also T,,da*dz” = T(z)(dz)* + T(Z)(dz)?. Das Verhalten chiraler Felder unter
einer Transformation z +— z(1 + £(z)) wird dann durch den Kommutator d¢(¢) = [Q, ¢(¢)] mit
den “Ladungen”

Q- = ]{dz e(2)T(2)

gegeben, wobei das Integral ldngs eines um den Ursprung geschlossenen Weges zu nehmen ist.
Die Operatorproduktentwicklung (2.31) des Energie-Impuls-Tensors mit sich selbst ergibt sich fiir
o P G A
c

T~ em P e &«
wobei die hier eingefiihrte Schreibweise A(z, () sin B(z, () bedeutet, daf beide Seiten bis auf Terme
iibereinstimmen, die fiir z = ¢ nicht singulér sind. Dieses Ergebnis versetzt uns nun in die Lage,
die Kommutatoren der Moden des Energie-Impuls-Tensors zu berechnen.

(2.36)

PROPOSITION -125/3. VIRASORO-ALGEBRA. Seien L,, n € Z die Moden eines Vertexoperators
zu einem konformen Zustand. Dann ist der Kommutator gegeben durch

c
[Lin, Ln] = (n—m)Lyqn + E(m3 — M) 0m4n,0 - (2.37)

Die Zahl ¢ wird auch zentrale Ladung genannt. m

Genauer handelt es sich bei ¢ um einen Operator, eine zentrale Erweiterung der Witt-Algebra,
die aber in jeder irreduziblen Darstellung als Zahl angesehen werden kann. Sie resultiert aus der
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Tatsache, dal man eigentlich, wegen der Normierungsbedingung an die Zusténde, auf einem pro-
jektiven Hilbertraum arbeitet. Statt projektive Darstellungen zu betrachten kann man jedoch auch
das Zentrum der Lie-Algebra bzw. -Gruppe um ein zusétzliches Element, die zentrale Ladung,
erweitern.
Man kann nun die Resultate beziiglich der su(1,1)-Algebra (2.15) auf diese grofiere Algebra verall-
gemeinern. Fiir den euklidischen Bereich der Theorie kann man F sogar als direkte Summe von
irreduziblen RPA der Virasoro-Algebra (2.37) schreiben, i.e. Darstellungen, die durch (konforme)
Tiefstgewichtszustinde 1 generiert werden. Solche Zustédnde sind dadurch definiert, daf} sie fiir ein
h

Loy =hyp, Lpyp=0 ¥n<0 (2.38)

erfiillen. Den Raum aller dieser Zusténde, die (2.38) fiir ein festes (konformes) Gewicht h geniigen,
werde mit FF(h) bezeichnet. Das Operatorprodukt zwischen T'(z) und einem Vertexoperator zu
einem konformen Tiefstgewichtszustand v € F¥' (k) hat dann nach (2.31) die Entwicklung

h 1 d
aus der mit Hilfe von (2.38) und (2.8) der Kommutator
d
Ly, Vb, 2)] = 2™ <zE ~(m— 1)h) V(w,2), meZ (2.40)

berechnet werden kann, was (2.19) auf die ganze Virasoro-Algebra verallgemeinert. Dies impliziert
natiirlich auch die Verallgemeinerung von Gleichung (2.30) fiir die Moden von V (¢, 2),

[Lim, Va(¥)] = (n —m(h — 1)) Vipan (), m € Z, ¥n. (2.41)

Ein Feld V (v, z), da8 (2.40) beziehungsweise (2.41) erfiillt, heiit primdres Feld vom Gewicht h(v)),
der es erzeugende Virasoro-SPA auch heif3t primdrer Zustand.

Damit sind wir nun in der Lage zu definieren, was wir unter einer konformen Feldtheorie im Rahmen
dieser Arbeit verstehen wollen.

DEFINITION -238/5. Eine (meromorphe) konforme Feldtheorie ist ein Quadrupel (H,F,V,T), be-
stehend aus einem Hilbertraum H, einem dichten Teilraum F C H, der mit einer explizit gegebenen
Basis versehen ist, einem lokalen System V = {V(¢,2), ¥ € Flegpy = 1} von Vertexoperato-
ren, und einer konformen Struktur T, die durch die Virasoro-Algebra der Moden eines spurfreien
Energie-Impuls-Tensors T(z) gegeben wird.

Zwei solche konforme Feldtheorien (H,F,V,T) und (H',F ,V',T') heifien dquivalent, wenn es
einen Hilbertraum-Isomorphismus U : H — H' gibt, so daf

UF)=F, UV@,2)U L =V(U,2), UTRU=T(z2).

Bis jetzt haben wir nur chirale Feldtheorien betrachtet. Im allgemeinen Fall hat man als Symmetrie-
Algebra eine doppelte Kopie der Virasoro-Algebra mit (meist identischen) zentralen Ladungen ¢
und ¢. Alle Felder zerfallen in einen holomorphen und antiholomorphen Anteil mit Gewichten A
bzw. h. Es bedeutet daher keine Einschriankung, nur chirale Algebren zu betrachten, denn der nicht
chirale Fall 148t sich immer leicht aus solchen rekonstruieren.

Die volle konforme Kovarianz erlaubt es uns, auch die Vier-Punkt-Funktionen weitgehend zu be-
stimmen. Allgemein reduziert sich eine n-Punkt-Funktion quasiprimérer Felder ¥y vermittels pro-
jektiver Invarianz (i.e. Mobius-Transformationen) zu

N
(H \I’li (Zi, 21)> = H(ZZ - Zj)%j (Ei - EJ)WJ.Y(‘T?}? jf]l) )
i=1 i<j
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wobei v;; eine beliebige Losung von }-;; vi; = 2h; ist, und a:m = % einen der (N — 3)
anharmonischen Quotienten bezeichnet (oder auch Kreuzungsverhaltnls), von denen Y als anson-
sten beliebige Funktion abhéngt (analog fiir 4;; und :E . Die Zahl N — 3 erklért sich daraus, daf
mittels projektiver Invarianz immer drei der Punkte ﬁx1ert werden konnen. Wir definieren daher
die Funktionen

G (2,%) = (P00, 00)B;(1,1)D,, (2, Z) Py, (0, 0)) (2.42)

vierer primérer Felder @;, auf die sich letzlich alle Vier-Punkt-Funktionen zuriickfiihren lassen. Die
Assoziativitdt der EXPO iibersetzt sich in die sogenannte Kreuzungs-Symmetrie

Gifm(xaj):sz(l_xal_j) “2n g _2hnG (1 31;)

Wenn wir die EXPO explizit einsetzen, erhalten wir die Partialwellen-Zerlegung

G ( Z mCliep T (p]2) FIE (0] T) (2.43)

die in rechts- und linkschiralen Anteil faktorisiert. Die Konstanten C’k und Cjj, sind die Struktur-
konstanten der Operator-Algebra und werden weiter unten definiert. Dle analytischen Funktionen
F¥ (p|r) hingen von fiinf konformen Dimensionen ab (sowie der zentralen Ladung) und heiffen
konforme Blicke, da jede n-Punkt-Funktion aus ihnen aufgebaut ist. Die Kreuzungs-Symmetrie
lautet, ausgedriickt in den konformen Blocken,

> O CuipF i (plar) Fr (p)7) = Z Crnkg Tt (a|1 — &) Fri*(q]1 — 7). (2.44)
p

Die Kenntnis der konformen Blécke F(z) ergéibe damit ein Gleichungssystem, das die Strukturkon-
stanten und die konformen Dimensionen bestimmte. Allerdings ist die exakte Form der konformen
Blocke nur fiir bestimmte Fille zu ermitteln.

2.6 Normalgeordnete Produkte und W-Algebren

Dieser Abschnitt widmet sich nun schliellich der Definition von W-Algebren als speziellen, chiralen
su(1,1)-invarianten Feldalgebren. Dabei wird sich insbesondere herausstellen, dafl im hier betrach-
teten Fall die EXPO exakt dieselbe Information enthélt, wie die Kommutatoren der Fouriermoden,
denn der regulére Teil von ihr ist durch die im singuléren Teil auftretenden Felder bereits vollstandig
bestimmt.
Wie bereits weiter oben bemerkt wurde, kénnen alle Zusténde aus quasipriméren erzeugt wer-
den. Uber den durch die Vertexoperatoren gegebenen Isomorphismus ¢ < Vi (¥) ¥ zwischen den
Zusténden des Vakuumsektors von H und den Feldern kénnen auch alle Felder aus quasipriméren
erzeugt werden. Daher sei von nun an angenommen, dafl man in dem lokalen System V ein Erzeu-
gendensystem von quasipriméren, rein reellen oder rein imaginiren Feldern ¢;(z) = V(¢;, z) mit
Lop; = h(i)¢; ausgewéhlt habe. Ihre Moden seien mit ¢;,, bezeichnet. Aus diesem Erzeugenden-
system erhélt man dann die sogenannten derivativen Felder

V(L 2) = (dii)k@(z).

Weiter kann man fiir quasiprimére Felder leicht eine explizitere Form der Zwei- und Drei-Punkt-
Funktionen (2.18) bzw. (2.25) angeben, indem man die Laurent-Entwicklung der Felder einsetzt
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und su(1,1)-Invarianz ausnutzt. Man erhilt

di;
(9i(2)0;(C)) = (z—()w’ (2.45)
1
(0i(2i)0j(21)r(2x)) = igj/m&jm (2.46)
wobei
dij = (Yo, Gi—n(5)Pjh0) Vo) ; (2.47)
Cijt. = (Y0, i —n(i) 5 h(i)—h(k)Pr,h(k) Po) = (i (00)@5(1)¢r(0)) (2.48)

und k(ij) = 2(h(i)+h(j)) — H, H = h(i)+ h(j) + h(k) definiert wurde. Man erkennt unschwer, daf§
fiir su(1,1)-primére Felder d;; o< dy(;),n(;) ist. Mit dieser Bilinearform kann das Erzeugendensystem
zu einer Basis reduziert werden, so dafl die Form nicht degeneriert ist. Wir wollen im folgenden
immer von dieser Situation ausgehen.

Man nennt die d;; und die iiber Cjj;, = ij’dk/k gegebenen ij die Strukturkonstanten der Opera-
toralgebra. Die Cjj;, sind invariant beziiglich zyklischer Vertauschung ihrer Indizes und &ndern ihr
Vorzeichen um (—)M9+h0)=~(k) hei ungeraden Permutationen, wie man durch komplexes Konju-
gieren sieht. Dabei wird vorausgesetzt, dafl auf dem Raum der Zustinde eine Involution der Form
ot =(—) [n(@)] ) existiert. Die Zwei- und Drei-Punkt-Funktionen sind also jeweils durch eine explizit
bekannte analytische Funktion bis auf eine Konstante bestimmt.

Fiir ein solches Erzeugendensystem von quasipriméren Feldern kann man nun explizit auch die
Felder aus dem regulédren Teil der EXPO (2.31) angeben, die hier die Form

¢i(2)9;(C) = S (2= O"V(ingi)rPin) Yo, ¢)
r>—h(i)—h(j)

annimmt. Wir bendtigen eine weitere wichtige Definition.

DEFINITION -589/11. Die Normalgeordneten Produke zweier chiraler Felder ¢(z), 1(z) sind fir
alle m € Z definiert durch

N, )(z) = 2" MOTROINI (g 4, (2.49)
m—1 [e’e)

N (¢, h)n = egp Y. bn-itie+ D Vrbni, (2.50)
k=—o00 k=m

wobei die unendlichen Summationen als Limites in der schwachen Topologie zu verstehen sind.
Dabei ist fiir ein derivatives Feld ¢'(z) = (0"¢)(z) die Dimension als h(¢') = h(¢) + 1 gegeben.

Felder, die weder derivativ, noch normalgeordnete Produkte (PON®) sind, heifien einfache Felder.
Die Ableitungen eines primdren Feldes und seine normalgeordneten Produkte mit dem Virasorofeld
nennt man auch seine descendanten Felder, die Menge aller dieser Felder seine konforme Familie.

Damit ist dann V' (¢; p(i)+r®j,n(j) Y0, 2) = %N(h(i)”) (0"¢i, 05)(2), und die EXPO hat nun die Form
¢i(2)0;(C) = singuldre Terme + Z l'(z — Q) NRO+) (g 7 ;) . (2.51)
= !

Es sei darauf hingewiesen, dafl die genaue Definition des PON relativ unwichtig ist. N und N (™)
unterscheiden sich in ihren Moden immer nur durch endlich viele lokale Terme, insbesondere ist

N (g, ), — N (6, 90) = [bn—rm» o).

“wProductus Operatorum ordinatus Normalis
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Nun konnen aber alle Felder als Linearkombinationen von Ableitungen quasiprimérer Felder ge-
schrieben werden. Dies kann man auch fiir die PON tun, so dafl

F=11 I 979w, (2.52)

k€Z1 ne€Z /2

wobei F¥(n) der Raum der quasiprimiren Felder der Dimension h = n ist. In rein bosonischen
Theorien ist n € Z, in rein fermionischen n € Z+ 3. Insbesondere gilt 79 (n)* = F9(n). Wir fithren
drei niitzliche Projektoren ein. Bezeichne zuniichst Q(k,n) den Projektor auf 9*F9(n). Dann ist
der Projektor auf alle Felder der homogenen Dimension n gegeben durch

Ln]
Q(TL) = Z Q(kvn - k))

k=0

und der Projektor auf alle quasipriméren, i.e. nicht derivativen Felder durch
P=> 0(0,n).

Mit diesen Definitionen ist dann namlich fiir zwei beliebige Felder ¢, die quasipriméire Projek-
tion PQ(h(¢) + h(1)))N™ (¢,) unabhingig von m, da der Kommutator von ¢ und 1 nur nicht
derivative Felder mit Dimensionen h < h(¢) + h(%)) involviert. Wir kénnen damit o0.B.d.A. die
quasiprimére Projektion N der PON elegant in der Form

N(o, %) =PQ(h(¢) + h(¥)) N (¢, 1) (2.53)

schreiben. Fiihrt man diese Projektion explizit aus, kann die EXPO wie folgt angegeben werden,
1 . .
wobei wir die Abkiirzungen h(ijk) = h(i) + h(j) — h(k) und af;; = (2hR)+r=1y (h(k)+h(l)_hm+r_1)

I8 I8
verwenden.

PROPOSITION -119/2. EXPO UND QUASIPRIMARE PON. Seien ¢;, ¢; zwei Elemente der quasipri-

mdren Basis der Felder. Dann ist die Operatorproduktentwicklung in quasiprimdren Feldern gegeben
durch

SO = Y (- QY (e - ()
{(k|h(ijk)>1} =0 :
£33 T (N (65, 0°60)(0) (254)
n=0r=0 """ °

wobei h(n') = h(i) + h(j) + n in iy 0ls die Dimension der quasiprimdren normalgeordneten
Produkte einzusetzen ist. Diese Produkte haben dabei die Gestalt

n . . -1 .
N(6y,0"6) = S (=) (“) (W” FhU) e 1>> <2h<z> o 1)
r=0

XaT’N(h(i)—i-n—i-r) (¢j7 8n—r¢i)
.. . . -1
oy Z Cikj (h(z]k) +n— 1) <2(h(z) +h(j) +n— 1)) (2.55)
)=1}

{k|h(ijk n "
<x2h(z’) Y- 1) <a(z'jk;) - 1) ! iRy +ng, 250
nGijk) +n ) \h(iik) — 1) Tolgk) + n)(hijk) — 1) ‘

mit o(ijk) = h(i) + h(j) + h(k) — 1. Diese normalgeordneten Produkte sind (anti)kommutativ, d.h.
N (¢, 0) = eppN (¥, ¢), aber nicht assoziativ. Desweiteren gilt N (¢, 0¢) = —N(0¢,1). m
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Daraus ergibt sich unmittelbar ein Struktursatz iiber lokale chirale Feldalgebren, indem man, wie
beim Energie-Impuls-Tensor, aus der EXPO auf die Kommutatoren zwischen den Fouriermoden
schlieit. Dies zeigt dann auch, dafl im Fall lokaler chiraler Algebren die EXPO und die Lie-Algebra
der Moden exakt dieselbe Information enthalten. Die Moden fiir ein quasipriméres Feld erhilt man
dabei wie {iblich durch Integration ¢;,, = ﬁ § dz 2MD=m=14,(2) lings eines im positiven Sinne
den Ursprung umfahrenden Kreises. Der folgende Satz ist Grundlage jeder expliziten Konstruktion
von W-Algebren [79, 683].

SATZ -851/13. LIE-ALGEBRA CHIRALER FELDALGEBREN. Sei {¢;(z)|i € I} ein Erzeugendensy-
stem quasiprimdrer Felder fiir F. Bezeichne h(i) die Dimension des Feldes ¢;(z), das rein reell sei,
falls |h(3)| € 27, und rein imagindr fir |h(i)] € 2Z + 1. Seien die Strukturkonstanten definiert

als Cijr = (Yo, Gr,—n(k)Pi,h(k)—h() D) Yo) und dij = (Yo, @i _ni)®jn)Yo). Dann hat die Lie-
Algebra der Fouriermoden der linkschiralen Felder die Form

n—+h(i)—1
[Gim> Djnl.,, = > CEpiji(m, n) G min + dij5h(i),h(j)5n+m,o< 2h('( ) ] ) : (2.57)
kel Q) —

wobei C’fj/dk/k = Cjji. Mit der abkiirzenden Notation h(ijk) = h(i) + h(j) — h(k) hat man

prlmn) = Y Sraniriibi (m”?fi) - 1) ("*h(‘j - 1) (2.59)

T,8€2L 1 s

und

oy (2h(k) — 1)!slr! 2h(i) —2—1r\(2h(j) —2—s
i = O Gm 1 a0) + he) — 21 ( s ) < . ) : (2.59)

Die Strukturkonstanten d;; = CZ-O]- und ij sind reell. m

Wir kénnen nun definieren, was im folgenden unter einer WW-Algebra zu verstehen ist. Der zentrale
Punkt ist, dal man als Generatoren der Algebra nicht mehr alle quasipriméren Felder nimmt, dafiir
aber die N-Produkte zur Erzeugung der Algebra zulift.

DEFINITION -500/7. W-ALGEBREN. Fine (endlich erzeugte) W-Algebra ist eine meromorphe kon-
forme Feldtheorie (H,F,W,T) in der eine ausgezeichnete (endliche) Menge von einfachen quasi-
primdren Feldern By = {¢;(2)|i € I}U{T'(2)} existiert, so daf$ das lokale System W allein durch die
Operationen N und 0 aus Byy erzeugt wird. Die so generierte Algebra wird mit W(2,h(1),h(2),...)
notiert.

Ist Byy ein minimales Erzeugendensystem im obigen Sinne, so ist es bis auf lineare Basiswechsel
seines Spans eindeutig bestimmt. Da das lokale System W per definitionem eine abgeschlossene
assoziative Algebra bilden soll, impliziert die obige Definition einer W-Algebra, daf§ die EXPO
assoziativ ist, oder, vollkommen &quivalent dazu, die Lie-Algebra der Fouriermoden die Jakobi-
Identitéten erfillt. Hingegen ist die Voraussetzung, die Menge By bestehe bis auf 7'(z) ausschlie3-
lich aus priméren Feldern, zu scharf, da eine Projektion eines solchen Erzeugendensystems auf die
priméren Felder nicht fiir alle zentralen Erweiterungen ¢ mdoglich zu sein braucht. Dennoch sei im
folgenden, wenn nicht ausdriicklich anders erwdhnt, unter einer W-Algebra immer eine solche aus
priméren Feldern erzeugte verstanden, da nur diese leicht explizit konstruiert werden kénnen. Mit
dieser Voraussetzung ist dann immer d;; = dy(;),¢(;) diagonal wéhlbar fiir alle ¢; € Byy. Da wir die
Felder frei normieren konnen, definieren wir

C

dij = W(Si,j

(2.60)

so daf insbesondere dpp = ¢/2 ist. Diese Wahl hat sich inzwischen in der Literatur weitgehend
gegeniiber d;; = ¢;; durchgesetzt.
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2.7 Darstellungstheorie

Wir wollen nun annehmen, dafl sich der Hilbertraum H ® H als Summe von irreduziblen RPA
beziiglich der zugrundeliegenden Symmetrie-Algebra schreiben 148t,

HoH=@HY o PHW. (2.61)
AEA AeA

Dabei haben wir hier noch einmal die Trennung in links- und rechts-chiralen Anteil explizit gemacht.
Im folgenden interessiert uns hauptsichlich die Darstellungsstruktur beziiglich der Virasoro-Alge-
bra. Ferner wollen wir davon ausgehen, da ¥V maximal in dem Sinne ist, daB A = A die Menge
aller irreduziblen W-RPA bezeichnet, i.e. daf die Theorie symmetrisch ist. Wir zerlegen H® in
Virasoro-RPA, deren Menge mit Ny bezeichnet sei,

HeoH = (EB HY e P H&”) : (2.62)
VEN)

AEA I/EN)\

Die TAC heift rational, wenn |A| < oo ist, sie heiBt quasirational, wenn A abzéhlbar ist. Die Cartan-
Unteralgebra C wird durch Ly, die zentrale Erweiterung C und die Null-Moden der Generatoren ¢; €
Byy der W-Algebra gegeben. Wir bezeichnen den SPA von H,(,)‘) mit [hV) = e, hu,w§/\),wé)‘), .
wobei h € C* der Tiefstgewichts-Vektor (VPA*") sei. Wir definieren dann eine RPA durch

DEFINITION -387/5. Eine RPA My, einer W-Algebra zum SPA |h) = |c, h, w1, ws,...) erfiillt die
folgenden Begingungen:

Clh) = c[h),
Lo/h) = hlh),
piolh) = wih) V; € By,
Loh) = 0 ¥n<o0,
dinh) = 0 V¢, € By und ¥n <0,

Mpy = UW)lh),

wobei U(W) die Universelle Einhiillende der W-Algebra bezeichnet.
Eine RPA Vip) heifft Verma-Modul, falls die Sequenz

V\h) — M\h) —0 (263)

fiir alle RPA My, exakt ist.
Der Verma-Modul V}p,) besitzt eine natiirliche Graduierung
Viny = D Viny» (2.64)
neZy

wobei V‘{b der Lo-Eigenraum mit Eigenwert h + n ist. Im Falle einer logarithmischen Theorie ver-

allgemeinert sich dies wie folgt. Der SPA ersetzt sich durch eine Jordanzelle von Lg (der Dimension
n + 1), die durch {|h;0) = |h), |h;1),...,|h;n)} aufgespannt wird. Es gilt dann

Lolh;m)
Lo|h;0)

hlh;m) + hym —1), m >0,

h[h; 0). (2.65)

*¥Vektor Ponderis Altissimi



24 Dux — Konforme Invarianz Cap.ll

Da ansonsten die wesentlichen Eigenschaften einer RPA erhalten bleiben, macht es Sinn, auch
sogenannte logarithmische RPA zu betrachten, bei denen dann aber die gesamte Jordanzelle als
Basis der W-Familie zu nehmen ist.

Auf V}y, existiert eine eindeutige kontravariante hermitesche Form (:]|-) so daB (h|/h) = 1 und
(h||(¢),h) = (—1)Lh(¢)+%J((w)_nh||h> fiir alle quasipriméren Felder 1) der W-Algebra ist. Diese
Sesquilinearform ist kontravariant beziiglich der (Anti-) Involution (i), +— (—1)Lh(w)+%J(1/))_n auf
quasipriméren Feldern. Darstellungen, in denen die Form (x||z) positiv definit ist, bezeichnet man
als unitdr.

Der Verma-Modul V} ist im allgemeinen nicht vollsténdig reduzibel. Man ist aber besonders an
irreduziblen Darstellungen interessiert. Sei Vi) nicht irreduzibel, besitze aber einen Zustand 1|h)
mit den folgenden Eigenschaften:

Loyph) = (h+k)ph), keZ,,
Loyh) = 0 Vn<o0, (2.66)
pin¥lh) = 0 V¢; € Byy und ¥n < 0.

Y|h) heifit W-singuldrer Vektor in Viyy, ¥ wird dann auch Nullfeld genannt. Offensichtlich existiert
dann eine RPA V], 1y mit ¢|h) als SPA, die sich in V}y, einbetten &}t so daf§ das Bild im Radikal
von (-||-) liegt. Dabei bezeichnet |h + k) den SPA |¢, h + k,w], w),...). Weiter stimmt jede RPA
mit einem Faktormodul des Verma-Modul durch den maximalen invarianten Untermodul fiir ein
h € C* iiberein.

Betrachten wir hierzu den fiir uns spéter sehr wichtigen Fall der reinen Virasoro-Algebra, i.e. W(2)
und |h) = |e, k). Da nach Konstruktion die Rédume Vi endlich dimensional und fiir verschiedene
n orthogonal zueinander sind, kénnen wir die Determinante der auf V‘ﬁ> eingeschriankten Sesqui-
linearform definieren. Im Falle der Virasoro-Algebra gab V.G. Kac [643] die explizite Formel

dety(|)en = Kn H (h = hys(c p(n_m)7 (2.67)

r,s€EN
1§r's§n

hrs(e) = 45 (13— 0)(r? + %) + Ve = 260+ 25(r — 5%) — 24rs + 2 - 2)

an, die von B.L. Feigin und D.B. Fuks [317] bewiesen worden ist. Dabei bezeichnen K, eine von
h und ¢ unabhéngige Konstante und p(k) die Zahl der Partitionen von k. Die Darstellungen zu
h = h, s heilen degenerierte Darstellungen, da sie mindestens einen singuldren Vektor besitzen.
Den zugehorigen irreduziblen Virasoro-Modul wollen wir mit H,. s bezeichnen.

Da jeder Untermodul eines Verma-Moduls sich als Summe von Untermodulen schreiben 1d8t, die
ihrerseits Verma-Module sind, geniigt es, die Einbettungsstruktur von Verma-Modulen ineinander
zu kennen. Ein Verma-Modul zu h, ¢ € C besitzt offensichtlich genau dann einen in ihn eingebetteten
Untermodul, wenn die Kac-Determinante fiir (mindestens) ein Paar (r,s) verschwindet. Somit ist
entweder V). irreduzibel oder es liegt der Fall einer degenerierten Darstellung vor. Die Frage,
inwieweit ein Verma-Modul V.5 selbst in einen anderen eingebettet werden kann, ist dual®™ zu
der Frage, ob der Verma-Modul Vigs_. _;_p) eingebettete Untermodule besitzt [331]. Von daher
erklart sich die besondere Bedeutung der degenerierten Modelle.

2.8 Degenerierte Modelle

Wir wollen die Theorie der degenerierten Modelle nun mit Hilfe der Freie-Feld-Konstruktion von
V.S. Dotsenko und V.A. Fateev [233] betrachten. Wie schon gesagt sind die irreduziblen RPA der

#¥"dual im Sinne eines Kategorien-Isomorphismus
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degenerierten Modelle nicht mit den Verma-Modulen identisch, da es singuléire Vektoren gibt. In
diesem Fall wird die Operatoralgebra des Modells durch primére Felder erzeugt, die zu den SPA
mit den konformen Dimensionen

By o(c) = i (ra +sa4)? = (a- +a.)?) (2.68)

korrespondieren. Dabei haben wir die zentrale Ladung als ¢ = 1 — 2402 parametrisiert und a4 =

oo £ 1/1+ o definiert. Dies ist nichts weiter als eine fiir uns giinstigere Parametrisierung von
Gleichung (2.67).

Fine erste wichtige Konsequenz der Degeneriertheit ist, dal die n-Punkt-Funktionen primérer Fel-
der zu degenerierten Darstellungen bestimmte Differentialgleichungen erfiillen, die von der Existenz
singuldrer Vektoren herriihren (man denke daran, daf die Aktion der Virasoro-Moden sich durch
Differentialoperatoren ausdriicken 148t). Im Falle n = 4 sind dies Differentialgleichungen fiir die ge-
neralisierten hypergeometrischen Funktionen [233]. Genauer heifit das, da8 die chiralen konformen
Blocke F(z) explizit in Termen generalisierter hypergeometrischer Funktionen angegeben werden
konnen. In den meisten Féllen kénnen diese Funktionen in Laurent-Reihen um x = 0 entwickelt
werden. Fiir bestimmte Kombinationen der Parameter (konforme Dimensionen und zentrale La-
dung) kann es aber geschehen, daf die chiralen konformen Blocke logarithmische Divergenzen bei
x = 0 haben,

F(z) = Z aglo)$"+log(:n) Z agll)x"+log2(x) Z ag)a:"—i—...

TLGZ+ TL€Z+ TLEZ+

Dies geschieht genau dann, wenn die Differentialgleichung, sie habe Grad n, degeneriert ist, i.e.
nur n’ < n linear unabhingige Losungen besitzt, die sich als Laurent-Reihen schreiben lassen. In
diesem Fall muf3 die Theorie um Felder erweitert werden, die logarithmische Divergenzen in der
EXPO besitzen, da sonst konforme Blocke und EXPO inkompatibel sind. Im einfachsten Fall gibt
es dann zu einem konformen Gewicht h zwei Operatoren ¥, ¥/ so dafl

(W) = (VEV(Q) =
(VW) =~y (log(z— Q) + ) ,

wobei A eine erst durch die Strukturkonstanten der Operator-Algebra festzulegende Konstane ist,
die durch die immer mégliche Ersetzung W' — ¥’ + NV zustande kommt. Es sind genau solche
Félle, die wir als logarithmische Theorien bezeichnen. Die Existenz mehrerer verschiedener Opera-
toren zu einem konformen Gewicht korrespondiert ndmlich gerade zur Existenz einer nicht trivialen
Jordanzelle von L.

Bis jetzt haben wir keinerlei explizite Konstruktion der Virasoro-Algebra oder iiberhaupt einer
Vertexoperator-Algebra angegeben. Dies wollen wir nun tun. Zugrunde liegt ein freies bosonisches
(skalares) Feld ¢. Die Moden des Stromes j = d¢ geniigen dann einer Heisenberg-Algebra,

[Jms Jn) = 10n1m,0 - (2.69)
Wir erhalten die RPA als Fock-Réume iiber den SPA |«, o) mit
jn|Oé,Oéo> =0Vn< 07 j0|OZ, OZ(]> = \/§O£|Oé,0é0> . (270)

Diese Fock-Rédume F, o, bekommen die Struktur von Virasoro-Modulen, wenn das Virasoro-Feld
definiert wird durch

L(2) = N(4,4)(2) + V2a00:j(z) , (2.71)

wodurch es die zentrale Ladung ¢ = 1 — 2402 besitzt. Die Heisenberg SPA werden zu Virasoro SPA
mit den Gewichten h(a) = o? — 2aay, i.e.

Lyla,ap) =0Vn <0, Lo|a,ag) = h(a)|a, ap) . (2.72)
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Diese Konstruktion (2.71), bei der das Virasoro-Feld nicht einfach ist, heit auch Sugawara-Kon-
struktion. Wir konnen auch chirale primére Felder mit Gewichten h(«) konstruieren, also Vertex-
operatoren, die Fock-Rdume mit unterschiedlichen Ladungen « ineinander abbilden, ¥, : Fgo, —
FotB,a0- Thre explizite Form ist durch den normalgeordneten Ausdruck

¢a(z):exp< Z\/_Oé]n )exp( Zfajn ) cla )z_‘/io‘j‘) (2.73)

n>0 n<0

gegeben, wobei ¢(«) mit allen j,,, n # 0 kommutiert und Grundzusténde in Grundzusténde abbildet.
Wenn a = o, 5 = %(1 —r)o_ + %(1 — S)a, dann ist h(a) = hys(c) in (2.67) bzw. (2.68). Wichtig
sind fiir uns die sogenannten Schirm-Operatoren Qg? ) = $dz1 .. dzpba, (21) - .. Yoy (2n), wobei die
Integrationswege geeignet gewiihlt werden miissen, so dafl die radiale Ordnung erhalten bleibt. Da
h(ay) = 1, haben sie konforme Dimension Null, &ndern aber per constructionem die Ladung des
Fock-Raumes, auf den sie angewandt werden. Mit Hilfe dieser Operatoren lassen sich nicht triviale
n-Punkt-Funktionen und konforme Blécke konstruieren.

Produkte von Vertexoperatoren sind nach Definition 1 nur fiir radial geordnete Punkte wohlde-
finiert, i.e. 1o (21)¥3(22) ist nur fir |z1| > |z2| definiert, die andere Hélfte erhélt man durch
analytische Fortsetzung. Die chiralen konformen Blocke sind zumeist mehrdeutige Funktionen
Ya(21)V8(22) = eapts(22)1a(21), wobei e43 = exp(2miaf3) ist.

Viele Anstrengungen sind unternommen worden, die Einbettungsstruktur der Virasoro- und Fock-
Raum Verma-Module zu irreduziblen RPA zu klassifizieren [331, 337]. G. Felder konnte zeigen, da8
genau die Fock-Rdume F, ¢ mit Ladungen «;. s eine wohldefinierte Aktion der Schirm-Operatoren
zulassen. Die Schirm-Operatoren kénnen dann als nicht triviale Co-Randoperatoren (oder soge-
nannte BRST-Operatoren) auf dem Cohomologie-Komplex der Fock-Réume angesehen werden,
dessen Elemente gerade die Virasoro-Module H, s sind. In der Tat sind die sogenannten geschirm-
ten Vertexoperatoren

wobei l =m+mn—2r—1, ' =m' +n' — 2r' — 1 gesetzt wurde, invariant (bis auf eine Phase)
unter der Aktion der Schirm-Ladungen (BRST-invariant), i.e. sie bilden die Cohomologie-Rédume

') (K'k) . .
ineinander ab. Die Phase zwischen zwei solchen Operatoren V(n ) (m/m) (2), V(p,p)(q,q)(C) ist mit
k=q+p—2s—1, k' =q¢ +p'—25—1 gegeben durch € = exp(2mi(ay 1po1—p/ 1y + O/ nO1_g 15+
Qp/ nQpl p + Q100051 + al,l—ral,l—s))-

Sei nun W die maximal erweiterte Symmetrie-Algebra der TAC, so dafl der Hilbertraum sich wie

in (2.62) zerlegen l&ft,
H®ﬁ:@< D H)e P ﬁm) .
AeA \(n/n)EN, (n'n)ENy

Dann konnen wir lokale Felder der Dimensionen A = h,,/,, + hs/7; aus den geschirmten Vertexopera-
toren zusammenbauen,

(@' (
(I)"""" Z D(nn (m/m) ‘/En’n)(m’m)(z) ® Z D(ﬁ

m/ m,l’,l m! il

Z7‘)(771'777«) (7'n)(m/m) (2) ) (275)

)

wobei die Koeffizienten D(n ) (mim) bis auf die Normierung fixiert sind durch die Forderungen von
Lokalitdt der EXPO und Kreuzungs-Symmetrie der vier-Punkt-Funktionen. Sie sind nur dann von
null verschieden, wenn |n —m|+1 <l <m+n—-1,1=m+n—1 mod 2, und anaolog fiir
. Die Situation vereinfacht sich enorm, wenn eine chirale Theorie betrachtet wird, da dann die
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Lokalitéts-Bedingung extrem restriktiv ist. Die EXPO zweier lokaler chiraler Felder enthilt nach
Proposition —143/4 auf der rechten Seite wieder nur lokale chirale Felder. Dariiberhinaus miissen
bereits die chiralen Blocke selbst lokal sein.

Rationale TAC haben wir dadurch charakterisiert, dafl sie nur endlich viele W-RPA besitzen. Dies
ist dquivalent dazu, dafl es nur endlich viele W-primére Felder gibt. (W sei wieder die maximal
erweiterte Symmetrie-Algebra.) Eine wesentliche Konsequenz davon ist, daf§ alle konformen Dimen-
sionen der Felder der Operator-Algebra sowie die zentrale Ladung rationale Zahlen sein miissen [5].
Wir wollen diesen Abschnitt mit einer ersten, groben Klassifikation der degenerierten Modelle been-
den, auf die wir immer wieder zuriickkommen werden. Wenn wir in Gleichung (2.68) die Abkiirzung
k = o} einfithren, also ., = —k + ((Qk: + 1) (r? + 5%) +2/k(k + 1)(r? — 52) — 27‘8), koénnen wir
die folgenden Félle unterscheiden:

SATZ -667/8. Die degenerierten Darstellungen der Virasoro-Algebra zerfallen genau in die folgen-
den durch k,k' = \/k(k + 1) charakterisierten Klassen und FEinbettungsstrukturen, wobei Einbet-
tungen von H,r g in Hys mit (r,s) « (', s') bezeichnet seien:

(i) k,k' € Q. In diesem Fall ist notwendig k von der Form % mit p,q € N coprim, also

c=1- 6%. Dariber hinaus ist hy s € Q Vr,s € Z. Man unterscheidet drei Varianten:
e Die minimalen Modelle ¢ > p > 1. Es gibt nur endlich viele Virasoro-RPA zu h,s =

W, 1<r<qg—1,1<s<p-—1 mit Finbettungsstruktur
S (=rs) — (r42¢s) — (—r—2¢s) «— (r+4q,s)

(r,s) X X X
N (2¢—rs) — (r—2¢s) — (4g—r5) — (r—4qs)

die daraus resultiert, dafi es unendlich viele singuldre Vektoren gibt.
e Die logarithmischen Modelle ¢ > p = 1. Die RPA zu den Gewichten h,1 haben die modifi-
zierte Finbettungsstruktur

(r,1) «— (—=r,1) «— (r —2¢,1) «— (—r —2¢,1) «— (r —4q,1) ...

Fiir alle anderen RPA ist die Einbettungsstruktur vermoge Hy s41 = Hy—gs,1 ebenfalls festge-
legt.

e Die Gauss-schen Modelle ¢ = p, i.e. ¢ = 1. Die Einbettungsstruktur ist fiir alle RPA einfach
gegeben durch (r,s) «— (—r,s).

(i) k € Q, ¥ € C— Q. Dies ergibt alle rationalen c-Werte, die nicht in der obigen diskreten
Serie enthalten sind. In diesem Fall sind genau die Gewichte h, +, € Q Vr € Z. Die Einbet-

tungsstruktur ist fiir alle RPA einfach (r,s) «— (—r,s). Solche Theorien sollen parabolische
Modelle heifsen.

(iii) k € C— Q. In diesem Fall sind weder ¢ noch die h-Werte rational (letztere bis auf die
Ausnahme hy 1 = 0). Auch hier ist die Einbettungsstruktur (r,s) «— (—r,s). Modelle dieser
Art sind irrational, i.e. keine TACR.

Zum Beweis sei nur folgendes erwihnt: Die jeweiligen Einbettungsstrukturen wurden von B.L. Fei-
gin und D.B. Fuks [331] bewiesen. Der Beweis der Einteilung in drei Klassen ist einfach. Man
beachte zunichst, dafl die Polynome in 7, s mit den Koeffizienten k bzw. k' linear unabhingig
sind. Fall (i) ergibt sich aus der Forderung, daf§ alle Dimensionen rational sein sollen, i.e. die
Koeffizienten miifien beide rational sein. Man setzte ¥’ = X € Q. Auflésen nach k liefert, wenn
man Rationalitit fordert, die diophantiche Gleichung (2n)? + m? = [? mit den Pythagoriischen
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Triplen als Losungen. Parametrisieren der coprimen Loésungen ergibt ¢ in der diskreten Serie. Fall
(i) ist tibrigens dquivalent zu der Forderung, die Vakuumdarstellung besitzte nicht triviale singulére
Vektoren. Fall (i) erhiilt man einfach durch die Suche nach Nullstellen der Polynome. Nur (r? — s2)
hat unendlich viele Losungen, die daher rationale h-Werte ergeben, obwohl der Koeffizient &’ nicht
rational ist. Der dritte Fall deckt gerade die noch iibrigen Mo6glichkeiten ab. Dazu beachte man,
dafl k and %’ algebraisch unabhingige Zahlen iiber Q fiir alle irrationalen k sind. m

Ein wesentlicher Teil der Arbeit widmet sich der Klassifikation aller rationalen Theorien, die aus de-
generierten Modellen konstruiert werden kénnen. Bekannt sind bis jetzt zwei Typen: Die minimalen
Modelle und die Theorien mit ¢ = 1. Fiir diese Fille werden wir aber auch alle Moglichkeiten erwei-

terter Symmetrie-Algebren angeben. Neu hinzu kommen zwei weitere Typen, die logarithmischen
Modelle und fiir £ € N/4 parabolische Modelle.
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Comes
Modulare Invarianz

\ odulare Invarianz ist vielleicht eine der schonsten Eigenschaften von TAC und si-
cher die vom Standpunkt des Mathematikers interessanteste. Spielt doch gerade die
Modul-Gruppe I' = PSL(2,Z) in der reinen Mathematik eine iiberaus grofie Rolle.
In der TAC tritt die modulare Invarianz auf, wenn man als Anschauungsraum nicht

_ die kompaktifizierte komplexe Ebene (i.e. S?), sondern einen Torus wihlt. Allgemei-
ner kann man natiirlich eine TAC auf beliebigen kompakten Riemannschen Flichen betrachten.
Die dann relevante Gruppe wire die Fuchs-Gruppe zum Geschlecht g der Fliche. Interessanterweise
zeigt sich, daf} viele Strukturen, die aus der konformen Invarianz (insbesondere die unter der kleinen
konformen Gruppe, i.e. den M6bius-Transformationen) folgen, Analoga haben, die sich aus der mo-
dularen Invarianz ergeben. Dies liegt sicher auch daran, dafl die Modul-Gruppe die Z-Untergruppe
der Mobius-Gruppe darstellt. Doch diese Ahnlichkeit darf nicht dariiber hinwegtiuschen, daB die
Modul-Gruppe nicht auf dem Anschauungsraum operiert, sondern vielmehr TAC zu verschiedenen
Anschauungsriumen (i.e. modular dquivalenten Tori) ineinander abbildet.

Wir wollen im folgenden mit 7 € C, Im7 > 0, den modularen Parameter des Torus bezeichenen.
I" wird durch die zwei Elemente T = (i é) und S = (? _é) frei erzeugt mit den Relationen S? =
(ST)? = 1. Die Operation auf der oberen Halbebene ist gegeben durch

T +1,
e (3.1)

STt — —.
Modulare Kovarianz bedeutet, daf3 die n-Punkt-Korrelationsfunktionen der TAC auf dem Torus
Darstellungsriume von I' aufspannen. Uns werden besonders die 0-Punkt-Funktionen interessieren,
die auch als Charaktere der Theorie bezeichnet werden.
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3.1 Zustandssumme und Charaktere

Es ist keine Willkiir, eine TAC auf einen Torus zu setzen. Dies wird zum Beispiel durch statistische
Systeme in einem endlichen Gebiet mit periodischen Randbedingungen motiviert. Ist das Gebiet ein
Parallelogramm, erhélt man durch die Randbedingungen einen Torus. Die Zustandssumme einer
(statistischen) Quantenfeldtheorie ist durch

7 = tre PH

gegeben, wobei H der Hamilton-Operator sei. In einer TAEC ist H gerade durch Lo + Lo gegeben.
Mit der iiblichen Notion g = €?™7, § = €?™7 schreibt sich die Zustandssumme einer TAEC in der
Form [167]

Z(1,7) = (q@)7itr(q™G™). (3.2)

Das erstaunliche Resultat von J.L. Cardy [167], das dann von W. Nahm mathematisch rigoros
bewiesen wurde [863], besagt, daf die konforme Invarianz einer TAEQ auf S? bereits zwingend die
modulare Invarianz der Zustandssumme der TAQ auf dem Torus impliziert. Der Beweis gilt zwar
strikt nur fiir Theorien mit diagonalisierbarem Lg. Das Resultat sollte aber auch fiir logarithmische
Theorien gelten, wenn man die Jordanzellen als ganzes zur Basis der (verallgemeinerten) RPA
wihlt. Wir wollen annehmen die Theorie sei (quasi-) rational, und der Hilbertraum zerlege sich
gemdf (2.62). Wir definieren zunéchst

DEFINITION 0. Sei W eine chirale Symmetrie-Algebra einer TAC. Der Hibertraum sei zerlegt in
W-RPA, H = @ycr Hx @ Hy, wobei auch verallgemeinerte RPA zu Jordanzellen mdglich seien.
Der (Virasoro-) Charakter der Darstellung Hy ist definiert als

() = o, (g7 (3:3)

Wir wollen ein Beispiel geben. Der Virasoro-Charakter iiber einen Verma-Modul der Virasoro-
Algebra ist einfach gegeben als )2\‘;?2) = gh—c/4 Yoo p(n)g™ = q1=924(r)"1¢". Aus Satz —667/8
konnen wird damit die Charaktere der irreduziblen degenerierten RPA ablesen.

PROPOSITION -22/5. Die Charaktere der minimalen Modelle sind gegeben durch

1

_ 757
X ey 3 (@) = xrs(@) = S (v — g (3.4)

Diese Charaktere heiffen auch Rocha-Caridi-Charaktere [937]. Alle anderen degenerierten irredu-
ziblen RPA haben Charaktere

- q 24 )
Xt (@) = xrs(q) = (qh” - qh“) : (3.5)

Fiir nicht degenerierte irreduzible RPA ist X“;?Z>(Q) = X%ig. [

Eine Konsequenz der modularen Invarianz der Zustandssumme ist, dafl die Charaktere eine unitére
Darstellung von I' aufspannen. Da die Charaktere offensichtlich als Potenzreihen mit ganzen Koeffi-
zienten (den Dimensionen der Lg-Eigenrédume) gegeben sind, liegt es nahe, dafl es eine Kongruenz-
Untergruppe von I gibt, die auf diesem Darstellungsraum trivial operiert. Geméaf einer tiefgehenden
Vermutung von Grothendieck sollten modulare Formen zu Nicht-Kongruenz-Untergruppen in ihrer
Fourier-Entwicklung unendlich grofle Nenner aufweisen. Wir werden daher im folgenden immer
annehmen, dafl die Charaktere modulare Formen zu einer Kongruenz-Untergruppe sind. Dies bleibt
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auch dann richtig, wenn wir logarithmische Theorien betrachten, falls wir die Fourier-Entwicklung
eines Charakters zu einer Darstellung mit Gewicht h in ¢"Z[[q]][log(q)] gestatten. In jedem Fall
haben wir eine Zerlegung der Zustandssumme,

Z(1,7) = > Nonxd (Y (7) 4 (3.6)
AN

wobei die symmetrische Matrix A,y nicht negative ganze Zahlen als Eintréige hat, die von der
Zerlegung des Hilbertraumes in RPA stammen. Damit kénnen wir sehr elegant definieren, was
eine maximal erweiterte Symmetrie-Algebra ist. W ist genau dann maximal erweitert, wenn N/
diagonal ist. Wenn nicht ausdriicklich anders angegeben, wollen wir unter ¥ immer die maximale
Symmetrie-Algebra verstehen. Weiter bezeichne A = 0 immer die Vakuum-RPA |0).

3.2 Fusionsalgebra

Wir haben schon gesehen, daf} die chiralen Vertexoperatoren als Intertwiner zwischen den verschie-
denen RPA H, agieren, i.e.

(v(g”))w))f (2) - Ha®H, & H: — C, (3.7)

wobei ‘H}, der Dualraum zu H,, ist. Da es mehr als einen solchen Intertwiner geben mag, seien die
verschiedenen moglichen durch den Index 1 < ¢ < N j\’u gekennzeichnet. Sie spannen offensichtlich
einen Vektorraum VK;L der Dimension N 5\’“ auf. Die Vertexoperator-Algebra V 1afit sich dann in
solche Vektorrdume aufspalten. Die Zahlen N ¥ heiflen auch Fusionsregeln. Fiir rationale Theorien
sind natiirlich die N Ku immer endlich. Eine quasirationale Theorie heifit semirational, wenn fiir alle
A, i, v € A immer N N < 00 ist und fiir fast alle v sogar verschwindet. Dies garantiert, dafl in einer
EXPO auf der rechten Seite nur Felder aus endlich vielen W-Familien auftreten kénnen.

Sei |A| = 7+ 1. Wir betrachten formal eine Algebra A iiber C mit einer Basis = = {¢g, ¢1,..., ¢},
so daf in dieser Basis die Strukturkonstanten gerade durch die Zahlen N Ku gegeben sind,

Or* ¢u = Z NKMQSV . (3-8)

v=0

Die Algebra A heifit auch die zum (links-) chiralen Teil der TAEC assoziierte Fusions-Algebra. Die
Vektoren ¢, stehen offensichtlich in eins-zu-eins Korrespondenz mit den RPA H) und definieren
das iiber die Intertwiner vermittelte Fusions-Produkt zwischen RPA. Analog sei eine Algebra A der
Fusions-Produkte des rechts-chiralen Teils der TAC definiert. Diese Definition macht auch fiir die
im obigen Sinne definierten semirationalen TAC noch Sinn, da die unendliche Summe nur endlich
viele nicht verschwindende Terme besitzt.

Aus den im vorhergehenden Kapitel dargestellten Eigenschaften chiraler Vertexoperatoren folgen
unmittelbar einige wichtige Eigenschaften von Fusions-Algebren, die wir hier kurz zusammenfaflen:

PROPOSITION -68/7. Sei A eine r + 1-dimensionale Fusionsalgebra zu einer (semi-) rationalen
TAC mit r+ 1 RPA. Dann gilt:
o A ist commutativ, i.e. Nikj = NJ’%. Dies folgt aus der offensichtlichen Existenz eines Isomorphismus
zwischen ij und ijz
o A ist assoziativ, i.e.

> NPNip =Y NN,

m m
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Dies folgt aus der Assoziativitit der EXPO oder auch der Kreuzungs-Symmetrie der chiralen kon-
formen Blécke.

o A besitzt ein Eins-Element: Es gibt einen Vektor ¢g € Z, so dafs N(Ifj = 5;? Vi, k € A. Der Vektor
oo korrespondiert zur Vakuum-RPA Hy.

e Die Ladungs-Konjugation: Es gibt eine (mdglicherweise triviale) Involution in A, C : i+ 17, also
P = 1, unter der A invariant ist, i.e. NZ-’} = Nz]} und Nioj = 0;5. Die Matriz C;; = Nioj ist die “Metrik”
auf A (zieht Indizes herauf und herunter). Aus Kommutativitit und Assoziativitit folgt, dafS die
N;ji total symmetrisch in thren Indizes sind.

e Alle NZ-IE- € Z., da die Dimensionen der Vektorrdume Vikj nicht-negative ganze Zahlen sind. m

Die Vektoren ¢; werden oft auch als Felder bezeichnet, da die Fusions-Algebra eine ganz dhnliche
Struktur wie die EXPO bzw. die Lie-Algebra der Fourier-Moden der Felder aufweist. Genauer stehen
die Vektoren fiir die ganzen W-Familien der Felder. Das Feld ¢; wird als das zu ¢; konjugierte Feld
bezeichnet. Eine TAEC bzw. eine Fusions-Algebra A mit ¢ = ¢ Vi € A heifit selbstkonjugiert.

Eine besondere Rolle bei der Untersuchung von Fusions-Algebren spielt die reguldre Darstellung
von A, die jedem Feld ¢; die Matrix IV; mit den Elementen (NZ);g = Nikj zuordnet. Aus der Theorie
kommutativer und assoziativer Algebren folgt dann unmittelbar, dafl alle Matrizen N; gleichzeitig
diagonalisiert werden konnen, i.e. sie haben alle den gleichen Satz von r 4+ 1 nicht verschwindender
Eigenvektoren. Wir wollen diese Matrix, die die NN; diagonalisiert, vollig ohne Hintergedanken S
nennen. Wenn A selbskonjugiert ist, sind alle NV; hermitesch und S orthogonal. Der j-te Eigenwert
von N; sei mit \;(j) bezeichnet. Das Spektrum von A4, also die Menge {\;(j)}, enthélt die gesamte
Information iiber A. Als Losungen der algebraischen Gleichungen det(N; — A;(j)11) = 0 vom Grade
r + 1 mit ganzzahligen Koeffizienten und mit 1 als Koeffizient der héchsten Potenz sind die \;(j)
algebraische Zahlen. Die irreduziblen Darstellungen von A sind alle eindimensional und werden
durch die \;(j) gegeben, i.e.

AN () = S NEAD).
k=0

Daher ist A\;(1) = A\;(1)* so dafl selbstkonjugierte Fusions-Algebren ein reelles Spektrum haben.

Es sei noch kurz bemerkt, daf§ verschiedene Fusions-Algebren dieselbe algebraische Struktur be-
schreiben kénnen. Wir sagen, dafl zwei Fusions-Algebren AL A isomorph sind, wenn es eine
Permutation 7w von A gibt (trivialerweise A) = A®) = A), so daB qﬁgrl()i) = ¢§2) Vi € A mit w(0) =0

ist, 7 mit C' kommitiert, und N (1):Ef))7r(j) =N (2);3- Vi, j, k € A gilt. Die Fusions-Algebra ist also nur

bis auf solche Isomorphien eindeutig durch die TAC bestimmt.

3.3 Verlinde-Formel

Eines der wichtigsten Resultate ist die Entdeckung E. Verlindes [1019], dal die Matrix S, die
die Fusions-Matrizen diagonalisiert, mit der Darstellung der S-Matrix der Modul-Gruppe auf den
Charakteren der RPA {iibereinstimmt. Dies driickt sich durch seine folgende Formel aus:

SATZ -46/3. Gegeben eine TACR, deren maximale Symmetrie-Algebra VW mit einer Menge A von
W-RPA und deren Virasoro-Charaktere x!V,i € A. Die S-Transformation T —% der Modul-
Gruppe sei auf den Charakteren durch die unitire Matriz S;; mit Xl/v(—%) =2 Sin}/V(T) gegeben.
Dann diagonalisiert S die Fusions-Matrizen, und es gilt (wenn i =0 die Vakuum-RPA bezeichne)

SitSi1(S™) ik
k 197l
Nf = }l : ?ST . (3.9)

Weiter gilt, dafl S?> = C ist, i.e. S ist symmetrisch. m
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Strikt bewiesen wurde dieser Satz von G. Moore und N. Seiberg [827]. Am Rande sei eine weitere
Konsequenz des Satzes von E. Verlinde erwihnt. Die Eigenwerte A;(j) sind immer als Linearkom-
binationen von Einheitswurzeln gegeben, sind also algebraische Zahlen iiber einem zyklotomischen
Korper.

Die unitére Darstellung der Modul-Gruppe durch die Charaktere liefert auch eine entsprechende
Matrix Tj; mit x; (7 + 1) = Tj;x;(7) und (ST)? = C. Wenn die TECR nicht logarithmisch ist,
konnen wir T explizit angeben, Tj; = d;; exp(2mi(h(i) — 57)).

Die Darstellung von S und T auf dem Raum der Charaktere steht in &uflerst engem Zusammenhang
mit den Monodromie-Matrizen der chiralen Konformen Blocke. Genauer gilt [811], daf§ die Piccard-
Abbildung z = (95(7)/94(7))* Vier-Punkt-Korrelationsfunktionen (¢y(c0)d;(1)¢;(z)¢;(0)) eines
priméren Feldes ¢;(z) und Charaktere x;(7) in Beziehung setzt, so dafl die Monodromie-Matrix fiir
x(—1/7) = z/(x—1) bis auf Normierungskonstanten, die noch von j, k, I abhéngen, durch S gegeben
ist. Fiir die T-Matrix gilt eine &hnliche Beziehung vermoge z(7+1) = 1/z. In diesem Zusammenhang
kann man aus den Fuchs-Bedingungen an die Differential-Gleichungen der konformen Blécke Kon-
sistenzbedingungen fiir die Fusions-Algebra ableiten. Bezeichne n < r + 1 die Anzahl linear unab-
hiangiger Charaktere. Dann mufl zwischen ¢ und den h(i) die Bezichung

- %nfh(i) —on—1)+4l (3.10)
=0

gelten, wobei | € Z; — {1} ist. Ferner miissen fiir alle ¢, 7, k,l € A die Ausdriicke

N (N — 1) . .

e = —— N (h(i) + h(j) + h(k) + h(1)) = > h(m)(NJ} Ni, + NN, + NN
m

(3.11)

aus Z. sein, wobei Niljk =>m NZ-LNI,I€m ist. Dies zeigt weiter, dal die “konformen” Daten wie

zentrale Ladung und die Gewichte in enger Beziehung zu den “modularen” Daten wie Fusions-
Matrizen stehen. Wir kommen auf diesen Punkt noch zuriick.

3.4 Quanten-Dimensionen und Asymptotik

Es sei noch kurz der Begriff der Quantendimension eingefithrt. Dies ist ein regularisiertes Maf
fiir die Groe einer RPA. Wire H; endlich dimensional, so gibe y;(0) genau die Anzahl seiner
Dimension an, da fiir 7 = 0 der Charakter gerade die Zustéinde abzihlt. Bezeichne X, (7) den
Charakter zu der RPA mit dem kleinsten Gewicht, i.e. hy;, < h(i) Vi € A. Dann ist die regularisierte

Dimension einer RPA definiert als
Xi(7)

d; = lim . 3.12
=0 X'min (T) ( )
Sie 148t sich leicht mit Hilfe der modularen Transformation S ausrechnen,
- S7x(—1 i
g = lim 2= G YT S (3.13)

=0 X Shanxn(=1/7)  Spn

Dies gilt auch fiir nicht-unitére Theorien, obwohl dort Gewichte h < 0 auftreten kénnen, da wir die
Quantendimension an der RPA mit dem kleinsten konformen Gewicht statt an der Vakuum-RPA
normiert haben.

Wir wollen an dieser Stelle kurz darauf eingehen, inwiefern Nicht-Unitaritéit in die modularen
Eigenschaften eingeht. Dazu fiihren wir die sogenannte effektive zentrale Ladung ein,

Ceff = € — 24hmin , (3.14)
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die offenbar fiir unitédre Theorien mit der gewohnlichen zentralen Ladung iibereinstimmt. Die efekti-
ve zentrale Ladung gestattet es, nicht-unitére Theorien mit unitiaren zu vergleichen. Die gewhnliche
zentrale Ladung c ist ja nichts anderes als der mittlere Erwartungswert des durch die Randbedingun-
gen auftretenden Beitrages des Casimir-Effektes zur freien Energie: Aus der modularen Invarianz

der Zustandssumme (3.2), i.e. Z(r,7) = Z(—2,—1), findet man némlich

2 _— _i i o /)
87_Z(T,T—T)— ( Z(r, 7 =1")

12 0
F(r) —%ElogZ(T,T =)
ergibt also einmal F(7) = ¢ — 12(Lg + Lg),, was wegen modularer Invarianz mit F(—%) =

;lg (c —12(Lg + E(])_l) iibereinstimmen mufl. Damit 148t sich ein Ausdruck fiir die (gewohnli-

che) zentrale Ladung in Abhiingigkeit von der Energie Lo + Lo ableiten (man beachte, daf die
Energie nur bis auf eine beliebige Konstante definiert ist),

(Lo + Lo)» — 2(Lo + Lo)

T_l
T

_1
pm

c=12

)

der sich am Fixpunkt der S-Transformation, 7 = i, sehr vereinfacht. Mit der Abkiirzung A,, =
hy, + h, erhalten wir die Entwicklung

Yo Apexp(—2m1Ay,)

=12
¢ Yo exp(—27A,,)

(3.15)

Es wird dabei iiber die Gewichte aller Zustdnde summiert, also sowohl iiber die priméren Felder

als auch tiber deren W-descendanten Familien.

Betrachten wir nun eine nicht-unitdre Theorie. Dann treten in der Entwicklung (3.15) positive

Exponenten auf, da der Zustand tiefster Energie nicht mit dem Vakuum identisch ist. Da dies

aber die Erhaltung der Wahrscheinlichkeit verletzen wiirde, macht es Sinn, in einer Redefinition

der Energie diejenige des Grundzustandes zu subtrahieren, (Lo + Lo)eg = Lo + Lo — 12A i, Wir

miissen dann aber auch die zentrale Ladung so umdefinieren, daf} sich die Charaktere der Theorie

nicht dndern,

Zn(An - Amm) eXp(_27T(An - Amm))
Yo exp(—2m (A, — Apin)) '

Diese effektive zentrale Ladung mifit den Beitrag des Casimir-Effektes zur freien Energie relativ zum
Zustand tiefster Energie. Damit ist c.y eine physikalische Observable, die die Wahrscheinlichkeit
erhélt und die sowohl fiir unitére wie fiir nicht-unitére Theorien giiltig ist. Dieser Umstand wird in
der Literatur oft iibersehen, wenn Phinomene der statistischen Physik oder Festkorperphysik mit
TAC beschrieben werden, deren zentrale Ladung dann berechnet wird. Im allgemeinen kann so nur
die effektive zentrale Ladung abgeleitet werden, da nur sie iiber eine Observable gemessen werden
kann. Per constructionem ist cg > 0. Im iiblichen Fall maximal erweiterter Symmetrie-Algebren
betrachtet man symmetrische Theorien mit h = h korrespondierend zu diagonalen Zustandssum-
men. Dann ist A, = 2hmin-

Die effektive zentrale Ladung ist auch die richtige Gréfle, um TAC in Typen einzuteilen, die
vollstindig klassifiziert werden konnen. Zum Beispiel kann man fiir sie folgende Abschéitzung an-
geben [269]:

Cof = 12 (3.16)
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PROPOSITION -232/11. Fiir jede Algebra W(h(¢1),...,h(¢r), h(11),...,h(1r)), die von k bosoni-
schen und | fermionischen Feldern erzeugt wird, und fir jedes c, fir das W eine (semi-) rationale
Theorie darstellt, gilt

l
0 < cer </<:+§ (3.17)

oder es istc = h = 0.

Der Beweis basiert auf dem Verhalten der Charaktere im Unendlichen. Neben g = exp(2miT) sei
q= exp(—2m’%) eingefiihrt. Wir betrachten den Limes 7 — do0, i.e. ¢ — 0 und ¢ — 1. Damit gilt
fiir einen Charakter zu einer RPA iiber |h)

1 e [o¢] A o A ]
Xm})(—;) =§"21 Y g = (140(1)) DY end”, T—ico

mit ¢, € Z. . ¢, ist die Anzahl der linear unabhéngigen Zustéinde im W-Algebra Verma-Modul iiber
|h) auf dem Level n. Da diese Reihe im allgemeinen divergent ist, miissen wir eine Abschitzung
fiir ¢, angeben. Da alle Zustédnde des Moduls durch Anwenden der Moden der Felder ¢; und v; in
lexikographischer Ordnung auf den SPA |h) erzeugt werden kénnen, ist eine obere Schranke fiir ¢,
gegeben durch
1<c, <(p*px...xp)x(p xp *...xp)(n).
k l

Dabei bezeichnen p(n) die Anzahl von Partitionen von n, p’(n) die Anzahl von Partitionen von
n aus nur verschiedenen Zahlen und ‘x’ die diskrete Faltung. Die untere Schranke folgt aus der
Darstellungstheorie der Virasoro-Algebra und ist wahr fiir fast alle n aufler im trivialen Fall ¢ =
h = 0. Natiirlich ist diese Abschéitzung sehr grob, da ja sdmtliche Nullfelder mitgezihlt wurden.
Die Partitionen haben generierende Funktionen, die mit der Dedekindschen n-Funktion®"® in Be-
ziehung stehen, die definiert ist als n(7) = q_2_14 [Then(1 —g¢"). Es gilt

o n 1 B qi
r;)p(n)q B HnEN(l —q") B n(r) ’

~
—
<
S—

Il

Pl = Y Pn)gd"= [[ +q" =q4L877
n=0

neN—%

Die n-Funktion hat ein sehr schénes Transformationsverhalten unter der Modul-Gruppe (sie ist eine
Modul-Form von Gewicht %), insbesondere gilt

H(=2) = V=ir(r).

Damit kénnen wir die Abschéitzung weiter ausrechnen, namlich

WE) € 1+o) Y @rpnxp) @ rp v p)m)i”
n=0 k 1

= (1+0(1))(P@)* (P (a))
1 1 k 1 1 l
= (1+o(0) (b2 P(g)) (V]7| 3¢ P(g))

k+d k+d

= " +o())Ir]" g T,

@vitoft auch Eulersche n-Funktion genannt
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wobei b, und b* gewisse Konstanten sind und P(q)*, P’(¢)! in b* absorbiert wurde. Den zweiten
Schritt erhélt man leicht aus dem Verhalten von n(7) = g2 P~!(q) unter modularen Transfor-
mationen, konnte ihn aber ebenso gut aus dem Transformationsverhalten von P(q), P'(¢q) direkt
ableiten, siehe dazu [7].

Auf der anderen Seite konnen wir auch die S-Transformation auf den Charakter selbst anwenden
und erhalten

WD) = (A+o(1) Y Sind" 5
h’eA
= (1+0(1))Sh

Schlielich erhalten wir
k+d o ki

O(1) < (14 0(1))Sh,mng"™" 721 < (b* +o(1))|7|" 2 ¢~ 21 .

Dies kann nur wahr sein, wenn 0 < ¢ — 24h,,;, < k + % ist. m

Damit ist eine obere Grenze fiir die Abhéngigkeit der effektiven zentralen Ladung gewonnen. Unter
bestimmten Umstidnden konnen wir diese Schranke verbessern. Bezeichne W,,;,, C W die kleinste
Unteralgebra von W, die keine weiteren Nullzustéinde liefert, i.e. jeder W-Nullzustand ist auch ein
W-Nullzustand und die zusétzlichen Generatoren in W sind keine einfachen Felder. Sie habe &’ boso-
nische Generatoren und !’ fermionische. Dann gilt 0 < c.g < k' + % Wenn W die Virasoro-Algebra
ist, ist also cop < 1, und wir kénnen die Ergebnisse iiber die degenerierten Modelle verwenden.

3.5 Modulare Differentialgleichung

Die modulare Invarianz der Zustandssumme erzwingt, dafl die Charaktere Modul-Formen vom
Gewicht 0 sein miissen. Wir wollen dazu kurz eine allgemeine Betrachtung anstellen:
Angenommen, unsere TAEC habe n Charaktere x;(7),i = 1,...,n, wobei weiter vorausgesetzt
sei, daBl x; # x; fur ¢ # j (man beachte, da8 wir explizit nicht ausschlieBen, dai h(i) = h(j)
im Unterschied zu [811]). Wir wollen eine Gleichung ableiten, die erfiillt sein mufl, wenn diese
Charaktere eine Darstellung der Modul-Gruppe PSL(2,Z) formen. Trivialerweise erfiillen sie die
folgende Gleichung:

X1 Xn f
Dxy ... Dx, Df

Det . . .| =0, (3.18)
D" ... D"x, D"f

falls f = x; und D eine Derivation ist. Enwickeln wir dies nach der letzten Spalte, erhalten wir

n

Y (-1)'V;D'f =0 (3.19)

1=0

wobei die V; die Unterdeterminanten sind, die man durch Streichen der i-ten Zeile und der letzten
Spalte erhélt,

X1 .- Xn
D=y ... D71y,
Det Ditly, .. Ditly, | T Vi. (3.20)
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Man wahlt nun die modular kovariante Derivation cod,

1 1
0 — =

= 3=0r = 55Ga(r). (3.21)

COd(s)

die das Gewicht einer Modul-Form um 2 erhoht. Hier bezeichnet G5 die zweite Eisenstein-Reihe.
Dann ist D? nichts anderes als

Di = COd(gi_g) e COd(g)COd(O) . (3.22)

Die V; sind dann Modul-Funktionen vom Gewicht n(n + 1) — 2i. Weiter sei angenommen, die
Charaktere seien gegeben als Produkt aus negativen Potenzen der n-Funktion und Modul-Formen,
ie.

xi(q) = nla)""n(a)"x;(q) (3.23)
= n(q) g THEEAN" b (1) (3.24)

=0
= n(q)""A;(q) (3.25)

wo die p;(l) bestimmte festgelegte ganze Zahlen sind. Dies wird durch die gewiinschte Asymptotik
der Charaktere im Unendlichen motiviert. Um nun zu erreichen, daf§ die A; Modul-Formen iiber
I'(n 4+ 1) sind, muf gelten, daf (n + 1)(h(j) — ¢/24 + m/24) eine nicht-negative ganze Zahl fiir
7 =1,...,n ist. Natiirlich wahlt man m so klein wie moglich.

Fiir eine TACR erhélt man sogar ein noch strengeres Resultat. Sei

n

v = h(i) —nc/24. (3.26)

i=1

Fiir TAECR ist d = 12 eine positive gerade ganze Zahl, so dal die V; geschrieben werden kénnen
als n?W; mit einer geraden ganzzahligen Potenz von n-Funktionen. Somit sind die V; nicht echte
Modul-Funktionen, sondern sind Elemente in dem Ring C[G4, G, 1], wo die Potenz von 1 gegeben
ist durch 2d. Die W — i sind Modul-Formen iiber der ganzen PSL(2,Z), und kénnen daher als
Polynome in den Eisenstein-Reihen G4 und Gg geschrieben werden. Dividiert man den gemeinsamen
Faktor von n-Potenzen aus, verbleiben Modul-Funktionen vom Gewicht n(n+1) —d — 2k = n(n+
1) — 12y — 2k. Schlieflich bemerkt man, daf v nur modulo 1 bestimmt werden muf$, da n?* = A
eine Modul-Funktion ist, die sich durch G4 und Gg ausdriicken 14ft.

Dies alles kann man nun kombinieren, um fiir eine gegebene TACR eine sogenannte modulare Dif-
ferentialgleichung aufzustellen, die vom Grade n ist und aus deren n linear unabhéngigen Losungen
sich die Charaktere der Theorie linear kombinieren lassen. Dabei macht man sich zunutze, daf sich
die W; immer als Linearkombinationen in Monomen von (G4 und Gg schreiben lassen. Sei genauer
®,, eine Modul-Funktion vom Gewicht n € 2N, n > 2, dann kann ®,, immer geschrieben werden als

D, = > ay(Ge)F(Ge). (3.27)

k€L
4k+6l=n

Die konstante Funktion ®y = ag ¢ ist natiirlich auch eine Modul-Funktion (vom Gewicht 0), hinge-

gen gibt es keine Modul-Funktion vom Gewicht 2.
Die modulare Differentialgleichung nimmt dann die einfache Form

n

Z q>n(n+1)—d—2kaXi =0, 1<i<n (3.28)
k=0
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an. Am besten 16st man diese Gleichung iiber Potenzreihen, i.e. man setzt die x; in der Form

Xi — qh(i)—c/24 Z bl,nqn (329)
neN

an. Wenn allerdings fiir ein Paar i # j die Charaktere das gleiche Gewicht h(i) = h(j) haben, weist
die modulare Differentialgleichung degenerierte Losungen auf, und man mufl man analog zum Fall
der chiralen konformen Blocke logarithmische Losungen hinzunehmen, i.e. fiir den entsprechenden
h-Wert den Ansatz

Xi = log(q)q"D=/** 3" by g" (3.30)
neN

hinzufiigen. Unter log(q) verstehen wir dabei immer denjenigen Zweig, der mit 7 identisch ist.
Der oben gemachte Ansatz fiir die Charaktere 1483t sich mathematisch weiter begriinden. Die Asym-
ptotik der Charaktere fiir ¢ — 1 sollte ndmlich einer Landau-Singularitét entsprechen und vom
Grade m sein, wenn m — 1 < cop < m ist. Ein rigoroser Beweis ist uns allerdings nicht bekannt,
aufler im Fall c.p < 1, wo in der Tat m = 1 ist [263]. (Der Einfachheit halber haben wir diese
Betrachtung nur fiir den bosonischen Fall durchgefiihrt, fiir den fermionischen macht man sich zu-
nutze, dafl die Asymptotik im wesentlichen durch einen Quotienten von n-Funktionen ausgedriickt
werden kann.) Wir kénnen aber fiir den uns interessierenden Fall feststellen:

PROPOSITION -350/13. Eine TACR habe cp < 1. Dann sind ihre Charaktere x; entweder gegeben
als Ai(7)/n(t) mit Ai(t) Modul-Formen vom Gewicht §, wenn die Lisung der modularen Diffe-
rentialgleichung nicht degeneriert ist, oder als (a; + b;7)N;(7)/n(r) mit A';(1) Modul-Formen vom

Gewicht % im logarithmischen Fall. m

3.6 Theta-Funktionen

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir festgesellt, dafl die Charaktere einer Theorie mit c.p < 1
1-singuldre Modul-Formen sein miissen. Beschrinken wir uns zunéchst auf den reguléren Fall. Wir
fithren die sogenannten elliptischen Funktionen oder auch Jacobi-Riemann ©-Funktionen ein, die
simtliche Modul-Formen vom Gewicht % sind. Es gibt zwei Sorten, die gewthnlichen und die

alternierenden ©-Reihen,

Oai(r) = S gtV N ez /2, keNJ2, (3.31)
nez

Oai(r) = S (~1)g@ntNE N eZ, /2, ke Nj2. (3.32)
neZ

Wir nennen A den Indez und k den Modulus der Funktion. Die ©-Funktionen geniigen den Relatio-
nen Oy, = O_ 1 = Ox191k, und O ;. hat, betrachtet als Potenzreihe in ¢, nur gerade ganzzahlige
Koeffizienten. Die modularen Transformationseigenschaften sind dann (inklusive derjenigen der
n-Funktion)

2%—1 .
_1y _ /=i w2 | Oy p(r) fAEZ
@)\,k( 'r) - 2k XZ:OG k { @)\/7k(7) £ e Z—F% ’

é 1 [ —ir ! Z'WA(AHL%) 9>\’+%,k(7—) ifxeZ
)\,k(_?) - 2k )\,Z:(]e K é)\,_i_%’k(T) i\ e Z+ % )

a2 T
m*—{ ~>\7k(7') ifA—keZ (3.33)

T 1) = €T g ) A—keZ4l
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n(-1) = V—=irn(r),
n(r+1) = e™2y(r).

Die Funktionen x, , = ©,x(7)/n(7) sind damit Modul-Formen vom Gewicht 0 zu einem I'(V) C
PSL(2,7Z), e.g. N ist das kleinste gemeinsame Vielfache von 4k und 24, falls \—k € Z ist. E. Kiritsis
[709] bemerkte als erster, daff das Serre-Stark-Theorem die Vollstindigkeit der Menge {x, |k €
N/2, 0 < X € Z/2 < k} als Erzeugendensystem von 1-singuléren Modul-Formen impliziert.

Wir haben bis jetzt angenommen, dafl die Modul-Formen homogenes Gewicht 0 besitzen. Bei loga-
rithmischen Theorien sind die Charaktere jedoch Funktionen aus dem Ring Z[[¢]][log q]. Wir wissen
aber, dafl diese Funktionen lediglich degenerierte Losungen der modularen Differentialgleichung
sind, die fiir ¢,y < 1 ansonsten nur die oben eingefiihrten 1-singuléren Modul-Formen liefert. Wie
bei der Analyse degenerierter Losungen von Differentialgleichungen {iblich kéonnen wir die zusétz-
liche, linear unabhéingige Losung formal aus der Ableitung der gewohnlichen Losung nach ihrem
Parameter gewinnen, i.e.

(9 27T’l7' 2%kn+\)2 /4k
(00) k(1) x ﬁ@m(ﬂ =~ %(Wer/\)q( T4k

Bis hierher geht die modulare Kovarianz nicht ein, und daher kann 7 ohne weiteres als “Proportio-
nalitéitsfaktor” auftreten. Um nun auch das korrekte modulare Verhalten zu erhalten, betrachten
wir die Modul-Transformationen der sogenannten affinen ©-Funktionen

(00) k(1) = D (2kn + N)g PV /4k, (3.34)
nez

—

die auch in den Charakterformeln fiir die affine s1(2)-Algebra eine wichtige Rolle spielen [659, 151].
Im Gegegensatz zu den ©-Funktionen sind sie ungerade, i.e. (900)_y; = —(00), k. Ferner ist per
definitionem (00)g 1, = (00)y 1 = 0. Die affinen ©-Funktionen transformieren sich wie folgt:

2k—1
1 _ T —iT eiWAT)-\/ ’ T
(O k(=3) = (=im)\/ 3¢ /\IZ:1 (90)x (1), (3.35)

(OO)a(r+1) = &3 (90)xu(r),

sind also unter S keine Modul-Formen vom Gewicht 0 mehr®"*. Wir kénnen dennoch eine abge-
schlossene endlich dimensionale Darstellung der Modul-Gruppe erhalten, wenn wir die Funktionen

(VO) () = LS (2hn 4 A)g2bn 0 1k (3.36)
’ 2mi
nez
hinzunehmen. Man erkennt unschwer, dafl dann unter S diese beiden Funktionen gerade inein-
ander iibergehen: (VO), ; wird unter 7" in die Linearkombination (VO), ; + (00), abgebildet.
Die Linerakombination (90) x(7)(VO)3 ;(T) — (VO)xx(7)(00)} x(T) = (7 — 7)|(00)5k)? ist da-
her modul-kovariant. Natiirlich kénnte die modulare Differentialgleichung auch von htherem Grad
degeneriert sein, und man miifite die entsprechenden Verallgemeinerungen (0"0)) , und (V"O))
betrachten (der Ausdruck (7 — 7)™ ist fiir jedes n € Z modul-kovariant vom Gewicht —2n). Aller-
dings ergébe deren asymptotisches Verhalten c.gy > 1: Eine k-fache Ableitung trégt in der Asym-
ptotik ¢ — 1 eine zusitzliche Divergenz der Ordnung 3, O(n*) bei. Eine Landau-Singularitit vom

—

#v#iy den Charakterformeln der affinen §1(2)-Algebra tritt daher die n-Funktion zur dritten Potenz im Nenner auf.
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Grade eins konnen wir also hochstens noch fiir k£ = 1 erhalten (und dann auch nur, wenn geniigend
Koeffizienten der “abgeleiteten” ©-Reihen negativ sind).

Zum Abschlufl wollen wir noch einen Prototypen einer modular invarianten Zustandssumme an-
geben, auf den wir immer wieder zuriickgreifen werden, die Zustandssumme des Gauss-Modells,
i.e. die Zustandssumme Z(R) einer U(1)-Theorie der Abbildungen des Einheitskreises S' — S1
auf einen Kreis mit Radius R. Betrachten wir also ein freies skalares Feld ¢(z) kompaktifiziert
auf einem Kreis mit Radius R (siehe auch Abschnitt I1.8 {iber Freie-Feld-Konstruktion in dieser
Arbeit). Die Zustandssumme eines solchen Feldes ist bekanntermafen

Z(R) = (0|2 Y ¢, (3.37)
(p,p)ElR

wobei die Summation der “Impulse” sich iiber das Gitter

n

R R

g = {(p,p) = (ﬁ + $mR, — — %mR) ‘ n,m € Z} (3.38)
erstreckt. I'g ist ein selbst-duales Gitter, wenn wir eine Lorentzsche Metrik einfiihren. Genau diese
Eigenschaft von I'p garantiert, dal Z(R) modular invariant ist. Das Spektrum 148t sich mit Hilfe

des Feldes ¢(z,Z) = ¢(z) + ¢(2Z) beschreiben. Man hat die normierten Vertexoperatoren

Varn(2.2) = V2cos[pp(2) +pp(2)],
Vim(2,2) = V2sinlpp(z) + pp(2)],

wobei (p,p) iiber Gleichung (3.38) mit (m,n) in Beziehung steht. Die Kombinationen V,} +iV,
erzeugen Zustidnde mit Impuls :I:%(p + p) und Windungszahl +(p — p). Die erlaubten Werte fiir die
Impulse p,p folgen aus den Lokalitdtseigenschaften, i.e. V,,, mufl invariant sein unter einem Shift
von 2w R in ¢(z, z), und ¢(z, Z) mufl in Anwesenheit eines Vertexoperators in Korrelatoren eine ein-
wertige Funktion (modulo 27 R) ergeben. Falls p? = %kz fiir ein k € Z ist, gibt es weitere primére
Felder der Form f(0¢, 0%¢, . ..)Vym, wobei die Polynome f durch die Schur-Polynome gegeben sind.
Analoges gilt fiir p. Insbesondere existieren immer die (1,0) und (0,1) konformen Felder d¢ und d¢p,
die zu den erhaltenen recht- und links-chiralen Impulsen integriert werden kénnen. Diese chiralen
Strome erzeugen die U(1)xU(1)-Symmerie. Die volle Symmetrie ist aber sogar O(2)x0O(2) wegen
der diskreten Zy-Symmetrien (¢, @) — (—¢, —¢) und (¢, @) — (@, ). Die Vertexoperatoren V,,,
sind genau die priméren Felder der U(1)-Strom-Algebra. Vo und Vp,, heiBen iiblicherweise auch
elektrisch bzw. magnetisch.

Fiir bestimmte Werte des Radius R 148t sich Z(R) als Bilinearform in den ©-Funktionen (dividiert
durch 77) schreiben. Aus der expliziten Form

1 L (n 2mR2)2 1 (n—2mR2)2
Z(R) = ———— qu2( + q 8R?
B = o, 2 )

ersieht man, da die Zustandssumme fiir 2R? € N diagonal in den elliptischen Funktionen zum
Modulus 2R? wird, némlich

1 2

A= ) | e O

(3.39)

Allgemeiner gilt, wenn 2R? = g € Q mit P,Q coprim, daf§ die Zustandssumme durch den im

allgemeinen nicht diagonalen Ausdruck

1 _
Z(R) = ) nm(%;p@ 0. Po(T)On po(T) (3.40)
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gegeben ist, wobei n/ die Form n’ = QN + PM mod 2P(Q hat, wenn n als n = QN — PM mod
2P(Q mit zwei ganzen Zahlen N, M geschrieben wird®*®. Der ganzzahlige Fall ) = 1 ist dann ein
Spezialfall dieser allgemeinen Zerlegung.
Anstelle der gebréuchlichen Notation Z(R) werden wir meist die fiir uns niitzlichere Notation
Z[2R?] verwenden. In dieser Notation nimmt auch die Dualitits-Eigenschaft der Gauss-Zustands-
summe eine besonders einfache Form an, denn aus (3.37) und (3.38) entnimmt man unmittelbar,
daB fiir alle z € R gilt

Zlx) = Z[1/x]. (3.41)

*@Da (P,Q) = 1, kann jede Zahl n so dargestellt werden.
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Thema Primum
c =1 - 24k

ir haben im Preeludium zwei grundsétzliche Feststellungen machen kénnen. Wir
haben alle moglichen Strukturen degenerierter irreduzibler RPA der Virasoro-Al-
4 gebra analysieren, und auflerdem aus den modularen Eigenschaften der Charaktere
ein Erzeugendensystem von Modul-Formen ableiten kénnen, aus denen sich alle
_ moglichen Charaktere von Theorien mit ¢,y < 1 linear kombinieren lassen. In der
Fuge werden wir nun weiterhin mit zwei Strategien arbeiten. Zunéchst werden wir jeweils einen
speziellen Fall degenerierter Modelle der Virasoro-Algebra untersuchen, die maximal erweiterte
Symmetrie-Algebra konstruieren und deren irreduziblen RPA studieren. Anschliefend widmen wir
uns den modularen Eigenschaften der Charaktere und Zustandssummen. Beides zusammen wird
uns dann in die Lage versetzen, alle TAECR mit ¢y < 1 klassifizieren zu kénnen.
Als erstes betrachten wir den Fall (ii) aus Satz —667/8, die sogenannten parabolischen Modelle.
Ausgehend von einigen explizit konstruierten W-Algebren werden wir die Existenz einer ganzen —
durch die Beispiele nahegelegten — Serie beweisen und die Strukturkonstanten dieser W-Algebren
allgemein berechnen. Die Darstellungstheorie dieser WW-Algebren fithrt uns dann zu neuen rationalen
Modellen und Fusionsalgebren. Mit den Charakteren bzw. der Zustandssumme kénnen wir dann die
Klassifikation aller reguldren Theorien mit c.y = 1 vervollstdndigen. Am Rande sei erwihnt, dafl
wir all diese Resultate auf den Fall der N = 1 supersymmetrischen TAC verallgemeinern kénnen
[367].
Vielleicht das interessanteste, mit Sicherheit jedoch das “schonste” Resultat, ist die Struktur des
Modul-Raumes dieser TAHECR. Wir werden sehen, dafl dieser Raum der nicht unitéren reguliren
ceff = 1 Theorien ein Multi-Fraktal ist, der eine Ebene dicht ausfiillt und verbliiffende arithmetische
Eigenschaften hat. Dieses Ergebnis ist insofern interessant, als man eigentlich gehofft hatte, Modul-
Réume von TAHCR seien immer algebraische Varietéiten, auf denen kontinuierliche Deformationen
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(die marginalen Perturbationen) operieren. Da der von uns betrachtete Modul-Raum einige nicht
triviale Eigenschaften hat, die fiir den fraktionalen Quanten-Hall-Effekt bedeutsam sein koénnten,
widmen wir ihm ein eigenes Kapitel.

4.1 W-Algebren und degenerierte nicht minimale Modelle

Als wir 1990 durch den Zugang iiber die Lie-Algebra der Moden chiraler Felder zahlreiche W-
Algebren mit einem zusétzlichen Generator konstruiert hatten [79] (siehe aber auch [281, 271]),
stieen wir bei den Algebren, die nur fiir endlich viele diskrete c-Werte existieren, auf zwei “Serien”,
die sich in der Form W(2, ) mit ¢ = 1—86 und ¢ = 1—30 parametrisieren lassen. Uberraschend war,
dafl im Gegensatz zu den meisten anderen diskreten Féllen ¢ nicht aus der Serie minimaler Modelle
stammt (das wére sonst Fall (i) aus Satz —667/8), dafl aber andererseits das zusitzliche chirale
primére Feld die Dimension d = hg s oder 6 = hs 3 hat, also zu einer degenerierten Virasoro-RPA
gehort. Um den Stellenwert auch expliziter Konstruktion von Beispielen fiir eine Klassifikation zu
demonstrieren, seien diese Beispiele hier aufgelistet:

Table IV.1 Zwei Sitze von W—Algebren mit rationalen ¢—Werten, die nicht in der diskreten Serie

minimaler Modelle enthalten sind.

Die Serie W(2,6) mit ¢=1-86:

W23 (e =-11)  (Cly)? =0

W(2,3) (¢ =-23) (Cyw)® =

W2,5) ¢ =35 (Cyy)? =0

W(2,6) (¢ =-47)  (Cyw)* =0

WE2,3) ¢ =-59  (Cyy)? =0

W(2,9) c =-T1 (CWu)? =0

Die Serie W(2,6) mit ¢=1-30:

W(2,2) (c =-5) (Chw)? = 28
W2,4) (¢ =-11)  (Clfy)? =53
W2,6) (¢ =-17)  (Clfy)? = 2200
W(2’8) c =-23 (CI/VI[//W)2 :_127505714730754?5990319
W(2,10) ¢ ==20  (CWy)* = —1S00niestTin

Die c-Werte in Klammern gehéren zu W-Algebren, die generisch, i.e. fiir alle c-Werte bis auf end-
lich viele Ausnahmen, existieren. In der letzten Spalte der Tabelle haben wir das Quadrat der
Selbstkopplungs-Strukturkonstanten CVVI‘,/W des zusétzlichen priméren Feldes W mit Dimension ¢
aufgefiihrt. Fiir § halbzahlig oder ganzzahlig ungerade verschwindet diese Strukturkonstante aus
Symmetriegriinden. Der Wert fiir die W(2, 2)-Algebra steht in Klammern, da diese Algebra fiir jede
zentrale Ladung ¢ und fiir jede unabhéngig wahlbar Selbstkopplug existiert, da sie immer linear in
zwel miteinander kommutierende Virasoro-Algebren transformiert werden kann. Der hier gegebene
Wert der Selbstkopplung wird spéter klar.

Die generisch existierenden W-Algebren konnen wir wie folgt identifizieren: W(2, %) ist nichts
anderes als die Super-Virasoro-Algebra, und W(2,2) ist die direkte Summe von zwei Virasoro-
Algebren. Letztere, sowie W(2,3), W(2,4) und W(2,6) koénnen als die “Casimir-Algebren” der
affinen Kac-Moody-Algebren, oder genauer als die Affinisierung der Casimir-Algebren, die zu den
semi-simplen Lie-Algebren A1 @ A1, As, By oder Cy, und Go gehoren, betrachtet werden. Die affinen
Casimir-Algebren bilden eine grofie Klasse generisch existierender W-Algebren. Bezeichne g eine
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Lie-Algebra, g ihre unendlich dimensionale Kac-Moody-Algebra und C(g) ihre Casimir Algebra mit

Exponenten ey, ..., €rank g- Dann existiert generisch eine Algebra W(g), so daf das Diagramm
g — 9
! !
Clg) — W(g)

kommutiert. Diese Algebra ist W(g) = W(e1 +1,..., €rankg + 1).
Wir betrachten nun Fall (ii) aus Satz —667/8. Sei k ganz- oder halbzahlig gewihlt. Dann sind alle
Gewichte

how = (r* =Dk, hp_p = (r = Dk +1° (4.1)

ebenfalls ganz oder halbzahlig. Dariiber hinaus sind auch alle Phasen ¢, o, , = #1. Wenn man nur
ungerade r zuldfit, kann auch k € Z, /4 gewéhlt werden. Damit sind alle Voraussetzungen erfiillt,
ein lokales System chiraler Vertexoperatoren zu konstruieren. In der Tat [367] stellt der “diago-
nale” Satz {V%:Q)(m’m) |n,m,l € Zy, I =n+m —1 mod 2} von BRST-invarianten geschirmten
Vertexoperatoren ein lokales System dar, i.e. alle Operatoren sind lokal zueinander. Dies folgt nach
den Ausfiihrungen aus dem Dux des Preeludium (siehe besonders Abschnitt II1.8), da die Pha-
sen, die bei einem Umordnen der Schirm-Ladungen auftreten, sich genau dann wegheben, wenn
die Zahl der umgeordneten @4 Ladungen der Zahl der umgeordneten ()J_ Ladungen entspricht,
Q(_T)ng)l/}anm (2) = 64”710‘”’”0‘01/1%@(Z)Q(_T)QS:) und 4oy, pap = 4(1 —n)ad € Z fiir o =k € Z, /4.
Von nun an betrachten wir den speziellen Fall der “diagonalen” Operatoren, i.e. n’ = £n in ay, ,.
Wir fithren folgende abkiirzende Notation ein: V,Lm(z) = V((Tilrz) (mm)(z) fiir die “digonalen” BRST-
(&0

(n,n)(m,m
den chiral konformen Blécken W™ = ®,, 1,1 gemaB Gleichung (2.75).
In der Tat miissen die chiralen konformen Blécke aus den Operatoren des oben definierten lokalen
Systems zusammengesetzt werden, da sie sonst keine chiralen lokalen Felder darstellen kénnen. Lo-
kalitdt schrankt auch die Fusions-Regeln der chiralen Algebra stark ein, da chirale lokale Operatoren
Zusténde so aufeinander abbilden, dafi die Tiefstgewichte nur um ganze oder halbzahlige Werte dif-
ferieren [467]. Damit ist auch garantiert, dafi die EXPO von zwei solchen lokalen Feldern, die auf
einem Tiefstgewichts-Modul operieren, ebenfalls nur auf Tiefstgewichts-Modulen operierende lokale
Felder ergibt. Das impliziert mit den bekannten Virasoro-Auswahlregeln [37, 337]

invarianten geschirmten Vertexoperatoren (2.74) und Dihm =D ) fiir deren Koeflizienten in

PROPOSITION 1/2. Der Satz lokaler chiraler Blicke

W(n)(z) = Z Z Diz,mvri,m(z) n e Z+ (42)
m€Z+ LEZ/(n+m)Z
l4+n+m =1mod?2

stellt eine abgeschlossene Vertexoperator-Algebra dar. Ihre Fusions-Regeln lauten

(n) (m)| — l 0
[W } X [W ] mimm;@ﬂﬂ N, [W ] : (4.3)
l4+m+n+1=1mod2

wobei die Fusions-Koeffizienten Nfl,m nicht negative ganze Zahlen sind. Dariberhinaus stellt die

Teilmenge mit n ungerade eine abgeschlossene Unteralgebra dar, die wir im folgenden als den
ungeraden Sektor der Algebra bezeichnen wollen. m

Wir machen die wichtige Feststellung, dafl lediglich ganzahliges oder halbzahliges k£ (oder vier-
telzahliges fiir die Unteralgebra des ungeraden Sektors) zu einem nicht trivialen System lokaler
chiraler Vertexoperatoren fiihrt. Nur in diesen Fillen werden wir eine Chance haben, die abzdhlbar
unendlich vielen degenerierten Virasoro-RPA in endlich viele W-RPA zusammenfassen zu kénnen
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und somit eine TACR zu erhalten. Man koénnte beispielsweise daran denken, auch fiir andere
rationale Zahlen k in (4.2) die Teilmenge der dann immer noch zueinander lokalen Vertexoperatoren
zu betrachten. Aber in diesen Fillen kann es geschehen, daB e.g. zwei Operatoren W (™ und W (™)
halb- oder ganzzahliger Dimension zwar lokal relativ zueinander sind, dafl aber einer der beiden,
es sei 0.B.d.A. W) nicht lokal zu sich selber ist. Dann kann aber die konforme Familie dieses
Operators zur rechten Seite der EXPO des anderen Operators W (™) mit sich beitragen. Das einfache
Feld W (™ erscheint dann zwar nicht selbst in der EXPO, wohl aber seine PON, e.g. N (W™ W),
was als die chirale Projektion des PON des rechts-links-symmetrischen Feldes W™ (z) @ W) (z)
mit sich aufzufassen ist. Die Konsequenz ist, dafl keine abgeschloene lokale chirale Algebra grofer
als die Virasoro-Algebra definiert werden kann. Wir werden dies spéiter noch genauer aus den
modularen Eigenschaften ersehen und dort zeigen, daf§ k € Z, /4 die einzigen Moglichkeiten sind,
TACR aus parabolischen Modellen zu erhalten.

Wir haben nun zwar ein lokales System chiraler Felder, miissen aber noch zeigen, dafl es eine W-
Algebra ist, i.e. vollstindig durch die PON der (Ableitungen der) endlich vielen einfachen priméren
Felder generiert wird. Aus den Fusions-Regeln (4.3) ersehen wir, dafl das zweimalige Anwenden
eines Feldes auf einen SPA uns zu anderen SPA fiihrt, die zu anderen lokalen chiralen Feldern
korrespondieren. In der Tat kénnen wir das ganze lokale System durch die wiederholte Anwendung
von W erzeugen, den ungeraden Sektor analog durch W®) allein. Wenn wir nun den Kommutator
der Moden zweier solcher Operatoren betrachten, haben wir anstelle der Label der Fock-Raum-
Ladungen die konformen Dimensionen der Felder auf der rechten Seite, die die Truncierung der
Terme liefert. Wir schreiben die Beitréige der rechten Seite symbolisch zusammengefasst in konforme
Familien und finden

[W$)7W£2)} = [Wéll—z-n} + [Wrsﬂ-n} )

wobei W) natiirlich der Operator der Identitét ist, die zugehorige konforme Familie also gerade
die des Virasoro-Feldes. Fiir die Dimensionen gilt aber hgs = 8k > 2hoo — 1 = 2(3k) — 1 mit

k= (1—c)/24. Also kann kein Feld der konformen Familie [W(?’)} im Kommutator von W) mit

sich selbst auftreten. Damit folgt, daB die Moden von W) zusammen mit dem Virasoro-Feld eine
Lie-Algebra-Struktur bilden, die in ihrer Einhiillenden (genauer deren Abschluf}) schlieft und somit
eine W(2, 3k)-Algebra erzeugt. Dieselbe Argumentation wendet man auf den ungeraden Sektor an,
wodurch man W®) von der rechten Seite des Kommutators von W®) mit sich selbst eliminieren
kann und eine W(2, 8k)-Algebra erhélt.

Die Assoziativitat der EXPO ist dquivalent zu den Jakobi-Identitéiten der Lie-Algebra der Moden.
In [79] haben wir gezeigt, dafl bereits die Jacobi-Identitéiten zwischen drei einfachen Feldern hinrei-
chend sind und ferner das Verschwinden der Koeffizienten vor den priméren Feldern auf der rechten
Seite. In unserem Fall reduziert sich die Konsistenz auf eine einzige Bedingung. Das einfache Feld
habe Dimension d. Dann konnen Felder bis zur Dimension 36 — 2 auf der rechten Seite der Jacobi-
Identitét auftreten. Vergleiche mit den Fusions-Regeln zeigen uns, daf fiir die ungeraden Sektoren
3h3s — 2 = 24k — 2 < hs5 = 24k ist, also wirklich keine weiteren priméren Felder zur Identitét
beitragen. Im andern Fall haben wir 3ho 2 —2 = 9k—2 > h3 3 = 8k for k > 2, so daf3 das Feld WG in
der Identitét auftreten konnte. Allerdings muf sein Koeffizient verschwinden, da die Selbstkopplung
von W@ gemiB der Fusions-Regeln verschwindet. Dies bedeutet wiederum, da kein Feld auf der
rechten Seite auftreten kann, dessen Entwicklung in Moden Monome mit mehr als einem Mode
von W@ involviert. Doch das zusammengesetzte primére Feld W®), das nichts anderes ist als die
primire Projektion von N (W(2),82kW(2)), hat zwangsldufig quadratische Terme von Moden des
W?)_Feldes in seiner Moden-Entwicklung. Wenn wir die Definition von W-Algebren dahingehend
abschwéchen, dafl als Generatoren auch nicht-einfache Felder zugelassen sind, kénnen wir allerdings
auch eine W(2, 3k, 8k) konstruieren, wobei W) wie oben gegeben ist. Dies bleibt auch fiir den Fall
giiltig, daB8 hg o halbzahlig ist. Dann ist nédmlich 2k ungerade, und W) ist weiterhin durch den
obigen Ausdruck gegeben.
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PROPOSITION -3/5. Sei k € N/2. Dann ezistieren fiir c = 1 — 24k W-Algebren W(2, 3k), W(2, 8k)
und, wenn nicht-einfache Felder als Generatoren zugelassen sind, W(2,3k,8k). Wenn k € Z4 + %
ist, existiert fir ¢ =1 — 24k nur noch eine W(2,8k)-Algebra. m

Eine W-Algebra ist vollstéindig duch den Satz von Dimensionen der Generatoren und einer konsi-
stenten Wahl aller freien Parameter bestimmt. Die Dimension des zusétzlichen chiralen priméren
Feldes und die zentrale Ladung ¢ sind in unserem Fall bereits fixiert. Der einzige noch freie Parame-
ter ist die Selbstkopplungs-Konstante des priméren Feldes. Fiir die W(2, 3k)-Algebren verschwindet
sie aufgrund von Symmetrie-Eigenschaften, aber fiir die W (2, 8k)-Algebren méchte man sie gerne
ebenfalls durch die Zahl k ausdriicken, die auch die zentrale Ladung ¢ = 1 — 24k und die Dimension
6 = 8k parametrisiert.

4.2 Strukturkonstanten

Wir kommen nun zur Berechnung der Strukturkonstanten. Alle Strukturkonstanten quasiprimérer
Felder konnen aufgrund der su(1,1)-Invarianz auf die zentrale Ladung ¢ und die Strukturkonstanten
zwischen drei priméren Feldern zuriickgefiithrt werden [79, 859]. In unserem Fall miissen wir daher
lediglich C&,VW, die Selbstkopplung des zusétzlichen priméren Feldes bei der W(2,8k)-Algebra,
bestimmen. Diese kann aus den Strukturkonstanten der Dotsenko-Fateev-Modelle (siehe Abschnitt
I1.8) abgeleitet werden. Damit zeigen wir gleichzeitig, da unsere Serien von W-Algebren eine
Freie-Feld-Darstellung besitzen. Das Quadrat von C’VWV/W ist normalerweise durch die einzige nicht
trivialerweise erfiillte Jacobi-Identitit bestimmt, in der das Feld W dreimal auftritt.
In unserer Komposition (2.75) der lokalen Felder haben wir explizit im Ansatz auch nicht symme-
trische und chirale Theorien beriicksichtigt. Geht man von einer symmetrischen Theorie aus, so hat
man folgende einfachere Komposition,

Spnan(z2)= S DYD  vUD eV (). (4.4)

(n'n)(m'm) " (n'n)(m/'m) (n'n)(m’m)
m/ m,l’ 1

Der Fall symmetrischer Theorien ist in der Literatur weit eingehender behandelt worden. Um
Resultate fiir symmetrische Theorien auf den Fall chiraler Theorien iibertragen zu kénnen, machen
wir uns klar, daf8 die Quadrate unserer Dihm gerade gleich den Koeffizienten DEZZL) (mm) in (4.4) sein
miissen (natiirlich nur bis auf die Normierung).

Die BRST-invarianten Vertexoperatoren sind im allgemeinen nicht lokal und ihre Korrelations-
funktionen daher nicht einwertig. Vielmehr definieren die Vertexoperatoren eine Darstellung der
Zopf-Gruppe iiber Zopf-Matrizen R,

aa b'b aa d'd
Vi 2Vumwa €)= (d% R ((a'a), (m'm)(n'n)(€€)) sy ey Viormy(ara () Vintmyere) ()
(4.5)
G. Felder, J. Frohlich und G. Keller [347] konnten nun fiir symmetrische Theorien einen geschlosse-

nen Ausdruck fiir die Konstanten DEZ,ZZL)(m,m) ableiten, indem sie Rekursions-Relationen in Termen
von Zopf-Matrixelementen aus der Lokalitéitsbedingung ableiteten. Letztere sind ndmlich einfach
proportional zu den (Quanten-) 6j-Symbolen der Quantengruppe U,(SU(2)). Ubersetzt auf unseren

Fall chiraler Felder erhalten wir daraus
1,1
T N&D

? e pw W ! —
DiLm - 7 D”n mm) ¢ Anm(x)An m(:E )7
( ’ ) hn,nhm,m ( )( ) hn,nhm,m N((Ll) N(Ll) ’ ’

Lo bt (([efmlall 2
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n—1 n—1 (I+m+n—-1)/2 1

j=(4+n—m-+1)/2 j=(m+n—I1+1)/2 j=(4+m—n+1)/2

wobei die Klammersymbole™ definiert sind als [j], = 2//2 — 277/2 mit © = exp(2mia%) und
2’ = exp(2mia?). Der Vorfaktor c - hy h,} h;&m beriicksichtigt unsere Wahl der Normierung der
Zwei-Punkt-Funktionen, die nach (2. 60) fiir chirale einfache primére Felder den Wert

W Wi 10) = =6
annimmt. Die allgemeinen Normierungs-Konstanten N, (:;’lr)z)(m’m) = <hl'l\v(,i:2)(m/m)(1)’hm’m> kon-

nen aus der Freie-Feld-Darstellung durch ausintegrieren der Schirm-Ladungen gewonnen werden.
Sie sind als Fuchs’sche Integrale gegeben [233], die sich explizit ausrechnen lassen, und lauten dann

W) B L@yt an) e 17 11 = Il 17 [ = dlalile
N(n’n) (m’m) - ( ) 2 + -1_[1 [1].’2’ 1_[1 [1]1:
Jj'= Jj=

L(j'0®)T(m+ (' =m')a® )0 (n + (' = n')a?)
Fe®)(m+n—2r+ 0" —m' —n’ +j) 2)

L(ja% —r\T(m/ — '+ (j —m)ad)I'(n’ — 1" + (j —n)a?)
@) T(m —r' +n/ + (r—m—n+j)ak)

X

s/

7'=1

.::1%

<
Il
_

wobei | = n+m—2r—1 und entsprechend fiir I’. Die Strukturkonstanten der EXPO oder, dquivalent
dazu, diejenigen der Lie-Algebra der Fourier-Moden der chiralen lokalen Felder sind dann gegeben
durch
Cl _ Dl N(”)
n,m

nm Y (nn) (mm) -

(4.8)

Damit ergibt sich fiir unseren Fall der W(2, 8k)-Algebren, dafl sich das Quadrat der Selbstkopplung
des zusitzlichen einfachen primiren Feldes W = W®) mit Dimension § = 8k als

(CVVVVW)2 = ng§§§(373> (N&3e, 3))2

liest. Man beachte, dafl lediglich das Quadrat der Strukturkonstante durch Gleichung (4.6) be-
stimmt ist. Da N((2 2))(2 9 = 0 geméfl den Fusions-Regeln, verschwindet die Selbstkopplung von

W®, wie wir es auch aufgrund der Symmetrien der EXPO-Koeffizienten erwarteten. Wenn wir
die Klammersymbole in der Form [j], = 2isin(jra?) und [jl,, = 2isin(jma?) ausdriicken und
weiterhin die Gamma-Funktionen auf Terme der Gestalt I'(2)I'(1 — z) = 7/ sin(nz) zuriickfiihren,
so konnen wir den gewiinschten geschlossenen, nur von k abhingenden Ausdruck fiir die Selbst-
kopplung angeben:

PROPOSITION -25/7. Sei ¢ = 1—24k, k € Z4 /2 und W eine fiir diese zentrale Ladung existierende
W-Algebra. Wenn W(2,8k) C W eine Unteralgebra von W ist, dann ist die Selbstkopplung des

*®Unsere Notation weicht leicht von der in der Literatur zu Quantengruppen iiblichen Definition der sogenannten
g-Symbole ab.
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Feldes W der Dimension 8k gegeben durch

(1— 24k) [I35, (5% — 64(k + k)2 T2, (52 — 40k + &)
8k TI5E, (52 — 36(k2 + k) TT}%, (72 — 16(k2 + k)"

wenn k € Z4 /2,

o) =
(cHw) (1= 24k T (2 = 64022 + ) TEET2 (G- 37 -4 + b)) 5

A | Fe ((J’ —3)? — 36(k% + k:)) T35 (72 — 16(k2 + k))* 4(k* + F)

wenn kEZ++%.l
(4.9)

Dieses Resultat stimmt mit den expliziten Werten der Beispiele aus Tabelle IV.1 iiberein. Der dort
angegebene Wert fiir die Algebra W(2,2) wurde mit (4.9) berechnet. Obwohl diese Algebra fiir jede
zentrale Erweiterung und unabhéngig dazu fiir jede Selbstkopplung existiert, hat sie bei ¢ = —5
nur fiir diesen Wert der Strukturkonstante eine Realisierung als Dotsenko-Fateev-Model. Andere
Werte erhielte man, wenn man das Virasoro-Feld (2.71) deformierte.

An dieser Stelle wollen wir eine Bemerkung einschieben. Die in (2.74) definierten geschirmten Ver-
texoperatoren V((TZQ)(m'm)(Z) tragen eine Darstellung der Zopf-Gruppe, die durch die Zopf-Matrizen
(4.5) vermittelt wird. Gleichung (4.5) ist giiltig fiir |(| > |z|. Die Reihenfolge der Integrations-
variablen von den Schirm-Ladungen sowie die Wahl der Integrationswege gehen wesentlich in die
Berechnung der Zopf-Matrizen ein [347]. In unserem speziellen Fall, wo n’ = n etc., ist die Zahl
positiver und negativer Schirm-Ladungen immer gleich. Wir kénnen daher modifizierte Vertex-
operatoren V,l%m = wn,n(é)(r) : Foom — Fppn mit Q = Q_Q. einfiihren, i.e. wir verdndern
die Reihenfolge der Schirm-Ladungen und entsprechend auch ihre Integrationswege: Angewandt
auf einen Vertexoperator, der bei z lokalisiert sei, ist der neue Schirm-Operator gegeben durch
Q = § du ["du'tpe (W)a, (u), wo die innere Integration iiber u/ der #uferen iiber u entlang
demselben Weg folgt, der bei z startet und den Ursprung umschliefit. Unsere modifizierten Vertex-
operatoren haben dann formal die Gestalt von Felder einer thermalen Theorie, i.e. einer Theorie
mit (n’ = 1,n), (m' = 1,m) etc., allerdings trigt jede effektive Schirmung @ mit einer Doppelin-
tegration bei. Bekanntermafien [347] lassen sich die Zopf-Matrizen fast vollstéindig in einen links-
und rechts-thermalen Teil faktorisieren,

R ((]/])’ (k’/k‘), (’I’L/TL), (m/m))(l/l)(i/i) —_ (_1)—%((k’_l)(n—l)“r(k—l)(n’_1))
(—1) 2 (U—rm=i) (K 0"+ 1 4m/ =) (ktn))

X

X

r(§, kynyml|x), - r (G K 0" m |2

Die Matrixelemente, die unsere “diagonalen” Operatoren miteinander verbinden, sind unabhéngig
von den nicht-diagonalen Matrixelementen. Die r-Matrizen sind durch die Rekursionsbeziehungen

r(ja k+ 1,71,777/‘.’1')[@' = Z T(ja 2,71,777,‘.’1')[”' : 7’(117 k7nam‘x)li1
i1>1

T(jakan—’_ 1,m‘.’1’)li = Z T(j7k727m’x)li1 'T(ll7k7nam‘x)lli7
i1>1

wobei jede Wahl von [y, die die Fusions-Regeln respektiert, moglich ist, und die Basismatrizen

T(j717n7m|x)li = T‘(j,k?,l,m|3§‘)“ = 17
r(l£2,2,2,l|2)51 41 = 7,
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1]z

r(1,2,2,|x) 141041 = ij%;%—m] ,
1[Il £1],
r(,2,2,l@)ix151 = 1 0 ]

bestimmt. Wenn wir nun mit den modifizierten Vertexoperatoren arbeiten, vereinfachen sich die
(thermalen) Zopf-Matrizen r(j, k, n, m|z) extrem im Limes z — 1, da die effektive Phase, die beim
Deformieren der Integrationswege der effektiven Schirm-Ladung Q auftritt, in unserem Fall schlicht
a2 +a% =2k +1 € Zy/2 ist. In diesem Limes geht [m],/[n], — m/n iiber, so daf§ die Matri-
xelemente und die thm—Koeﬂizienten einfache rationale Zahlen werden. Andererseits vereinfacht
sich auch das Verhalten der Normierungsintegrale unter analytischer Fortsetzung, wenn sie mit
den modifizierten Vertexoperatoren berechnet werden, da diese triviale Monodromie-Eigenschaften
besitzen. Diese Effekte heben sich in (4.8) gerade wieder weg, so dafl die Strukturkonstanten un-
verdndert bleiben, wie es ja auch sein sollte. Diese Bemerkung zeigt aber die spezielle Rolle der
Werte k € Z, /4 fiir die Hintergrundsladung auf: Fiir genau diese Werte formen die modifizierten
geschirmten Vertexoperatoren eine sehr einfache Darstellung der Zopf-Gruppe und besitzen triviale
Monodromie.

4.3 Darstellungen, Charaktere & Fusions-Algebra

Wir wollen nun die Darstellungstheorie unserer WW-Algebren diskutieren. Wir werden zeigen, dafl
es nur endlich viele irreduzible W-RPA gibt, dafl also diese TAC rational sind. Es zeigt sich,
dafl die Kenntnis des Vakuum-Charakters bereits hinreichend ist, die Rationalitéit der Theorien zu
beweisen.

Wir werden zunéchst den Fall der bosonischen W(2, 3k)-Algebren, i.e. k& € N sehr detailliert be-
handeln, die anderen Félle dann aber nur noch kurz skizzieren, da die entsprechenden Verallgemei-
nerungen trivial sind.

Das Hauptresultat der vorhergehenden beiden Abschnitte zusammen mit Satz —667/8 ist, daf fiir
c € Q aber ¢ kein Element der diskreten Serie, nur die parabolischen degenerierten Modelle noch
rationale T/AEC sein konnen (Fall (ii)). Notwendige Bedingung dafiir ist die Existenz zusétzlicher
chiraler lokaler Felder, um die wir die Symmetrie-Algebra erweitern kénnen. Die konformen Familien
zu den Gewichten hy, , = (n*—1)1=¢ und hy, —,, = (n? —1)4£+n? haben genau fiir c = 1-24k , k €
N/2 sémtliche ganz- oder halbzahlige Dimensionen.

Sei nun ¢ = 1 — 24k mit k € N/2 fest gewéhlt. Die W-Algebra, die durch den unendlichen Satz
Virasoro-primérer Felder zu den Gewichten h,,, erzeugt wird, enthdlt die W(2,3k)-Algebra als
endlich erzeugte Unteralgebra. Daher miissen alle priméren Felder mit hGherem Spin zusammen-
gesetzte Felder sein. Dies folgt aus dem Isomorphismus (Lemma —91/5) zwischen dem Hilbert-
Raum der Vakuum-Darstellung der W(2, 3k)-Algebra, generiert durch die Moden der beiden einfa-
chen Felder, und dem Raum aller quasipriméren Felder, der aus den normalgeordneten Produkten
von (Ableitungen von) den einfachen Feldern aufgespannt wird. Wie wir im vorletzten Abschnitt
erldutert haben, sind die anderen priméren Felder dann als primére Projektionen von PON geméf
der Fusions-Regeln gegeben. Zum Beispiel erfiillt das Feld W = W® die Fusions-Regel

(W] x W] = [1] + [W®],

wobei die Gewichte hgo = 3k und h33 = 8k sind. Das bedeutet, dafl die konforme Familie [W(?’)]
nicht im Kommutator (bzw. im singulédren Teil der EXPO) von W mit sich selbst auftritt, obwohl
die priméire Projektion von N (W, d**W) proportional zu W) ist.

Wir erinnern uns, daf} alle diese priméren Felder zu degenerierten konformen Familien geh6ren
miissen, die durch singulire Vektoren erzeugt werden. Wir erhalten daher den WW-Algebra-Charakter
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der Vakuum-Darstellung durch Aufsummieren all der Virasoro-Charaktere der RPA zu |c, hy,p).
Letztere sind nach Proposition —22/5 gegeben durch

l1—c

Vir _ 9 b e — Y (0% n2(k1)
Xjeshnnic) (@) = Xnn(q) = ) (q q ) =00 (q q ) , (4.10)

da nach B.L. Feigin und D.B. Fuks [331] jede Virasoro-RPA zum Level h,, ,, genau einen Nullvektor
bei Level hy, _, = hn,n+n2 besitzt (siehe Satz —667/8). Damit folgt, dafi der WW-Algebra-Charakter
geschrieben werden kann als

X)) = D Xnaa(7)
_ 5 Z (qnzk _ qn2(k+1)) (411)

RS (©0,k(T) = Oo+1(7)) -

Die elliptischen Funktionen ©, ; wurden in Abschnitt II1.6 eingefiihrt, siche besonders Gleichungen
(3.31) und (3.33). Es ist iiberraschend, dal der WW-Charakter sich durch Funktionen mit einem
wohlbekanntem Verhalten unter Modul-Transformationen ausdriicken 148t. Mehr noch, die ellipti-
schen Funktionen (geteilt durch 1) spannen endlich dimensionale Darstellungen der Modul-Gruppe
auf. Schon damit ist eigentlich klar, dal es nur endlich viele W-RPA gibt. Man beachte aber, daf}
im Gegensatz zu allen bisher bekannten Fillen (e.g. minimale Modelle, Theorien mit ¢ = 1 oder
WZWN Modelle) elliptische Funktionen mit verschiedenen Moduli involviert sind.

Wir wollen nun die Charaktere der anderen Darstellungen identifizieren, die durch die Paare
(ME), 0 <A< kund (\,k+1), 0 < XA < k+ 1 numeriert werden. Offensichtlich kénnen wir
mit der Abkiirzung Ay, = ©) /7 schreiben

g(1-0)/24 b

M) = TS e
a-o/21
Ay gra(T) = QT Z q s T (4.12)
n nez

Dabei haben wir die beitragenden Tiefstgewichte durch Formel (2.68) ausgedriickt, mufiten dafiir
aber im allgemeinen rationale nicht ganzzahlige Indizes verwenden (auBer fiir A = 0, was zur
Vakuum-Darstellung korrespondiert). Da es aber nach Satz —667/8 dann keine Nullzusténde in
den Virasoro-Tiefstgewichts-Modulen gibt, kénnen wir die Charaktere der W(2, 3k)-Algebren weit-
gehend wie folgt identifizieren: Die Darstellungen zum SPA |h%’i>, 1<A<kund |h_x x ),

2k 2k+2°  2k+2
1 < A < k+ 1 sind gegeben durch x{(7) = Ayx(7), 1 < A < k bzw. XM (1) = Ay gsa(7), 1 <
A < k+1 sowie x)V(7) = $Akk(7), XY 1(T) = 3Akt1,54+1(7), wobei der Faktor 1/2 in den beiden
letzten Charakteren eine unphysikalische Doppelzihlung der Zustdnde vermeidet. Wir bendtigen
nun aber noch einen weiteren Charakter, den wir als x}% (1) = %(AOJC(T) + Ao k+1(7)) identifizieren
kénnen. Dies sieht man wie folgt: Es ist klar, dafl eine zweite Linearkombination aus Ag , und Ag ;41
neben derjenigen des Vakuum-Charakters existieren mufl. Andere von den A-Funktionen kénnen wir
nicht miteinander kombinieren, da sich ihre g-Potenzen nicht um ganze Zahlen unterscheiden. Da
wir annehmen, der Charakter involviere keine entarteten Multiplizitdten der korrespondierenden
RPA, fordern wir, daf} seine g-Entwicklung mit dem fiihrenden Koeffizienten eins beginnt. Dies
schrankt die Moglichkeiten auf den Ansatz Xll;\j-l = Aok £ (1 — )Ag k41 ein. Die Forderung nach
nur ganzzahligen Koeffizienten beschrinkt weiter p auf die Menge {0, %, 1}. Die Losungen p = 0 oder
1 =1 ergéiben wieder eine unphysikalische Doppelzdhlung der Zustdnde mit Gewicht grofer als null.
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Es bleibt allein die Losung p = % Physikalisch bedeutet dies, daf3 einerseits die Vakuum-RPA auf
den BRST-invarianten Unterrdumen lebt, die nach Ausdividieren der durch Nullzustéinde erzeugten
Module verbleiben und dafl andererseits die RPA mit dem Tiefstgewicht hyin = —k < 0 = hyee auf
der direkten Summe der ganzen Verma-Module (zusammen mit den durch die singuléren Vektoren
erzeugten) lebt. Da Ayp < hyge ist, sind die Theorien nicht unitér.

Mit den bis jetzt gefundenen Charakteren erhalten wir allerdings eine S-Matrix, die weder sym-
metrisch noch unitér ist. Dies riihrt von versteckten Multiplizitéiten der RPA zu den Zustidnden
|h 141 ) her, wie man sofort auch aus der modul-invarianten Zustandssumme

1 2k—1 ) 1 2k )
Z(T,’7_') = 5 Z |A)\,k| —1—5 Z ‘A)\’,k—l—l‘
A=0 N=0

k—1 9 k
S o
A=0 =0

ersieht, an der man die Multiplizitdten direkt ablesen kann. Der Grund fiir die entarteten Mul-
tiplizitéiten liegt in der erweiterten Cartan-Unteralgebra. In der Tat finden wir in den explizit
konstruierten Beispielen [269, 277, 281] von W-Algebren genau fiir diese RPA einen nicht verschwin-
denden Wy-Eigenwert. Genauer gesagt kann nur der Wert w? gegeben durch WoWylh, w) = w?|h, w)
berechnet werden, indem man N (W, W) in Termen von (normalgeordneten Produkten von) dem
Virasoro-Feld ausdriickt, da die Selbstkopplung des W-Feldes in den W(2, 3k)-Algebren immer null
ist. Damit erhilt man w? als eine Funktion in h und ¢, wenn der Mode N (W, W)y auf den SPA
angewandt wird. Natiirlich hat man dann fiir w? # 0 zwei RPA zu den Zustéinden |c, h, £vw?).
Um nun die W-Fusions-Algebra zu bestimmen, kénnen wir entweder die Verlinde-Formel [1019]
gemif Satz —46/3, aber in der modifizierten Form

e 2|

(4.13)

Nf = i 5 SimSim(S (4.14)

verwenden, die fiir generalisierte diagonale modul-invariante Zustandssummen

2(777__) = an |Xm|2 , My € Z—i— (4.15)

giiltig ist. Oder wir miissen die S-Matrix erweitern und die Anzahl der Charaktere vergréfiern,
um die entarteten Multiplizitdten zu entfernen [811]. Letztere Methode bedeutet in unserem Fall,
wo zwel Darstellungen mit Multiplizitdt 2 auftreten, dafl wir eine Verdopplung der Charaktere
X};")Jr = X}?f_ = X};V und XKV,C_L L= XKVk—l,— = XKVk_l haben. Formulieren wir zunéchst unsere
Ergebnisse tiber die Darstellungstheorie, und legen wir damit gleichzeitig unsere Notation fest:
PROPOSITION -21/4. Sei k € N. Sei fernere € {0,1}. Dann hat die W(2, 3k)-Algebra bei c = 1—24k
die folgenden durch |c,h,w) erzeugten RPA und Charaktere:

¢, Bxja(kte) (=)e A /2(k+e> 0)5 T < A < k+e mit Charakteren X}/X)q = A\ te, die Vakuum-Darstellung
lc,h11 = 0,0) und die Darstellung zur niedrigsten Energie |c, hoo = —k,0) mit Charakteren x4’ =
%(Ao,k_AO,k—i-l) und X}C/\il = %(A07k+A07k+1) sowie die entarteten Darstellungen [c, hy j3 (~ye1/2, W),
w # 0, mit Charakteren X}/K)E(k%)i = ANiteite- ®

Wir miissen also die S-Matrix um zwei Zeilen und Spalten erweitern. Die Forderungen, dafl S
symmetrisch, unitér und héchstens von Ordnung vier ist, i.e.

S=5 §st=1, S*=cC,

mit C' die Matrix der Ladungskonjugation, legen S bereits auf drei Konstanten fest. Da weiter alle
NZ-’; nicht negative ganze Zahlen sein sollen, legt die Verlinde-Formel diese Konstanten eindeutig
fest. Dies fiihrt zu den folgenden S- und T-Matrizen:
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PROPOSITION -44/5. Die Voraussetzungen seien wie zuvor. Definiere die Funktionen Cq(x) =

\/12— cos(mZ). Dann ist S is gegeben durch
3 (Cu(0) +Crya(0))  Cu(0) - Cr(0) 3Cx(0) 3Cx(0)
C(0) (1) - 20u(k—1) Ciu(k) Cio(k)
Ci(0) (k1) - 2Cu((k 1)) Culk(k 1)) Culk ( - 1)
3Cx(0) Cr(k) - Ci(k(k—1)) A Ci(k?*) — A
1C(0) Cr.(k) o Cr(k(E—1))  Cr(E*) - A A
5 (Cr(0) = Cr1(0))  Ck(0) Cr(0) 3Cx(0) 3Cx(0)
—Cret1(0) 0 0 0 0
—Cry1(0) 0 0 0 0
—1Ck11(0) 0 0 C -C
“1eia0) 0 0 —c c
3 (Cr(0) = Ci41(0))  —Cr4a(0) -+ —Cr41(0) ~5Ch+1(0) —35Cr+1(0)
Cx(0) 0 0 0 0
Ci(0) 0 0 0 0
—ck(o) 0 0 c —c
5 (Ck (0) + Ck+1(0)) Cra(0) - Cr+1(0) 5Crt1(0) 5Cr+1(0)
Cr+1(0) 20k (1) - 2Ck+1(k) Cr1(k+1) Cria(k+1)
Cuin(0 WnB) ) Gk A1) (kD)
?Ckﬂ( ) Crpr(k+1) -+ Crya(k(k+1)) B Cerr((k+1)*) - B
3Ck+1(0) Cepr(k+1) - Crpr(k(k+1)) Crpr((k+1)*) - B B
(4.16)
Die drei freien Parameter A, B, C sind gegeben durch
1
C = (i)F—,
(1) 7
A = (-1 k(—iC) 4.17
1 (75 (@17
1
B = —1k+1(7i0>.
(=1) 2v/2k + 2
SchliefSlich ist die diagonale T-Matriz gegeben durch
1 1 1 k 1 Lk 1
diag <eXP(m( 12)) eXP(m(ﬂ - E))’ eXP(m(ﬁ - E))vexp(m(ﬂ - E))’
o1 1 1 L k+1 1 L k+1 1
exp(ri(~ 1)) Py — 35 explmi(g — o)) exp(ailor e ~ 1)) - (4.18)
Man beachte, dafl ﬁ(—l)k —Ay = (—1)k(ﬁ FC) = A+ und entsprechend fiir B. Das bedeutet,

dafl die zwei Losungen fiir A und B lediglich durch Vertauschen der entarteten Darstellungen
ineinander iibergehen.

Der Beweis der Proposition ist trivial bis auf die Bestimmung der Konstanten A, B, C' € C. Zunéchst
berechnet man mit der Verlinde-Formel einige Strukturkonstanten der Fusions-Algebra, N g ZUm

Beispiel

iy 1 Y » 1 Y
Nk i—k + = % - (_1)]4C ) Nk,i;k,— = % + (—1)]4C s

k : . .
NET, = L (C1p4OP, NETL, = 5+ (C1P4CP,
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wobei —k < —j < —1. Da all diese Zahlen nicht negative ganze sein sollen, sind nur die Lésungen 0
oder 1 méglich. Damit erhalten wir |C \2 +C?, i.e. C rein reel oder rein imaginiir. Dariiber hinaus
ist der Absolutbetrag fixiert auf |C| = —=. Wir machen den Ansatz C = (7)*¢ \}g und betrachten
damit die Strukturkonstanten

g

k14 _ n—k-1— 1 Fet1o 2
Nk,+;k,— Nk+k— - 1""(_1) et

Mit den Strukturkonstanten von oben erhalten wir 0 als einzige mogliche Losung und damit ac =
k mod 2. Im folgenden setzen wir 0.B.d.A. C' = (i)*-L . Als nichstes betrachten wir noch die

V8"
Konstanten

, 1 4 1
N = (a2 - o C1yka _)

» ()
N} = = 1)7 (44? — ——=(-1)*A —)

ok, + % ( Tk: ) +2k: ) 1
N_jl - = j 1k+1B )
—k—1,+;—k—1,+ % ( \/?( ) + 2]{:1_'_2 )
_'/ . k
N i =yt G (480 ) B ),

wobei 1 < j < k—1und —k < —j’ < 1. Auch diese Paare von Gleichungen lassen sich nur
16sen, wenn je eine verschwindet und die andere den Wert eins annimmt. Damit kénnen wir die
quadratischen Gleichungen losen und erhalten den Ansatz

1 a1
A = (-1 <ﬁ+(z) ﬁ),

k1 1 Nap |
B =1 (m*“”%)'

Um die noch freien Potenzen a4 und ap zu bestimmen, betrachten wir schliellich die Konstanten

NEF = %—( DR ((A- A9+ ICP).
NEE L = it (~Df2((A-A7C - |CP),
N = %+<—1>k+12(<B—B*>0+|0|2),
NELEL = - (CUM2(B-BYO-(CP).

Alles zusammengenommen ergibt sich, daf, dal ImA = Im B = 0, wenn C reel ist, oder Im A =
—ImB = %, wenn C' imaginér ist. Damit kénnen wir also ay = ap = k wihlen und erhalten
(4.17). Man iiberzeugt sich durch Inspektion, dafl damit auch alle anderen Fusionskonstanten € Z
sind. m

Wir erhalten damit auch gleich explizit die Fusions-Algebra, die insofern interessant ist, als Koeffi-
zienten grofler als eins auftreten —im Gegensatz zu den minimalen Modellen. Wir geben die Fusions-
Algebra hier an, da wir sie noch zur Bestimmung der Automorphismen bendtigen, die zu nicht
diagonalen Zustandssummen fiihren, jedoch nur die nicht offensichtlich voneinander abhingigen
Konstanten. Die anderen erhélt man durch eine der folgenden Formeln: Sei ¢ = k£ mod 2. Dann
haben wir $2(+¢) = ¢'1+¢ = 11. Die Ladungskonjugation, notiert mit C : ¢ — ¢g, ist also trivial
fiir gerades k. Nichtsdestotrotz notieren wir mit F : ¢, —— ¢; das Vertauschen der entarteten
Darstellungen, i.e. (k:/:lz) = (k,¥F), entsprechend fiir (—k — 1,4+) und @ = « sonst. Wenn wir
die Konjugationsmatrix verwenden, um Indizes herauf- oder herunterzuziehen, erhalten wir die
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N)y = N?_:NZE,
(0%
Ngﬁ - Ng“/_ gﬁ?

Mit diesen Relationen und den in der folgenden Proposition angegebenen Fusions-Zahlen kann man

leicht alle N;B erhalten.

PROPOSITION -117/11. Die Voraussetzungen seien wie zuvor. Im folgenden sind alle Summen
von Indizes in Kronecker-Symbolen fiir positive Zahlen modulo 2k, fiir negative modulo 2k + 2 zu

nehmen. Ferner ist immer j,7', 7" € {1,...

Jk—1} und —j,—j5',—j5" € {—1,...,

—k}. Die entarteten

Darstellungen werden nur durch E unterschieden. Die Wahl einer der entarteten Darstellungen ist
nur dann nicht beliebig, wenn sie in zwei oder drei Indizes auftritt. Dann zeigt der Hut (") an,

wo die relativ andere Wahl zu nehmen ist. Schliefilich sei der Ubersichtlichkeit halber N(a
anstelle von N op geschrieben. Die Fusions-Algebra der W(2,3k) lautet dann:

N(—k—1,—k—1;k+1
N(=j, =555’

N(_j7 —k— 1; _j"
N(—k—1,—k—1;—j"

5&‘5’570 = Caﬁ

24 8150 —5,0 + 040 —j,0 + 5045500 + G40

. 3;7)

1
22+ 0j1k—,0 + Oktgr—j0 + 05y j—k,0 + Ggktr o)

2

1A+ (=17
1

Ta+ (-1
2

1

1

11— (-1
O !’
11— (-1
0

1

11— (-1
0

1A+ (-1F)
1

11— (-1
0

2

1

1

0

1A+ (-1
0

246510 NG, —35"55")
1 N(k,k; ")
11— (=1 Nk, k+ 1,3”)
1 N(k,—k — 1;5")
11— (-1y") N(k+1,k+1; J")
2 N(k+1, —k—l,j”)
2 N(=j,—k -1, + ")
L4 (—1)7"+) N(=k—1,—k —1;5")
L+ (-1 (k k k)
1 N(k,—j'; k)
11+ (-1 N(k, k:—l k)
11— (-1)") N(k k+1;k)
114 (-1)7) N(k,—k — 1; k)
0 N(k+1, k +1;k)
1 Nk +1,—k— 1 1;k)
31— (=1") N(—j,—j'; k)
3(L+ (=17 N(=j, —1 i k)
0 N(-k—1, —/t 1;k)
1 Nk+1Lk+1;k+1)
2 N(k+1—k—1k+)
26, 0 N(=j.—k = L;k +1)
0 N(-k—1,-k—1;k+1)
21 0j43'=37,0 = 0514577 —5,0 — 05 45 —37,0 = 043140
3(2 = Oja (k1) —37,0 = Ot 4570 = G377 (k+1)=37,0 ~ Ot (k+1)+57,0)
11— (=17 N(=k—1,—k—1;—5")
Lab (05 Nk 1k 1k )
31— (=1") .

Wir haben nun alle wesentlichen Daten der W(2, 3k)-Algebren erarbeitet. Die in Proposition —21/4
angegebenen Charaktere diagonalisieren die modul-invariante Zustandssumme, obwohl diese sozu-
sagen maximal nicht diagonal ist, ausgedriickt in Virasoro-Charakteren. Damit stellen die W(2, 3k)-
Algebren sehr gute Beispiele dar, wie die Erweiterung der Symmetrie-Algebra die Zustandssumme
“diagonaler” machen und rationale Modelle liefern kann, die in unserem Fall dariiber hinaus auch
nicht mit minimalen Modellen oder Coset-Konstruktionen in Beziehung stehen.
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Von den Gleichungen (3.33) lernen wir, dafi fiir k, A € Z die Funktionen AM_%’,C und AA+§,k+1 einen

Raum invariant unter 7% und S? aufspannen. Diese Funktionen sind die Charaktere der irreduziblen
RPA der sogenannten getwisteten W(2, 3k)-Algebra, die man erhilt, wenn man halbzahlige Fourier-
Moden benutzt, also antiperiodische Randbedingungen einfiihrt. Im getwisteten Sektor der bosoni-
schen W(2, 3k)-Algebren sind Linearkombinationen unter diesen Funktionen weder notwendig noch
moglich. Damit haben wir konsequenterweise

PROPOSITION -187/13. Die Voraussetzungen seien wie zuvor. Dann besitzt die W(2,3k)-Algebra
im getwisteten Sektor RPA zu den folgenden SPA nebst Charakteren:

|harer 2a1) mit den Charakteren XYY (1) = Ay 1,(7), 0 < X < k, und |haxes _axre1) mit den
k0 4k At3 2 Ak+4° " 2k+4

Charakteren XKVA_l(T) = AA+% 17, 0<A<k+ 1. m
2 )

In der Tat konnten wir fiir einige explizit konstruierte WW-Algebren als Beispiele exakt diese Dar-
stellungen des getwisteten Sektors berechnen [269].

Wir wollen nun kurz die fermionischen W(2, 3k)-Algebren diskutieren. Hier ist ¢ = 1 — 24%, wieder
mit k£ € N. Die Vakuum-Darstellung gehort zum Neveu-Schwarz-Sektor (NS-Sektor), i.e. der Sek-
tor mit antiperiodischen Randbedingungen und halbzahligen Moden. Fiir diesen Sektor finden wir,
daf alle Charaktere in Termen der Funktionen A Ak (7) und Ay k +1(7) mit A € Z ausgedriickt wer-

den konnen. Umgekehrt haben wir fiir den Ramond-Sektor (R-Sektor), i.e. der Sektor periodischer
Randbedingungen und ganzzahliger Moden, A € Z + % Unter Beriicksichtigung der modularen
Eigenschaften (3.33) sieht man leicht, daB8 der Neveu-Schwarz-Sektor unter den Transformationen
S und T2 invariant ist, wihrend der Ramond-Sektor invariant ist unter 7" und S72S. Die Trans-
formation T'ST fiihrt die Sektoren ineinander iiber. Insbesondere erhalten wir fiir den NS-Sektor

1 k—1 )
A E(_l) — e2z7r
MT \/E,\/Z—:o

Damit ist die S-Matrix der fermionischen W(2, 3k)-Algebren wie folgt gegeben: Man nehme die
S-Matrix fiir den bosonischen Fall, (4.16), substituiere k& durch % und streiche sowohl die (k,+)-
und (k, —)-Zeilen und -Spalten, als auch diejenigen zu (—k — 1,+) und (—k — 1, —). Es treten also
insbesondere keine entarteten Darstellugen im NS-Sektor auf.

Fiir den R-Sektor ist die Situation nicht so einfach. Die entsprechende Transformation wire die
Matrix S = ST2S. Benutzt man wieder (3.33) und eliminiert eine Summation durch eine Gauss-
Summe, erhélt man

AN

S Ay k(7). (4.19)

k—1 ‘ /L2 20N 1) +E
ol k(— T ) — L Z e—m(Mr)ékH) 1 +( Z) : A)\’ . k(T) )
toz =270k 14 (—1) +t22

AN=0

A

(4.20)

Man mag nun dieselbe Prozedur wie fiir den bosonischen Fall mit S durchfithren und die Entar-
tungen eliminieren, aber es ist nicht klar, ob ST2S anstelle von S fiir das Berechnen von Fusions-
Konstanten mittels Verlinde-Formel verwendet werden sollte, ebenso unklar ist, was die Identitéit
der Fusions-Algebra ersetzen sollte. Eine korrekte Verallgemeinerung der Verlinde-Formel fiir fer-
mionische W-Algebren findet man in [283].

Wir wollen schliellich auch die W(2, 8k)-Algebren kurz betrachten, die fiir alle k € N/4 existieren.
Im ersten Abschnitt haben wir bereits erkldrt, dafl sie gerade den ungeraden Sektor der W(2, 3k)-
Algebren darstellen®®*. Der Vakuum-Charakter fiir den ungeraden Sektor lautet

q1—e)/24 (qh"”' B th,fr)

n(7) e

r=1mod 2

XE)/}}odd (1)

*%\an beachte, dafl es keine Algebra fiir k € N+ % gibt, die aus einem ungeraden und geraden Sektor zusammen-
gesetzt ist, da letzterer die Lokalitét verletzte.
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= 5777 ©uarl(r) = Oukraanra(r). (a.21)

2n(T
Die Modul-Transformationen involvieren die anderen Funktionen © 444 4k+4e, Wobei wieder € €
{0,1}. Fiir 0 < A < 4k + 4e ist dies ein vollstdndiger Satz linear unabhéngiger ©-Funktionen. Das
Umschreiben der Summe zu einer nur iiber ungerade Zahlen zeigt, dal wir den Level A mit 2 zu

multiplizieren haben, daf also die Tiefstgewichte parametrisiert sind als A__ox ;.22 , da
2(dk+4e) (=1) 2(dk+4e)

[2(4k+4e)n+ (A+4k+4e)]2
1(dk+4z)

1 1
—— O pakrdeahac(T) = —= D> ¢
n(T) o n(T) %:Z

_ 1 Z q[(2n+1)+ﬁ}2(k+€) (422)

_ q(l—C)/24 Z (72_1)]94_7»25
TG ! |
T6(22+1)+%
Wie im Fall der bosonischen Algebren sind einige Charaktere durch Linearkombinationen von el-
liptischen Funktionen mit verschiedenen Moduli gegeben. Wir haben die folgende Struktur:

PROPOSITION -114/7. Sei k € N/4 und ¢ = 1 — 24k. Sei weiter ¢ € {0,1}. Dann existiert
eine TAECR mit erweiterter Symmetrie-Algebra W(2,8k). Sie besitzt Darstellungen zu den SPA
le, \V/A(k +€), (=) N4k + &), w) mit 1 < X\ < (4k 4 ¢), deren Charaktere X}/X)q = M) d(kte) Alk+e)
lauten. Weiter existieren noch die Vakuum-RPA |c,hi1 = 0,0) mit x}¥ = %(A4k,4k — Najta,ak44),
die RPA zur tiefsten Energie |c,hoo = —k,w) mit XZ};H = %(A4k,4k + Adpta,4k+4), eine weitere
RPA mit h = 0, |¢,h11 =0,w # 0) mit XZZ+2 = %(AoAk + Ao ap+a) und schlieflich eine RPA,
die auf |W®) aufbaut, |c, hao = 3k, w) mit Y}, = $(Moak — Noak+a). Aufer im Fall der Vakuum-
Darstellung ist der Wy-Eigenwert w immer von null verschieden.

Man beachte, dafl bei den ungeraden Sektoren keine entarteten Darstellungen mehr auftreten,
alle RPA haben die Multiplizitdt eins. Dies liegt daran, daf} sich der Wy-Eigenwert eindeutig als
Funktion in h, ¢ ausdriicken 148t, da die Selbstkopplung CVVI‘,/W nach (4.9) nicht verschwindet. Dazu
betrachen wir wieder die Nullmoden von N (W,0"W), n = 0,2, angewandt auf das Vakuum. Das
Losen der resultierenden quadratischen Gleichungen ergibt dann w. Auf den ersten Blick mag es
iiberraschen, dafl wir zwei Darstellungen mit A = 0 haben, von denen aber nur eine (diejenige mit
w = 0) die Vakuum-Darstellung ist. Dies widerspricht auch nicht der Forderung, daf die Darstellung
zum Zustand niedrigster Energie nicht entartet sei, da die Theorie nicht unitér ist.

Schliefllich bemerken wir noch, dafl das allgemeine Additions-Gesetz der Jacobi-Riemann O-Funk-
tionen mit Moduli, die eine Quadrat enthalten,

n—1

Z An)\+l/,n2k(7_) = A)\,k(T) , k€ Z+/2 ) (423)

v=0

impliziert, daf§ die ganze W(2, 3k)-Algebra aus ihrem ungeraden Sektor W (2, 8k) konstruiert werden
kann: In der Tat erhélt man die Darstellung zum SPA |h(\)) der ganzen Algebra, indem man
den ungeraden Sektor sowohl auf diesen SPA als auch auf den Zustand (®22)o|h()\)) anwendet.
Fiir die Charaktere haben wir dann die Beziehung Aoy 41 (7) + Aoxt1,4k(7) = Ay (7). Genauer
zeigt dies, dafl die W(2, 8k)-Algebren gerade die Zg-Orbifolds der W(2, 3k)-Algebren sind. Es ist
bemerkenswert, dafl die Symmetrie-Algebra der Zs-Orbifold-Theorie wieder nur einen zusitzlichen
Generator besitzt. Typischerweise enthalten die WW-Algebren zu Zso-Orbifolds mehr Generatoren als
diejenigen der zugrundeliegenden Theorien. Zum Beispiel ist der bosonische Sektor der W(2, %)—
Agebra durch die W(2,4, 6)-Algebra gegeben.
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4.4 Klassifikation der Theorien mit effektivem ¢ = 1

Wir sind nun in der gliicklichen Lage, alle reguléren rationalen Theorien mit zentraler Ladung
cep = 1 klassifizieren zu koénnen. Wesentlich dafiir ist unsere Proposition —350/13 und das Serre-
Stark-Theorem. Beides zusammen garantiert, dafl sich alle Charaktere durch Funktionen des Typs
Ay = ©) /n ausdriicken lassen®®#.

Zunéchst stellen wir fest, daf in der Tat fiir all unsere Theorien c.p = c—24hp;, = 1—-24k—24hoo =
1 ist. Der Fall k£ = 0 ist bereits ausfiihrlich in der Literatur behandelt worden [457, 211, 709]. Es
sind dies die Gauss-Modelle (Fall (i) in Satz —667/8), deren Zustandssummen generisch gerade
durch Z(R) in (3.37) gegeben sind. Die unmittelbare Folgerung des Serre-Stark-Theorems ist nun
gerade

LEMMA -161/8. Jede requlire TAECR mit cep < 1 hat eine Zustandssumme, die sich als endliche
Linearkombination iiber Q in rationalen U(1)-Zustandssummen schreiben lifit, i.e.

N
Z=Y anZlkn], an.kncQ.m (4.24)
n=1

Natiirlich ist jede solche endliche Summe (4.24), auch mit beliebigen Koeffizienten a,, € C, modul-
invariant und korrespondiert zu einer endlich dimensionalen Darstellung der Modul-Gruppe. Die
Koeffizienten a,, sind aber dadurch stark eingeschrinkt, dafl die Zustandssumme physikalisch re-
levant sein soll. Eine Zustandssumme Z heifit physikalisch relevant, wenn sie die folgenden vier
Bedingungen erfiillt:

(a) Die Potenzreihen der Charaktere in ¢ haben nur nicht negative ganze Zahlen als Koeffizienten;
(b) Die Potenzen der Charakter-Entwicklung in ¢ haben immer ganzzahlige Differenz***;

(c) der erste nicht verschwindende Koeffizient ist gleich eins;

(d) der Vakuum-Charakter enthilt keine Stréme (sonst wire er kein Virasoro-Charakter), i.e. er
hat das Aussehen Yo = %(1 —q+...).

Man kann aus diesen Bedingungen nun tatséchlich alle méglichen Zustandssummen explizit ablei-
ten, die physikalsich relevant sind. Dazu eine Bemerkung: In Abschnitt II1.6 haben wir gesehen, dafl
genau fiir k € QQ in der Zustandssumme Z[k] (3.37) zusiitzliche primire Felder auftreten kénnen.
Genau dann lie3 sich Z[k] auch in endlich viele “Charaktere”, i.e. Modul-Formen vom Typ unserer
A, mit Gewicht null, zerlegen. Da aber nach Proposition —232/11 die Virasoro-Algebra zu klein ist,
um eine T/ECR mit ¢,y = 1 zu formen, mufl es moglich sein, die Symmetrie-Algebra zu erweitern.
P. Ginsparg [457] hat in der Tat fiir alle rationalen Modelle mit ¢ = 1 die zusétzlichen diskreten
Symmetrien angeben konnen, die iiber das sogenannten “Ausmodulieren” zu rationalen Theorien
fithren. Es sind dies gerade die diskreten Untergruppen von SO(3) bzw. SU(2), fiir die es eine A-
D-E-Klassifikation gibt. Wir betrachten dazu die Kac-Moody-Algebra suA(Z), die von drei Stromen
j% a € {—,0,+} generiert wird**. Das Virasoro-Feld ist dann gem#f Sugawara-Konstruktion
(2.71) gegeben durch L(z) = N(j%,j4)(2). Im allgemeinen ist also das Virasoro-Feld nicht einfach.
Die Symmetrie-Algebra ist dann streng genommen W(13) bzw. deren Zy-Orbifold W(2,4) (i.e. der
gerader Sektor von W(13)). Zusitzliche diskrete Symmetrien kénnen aber die Strome eliminieren:

SATZ -375/17. Es ezistieren die folgenden Virasoro-TACR mit c = 1, gegeben durch ihre Zustands-
summen und thre mazimal erweiterten Symmetrie-Algebren:

=% Dabei setzten wir, wie in Abschnitt III.1 erliutert, voraus, dal die Charaktere einer TAECR einen Darstellungs-
raum von [ aufspannen, so dafl es eine Kongruenz-Untergruppe von I' gibt, die trivial auf ihm operiert.

e@ii Py fermionische Theorien darf die Differenz auch halbzahlig sein.

*@Wn einer Realisierung durch ein freies Feld ¢(z) wire dann j°(z) = —idp(z) und j*(2) = exp(tiv/2¢p(z)).



Cap.lV.4 Klassifikation der Theorien mit effektivem ¢ = 1 61

(An) Bezeichne C,, die zyklische Gruppe, und Cop =CpxZo C SU(2). Dann existieren die TACR
mit Zsu(2)/Can = Z[n?) und Algebra W(193,2,n?).

(D,,) Bezeichne D,, die Dieder-Gruppe, und D, =D, xZy C SU(2). Dann existieren die TACR
mit Zsy()p, = 3(Z[n* + 2Z[4] — Z[1]) und Algebra W(2,4,n?).

(E,,) Bezeichnen T,0,I die Tetraeder-, Oktaeder- und Ikosaeder-Gruppe®™™®, und entsprechend
7,0, die bindiren Pendants zu SU(2). Dann existieren die exzeptionellen THCR mit Zu-
standssummen Zsy (o)1 = 5(2Z[9] + Z[4] — Z[1]), Zsu(2)0 = 3(Z[16] + Z[9] + Z[4] — Z[1])
und Zsy )1 = 5(Z[25]+ Z[9] + Z[4] — Z[1]). Deren Algebren sind W(2,9,16), W(2,16) und
W(2,36). m

Man beachte, da8 im obigen Satz keine nicht diagonale Zustandssummen moglich sind, da n? =
pq immer (p,q) # 1 impliziert. Ferner lassen sich zu den Zustandssummen Z,.[n] = (Z[n] +

P

2Z[4] — Z[1])/2 fiir alle n € N Virasoro-TZECR zum Beispiel aus dem affinen Coset (SO(n); x

Ay

SO(n)1)/SO(n)2 konstruieren, die dann die chiralen Algebren W(2,4,n) besitzen. Verwendet man

stattdessen in den Cosets die symplektischen Gruppen SP/(;)k, erhilt man auch noch chirale Al-
gebren fiir n € Zy + 3. E. Kiritsis [709] konnte zeigen, da$§ die Klassifikation durch Satz —375/17
vollstéindig ist. Sein Beweis setzt aber Unitaritdt nicht wesentlich voraus und bleibt auch fiir nicht
unitdre Theorien weitgehend giiltig, wenn man nur sorgfiltig zwischen der Vakuum-RPA und der
RPA minimaler Energie unterscheidet. In der Tat stie} E. Kiritsis auf eine weitere mogliche Zu-
standssumme, die aber zu keiner unitéren Theorie gehéren kann,

Znenlis, o] = %(zm] + Zls]). (4.25)

Fine notwendige Bedingung dafiir, dafl es eine Virasoro-TACR mit obiger Zustandssumme gibt,
ist x; = P;/Q;, © = 1,2. Damit erhalten wir nach (3.40) die folgenden zwei Moglichkeiten:

PQi-1 B PQ2—1 B
Z = (7777)_1 Z ®n,P1Q1@N’7P1Q1+ Z ®m,P2Q2®WL’7P2Q2
n=1

m=1
+ O0,7,0: + €070, | . ‘90,&@1 — 00,p,0, |’ (4.26)
2 2
@P1Q17P1Q1 2 @P2Q27P2Q2 2
2| ——=r—==| 42| —=s=r=x=
2 2
Ty e +e 2 e By 2
’ P1Q1,P1Q1 PQ2,P2Q2 _’_‘ P1Q1,P1Q1 PQ2,P2Q2

2 2

Es ist klar, da nur die beiden Linearkombinationen mit einem negativen Summanden Virasoro-
Charaktere sein konnten, da letztere in der Zustandssumme einen Beitrag ()11 — g +
L)@ (1 — G+ ... liefern miissen. Wir haben zwei Fille zu unterscheiden:

. © -0
(i) 0,P1Q1 5 0,P2Q2 _ qP1Q1 . ngQg +q4P1Q1 T .
(i) OPQ1,PQ1 — OPQs,P2Q> _ qP14Q1 o qufz + quin T ’

2

In Fall (i) erhalten wir die Bedingung P>Q2 = Pi@Q1 + 1 und damit ¢ = 1 — 24P, @, in Fall (ii)
miissen wir P,(QQs = P1Qq + 4 erfiillen, was ¢ = 1 — 6P, Q)1 ergibt. Dies sind exakt die Werte der
zentralen Ladung fiir unsere Serien der bosonischen W(2,3k)-Algebren mit & = P;@; und der
Algebren W(2, 8k) der ungeraden Sektoren mit k = P Q1 /4.

¥%Der Cubus ist dual zum Oktaeder, der Dodekaeder dual zum Ikosaeder
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Um die fermionischen W(2, 3k)-Algebren zu erhalten, miissen wir im Beweis von E. Kiritsis auch den
zuséatzlichen Fall beriicksichtigen, dafl die Potenzen der Charakter-Reihen halbzahlige Differenzen
aufweisen. Wir erhalten dann in der Tat eine weitere Zustandssumme fiir k = (20 —1)/2 € Z4 + %,

Ziom|2k,2(k + 1)](r,7) = Z[2(20 — 1)) + Z[2(2 + 1)) + Z [(217—1)} n [(21%1)}
= Zasl2( = 1,220+ 1))+ 2 | B2 B g

wobel wir mit Zp,s unsere bosonische Zustandssumme (4.25) bezeichnet haben. Faktorisierungen
von k sind natiirlich moglich, miissen dann aber in beiden bosonischen Zustandssummen auf gleiche
Weise vorgenommen werden. Schliellich formulieren wir den

SATZ -493/19. Neben den Virasoro-TACR aus Satz —375/17 gibt es noch folgende regulire nicht
unitdre Virasoro-TAECR mit coy = 1: Seien zwei Zahlen p/q, p',q' € Q4 gegeben. Dann ezistieren
rationale Modelle mit Zustandssumme Zy,s[p/q,p'/q'] genau dann, wenn p'q' —pq = 1 oder 4 ist. Im
ersteren Falle ist die chirale Symmetrie-Algebra eine W(2, 3pq), in letzterem eine W(2,8pq). Ferner
existieren rationale Modelle mit Zustandssumme Zferm[p/q,p'/q'] genau dann, wenn p'q" — pg = 2
ist. Die chirale Symmetrie-Algebra ist dann eine W(2,3pq/2). Damit ist die Klassifikation der
requldren TACR mit c.p = 1 vollstindig. m

Dieser Satz besagt unter anderem, dafi es unter den parabolischen Modellen (Fall (ii) in Satz
—667/8) nur einige spezielle Serien gibt, die rationale Virasroro-Modelle darstellen. Man ist viel-
leicht versucht, auch fiir andere rationale Werte ¢ # 1 — 24k, k € N/4 und ¢ nicht in der diskreten
Serie erweiterte lokale Systeme zu konstruieren. Von Gleichung (4.23) ausgehend, kénnte man
zumindest fiir k = £ die Existenz weiterer TAECR vermuten. Damit erhielten wir dann (wieder sei
e =€ {0,1})

1 (an—l—"‘i)‘)z(k—l—e) 1 R
Marpee)(T) = —= D ¢ 229 = —¢" > g
7](7—) nez TI(T) a
r€al+ 202 (k+e)
was eine Bedingung an r oder dquivalent dazu an A stellt. Um nun ganz- oder halbzahlige Gewichte
zu erhalten, miifite

ad O’ p 2 A p
B yer = SEAR I A pRTIEAN. &
r(=)er <(an+2a2(k+€)> >a2 Pt A+ =

sein. Dies forciert A = p = o®(k + €), was schlieBlich in die Bedingung § — & € Z miindet, die

offensichtlich nur fiir o = 2 erfiillt werden kann. Dies ist aber genau der Fall unserer ungeraden
Sektoren. Die Algebren zu den ungeraden Sektoren sind also die einzigen lokalen Systeme, die
aus einem grofleren Satz nicht notwendig chiraler lokaler Operatoren extrahiert werden kénnen.
Genau dieser Fall tritt ja fiir k € Z, + % ein, wo die Operatoren des geraden Sektors nicht relativ
zueinander lokal sind und daher nicht zur chiralen Algebra hinzugenommen werden kénnen.

Wir wollen noch die Bedeutung von unterschiedlichen Faktorisierungen des Modulus in (3.40) in
zwei coprime Zahlen P, (@ erldutern. Die diagonale Zustandssumme beispielsweise der bosonischen
W(2, 3k)-Theorien ist natiirlich Zy,s[k, k + 1] oder eine dazu duale. Verschiedene Faktorisierungen
von k oder (k+1) korresponideren zu nicht diagonalen Zustandssummen. Letztere wiederum bringen
einen nicht trivialen Automorphismus der Fusions-Algebra mit sich. Diese Automorphismen kénnen
wir direkt aus den moglichen Zerlegungen von k bzw. (k + 1) in zwei coprime Faktoren ablesen.
O.B.d.A. sei k = pg mit (p,q) = 1 faktorisiert. Dann haben wir einen Automorphismus der Fusions-
Algebra aus Proposition —117/11, der gegeben ist durch j — pj mod 2q, j € {0,1,...,k}, und
alle anderen Indizes bleiben unveréndert (vor allem der Index k + 1 verhélt sich wie der Index
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o). Insbesondere ist Ngj;] = N Gt wobei wir alle Indizes modulo 2¢ nehmen und j,7’, 5" €
{1,.. — 1} ist. Dies sieht man sofort an der expliziten Form der Fusions-Koeffizienten, wie sie
in obiger Proposition gegeben ist. Habe stattdessen (k + 1) eine solche Zerlegung k + 1 = pg. Dann
gibt es einen Automorphismus —j — —pj mod 2¢, —j € {0, —1,...,—k — 1} und wiederum bleiben
alle anderen Indizes unverdndert.

Die eins-zu-eins Korrespondenz der durch die Zustandssummen charakterisierten Theorien und der
Automorphismen impliziert, dafl es keine weiteren nicht trivialen Automorphismen geben kann.
Denn eine Theorie mit 1 = &1 und x9 = % in der Zustandssumme (4.25), so dal PoQ2—P1Q1 =1
ist, entspricht genau einem Automorphismus, der wie oben angegeben zu konstruieren ist, und die

Menge dieser Theorien ist vollstédndig.

4.5 Supersymmetrische Theorien mit N=1

Die Existenz der fermionischen W(2,3k)-Algebren, k € Z, + %, laB3t vermuten, dafl sich unsere
Resultate auf den Fall supersymmetrischer N = 1 Theorien verallgemeinern lassen. Wir haben
im Preeludium die Supersymmetrie nicht explizit behandelt, weil dies dann doch den Rahmen der
Arbeit sprengte, wollen aber doch kurz skizzierne, worum es geht. Zunéchst stellen wir fest, dafl es
fiir Satz —667/8 der Klassifikation degenerierter Virasoro-Modelle, sowie fiir Proposition —350/13
tiber die prinzipielle Gestalt der Modulformen fiir die Charaktere genaue Analoga zu der Super-
Virasoro-Algebra

[Lin, Ly) = (n—m)Lyyn + 1—C2n(n2 — 1)0m4n,0,
[erGr] = (T - %) ) (4.29)

1
{GT,GS} = 2L7“+s + g (32 _ Z) 5r+s,0

gibt, wobei m,n € Z und entweder r,s € Z fiir den Ramond-Sektor, oder r,s € Z + % fiir den
Neveu-Schwarz-Sektor ist. Bedeutsam ist, dafl die Charaktere lediglich verédnderte Vorfaktoren in
Quotienten von n-Funktionen erhalten kénnen, so daf3 das Serre-Stark-Theorem weiter anwendbar
bleibt (der “Zahler” der Charaktere also nach wie vor durch Modul-Formen vom Gewicht % im
reguldren Falle gegeben ist*®"). Nach Proposition —232/11 erwarten wir allerdings jetzt Theorien
mit cp < . Die unitéren Super-Virasoro T/AECR mit ¢ = 3 besitzen iibrigens eine zu Satz —375/17
ganz ahnhche Klassifikation.

Wir wollen die Notation festlegen: Wir schreiben ¢ = 3 — 24k = 3(1 — 16k) = 3¢ und betrachten

wieder den Fall k € N/4, der in der Tat zu Theorien mit Ceff = fuhren wird. Mit a4 = Vk+t\/k+ 5
haben wir die Tiefstgewichte

1 1

16(0 1)+ 5(1 —(=1)"%), (4.30)

“(rag +sa_)? +

hys(c) = 1

wobei fiir den NS-Sektor r—s = 0 mod 2 und fiir den R-Sektor r—s = 1 mod 2 ist. Wir notieren eine
supersymmetrische W-Algebra wie {iblich allein durch Angabe der jeweils kleineren Dimension der
Superpartner, i.e. SW(%, 0) = W(2, 3,5 0+ ) Dies ist eine supersymmetrische konforme Algebra,
die durch ein zusitzliches supersymmetrisch kovariantes Feld ®(z,0) = ¢(z)+ 61 (z) mit Dimension
6,0+ %) erweitert ist, wobei 6 die Grassman-Variable bezeichnet. Die Supervirasoro-Algebra selbst

ist dann also eine SW(%) In Analogie zu (4.2) bezeichnen wir die superkonformen Blscke mit &%),

TTVifg treten aber nun auch die alternierenden ©-Funktionen aus (3.31) auf.
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Mit derselben Argumentationsweise wie in Abschnitt ITI.1 sehen wir, dafl die SW(%, 3k)-Algebren
durch das Feld @@, die SW(%, 8k)-Algebren durch ®®) erzeugt werden.

Wir wollen auch hier zunéchst die bis dahin bekannten Beispiele angeben, die durch explizite
Konstruktion gefunden wurden [73, 277, 281, 359, 599, 613, 751].

Wieder stehen die c-Werte der generisch existierenden Algebren in Klammern. Die SW(%, %)-
Algebra existiert generisch und mit unabhéngig wahlbarer Selbstkopplung. Sie ist nichts weiter
als das supersymmetrische Analogon der W(2,2) und kann daher als direkte Summe zweier Super-
Virasoro-Algebren geschrieben werden. Sie ist aber nur fiir verschwindende Selbstkopplung durch
eine supersymmetrische Freie-Feld-Konstruktion zu realisieren, da dies sonst den Fusions-Regeln
derselben widerspréiche. Die SW(%, 2)-Algebra existiert ebenfalls fiir generisches s. Thr klassisches
Gegenstiick ist die Symmetrie-Algebra der Super-Toda-Theorie zur Super-Lie-Algebra osp(3]2).
Diese, die SW(3, 3) (abelsche Super-Kac-Moody-Algebra) und SW(3,1) (N = 2 Super-Virasoro-
Algebra) sind die einzigen bekannten Super-W-Algebren mit zwei Generatoren, die fiir generisch
wéhlbare zentrale Ladung existieren.

Tabelle IV.2  Zwei Siitze von SW—Algebren mit rationalen c—Werten, die nicht in der

supersymmetrischen diskreten Serie enthalten sind.

Die Serie SW(£,5) mit c= $—8:
SW(E,5) (e =-%)  ((C3s)
SW(E.3) e ==F  (Cha)
SW(5.3) e ==%  (Cgp)* =0
SWE6) e =-F  (Cge)? =
Die Serie SW(2,6) mit c=2-36:

SW(5.2) (e =-9) (Coe)® = &
WY e =3 (ch,p -4
WO e =% (ch)? - e

Wir betrachten wieder die “diagonalen” Felder mit Gewichten h,., = (r? — 1)k und hy,—p = (r? —
1k + %7‘2 im NS-Sektor. Im R-Sektor miissen wir die Gewichte korrigieren, h = h, 4, + 1—16. Die
Lokalitétsbedingungen fiir chirale Theorien ergeben dasselbe Muster, wie im nicht supersymmetri-
schen Fall. r = 2,k € N/2 generiert das Analogon der W(2, 3k)-Algebra, die SW(2,3k), und
r =2,k € N/4 das Analogon der ungeraden Sektoren, die SW(%, 8k).

Der Vakuum-Charakter einer SW(%,3/<;)—Theorie, aus dem wir mittels Modul-Transformationen
wieder alle anderen RPA-Charaktere bestimmen kénnen, ist

o~

14+4¢" 37
W) = 1 Y (o - g

neN 1 - qn reZ
() _m
= T (G0k(n) — 0y (). (431)

Wie bei den fermionischen Theorien ist der NS-Sektor invariant unter S und T2, seine Cha-
raktere involvieren die @A,k+%—Funktionen mit A € Z. Der R-Sektor ist ein wenig komplizier-
ter. Der kombinatorische Vorfaktor, der den Charakter zu einer Modul-Form vom Gewicht null
macht, ist [] }J_rgz = n(27)/n*(7). Von (3.33) lernen wir, dafl Invarianz unter der T-Transformation
A —k+ § € Z erzwingt. Damit ist der R-Sektor invariant unter 7" und ST?S.

Man beachte, dafl wir hier lediglich die Charaktere betrachten, in denen die Fermionen-Zahl nicht
mit (—)F geziihlt wird, da diese bereits hinreichend sind, alle moglichen irreduziblen RPA zu
klassifizieren. Natiirlich muf8 man in der modul-invarianten Zustandssumme die Charaktere des
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sogenannten NS- Sektors, gegeben durch tr(— Y glo=¢/24 noch hinzunehmen, um die Invarianz
unter ganz I' zu erhalten. Man erhilt diese Charaktere aber leicht aus denen des normalen NS-
Sektors durch Anwenden der 7T-Transformation, X ( ) = X5 NS(T +1). Die NS-Charaktere in-
1
volvieren dann die alternierenden ©-Funktionen aus (3 31) und tragen einen Vorfaktor [] 17(]2
= exp(— 67Tz)77(§7')77_2( ). Sie sind also im wesentlichen durch die Funktionen

Ns _ (3) _emis
AN = 52%e 16 Oy k(T 4.32
V= e o) (4:32)
gegeben. Da diese beiden Sektoren durch T vertauscht werden, mufl die diagonale modul-invariante
Zustandssumme die allgemeine Form

Z = a(ZN 4 2N | ZR) 4 pzR (4.33)

besitzen, wobei Z4 die diagonale Zustandssumme der Charaktere des A-Sektor ist, i.e. Z4 =
2 ~
> ‘ X‘EK(T)‘ . Hier sind a,b bis auf die Normierung freie Konstanten. Z® ist iibrigens nichts an-

deres als tr(—)f". Mit diesem Ansatz fallen die fermionischen Beitriige aus dem NS-Sektor heraus,
der bosonische Charakter ist try;y (1 + (—)F)gqlo=¢/24, Man beachte ferner, da die Nullmoden-
Algebra im R-Sektor keineswegs trivial ist, vielmehr vermag sie eine 2"-dimensionale zusétzliche
Darstellung der Clifford-Algebra zu tragen, wie zum Beispile die Darstellung (—)!" = +1 fiir den
Fermionenanzahloperator.

Sei zunidchst £ € N (diesen Fall wollen wir bosonisch nennen, in Analogie zu den W(2,3k)-
Algebren). Die Charaktere sind generisch — bis auf mégliche Linearkombinationen von ©O-Funk-
tionen, deren g-Potenzen ganzzahlige Differenz aufweisen — durch die Funktionen

ARG e () = 77(”2'1 ) €3O, e (1) NS — sector
Ak+5 = 20 Ak+E ,
w20y D (4.34)
A§+§,k+§ (r) = 20 Oxrt s h+£(T) R — sector

gegeben, wo A € Z und ¢ € {0,1}. Die beiden Sektoren werden durch T'ST ineinander iiberfiihrt.
Alle Gewichte im R-Sektor miissen um den Wert % verschoben werden. Auflerdem gibt es auch
wieder entartete Darstellungen.

PROPOSITION -279/10. Sei k € Z. Ferner seie € {0,1}. Dann existiert eine N = 1 supersymmetri-
sche TACR mit chiraler Algebra SW(%, 3k) zur zentralen Ladung ¢ = % — 24k. Die VPA sind im
NS-Sektor (¢, hy/(2kte),(=)er/(2k+¢),0), 1 <A < (k +¢), sowie (¢, hoo = —k,0), (¢,h11 = 0,0) und
(¢, hiy2,1/2, Fw # 0). Im R-Sektor lauten sie (¢, P/ (ak-42¢), (=) A/ (4k+2¢) T %, 0), 0 < X < (4k + 2¢)
mit A € 27 + ¢ und (c, hl/g( )e1/2 + 16, +w # 0). Die zugehdrigen Chamktere sind im R-Sektor
einfach durch X‘(Sl/v)s)\,R = A)\/2 hre /2 gegeben, im NS-Sektor durch X( )f,\N = A§k+€/2 aufer fir
hmin und die Vakuum-RPA, wo stattdessen die Linearkombinationen XO,NS = %(AoNi AoNi +1 /2)
und X‘Igﬁ,NS = —(Ag% + AY k+1/2) zu nehmen sind. Die Charaktere fiir Darstellungen mit w? # 0
haben Multiplizitit 2, die Darstellungen spalten in zwei entartete identische auf. m

Der Fall der fermionischen SW-Algebren, i.e. k € Z + %, 1483t sich sofort vom bosonischen ablesen,
lediglich die Rolle von k und k& + % vertauscht sich, da nun k£ halbzahlig ist.

Auch im supersymmetrischen Fall kénnen wir die Zo-Orbifolds konstruieren, die wieder durch den
ungeraden Sektor gegeben sind. Die Charaktere der SWW8k-Algebren setzen sich im NS-Sektor aus
den Funktionen

U(TTH) _mi
ANTy2e (1) = 2 ¢ 210\ ak+2:(T) (4.35)
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zusammen, wobel wieder Linearkombinationen auftreten kénnen. Im R-Sektor hingegen sind die
Charaktere wirklich durch die Funktionen

AR gppoc (1) = %@A,4k+25(7) (4.36)

gegeben, da keine Linearkombinationen méglich sind. Dies liegt daran, dafl Felder mit h,, und
hr,—, entgegengesetzte Paritit beziiglich der Darstellung des (—)F-Operators besitzen, die ja im
R-Sektor auftritt. Dadurch sind aber die RPA zu hq 1, ho o und hq, _; nun jedweils zweifach entartet,

es gibt je zwei verschiedene Eigenwerte w von &g = <I>g3). Desweiteren existieren zwei verschiedene
Darstellungen zum Zustand niedrigster Energie. Wir kénnen nun einige RPA zu héheren Energien
auf jedem der beiden Grundzustidnde aufbauen, indem wir den Mode (I)(f) fir k € Z4 + % oder den
2

Mode <I>§2) fir k € Z, auf sie anwenden®"”. Wir erhalten entsprechend zu oben

PROPOSITION -350/11. Sei k € Z/4. Ferner sei e € {0,1} und A€ {NS,R}. Dann existiert eine
N =1 supersymmetrische TACR mit chiraler Algebra SW(%, 8k) zur zentralen Ladung ¢ = %—24k‘.
Die VPA sind im NS-Sektor (c, h)\/(4k+25)7(_)5)\/(4k+25)—1—1—165A7R, w # 0) mit 0 < \ < (4k+2¢), wobei
im NS-Sektor die zweite RPA zu hoo durch eine zu hg o ersetzt ist, die RPA zu hy _1 durch eine zu
(c,h1p =0, w 75 0). Die Vakuum-RPA im NS- Sektor hat als einzige w = 0. Die Charaktere sind tm
R-Sektor X( )EA R= A§{4k+2€ und im NS-Sektor X( )EA NS A1§§4k+2€ ahroe Jir TSN < (4k + 2¢).
Die restlichen NS-Charaktere sind fiir die Vakuum-RPA Xo NS = —(A4k 4k A4N,€S+2’4k+2), fiir die RPA
auf dem Zustand |®2)) mit hao als Gewicht x3% Ns = (AO W — A Seso), fiir die RPA niedrigster
Energie Xf,g/_\ﬁl NS = (Agzk + AY 4k+2) und schliefllich fiir die zweite RPA mit h =0 (aber w #0)
Xfll/-vas (A4k 1k +A4k+274k+2)' Die R-Charaktere fiir A € {0,4k + 2e} haben Multiplizitit 2, die
Darstellungen spalten in zwei entartete identische auf. m

Selbstverstéandlich kénnen wir auch die Strukturkonstanten unserer Algebren berechnen. Alle Kon-
stanten lassen sich wieder auf ¢ und die Selbstkopplung des Feldes ® = ®®) zuriickfiihren. Letztere
kann mit Hilfe der supersymmetrischen Version der Freien-Feld-Konstruktion durch Normierungs-
konstanten dhnlich denen der Dotsenko-Fateev-Modelle ausgedriickt werden, die in [3, 719] erstmals
angegeben wurden. Interessanterweise gelten fiir die Monodromie-Koeffizienten, die Zopf—Matrizen

! substituiert

und die A-Koeffizienten in (4.6) exakt die gleichen Formeln, wenn dort o? T durch 2
wird. Das Quadrat der Selbstkopplung ist dann

(3 — 24k) TTE, (57— 640k + )) I, (5% — 42+ g>)‘°’
8k, (j2 — 36(k2 + 5)) I, (j2 —16(k2 + g))‘*
wenn k € 24 /2,
(3 —oap) TEE (72— 64022 + ) TIET2 (G- D2 a2 + B) 5
SOTEEY (- 42— 3002+ B) T (72— 1602 + §)) 47+ 3)

wenn k € Zy + 1.

(4.37)
Wir sehen, daf die Struktur der supersymmetrischen reguléren TAECR mit c.z = % derjenigen der
rein konformen mit ¢,y = 1 sehr dhnlich ist. Wir kénnen formulieren:

ezviiNan beachte, daB fir k € Z,4 + % dies nicht im Rahmen chiraler SW-Algebren verstanden werden kann, da
dieses Feld nicht lokale relativ zu sich selbst ist. Es ist aber lokal relativ zu den anderen Feldern der SW-Algebra, 11,
<I>(3)7 etc. Daher stellt es solange kein wirkliches Problem dar, mit dem Feld ®? zu operieren, wie nur ein Mode <I>(f
4
(symbolische Notation!) in den Monomen der Entwicklung des resultierenden Zustands in Moden auftritt.
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SATz -777/23. Sei k € N. Mit den Serien nicht unitirer requlirer TACR mit chiraler Algebra
W(2,3k/2) bzw. W(2,2k) zu ¢ =1 — 12k bzw. ¢ = 1 — 6k und denjenigen mit supersymmetrischer
chiraler Algebra SW(3,3k/2) bzw. SW(2,2k) 2u ¢ = 3/2 — 12k bzw. ¢ = 3/2 — 6k ist die Klassifi-
kation aller reguldrer (Super-) Virasoro-TACR mit cog = 1 bzw. ceg = 3/2 vollstindig.

Nicht reduzible Darstellungen der Modul-Gruppe auf getwisteten Summen von Darstellungsrdumen
der Modul-Formen vom Gewicht % und verschiedenen Moduli k1, ..., kN sind genau dann physika-
lisch relevant, wenn N = 2 und 2|ky — ko| € {1,2,4,8} ist. m

Wir bemerken abschlielend, dafl es natiirlich Darstellungen der Modul-Gruppe auf direkten Sum-
men solcher Rdume geben mag, die dann aber vollstdndig reduzibel sind. Es ist bemerkenswert,
dafl die Vertwistung nur fiir ganz spezielle Differenzen der Moduli méglich ist. Zwar existieren fiir
unsere Serien von (Super-) W-Algebren auch entsprechende Versionen fiir N > 2 Supersymme-
trie. Die explizite Konstruktion einiger Beispiele fiir N = 2 zeigt aber, dafl diese Algebren keine
chiralen Symmetrie-Algebren von rationalen Modellen sind [67]. Das ist nach Satz —777/23 auch
nicht anders zu erwarten, da offensichtlich keine entsprechenden Analoga der Virasoro-Charaktere
existieren®v"¢_ Ob dies etwas mit der Existenz von Divisionsalgebren zu tun hat?

ervilipyr N = 2 hat man zwar neben dem konformen Gewicht h eine zweite Quantenzahl, die Ladung @ des chiralen
Stromes, so daf8 der Charakter als x|c,n,0)(7,2) = b, g Q>qL°7ﬂeZT”ZJ“ zu definieren ist. Nichtsdestotrotz miissen

die X|c,n,0)(7,0) nach wie vor eine Darstellung der Modul-Gruppe bilden.
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O a
Interludium
Arithmetische Geometrie
ie Klassifikation aller TACR hat viel mit Geometrie zu tun, stellt sich doch natiirli-
cherweise die Frage nach einem “Raum aller TAECR” im Sinne eines klassifizierenden
> <

Raumes, B(TACR). Uber diesen Raum kénnen bis jetzt nicht sehr viele rigoro-
se Aussagen gemacht werden. In Bezug auf geeignete Kriterien, wie zum Beispiel
die (effektive) zentrale Ladung, &8t er sich in Komponenten zerlegen, sogenannte
Modul-Rdume. Eines der wenigen bewiesenen rigorosen Resultate ist, dal die Modul-Raume uni-
tirer TAC algebraische Varietdten sind [829]. Wir werden aber zeigen, daf§ der Modul-Raum nicht
unitdrer TAEC mit c.y = 1 alles andere als eine algebraische Varietét, sondern ein multifraktales
Gebilde ist. Es ist also zu vermuten, dafi der Raum aller TACR auch im allgemeinen eine wesentlich
kompliziertere Struktur besitzt, als bis jetzt angenommen wurde. Die Nicht-Unitaritéit fiihrt uns
in das Neuland der arithmetischen Geometrie, gibt es doch einen verbliiffenden Zusammenhang
zwischen der Modul-Gruppe und den Elementen des Modul-Raumes der nicht unitiren TACR mit

Ceff = 1.

5.1 Modul-Rdume & marginale Deformationen

Als erstes werden wir die Begriffsbildung darlegen. Wir wollen uns den klassifizierenden Raum aller
TAC beziiglich der effektiven zentralen Ladung zerlegt vorstellen, i.e. wir schreiben ihn formal als
kontinuierliche Summe B(TZEC) = >°, M(x). Dabei bezeichnen wir mit M(z) den Modul-Raum
aller TEC mit ¢,y = x, den wir weiter in zwei Sektoren einteilen, M(x) = M (x) U M’(z), wobei
M (z) der Modul-Raum aller unitéren Theorien mit ¢ = x, und M’(z) der Modul-Raum aller nicht
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unitéren Theorien mit c.g = = ist. Weiter sei R(X) die Menge aller rationalen reguldren Theorien
im Modul-Raum X.

Zumindest M (z) hat die Struktur einer algebraischen Varietét [829]. Wir kénnen den Moduli des
Raumes kontinuierlich variierende Parameter zuordnen, zu deren Anderung Deformationen der
Theorien mittels sogenannter marginaler Operatoren Kkorrespondieren. Marginale Operatoren ha-
ben das konforme Gewicht h = h = 1. Stérungen einer unitéiren Theorie mit marginalen Operatoren
andern die zentrale Ladung nicht und erhalten die konforme Symmetrie®®. In der gesamten Lite-
ratur gibt es bis jetzt keine iiberzeugende Darstellung zu marginalen Deformationen nicht unitérer
Theorien. Es ist daher notwendig, kurz darauf einzugehen: Wir wollen die marginalen Operatoren
mit ¢; bezeichnen. Stérungen erster Ordnung kann man in der Pfadintegral-Formulierung durch
einen zuséatzlichen Term in der Wirkung beschreiben,

0gi _
08 = Z 5 /d2z1,bi(z,z).

Die Korrelationsfunktionen eines beliebigen Produktes von Operatoren verdndern sich dadurch um

%(%(751) e On(zn)) = %/d%(wi(z,z)m(zl) e On(zn)) . (5.1)

Marginale Operatoren, fiir die Gleichung (5.1) zu endlichen Stérungen integriert werden kann,
heiflen integrabel. Lokal kénnen ihre Kopplungskonstanten g;, die Moduli, als Koordinatensystem
fiir den Raum der TAC in der Umgebung der ungestorten Theorie verwendet werden®™?. Die
Bewegung im TAC-Raum, die durch marginale Deformationen bewirkt wird, driickt sich durch
einen Flufl der konformen Dimensionen und Kopplungskonstanten der priméren Felder aus. Fiir
die Gewichte gilt zum Beispiel

Sha = 6ha = =Y _ Ciaabyi - (5.2)

Hat man mehrere Operatoren mit demselben Gewicht, mufl man die Matrix Cj,g zuvor diagonali-
sieren. Damit erhalten wir sofort eine notwendige Bedingung fiir die Integrabilitit der marginalen
Storung mit 1;: Es mufl Cy;; = 0 fiir alle priméren Felder 1; mit h; = 71]- = 1 sein. Wir sehen
auch, dafl wegen Cjp0 = 0 der Vakuum-Zustand erhalten bleibt. Bei nicht unitdren Theorien wird
aber im allgemeinen C; min, min 7 0 sein. Doch verletzt die marginale Sérung weder die konforme
Invaianz, noch &ndert sie die Randbedingungen. Daher muf}, wenn sich h,,;, #&ndert, auch die
zentrale Ladung modifiziert werden, so dafi die effektive zentrale Ladung, die eben gemf (3.15)
bzw. (3.16) den Effekt der Randbedingungen mift, konstant bleibt. Wir kénnen also allgemein eine
marginale Deformation als eine Stérung definieren, unter der sich ¢ nicht &ndert. Dies rechtfertigt
im Nachhinein auch unsere oben angewandte Vorgehensweise bei der Einteilung des B(TAC).

Die integrablen marginalen Stérungen in der Umgebung einer generische TAC spannen lokal eine
Mannigfaltigkeit der mit dieser TAC verbundenen Theorien auf, die durch die g; parametrisiert
ist. Es mag auch Punkte geben, an denen sich die Anzahl der integrablen Storungen dndert. Punk-
te, an denen sie sich erhoht, heilen multikritisch. Im allgemeinen sind multikritische Punkte die
Schnittpunkte zweier oder mehrerer Untermannigfaltigkeiten des TAC-Raumes. Wenn aber an ei-
nem solchen Punkt die TAC eine erweiterte Symmetrie besitzt, die die Anzahl der unabhéingigen
Deformationen reduziert, liegt eine redundante Parametrisierung des Raumes mit einer Orbifold-
Singularitdt am multikritischen Punkt vor. Wir haben es also mit Varietéiten anstatt mit reinen
Mannigfaltigkeiten zu tun.

*#ir R elevante Deformationen entlang des Renormierungsgruppen-Flufes fiihren im allgemeinen iiber nicht konforme
Theorien und verringern c.

¥%Tn der String-Theorie kann dieser Raum der Theorien als der Modul-Raum der klassischen Lésungen der String-
Bewegungsgleichungen angesehen werden — daher der Name.
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5.2 Modul-Raum zu effektiver zentrale Ladung c = 1

Da wir uns von nun an ausschliellich auf den Fall ¢ = 1 beschrénken, schreiben wir im folgenden
statt M (1) einfach M fiir den Modul-Raum, statt M (1), M'(1) einfach M, M’ fiir seine unitére
und seine nicht unitdre Komponente.

Betrachten wir nun den Raum aller nicht unitéren reguldren rationalen Theorien, R(M'). Sein
Aussehen, eine Approximation zeigt Figur V.2, ist duflerst tiberraschend. Es stellen sich natiirli-
cherweise sofort folgende Fragen:

e Ist die Menge R(M’) dicht in (R, )??

e Gibt es eine (einfache) Erkldrung fiir die zahllosen quadratischen Kurven, aus denen R(M’) zu
bestehen scheint?

e Sind die Punkte von R(M’) rationale Punkte in einer Mannigfaltigkeit von generisch nicht ratio-
nalen TAC, oder sind sie isolierte Punkte?

e Was kann man iiber das Aussehen des Raumes aller TAEC fiir ¢,y > 1 aussagen?

Die letzte Frage liegt leider noch weitab ihrer Losbarkeit, die iibrigen werden wir jedoch im folgen-
den beantworten.

Wir erinnern noch einmal an unser Ergebnis aus dem vorhergehenden Kapitel. Dort hatten wir fiir
die bosonischen Modelle den folgenden Typ von Zustandssumme abgeleitet,

(Z[z] + Z[y]) (4.25)

N —

Zbos [337 y] =

wobei z, y rationale Zahlen seien. Weiter konnten wir in Satz —493/19 Bedingungen an x, y formulie-
ren, die die Existenz rationaler Modelle mit dieser Zustandssumme implizierten. Fiir die bosonischen
Modelle wollen wir diese Bedingugen auf eine etwas andere Art formulieren:

KOROLLAR 7/10. Seien p,q,p’,q € Z. Genau dann wenn

det ( 7;, é’, ) € {1,4) (5.3)

existieren TACR mit ¢ = 1 —24pq und Zustandssumme Zy,s[p/q,0' /4] = (Z[p/al+ Z[p'/{])/2, die
bis auf Dualitit eindeutig ist. m

Im folgenden werden wir uns auf den Fall der W(2, 3k)-Theorien konzentrieren, i.e. p'¢’ — pg = 1
im obigen Korollar, da die W(2, 8k)-Theorien als deren Zo-Orbifolds verstanden werden konnen.
Der Modul-Raum der unitidren Theorien mit ¢ = 1 wurde bereits von P. Ginsparg [457] betrachtet.
Die zusammenhéingende Komponente wird durch zwei Typen von Theorien aufgespannt, den Gauss-
Modellen zum kompaktifizierenden Radius R mit Zustandssumme Z[2R?] = (Z[2R?]+ Z[2R?])/2 =
Zpos[2R%,2R?] und deren Zy-Orbifolds™® mit Zustandssumme Z,,[2R?] = (Z[2R?) + 2Z[4] —
Z[1])/2. Diese beiden Typen spannen je eindimensionale Untermannigfaltigkeiten des Modul-Rau-
mes auf, die sich im multikritischen Punkt®*% R = 1//2 treffen, wo offensichtlich Z[1] = Z,[1]
ist. Nach Satz —375/17 gibt es noch drei exzeptionelle Theorien, die durch Ausmodulieren der
exzeptionellen diskreten Symmetrien aus SU(2) entstehen, die aber keine marginalen Deformationen
zulassen. Das liegt daran, dafl die marginale Storung den Kompaktifizierungsradius verdndert, dieser
aber durch die exzeptionelle Symmetrie sozusagen eingefroren wird.

Dieses wohlbekannte Bild des Modul-Raumes miissen wir nun in der in Figur V.1 angedeuteten
Weise modifizieren, wenn wir die nicht unitiren Theorien einbeziehen wollen. Zunéchst ist klar,
dal wir eine weitere Dimension hinzunehmen miissen, da die nicht unitéren Theorien zwei Radien
involvieren. Der Modul-Raum ist also, bis auf die drei exzeptionellen Punkte, dreidimensional. Die

*r%idie Linie des sogenannten kritischen Ashkin-Teller-Modells
e der sogenannte Kosterlitz-Thouless-Ubergangspunkt
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Diagonale in der (Ry, R2)-Ebene ist die Linie der Unitaritit. Die Punkte mit 2R, oder 2R?,, € Q4
gehoren nach Satz —375/17 zu rationalen unitdren ¢ = 1 Theorien, die Punkte in der (Rj, Ro)-

Ebene, die Korollar 7/10 erfiillen, représentieren rationale nicht unitéire Theorien.

Rorb
A
° EG 'ﬂ/\/i Dn+2
o E7
. Eg
3/V2
\ * . . . . . . N
Linie der Unitaritit: R1=Ra A'Z;?LTl R.
G--——=——— == - == - cire
— V2 m/vR

Ra

Fig. V.1. Uberblick iiber die cef = 1 Modelle. Die diagonale Achse in der (Ri, R2)-Ebene
reprisentiert Kompaktifizierungen auf einem Kreis S' mit Radius Reire, die verticale Achse
reprisentiert Kompaktifizierungen auf dem Orbifold S*/Zs, mit Radius R,.. Die gestrichelten
Regionen dieser Linien sind durch die Dualitét R < 1/2R bestimmt. Die nicht unitéren Modelle
liegen in der aufgeschnittenen Ebene { Ry, Ra|R1 # Ra}.

Bei den unitédren ¢ = 1 TAC existieren die wohlbekannten marginalen Fliisse, die die TACR
miteinander iiber irrationale Theorien verbinden. Dies ist fiir die nicht unitdren Theorien mit c g =
1 nicht ldnger wahr. Vielmehr gilt

PROPOSITION -13/14. Es gibt keine marginalen Flisse zwischen nicht unitiren TACR mit cog = 1.

Dies folgt, da das einzige existierende Feld ) mit Dimension (h, h) = (1,1), das den marginalen Fluf
erzeugen konnte, nicht verschwindende Selbstkopplung Cfﬁw hat. Diese Feld v gehort ndmlich zu
der W-konformen Familie zum SPA mit kleinstem Virasoro-Eigenwert, (Rumin, Pmin ), deren Selbst-
Fusions-Koeffizient nicht verschwindet, wie man leicht aus Proposition —117/11 entnimmt. G. Moo-
re und N. Seiberg [829] haben aber gezeigt, dafl fiir Theorien mit maximal erweiterter Symmetrie-
Algebra, wie es bei uns der Fall ist, das Nichtverschwinden des Selbst-Fusions-Koeflizienten einer
W-konformen Familie das Nichtverschwinden der Selbstkopplung aller Virasoro-priméren Felder,
die in dieser Familie enthalten sind, impliziert, da letztere proportional zu Cﬂfﬁmm
Wir wollen nun einen genaueren Blick auf die (R, R2)-Ebene werfen. Rationale nicht unitére Theo-
rien werden durch eine gewisse Teilmenge R(M') C {z,y € Q4|z # y} dargestellt. Im folgenden

sein miissen. m
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werden wir dabei nicht immer davon ausgehen, dafl rationale Zahlen als vollstéindig gekiirzte Briiche
vorliegen. Eine Folgerung von Korollar 7/10 ist, dafl die Punkte in R(M’) mit den Elementen von
PSL(2,Z) in Korrespondenz stehen. Ferner sehen wir sofort, dafl die Linie der Unitaritéit, Ry = R,
zu Matrizen mit Determinante null korrespondieret®?®%¢. Zwar existieren nicht unitire Theorien
beliebig nahe der Linie der Unitaritéit, aber will man eine rationale Zahl durch zwei andere so
approximieren, daf sie die Bedingung (5.3) erfiillen, werden ihre Nenner besténdig anwachsen und
damit die zentrale Ladung immer kleiner machen. Das bedeutet, dafl der Grad der Nicht-Unitaritét
in Richtung zur Diagonale zunimmt. In Figur V.2 haben wir R(M’), berechnet bis zu maximalen
Nennern von 100 000, geplottet.

1 e . ey ; ; : ; ;

Fig. V.2. Der Modul-Raum der nicht unitéiren Theorien mit c.g = 1. Die 2-Achse ist 2R? = p/q,
die y-Achse ist 2R3 = p’/q’, beide im Bereich [0,1]. Geplottet wurden Punkte mit Nennern
q,q" < 100000. Punkte auflerhalb des gezeigten Bereichs erhilt man durch Dualitit p/q — ¢/p,

P/d —dq/p.

Man beachte, dafl insbesondere nahe der Diagonale die Dichte der Punkte recht gering ist, wie es
nach obenstehender Bemerkung zu erwarten war. Aufgrund der Dualititseigenschaften der einzel-
nen Summanden von Gauss-Zustandssummen kénnen wir uns auf die Region [0, 1] x [0, 1] in der
(2R2,2R3)-Ebene beschriinken. Wir wollen eine erste Behauptung iiber R(M’) formulieren:

er@iiGenauer gesagt, korrespondiert nur eine kleine Teilmenge der Matrizen mit verschwindender Determinante zu
¢ = 1 Theorien. Die anderen Matrizen mit Determinante null geh6ren zu den minimalen Modellen. Zum Beispiel
entspricht die Matrix (ql zfq) der Zustandssumme Z = (Z[1/pq] — Z[p/q])/2 des (Ap—1, Aq—1)-Modells. Andere Paare

von Faktorisierungen von pq ergeben nicht diagonale Zustandssummen nebst Automorphismen der Fusions-Regeln.
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PROPOSITION -19/6. Die Menge I' = R(M') N {(z,y)|0 <y < x < 1} ist ein Fundamentalbereich
von allen nicht unitiren requliren TACR mit cop = 1. R(M') ist in eins-zu-eins Korrespondenz
zu der Gruppe PSL(2,7), die auf R(M') operiert. Die Korrespondenz zu T ist durch die folgenden
Identifizierungen definiert: Sei A € PSL(2,Z), A = (¢ 3). Dann ist A identifiziert mit AT, A™', und
(AT~ diber Dualitit. Die Symmetrie unter Vertauschen von Ry und Ry ergibt die Identifizierungen
A ~ SA wobei S = (? _é), i.e. wir schrinken A auf Matrizen mit nur positiven ganzzahligen
Eintrdgen ein. Diese Teilmenge von PSL(2,Z) formt eine Semi-Gruppe, die auf T' operiert.

Der Beweis dieser Behauptung ist einfach. I' erhélt man durch Identifizieren von Theorien, die
aufgrund der Dualitéitseigenschaft der U(1)-Zustandssumme ohnehin #quivalent sind. Da weiterhin
das Vertauschen der Radii in (4.25) die Zustandssumme Zj,s nicht dndert, ordnen wir sie 0.B.d.A.
so, da 0 < 2R? < 2R% < 1 ist. Die Abbildung von der Modul-Gruppe PSL(2,Z) auf R(M’) ist

einfach gegeben durch
a b _ <
c d

PSL(2,Z) wird vollstindig durch zwei Generatoren erzeugt, S = (? _(1)) und T = (é %), zuziiglich

b ) . (5.4)

C

a

d

9

der Relationen S? = (ST)3 = 1. Zusammen mit (5.4) gibt uns das einen sehr schnellen Algorith-
mus, um Bilder wie Figur V.2 von R(M’) zu erzeugen. Die Aktion von S reduziert sich auf ein
Vertauschen der Radii Ry und Ry was die Zustandssumme invariant 14t. Die Menge I' erhalten
wir auf folgende Weise: Sei x = |a/d|, y = |¢/d| mit (5.4) berechnet fiir irgendein Element von
PSL(2,Z), i.e. fiir jedes erlaubte Wort in S, T. Dann ist der korrespondierende Punkt in I gegeben
durch (max{min{z, 1/z}, min{y, 1/y}}, min{min{z, 1/2}, min{y, 1/y}}). Soweit existieren immer
genau zwei Elemente von PSL(2,Z), die zu einunddemselben Punkt in R(M’) korrespondieren.
Sie unterscheiden sich durch zwei Vorzeichen, so daf8 0.B.d.A. (¢ Z) und (_§ _Z) denselben Punkt
ergeben. Wir definieren, dafl Matrizen mit negativen ganzzahligen Eintriigen zu den Zs-Orbifolds
korrespondieren sollen (genauer gesagt sollte man alle Matrixelemente noch mit 2 multiplizieren,
um Determinante 4 zu erhalten). Dies gibt die gewiinschte eins-zu-eins Korrespondenz. m

5.3 Seltsame Strukturen & Quadratische Kurven

Figur V.2 zeigt eine iiberraschend seltsame und komplexe Struktur der Menge R(M'). Zunéchst
fiallt ein “Netz von Kurven” auf. Wir werden spéter sehen, daf§ die Struktur von R(M’) auch
zu Kettenbriichen in Beziehung steht. Die Selbstéhnlichkeit von R(M’) ist nicht ganz trivial. Die
Menge scheint durch ein Netz von Ursprungsgeraden und symmetrischen Hyperbeln extrem geringer
Dichte in “Rauten” eingeteilt zu sein. Die Selbstdhnlichkeit der Rauten hat zwei Griinde. Zum einen
Reskalieren z — az, a € Q, i.e. Bewegung entlang der Ursprungsgeraden, und zum anderen
Bewegungen entlang der Hyperbeln, i.e. mittels der Abbildung x — oz%. Die Selbstéahnlichkeit ist
allerdings nicht vollkommen, zumindest bei der sehr groben Approximation von R(M’), wie sie
in Figure V.2 gezeigt ist. Die “Kurven”, die durch eine Raute gehen, kénnen sich in Anzahl und
Form unterscheiden, die grobe Struktur ist dieselbe. In der Tat formt R(M’) einen sogenannten
Multifraktal. Ein Multifraktal hat keinen wohldefinierten Skalenfaktor o, mit dem ein Teil von ihm
das Ganze reproduziert. Stattdessen gibt es mehrere verschiedene Skalenfaktoren «;, unter denen
jeweils bestimmte Teilmengen selbstdhnlich sind. In unserem Fall definiert jede Primzahl p eine
solche Skala und R(M’) ist somit eine Vereinigung von unendlich vielen Fraktalen.

Man mag die Tiefe der Approximation durch die maximale Lange der Worte in .S, T, i.e. die Anzahl
der Generatoren nach Herausteilen der Relationen S? = (ST)3 = 1I, definieren, die man zum
Erzeugen eines Bildes von R(M’) verwendet hat. Wir wollen daher im folgenden annehmen, da8
die Elemente von PSL(2,Z) jeweils durch Worte minimaler Lénge représentiert sind. Da 7' durch
Translation entweder des Zahlers oder des Nenners von z und y agiert, aber S lediglich z und
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y vertauscht, sehen wir, dafl jedes Auftreten von S in einem Wort A € PSL(2,7Z) einen Knoten
markiert, wo die Bewegung eines Punktes von R(M’) unter der Operation von T die Richtung
dndert. Die Selbstédhnlichkeit wird unter anderem dadurch bewirkt, da dies die baumartige Struktur
erzeugt, i.e. dafl die Kurven von Biindelpunkten auszugehen scheinen. Da die Aktion von S allein
aber das Bild nicht dndert, ist die maximale Anzahl der T-Generatoren in einem Wort ein besseres
Maf fiir die Approximationstiefe.

Wir wollen nun die Kurven diskutieren. Sei (%, %) ein Punkt in R(M'). Wenn p, ¢ coprim sind,
dann gibt es a,b € Z so dafl wir

v _ (®)?  (ap+0bg)?*  (ap +bg)? (1 1 )

= = = ¥
qg v pgx1 Pq pqg£1

(5.5)

schreiben konnen. Wir sehen, daf fiir p, g > 1 die Abweichung von einfachen algebraischen Kurven
der Form y = a®z + 2ab + bzé sehr klein wird. Auf der anderen Seite liegt jeder Punkt von R(M’)
(mehr oder weniger) nahe zu solch einer Kurve. Allgemeiner gilt, dafl jeder Punkt R(M’) nahe zu
mindestens einer Kurve liegt, deren Graph die Form (z, oz + ( % + ) oder (ay + 3 % + 7,y) hat,
wobei a, 3,7 € Q sind. Um dies zu sehen, schreiben wir

P (ap+bg)(cp +dg)
q epq + f
= (ae? 4 pad AN
= (acq + bdp + (ad + bc)) (e + pq) (5.6)

oder entsprechend mit p,q < p/, ¢, wobei a,b,c,d,e, f € Z sind. Sei nun p,q > f. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit sehr hoch, dafl der Z#hler den Nenner teilt. Insbesondere fiir den Fall, dafl a, b
oder ¢, d coprim sind, gibt es unendlich viele p, ¢, so dafl (ap + bq) oder (cp + dgq) Teiler von pq + f
fiir kleine f sind. Wir haben also gezeigt

PROPOSITION -125/22. Sei (x,y) ein beliebiger Punkt der Menge R(M'). Dann gibt es Zahlen

a,B,v € Q, so dafl y ~ ax + 6% + v (oder vice versa) bis zur Ordnung von schlimmstenfalls piq.

Insbesondere gibt es immer eine Lisung der Form y ~ a’x + 2ab + b2% wenn x als eine rationale
Zahl mit teilerfremden Zdihler und Nenner gegeben ist™ ™. m

Im Sinne dieser Proposition kénnen wir R(M’) als die Vereinigung einer unendlichen Menge appro-
ximierter Kurven ansehen, die die netzartige Struktur von Figur V.2 formen. Die speziellen Kurven
aus dem zweiten Teil der Proposition —125/22 sind diejenigen, die am schnellsten die Punkte mit
wachsender Approximationstiefe sammeln. Anders ausgedriickt sind es diejenigen mit der héchsten
Wahrscheinlichkeit, daB in ihrer Ndhe Punkte von R(M’) liegen. Nicht alle Teile des Graphen einer
bestimmten Kurve haben dieselbe Dichte gesammelter Punkte. Dies liegt an der ungleichméfigen
Verteilung der Wahrscheinlichkeit, dal Paare von rationalen Zahlen mit maximal beschrinktem
Nenner entlang einer solchen Kurve liegen. Letzteres wiederum liegt an der ungleichméfig verteil-
ten Wahrscheinlichkeit fiir die Teilbarkeit von Zahlen. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Teilbarkeit
zweier Zahlen ist bekanntermaflen extrem irregulér und erfiillt den Satz vom zentralen Limes nur in
der Mittelung iiber alle Zahlen, i.e. fiir den Fall beliebig grofler Nenner. Man macht sich leicht klar,
daf} viele Regionen des Modul-Raumes nur schlecht von Zahlen-Paaren mit kleinen Nennern erreicht
werden, was die Moglichkeiten weiter reduziert. Geht eine Kurve durch einen solchen Bereich, wird
sie dort entsprechend diinn besetzt sein.

5.4 Dichtheit in M’

22Ty diesem Fall ist a,b € Z. Wenn der grofite gemeinsame Teiler von Z#hler und Nenner der rationalen Zahl x
eine Zahl m > 1 ist, dann sind a, b rationale Zahlen iiber dem Modulus m.
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Die interessanteste Frage diirfte es wohl sein, ob die Menge R(M’) nicht unitérer T/ECR dicht in
der Menge M’ liegt. Um diese Frage beantworten zu konnen, bendtigen wir einige Vorbereitung,
die aber die Beziehung von R(M’) zu der Modul-Gruppe und den Kettenbriichen erhellt.

Wir betrachten die Abbildung (siehe Gleichung (5.4))

Q:PSL(2,Z) — RR?
a=(a) — () 60

Weiter definieren wir U, = (ST")' = (} 9)(_9J) = (_} }). Dann kann jedes A € PSL(2, Z) geschrie-
ben werden als A = Uy, ...U,,U,, (T™)". Wir ordenen dem Wort A seine Lénge ((A) = Zf:o n;
zu. Es ist wohlbekannt (siehe jedes beliebiges Buch iiber Zahlentheorie, zum Beispiel [601]), da8

die Zahlen § und 7 als Kettenbriiche gegeben sind:

a
g == [no,nl,...,nk_l] 5 (58)
c

E = [n()anlv"'ank—lank]) (59)

wobei wir die {ibliche Notation fiir Kettenbriiche verwendet haben,

1

[no,nl,ng,...] =Ny — —1 (510)

Mo

Nng — —

Man beachte, dafl jede Zahl w € R eine Kettenbruch-Entwicklung besitzt. Nun sei A eine Appro-
ximation einer gegebenen Zahl w € R, die besser als £ > 0 sei, i.e. ]% — 5] < e. Dann stellt jede
Matrix B = A"- A, so da§ £(A"- A) = ((A’) + ¢(A) ist, eine Approximation von w besser als ¢ dar.
Wir wollen Matrizen B mit dieser Eigenschaft durch B > A bezeichnen. Wenn man beachtet, dafl

a/d _a ¢ ,2; : i
e = § R~ w st sieht man leicht

PROPOSITION -217/26. Der Orbit aller Matrizen A’ - A = A unter der Abbildung Q ist beschrdinkt

auf einen bandartigen Bereich um w? mit der Weite ¢’ = 2we + €2. Das Band ist definiert durch

die Gleichungen = o oder xy = o where o € [w? — e w? +eU[L -, L +€].m

Figur V.3 zeigt ein Beispiel mit A = (1‘1’ ?) Diese Matrix ergibt ein w? ~ 31 mit einer Genauigkeit
von € = ‘% — 1—71‘ = % Das Band ist damit auf eine Weite von ¢ = 2we + €2 ~ 0.04 beschrinkt.

Die volle Breite bei x = 1 ist dann ungefahr % Der “Dreck” auflerhalb dieses Bandes, den man in
Figur V.3 sieht, rithrt vom Algorithmus her, mit dem das Bild erzeugt wurde. Dieser Algorithmus
eliminierte némlich aus Zeitgriinden nicht alle Punkte mit Matrizen, deren Linge (A’ - A) <
L(A") +L(A) ist.

Im Limes € — 0 schrumpft der Orbit auf ein Band infinitesimaler Weite zusammen, da auch & — 0.
Daraus folgt, dal das Band durch Abbilden aller Matrizen B = A’ - A = A auf R? via Q dicht
ausgefiillt wird, wenn ¢ — 0 (wieder ¢(A" - A) = ((A’) + £(A)). Dies sehen wir wie folgt: Die
Matrizen der ganzen Modul-Gruppe PSL(2,Z) approximieren (via Abbildung @) jede relle Zahl,
wenn die Punkte beispielsweise auf die xz-Achse projiziert werden. Sei nun A gegeben (und also
auch w). Man betrachte die Menge aller Matrizen B > A. Diese Menge formt eine abgeschlossene
Semi-Gruppe. Nehmen wir nun die komplementire Semi-Gruppe aller Matrizen B~!. Diese Semi-
Gruppe ergibt jeden méglichen w’-Wert, da ja A~! beliebig weit nach links geschoben wird, wenn
die Wortlinge ¢/(B~!) anwichst, und damit immer weniger zum w’-Wert von B~! beitragen kann.
Daher approximiert diese in einem gewissen Sinne komplementéire Menge von Matrizen jede relle
Zahl unter der Abbildung ) und anschlieender Projektion beispielsweise auf die z-Achse. Aufgrund
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Fig. V.3. Orbit der Matrix A = (1:1)’ i) unter der Wirkung von PSL(2,Z) und der Abbildung
Q. Der Orbit ist beschrinkt auf ein Band der Weite ¢/ ~ 0.04 um die Steigung w? ~ 0.42.
Geplottet wurden alle Matrizen A’ - A mit £(A’) < 23.

unserer Dualitdtsrelationen erhalten wir dann das gewiinschte Resultat, daf die urspriingliche Semi-
Gruppe das w-Band dicht ausfiillt. Wir erhalten also

SATZ -111/10. Die Menge R(M') liegt dicht in (Ry)?, i.e. die Menge requlirer nicht unitirer
TACR mit coy = 1 liegt dicht im Modul-Raum aller nicht unitdren TAC mit coy = 1. m

Schliellich wollen wir der Vollstdndigkeit halber kurz auf die Theorien mit ¢ = 1 — 24k, k halb-
oder viertelzahlig, eingehen, die wir bisher nicht in diesem Zusammenhang diskutiert haben. Diese
Theorien haben kompliziertere Zustandssummen, fiir die fermionsichen W(2, 3k)-Theorien siehe
(4.28), die sich als Linerkombinationen bosonischer Zustandssummen (4.25) schreiben lassen.

Die Menge R(M},,,,) fiir diese fermionischen Theorien ist &quivalent zu unserer Menge R(Mj,) in
dem Sinne, daf eine Bijektion zwischen ihnen existiert, gegeben durch Multiplizieren einer Spalte
oder Zeile einer Matrix, die zu einem Punkt in R(M; ) korrespondiert, mit einem Faktor 2. Daf}
dies tatséchlich eine Bijektion ist, folgt, wenn die diversen Identifizierungen aufgrund von Dualitét
und Symmetrie unter Radien-Austausch beriicksichtigt werden. Ahnliches gilt auch fiir die Orbifold-
Theorien mit k € Z, + %.

5.5 Konsequenzen
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Wir haben gezeigt, dafl die Struktur des Modul-Raumes M der ¢, = 1 Theorien hochgradig nicht
trivial ist. Die nicht unitéiren reguliren TACR formen eine multifraktale aber in der Parametere-
bene dennoch dichte Menge isolierter Punkte, also alles andere als eine algebraische Varietit oder
Orbifold. Dies steht im Gegensatz zu der Vermutung, zumindest die unitédren Theorien formten
derartige Modul-Réume (wie es fiir die unitdren Theorien mit ¢ < 1 tatséchlich der Fall ist). Dies
mag ein neues Licht auf die mogliche Struktur des Raumes aller TAEC werfen, B(TEC).

Wir bewiesen weiter, dafl die Punkte der Menge regulirer nicht unitdrer T/ACR in eins-zu-eins
Korrespondenz zu den Elementen der Modul-Gruppe PSL(2,Z) stehen. Wir konstruierten eine
Operation von PSL(2,Z) auf R(M'). Dariiber hinaus ergab die Approximation der Menge R(M’)
bis zu einer bestimmten Tiefe (die zu Kettenbriichen einer maximalen Linge korrespondiert) eine
interessante Struktur von algebraischen, quadratischen Kurven. Wir sind damit in das neuartige
Gebiet der arithmetischen Geometrie vorgestoflen. Einmal mehr wird deutlich, dafl TAC auch fiir
scheinbar noch so entlegene Gebiete der Mathematik Relevanz besitzt.

Obwohl diese nicht unitéren Theorien hochstwahrscheinlich keine Anwendung in der String-Theorie
finden, ist es aber sehr gut moglich, dafl sie Phinomene der statistischen Physik beschreiben
konnen, wo Nicht-Unitaritéit essentiell sein kann. Ein Beispiel dafiir ist moglicherweise der frak-
tionale Quanten-Hall-Effekt (EQFH). Ein Weg, den EQFH zu beschreiben, arbeitet mit Tropfen
von Quanten-Fliissigkeiten. Auf dem Rand dieser Tropfen leben T/AEC, die notwendig die effektive
zentrale Ladung c.g = 1 besitzen miissen [379]. Wenn dieser Rand nicht einfach zusammenhéngend
ist (e.g. der Rand eines Kreisringes), kann es Ladungstransport zwischen den einzelnen Randkom-
ponenten geben. In diesem Fall ist die TAC, die auf dem Rand lebt, nicht ldnger unitér. Es ist
schwer vorstellbar, dafl ein Effekt, wie der EQFH, der spezielle rationale Zahlen selektiert, mit ge-
nerisch irrationalen TAC in Beziehung steht. Wenn wir also Rationalitéit der TAC fordern, werden
wir zwangsldufig auf eine unserer nicht unitédren T/AECR mit c.p = 1 gefiihrt.

Es ist oft festgestellt worden, dafl sich nur EQFH mit fraktionalen Filling-Faktoren v mit klei-
nen Nennern experimentell beobachten lassen. Wir wollen hier kurz argumentieren, inwiefern dies
natiirlich sein kann. Bei unseren Theorien liegen Punkte mit grolen Nennern immer nahe Punkten
mit wesentlich kleineren Nennern. Wenn ein System gezwungen wird, eine bestimmte Theorie zu
realisieren, wird es natiirlicherweise diejenige wihlen, die weniger stark die Unitaritéit verletzt und
deren Feldinhalt moglichst klein ist (i.e. das System wird die Theorie wihlen, deren Zustand tiefster
Energie moglichst dhnlich zu einem trivialen Grundzustand ist). Diese Theorien sind in unserem
Fall genau die mit kleineren Nennern. Diese “Topologie” unserer Menge R(M’) kionnte also sehr
gut genau das experimentell beobachtete Verhalten des EFQH erkldren. Wir werden am Schluf3
dieser Arbeit noch detaillierter darauf eingehen, inwiefern sich unsere nicht unitéren Theorien mit
ceff = 1 zur Beschreibung des EQFH eignen.
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Thema Secundum
c=13-6(p + 1/p)

s gibt nun noch eine weitere Klasse von TAC, deren effektive zentrale Ladung
gleich 1 ist. Wir haben sie in Satz —667/8 als logarithmische TAC bezeichnet. Sie
weist mehrere Besonderheiten auf. Zunédchst erweckt die zentrale Ladung c,; =

1 - 6(1_—”)2) den Eindruck, als handele es sich um minimale Modelle. Allerdings
versagt die Charakter-Formel von Roccha-Caridi (siehe Proposition —22/5) gerade
in dem Fall, wo p oder ¢ gleich 1 werden. Es ist auch bekannt, daf} fiir diese zentralen Ladungen
die degenerierten Darstellungen lediglich einen singulidren Vektor besitzen. Daraus resultiert eine
Struktur ganz &hnlich zu den Theorien mit ¢ = 1 — 24k, wo erst auf der Ebene der erweiterten
Symmetrie-Algebra die Zahl der Darstellungen endlich wurde. In diesem Fall ist die maximal er-
weiterte Symmetrie-Algebra eine W(2,2p—1,2p—1,2p— 1), die eine W(2,2p — 1) als Unteralgebra
besitzt, im folgenden als symmetrisches Singulett bezeichnet. Analog zu Kapitel IV gibt es auch hier
wieder unendlich viele degenerierte Darstellungen mit ganzzahligem konformen Gewicht, gegeben
durch

hokt11 = k*p+kp—k. (6.1)

Auch hier korresponiert dazu ein Satz relativ zueinander lokaler, chiraler Vertex-Operatoren. Die
Stuktur der degenerierten Darstellungen weist allerdings eine Besonderheit auf. Lg ist ndmlich nicht
mehr diagonalisierbar, sondern hat eine Jordan-Normalform mit nicht trivialen Blocken.

Die Darstellungstheorie dieser Algebren 1483t zunéchst hoffen, auch hier rationale Theorien zu finden.
Fiir die Singulett-Algebra ist dies nicht der Fall. Die Triplett-Algebra jedoch hat nahezu die Struktur
eines rationalen Modells. Sie besitzt lediglich endlich viele Darstellungen, deren Charaktere eine
Darstellung der Modul-Gruppe aufspannen. Allerdings sind einige der Axiome fiir Rationalitét
nicht weiter giiltig. So ist die T-Matrix nicht mehr diagonal, und es treten in den g-Potenzreihen
der Charactere auch log ¢-Terme auf. Dies sind Konsequenzen aus der Tatsache, dafl bei diesen
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Theorien auch Felder auftreten, deren Zweipunktfunktionen logarithmisch divergieren (anstatt mit
einer bestimmten Potenz, die das konforme Gewicht festlegt). Wir haben es also mit logarithmischen
Theorien zu tun und miissen nun auf die im Przeludium dargestellten Verallgemeinerungen zuriick-
greifen.

Mit der nun folgenden Behandlung der logarithmischen c.g—; Theorien sind dann alle Méglichkeiten
ausgeschopft, die nach Satz —667/8 und Proposition —350/13 in Betracht kommen. Wir diirfen
daher die Klassifikation der rationalen Theorien mit ¢,y < 1 damit als abgeschlossen betrachten.
Da sich unsere Resultate problemlos auf den supersymmetrischen Fall mit N = 1 iibertragen —
wenngleich dies hier nicht explizit ausgefiihrt wird — kénnen wir dariiber hinaus sagen, dafl nun
alle rationalen Theorien mit c.p < % verstanden und klassifiziert sind. Der Vollstindigkeit halber
werden wir kurz auf die A-D-E-Klassifikation der minimalen Modelle nach A. Cappelli, C. Itzykson
und J.-B. Zuber [151] eingehen und die sich daraus ergebenden Moglichkeiten erweiterter Symme-
trie-Algebren angeben.

6.1 Die chiralen Algebren

In einer Arbeit von H.G. Kausch [677] wurde die Méglichkeit untersucht, die Virasoro-Algebra um
ein Multiplett von Felder gleicher Dimension zu erweitern. Neben einigen sporadischen Losungen
fand sich dabei eine Serie von Algebren, die durch ein Triplett (oder auch Singulett) von Feldern
ungerader Dimension erweitert sind, das eine SO(3)-Struktur aufweist. Die EXPO ist

1 . O]
25 + CWWI/VZ'EJM% + descendante Felder , (6.2)

(z—¢

WO WM () = <

7"
wobeic=c¢p1 =1 —6@ und A = 2p—1 ist®™??. Dies lieferte letztlich den Anstof}, bei dem noch
verbliebenen Fall (i.2) von Satz —667/8 nach rationalen Modellen erweiterter Symmetrie-Algebren
zu suchen, zumal schon ldnger bekannt war, daf§ die Modelle mit ¢ = ¢, die effektive zentrale
Ladung eins besitzen. Diese Modelle, besonders ¢ = —2, spielen ndmlich bei der Behandlung von
(zweidimensionalen) Polymeren und der Theorie sich selbst vermeidender Wege eine grofie Rolle
[251], entzogen sich aber bis jetzt einem genauen Versténdnis ihrer Darstellungstheorie. Kiirzlich
erst trat die TAEC W(2,3) bei ¢ = —2 auch beim Phénomen der sogenannten vereinheitlichenden
W-Algebren auf [71].

Mit einer Freie-Feld-Konstruktion wie in Abschnitt IV.1 bzw. I1.8 sehen wir, dafy die degenerierten
Felder konforme Gewichte A, , = azﬁ'” + % haben, wobei ay,, = m\/p — n\/]_)_l ist. Der
Fundamentalbereich der minimalen Modelle ist hier allerdings leer: {m,n|]l <m < 1,1 <n < p} =
(. Wir kénnen aber 0.B.d.A. immer die Label (m,n) auf den Bereich 0 < m,0 < n < p reduzieren,
da apmy = —a—pm,—p und upp = Quniintp ist. Ferner erhalten wir abstrakte Fusions-Regeln,
die durch die Bedingungen gegeben werden, unter denen wohldefinierte chirale Vertexoperatoren
existieren.

PROPOSITION 4/5. Sei ¢ = 13 — 6(p + p~1) mit p € N. Dann existieren wohldefinierte chirale
Vertezoperatoren fiir Tripel von Virasoro-RPA zu (hmy ny, Pmg ngs Pmg.ms) mit 0 < m; und 0 < n; <
p genau dann wenn |my —ma| < ms < my + mgy und |n; —n2| < ng < min(p,ny +ng — 1) ist, und
fernermi+mo+mg—1=n1+nes+n3—1=0mod 2 gilt. m

Besondere Bedeutung haben die Schirm-Ladungen. Mit den Notationen aus Abschnitt I1.8 ist die

eine gegeben durch
dz
Q= — Vo, (2).

O, 27

**TBei der Singulett-Version entfillt der Term proportional zum Feld .
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Sie besitzt auf den Fock-Rdumen F,,, ,, triviale Monodromie und ist daher selbst ein wohldefinierter
chiraler lokaler Vertexoperator Q : Fy,, — Fm—2,. Diese Schirm-Ladung ist es nédmlich, die die
nicht triviale Multiplett-Struktur der chiralen Felder bewirkt. Wir haben Q™ = 0 auf F,, ,. Die
andere Schirm-Ladung (zur “Potenz” k) ist

~ dz dz
k 1 k
= - —27_‘_2, oo —27_‘_2, VO_ (2’1) e VO_ (Zk) N

wobei der Integrationsweg radial geordnet |z1| > ... > |z| ist und den Ursprung einschliefit.
Sie ist auf F;, , genau dann wohldefiniert, wenn 0 < k = n < p ist. QP verschwindet auf Fonp
identisch. Die BRST-Identitiit ist QP~"Q™ = 0, so daf wir die in Satz —667/8, Fall (i.2), angegebene
Einbettungsstruktur vermittels der exakten Sequenz

cee QP_ZL m—2,n ﬁ’ m—1,p—n QP_ZL fm,n ﬂ fm—l—l,p—n QP—:L ~7:m+2,n ﬁ’ cee
erhalten. Die Virasoro-Module sind dann durch H;,,, = kerg,, ,, Q" gegeben. Die Felder ¢o 111,k €
N haben alle eine ganzzahlige Dimension, hoy11 = k?p + kp — k, so daB wir die lokale chirale
Algebra erweitern konnen. In der Tat kann man mit den abstrakten Fusions-Regeln aus Proposition
4/5 leicht sehen, daf eine Algebra schliefit, in der nur das Feld ¢3; hinzugenommen wird, da die
Dimensionen weiterer Felder zu grofl werden, als dafi sie im singuléren Teil der EXPO noch auftreten
konnen. Die Multiplett-Struktur erhalten wir durch sukzessives Anwenden von () auf das zusétzliche
Feld, W) = QJ¢3 ;. Dies ergibt in der Tat drei Felder mit SO(3)-Struktur [677] und somit eine
W(2,2p—1,2p—1,2p—1).
Mit der oben angedeuteten BRST-Struktur erhalten wir genau 2p (regulire) Darstellungen der er-
weiterten chiralen Algebra, indem wir die durch Q erzeugten Multipletts hinzunehmen®**V*, Formal
konnen wir diese W-Module schreiben als

s 2j-1
HY, =P P Q" Hajtiim, (6.3)
7=0m=0
00 2j-2

HK\,}— = @ @ QmH2j,n7 (64)

j=1m=0

mit 1 < n < p. Die entsprechenden konformen Gewichte sind hj, und hg,. Aus naheliegenden
Griinden nennen wir die W-Darstellungen zu hq , Singulett-Darstellungen, und diejenigen zu hs
Duplett-Darstellungen. Weiter gibt es spezielle Darstellungen, die die Gewichte hg,,1 < n < p,
haben. Ihre SPA sind singulére Vektoren in den Réumen Fi j,_,,, die jeweils das selbe Tiefstgewicht
haben. Die zugehorigen chiralen Vertexoperatoren entarten. Beispielsweise existieren neben dem
Vertexoperator zur Identitdt p —1 weitere mit konformen Gewicht null, die gerade Fy, nach Fj ,_1
abbilden. Zwangslaufig sind damit auch die descendanten Felder der Identitéit entartet, also das
Virasorofeld selbst. Dies erzwingt die Existenz von Jordan-Zellen fiir Lo, i.e. Ly ist nicht lénger
diagonalisierbar. Ferner dndern sich dadurch auch die Multiplizitdten in den Virasoro-Modulen.
Salopp gesagt haben wir eine p-fach entartete Identitét, die — auer auf den RPA zu hy p, und hop —
eine Multiplizitéit p in den Charakteren beitragen wird. Dies werden wir explizit in Abschnitt V1.3
sehen. Wir halten fest

PROPOSITION 11/35. Sei p € N. Dann ezistiert zu ¢ = 13 — 6(p + p~') eine W(2,2p — 1,2p —
1,2p — 1) mit 2p reguldren irreduziblen RPA, deren Zerlegung in irreduzible Viraosor-RPA durch
(6.3) und (6.4) gegeben wird. Die W-Algebra implementiert eine su(2)-Struktur mit Singulett- und
Duplett-Multiplizititen. Weiter existieren p—1 spezielle Darstellungen, deren Einbettungsstruktur zu

eravi)ie Operatoren Q und Q¥ erzeugen vier zweidimensionale Komplexe aus den Fi, n, je einen fiir m gerade und
ungerade und jeweils fiir n generisch oder n = p.
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Entartungen innerhalb der chiralen Vertexoperator-Algebra fiihren. Die zugehorige TAC ist daher
logarithmisch. m

6.2 Strukturkonstanten

Wir haben in Kapitel IV schon einmal Strukturkonstanten von chiralen lokalen Vertexoperator-
Algebren berechnet. Auch fiir die logarithmischen Theorien ist dies moglich, wenngleich hier sehr
sorgfiltig gewisse auftretende Singularitéiten zu behandeln sind. Zunéchst machen wir ganz analog
zu Kapitel IV den iiblichen Ansatz fiir die Zerlegung chiraler lokaler Felder in chirale Vertexopera-

toren,
n,n’ 1,1 hm,m’
WONE) = 37 DL Vi (5 2), (65)
Ll mm’

wobei die chiralen Vertexoperatoren Abbildungen von Hy, , +— Hom (H, s> Hp, ) sind. In un-

serem Fall haben wir ' = m/ =1 = 1 und n,m,[ ungerade, wobei hog111 durch Gleichung (6.1)

gegeben sind. Die fiir uns relevanten Koeffizienten Dglll)) (m.1) sind gegeben durch

m,m

(1,1)
2 h Naya
(D(lvl) ) — c- l 1 ( ) )( ) ) (Al ( )A ( )) (6 6)
(n,1)(m,1) hn hm (1,1) (1,1) )
it NG 1 ) Nm 1) m.1)
1
o) = (-ppoemtoy (el
[z
n—1 n—1 (I+m+n-1)/2 1
< I U II U I o (6.7)
j=(+n—-m+1)/2  j=(m+n—-1+1)/2  j=(l+m-n+1)/2 e
Wir erinnern daran, daB die Klammersymbole definiert sind als [j], = 2//2 — 279/2 mit = =

exp(27ip) und 2’ = exp(2mip~!). Man beachte wieder den Vorfaktor c - h; 1h,, 1hm 1, der unserer
Normierung (2.60) der Zwei-Punkt-Funktionen Rechnung trégt. Diese hatten wir so gewihlt, dafl
sie fiir einfache chirale primére Felder den Wert

n,l m,1

)

annimmt. Die Normierungsintegrale N((i’vll))(m’l), i.e. die Drei-Punkt-Funktionen der chiralen Ver-
texoperatoren, konnen wir wieder aus der allgemeinen Form der Losung der Fuchs-Differential-
gleichungen fiir degenerierte Darstellungen gewinnen [233]. In unserem Fall werden sie besonders
einfach. Mit r = 1(n +m — [ — 1) als der Anzahl von Schirm-Ladungen lauten sie

H < + (G —mpT(+ G = n)p) 69

(2+(7"— —n+3j)p)

Die Strukturkonstanten der EXPO bzw. der Lie-Algebra der Fourier-Moden der chiralen lokalen
Felder ergeben sich damit zu

(L,1) (1,1) (1,1)
Contym1) = Py, 1) N, 1) (m,1) - (6.10)
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Es wird sich als niitzlich erweisen, den folgenden Symmetrie-Faktor S(n,m, 1) einzufiithren, da die
erweiterte Symmetrie-Algebra aufgrund ihrer su(2)-Struktur entweder ein Multiplett von Feldern
gleicher Dimension oder deren symmetrisches Singulett enthélt. Der eigentliche Grund dafiir ist die
Tatsache, dafl die Schirm-Ladung selbst ein lokaler Operator ist, operierend auf lokalen Feldern,
wenn p € N. In unserem Fall haben Wir die Multipletts W(j ) = QWD 0 < j < 1 und die

symmetrischen Singuletts W, = Z . Von den formalen Fusions- Regeln fiir degenerierte
Darstellungen,
' y I+1'-1 o
WI(J) . VI/I(’J ) _ Z {ASREe) (6.11)
m=|l-1"|+1

I+1'—m—1=0mod 2

wieder mit r = %(l + 1" —m — 1), konnen wir die Multiplizititen fiir die formalen Fusions-Regeln
der Singuletts ableiten,

I+l'—1 +1'-1 1 / /
s+ —=1=1-2
WoxWe= S SGUmWn= Y <2(1 z‘ , | : )>Wm, (6.12)
m=|l—1'|+1 m=|l—1'|+1 i(m - | - | - )
I+1'—m—1=0mod 2 I+l —m—1=0mod 2

was im wesentlichen die Multiplizitdten sind, die beim Tensorieren symmetrischer su(2)-Young-
Tableaux auftreten. Als nichstes wollen wir die Phasen Aihm(a:) bestimmen. Trivialerweise ist fiir
alle 2/ die Phase Aj;(2) = 1. Da p € N ist, finden wir, da$ [k], null ist. Wenn wir aber [k], fiir
p + ¢ im Limes € — 0 betrachten, erhalten wir in fithrender Ordnung von ¢ den Ausdruck

[k]le = (—=1)*P27ike (e — 0) (6.13)

fir p € N. Alle diese 2mie-Faktoren heben sich aber in Zidhler und Nenner genau weg, so daf

Aﬁlm(a:) auch fiir ganzzahliges p analytisch ist. Man wiirde, vielleicht etwas naiv, erwarten, dafl das

Resultat einfach ein Vorzeichen ist, da alle Operatoren, die wir betrachten, lokal relativ zueinander
2

sind. Stattdessen ergibt sich aber, daf die (Ailm(:r)) rationale Zahlen sind, die von der Multiplett-

Struktur herrithren. Das Ergebnis lautet ndmlich:

Aiz m(x) _ (_1)lp(_1)%(n+m—l—1)(P+1)(_1)p((lm+ln+nm)/2—(l2+m2+n2—1)/4)
—)12(L@ —n—1)!
X Vnml— (n = D5 +m-n—1) . (6.14)
GU+n—-—m —1))( (m—l—n—l—l))( (I+m+n—1))

Auf dieselbe Weise erhalten wir auch Singularititen in den Normierungsintegralen fiir p € N.
Nichtsdestotrotz ist aber das Quadrat von C(( )) 1)(m,1) nachwievor wohldefiniert und endlich, da sich
auch hier dann alle singuldren Terme gegenseltlg wegheben. Dariiber hinaus ergeben sich die Werte
fiir ganzzahliges p gerade als die analytische Fortsetzung aus dem Bereich p € R, — N: Im Limes
¢ — 0 haben wir fiir m € Z, p € N in fiihrender Ordnung in &

(mp—1)! mp>0,
I'(m(p+¢)) = _m 6.15
(m(p+¢)) { 0L p <o, (6.15)
Wenn wir dies in die Normierungs-Integrale stecken, erhalten wir schliefilich das Resultat
(C(l’l) )2 _ C hl71 2 H pj — 1 (7’ +14+1- j) — 2)'2
(m.1)(m.1) S(n,m,1) hy, 1hn1 i pm =) =12 (p(n —j) = 1)¥?
ﬂ (p(n — ) — V)P ’“Hl (p(m — j) = 1)
o1 i = Dip(n = +1) =2)! == (pj — Dip(m —j +1) - 2)!
- 1 .
— 1 — 1) —2)!

l—J)—l) ’



84 Thema Secundum — ¢ =13 - 6(p + 1/p) Cap.VI

wo wieder r = (n+m —1— 1) gesetzt wurde. Mit @(Aihm) bezeichnen wir den Phasen-Anteil von
Af%m, da der relle Anteil sich mit entsprechenden Beitrdgen aus den Normierungskonstanten sehr
schon zu S(n,m,1)~! kombiniert.

Wir wollen zwei Beispiele betrachten. Zunéchst geben wir fiir die Selbstkopplungs-Strukturkon-
stante der zusétzlichen Generatoren der W-Algebra den folgenden expliziten Ausdruck an, wobei
S5(3,3,3) = 2 die su(2)-Multiplizitat fur das Triplett auf der rechten Seite des symmetrischen

Tensorproduktes zweier Tripletts ist:

3,1) 2 o Wp=2)Pp-1)P
(Coon) = 01 355 —aymp—nm

(6.17)

Dies ist genau der Ausdruck, der von H.G. Kausch [677] durch explizites Ausintegrieren der Schirm-
Ladungen abgeleitet wurde. Wieder haben wir die zentrale Ladung ¢ = 13 — 6(p + p~1) durch ¢, 1
parametrisiert, als formale Fortsetzung der minimalen Serie ¢, , aus Satz —667/8, Fall (i.1), auf
g = 1. Da das Feld W5 eine geradzahlige Dimension hs; = 6p — 2 hat, kann das Feld W3 mit der
ungeraden Dimension hz; = 2p — 1 nicht auf der rechten Seite der EXPO des ersteren mit sich
selbst auftreten. Wir kénnen daher wieder eine gerade Unteralgebra formen, eine W(2,6p — 2).
In der Tat hat das néchste gerade Feld, Wy, die Dimension hg; = 20p — 4 > 2hs; — 1. Da
hs,1 gerade ist, verschwindet die Selbstkopplung nicht. Zwei Beispiele dieser Serie konnten explizit
konstruiert werden, nédmlich die W(2,4) bei ¢ = 1 [79, 683] und die W(2,10) bei ¢ = —2 [281].
Die Selbstkopplungs-Konstanten sind % bzw. —%. Unser expliziter Ausdruck (6.16) ergibt mit
S8(5,5,5) = 6 fiir die Selbstklopplung des Ws-Feldes

(20— 1)B(p — 1)1 (7p — 2)2(6p — 2)!(6p — 3)!

(5,1) 2 -1

— —1)P 1
(Conen) = o1V g G- P - Dty — M - =2 1)
was fiir p = 1 und p = 2 genau die explizit bekannten Beispiele ergibt.
6.3 Darstellungen & Charaktere

Wir haben schon angedeutet, dafl unserer Theorien logarithmische TAC sind. V. Gruarie [541] hat
als erster die aus der Existenz logarithmischer Felder herrithrenden Konsequenzen abgeleitet und
sich dabei wesentlich auf das Beispiel des degenerierten Virasoro-Modells bei ¢ = —2 gestiitzt. Der
entscheidende Punkt ist, dafl gewisse Differentialgleichungen entartete Losungen besitzen. Zum
einen sind dies die Differentialgleichungen, die aus den Ward-Identitédten der konformen Blocke
folgen, zum anderen genau analog dazu die modularen Differentialgleichungen fiir die Charaktere.
Dies geschieht genau dann, wenn es mehrere indquivalente RPA zum selben Tiefstgewicht h gibt.
Eine genauere Analyse der Struktur degnerierter Modelle zeigt, daf3 dann auch immer eine Dar-
stellung auftritt, die auf dem generischen Nullvektor aufbaut, der in der (reguliren) RPA zu h
auftritt. Darin reflektiert sich die Tatsache, dal auf Charakter-Ebene viele Eigenschaften ohnehin
nur modulo Z fixiert sind**®*"%. Doch bevor wir auf diese Struktur genauer eingehen, wollen wir
den Fall der Singulett-Algebren behandeln. Die daraus resultierenden TAC stellen sich als nicht
rational heraus, i.e. die erweiterte Symmetrie-Algebra ist noch zu klein.

6.3.1 Charaktere der Singulett-Algebren W(2,2p-1)

Wir wollen die Charaktere der W(2,2p — 1)-Algebren bestimmen. Dabei sollten wir uns das zusétz-
liche Feld als das symmetrische Singulett des su(2)-Trippletts von priméren Feldern vorstellen, die

ezzviiDje RPA zum Nullvektor der Darstellung Hny hat ein Tiefstgewicht h + k mit k € L.
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die W(2,2p — 1,2p — 1,2p — 1) erzeugen. Wir versuchen wieder, zunéchst den Vakuum-Charakter
zu berechnen, und dann aus dessen modularen Figenschaften die Charaktere der anderen Darstel-
lungen zu erhalten. Aus der Einbettungsstruktur der Virasoro-Verma-Module nach Fall (i.2) von
Satz —667/8 lernen wir, dafl der Virasoro-Charakter fiir die RPA zu |hoy1,1), n € Z4, gegeben ist
durch

(1—c)/24
Vir q hon+11 _ h—2n—11
) = (a g ) (6.19)
Damit ist der W-Algebra-Charakter der WW-Vakuum-Darstellung gegeben durch
XE)/V(T) = Z szrfil,l(T) (6.20)
TLEZ+
(1—c)/24 (2pn+p—1)2
q P P
= - Sgn(n)q 4p s (621)
n(r) ,;Z

wobei wie iiblich sgn(0) = 0 gesetzt ist. Es wird sich als niitzlich erweisen, die Signum-Funktion
umzuschreiben als sgn(n + p2—_p1). Dieser Charakter dhnelt sehr einer durch 7 geteilten klassischen
O-Funktion ©,_1 ,(7,0,0), bis auf die zusitzliche Signum-Funktion®*"“_ Wir definieren daher die
Funktionen
Enm(m) = > sgn(k)g™ (6.22)
keZ+5~

Das Verhalten unter Modul-Transformationen ist allerdings recht unterschiedlich gegeniiber (3.33).
Zunichst beobachten wir, dafl die Existenz der Signum-Funktion nicht das Verhalten unter der
Transformation T: 7 — 7+ 1 &ndert, welches einfach Z,, ,,,(7+1) = exp(iﬂ%)En,m(T) ist. Um nun
auch das Verhalten unter der Transformation S:7 — —% zu erhalten, sollten wir die Funktionen

En,m als Linearkombinationen aus den wohlbekannten ©) j schreiben. Dazu fiihren wir die Funktion

—2miyp?
o(xz,y) = lim

=0 /27 /oo p+za2

ein, so dal o(z,0) = sgn(z) ist. Im folgenden werden wir die offensichtliche Limes-Prozedur nicht
explizit notieren, sondern implizit voraussetzen. Mit diesen Definitionen finden wir dann

Epm(T) = Z o(k, O)qu2

keZ+5~

(e — e7#7) dp (6.23)

27rikp _ e—27rikp) qu2 (6.24)

> Ly

keZ+5~

dp
T _@nm 770 _@nm 7_70 :
m/_oopww) (. =p.0)

Daraus folgt, wenn wir die Linearitéit der S-Transformation verwenden, dafl wir

_ 1 ~ —iT . nn' _
:n,m(—;) =E,m(7) =1/ =— Z sm(—27r2—):n/,m(7'), (6.25)

= 1 2
Snom = Z o(k, —%)qu
keZ4-3~

=2eviiNDie klassischen ©-Funktionen Oy (7, z,u), die von drei Argumenten abhingen, sind fiir z = =u= 0 mit den

in (3.31) definierten elliptischen Funktionen identisch. Aus ihnen setzen sich die Charaktere der 511( ) Kac-Moody-
Algebra zusammen.
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= Z erf ( _4:7:;— k:) ¢ (6.26)
kE€Z+ 5=

gegeben ist. Dabei bezeichnet erf(z) die iibliche Gauss-Fehlerfunktion bis auf die Normierung.
Um die letzte Gleichung ableiten zu koénnen, vergegenwiirtige man sich, dal das Integralmafl un-
ter Reskalierung %p invariant ist. Obwohl der Satz von Funktionen Z, ,, und énm unter der S-
Transformation schliefit, bildet er keine Darstellung der vollen Modul-Gruppe. Denn die Funktionen
én,m schlieflen leider nicht unter der T-Transformation. Das bedeutet, dafl sie keine gute g-Ent-
wicklung besitzen, deren Koeffizienten ganze Zahlen sind und, vor allem, deren Potenzen sich nur
um ganze Zahlen unterscheiden. Daraus folgt, dafi die Modul-Gruppe eine unendlich dimensionale
Darstellung durch wiederholtes Anwenden von 7' auf den énm formen wird. Wir schlieflen also,
daB die W(2,2p — 1)-Algebren keine rationale konforme Feldtheorie ergeben.

Ahnlich, wie bei den elliptischen Funktionen © Ak» kann man zusétzliche Variablen einfiihren, die
mit zusétzlichen Quantenzahlen korrespondieren. Wir konnten zum Beispiel schreiben:

Enm(T2) = Y ok, 2)q"™" . (6.27)
k€Z+ 4

Die Variable z kénnte dann zum Eigenwert des zusétzlichen Elementes der Cartan-Unteralgebra
neben Ly gehoren, dem Generator Wy, oder genauer zu seinem Quadrat, da nur letzteres bestimmt
werden kann. Aus dem Transformationsverhalten der su(2)-O-Funktionen [659] erhalten wir

7rin2
mn_

Enm(T+1,2) = e2m Z,,(1,2), (6.28)
_ 1 T —iT . nn' _
:n,m(_;a ZT2 — %) = % Z Sln(—zﬂ%)\:n/’m(T, Z) N (629)
n/ mod 2m

wobei wir wieder die Skaleninvarianz des Integrals und die Linearitét der S- und T-Transformation
ausgenutzt haben. Diese Menge von Funktionen definiert in der Tat eine endlich dimensionale
Darstellung der Modul-Gruppe. Die zuséitzliche Quantenzahl weist aber darauf hin, daf§ die Sym-
metrie-Algebra noch erweitert werden kann. Einige Ideen zu dieser Problematik findet man in

389, 397).

6.3.2 Charaktere der Triplett-Algebren W(2,2p-1,2p-1,2p-1)

Wir kommen nun zu den Charakteren der Triplett-Algebren. Am naheliegendsten scheint es zu
sein, die degenerierten Virasoro-Darstellungen, deren h-Werte sich um ganze Zahlen unterscheiden
aufzusummieren und diese als Darstellungen der erweiterten Symmetrie-Algebra aufzufassen. In
unserem Fall miissen wir dabei berticksichtigen, dafl wir ein Triplett von Feldern haben, das eine
su(2)-Symmetrie aufweist. Dies bringt Multiplizitéten in den Virasoro-Darstellungen mit sich. Mit
Hilfe des Isomorphismus zwischen den Feldern und den Moden, die den Hilbertraum der Vakuum-
Darstellung aufspannen, sieht man leicht, daf die Multiplizitét der Virasoro-Darstellung |hoj+11)
gerade 2k + 1 ist. Beispielsweise ist h31 = 2p — 1 gerade die Dimension der zusétzlichen Felder, so
daf} die Multiplizitit natiirlich gerade gleich deren Anzahl ist. Die Virasoro-Charaktere sind geméf
der Klassifikation von Feigin und Fuks [331], nach der es nur genau einen singuldren Vektor in
diesen Darstellungen gibt, gegeben durch

; 1
Vir _ - hoki1a _ o hori1 1
Xakt 1,1 = 2 (q =g ) : (6.30)
Die Vakuum-Darstellung der WW-Algebra ist dann der Hilbertraum
W _ Vir
Hioy= D 2k + 1My - (6.31)

keZy
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Der Vakuum-Charakter ist daher einfach

o= S @k + i,
k€Z+
g(1—c)/24
- W Z(Qk + 1)qh2k+1,1 _ Z(Qk; + 1)qh7(2k+1),1
k>0 k=0
g(1—c)/24
B W Z(Qk + 1)qh2k—1,1 + Z(_Qk + 1)qh,2k+1,1 (6.32)
k>0 k>1
1-p)? /4
— M Z(% + 1)q(1—(2k+1)p)2—(1—1?)2)/47”
n(q) keZ
B ﬁ (2K + 1)@= /4p
kEZ

Dies 148t sich durch ©-Funktionen und affine ©-Funktionen nach (3.31) in der einfachen Form

1
~ pn(7)

Xg)/v ((09)p-1,p(T) + Op—1,p(7)) (6.33)
ausdriicken. Doch damit fangen die Probleme nun an. Wahrend némlich Terme der Art Ay, =
©)%/n Modul-Formen vom Gewicht 0 sind, trifft dies fiir Terme (0A)yr = (00)x /1 nicht zu
(siche Proposition —350/13). Diese Terme sind Modul-Formen vom Gewicht 1, so dal man also
eigentlich 7 im Nenner benétigte, wie es denn auch in den Charakterformeln fiir die affine Kac-
Moody-Algbra 51:(\2) bzw. Al(j) der Fall ist.

Betrachten wir also das Transformationsverhalten von (OA)y ; unter S und 7. Ohne Miihe leitet
man aus (3.33) die folgenden Relationen ab:

(8A))\’k(7' + 1) = exp <27Ti (i—; - %)) (E?A)M, (634)

Ol = (iny2 sin<”2X>(aA)X,k. (6.35)

1<N<k—1

Man beachte das Auftreten des Termes 7, der sich nicht als Potenzreihe in ¢ schreiben l48t. Zur
Vereinfachung der Schreibweise definierten wir bereits in Kapitel III weitere Funktionen (VA)y ; =
—7(OA) . Deren modulares Transformationsverhalten ist dann natiirlich gegeben durch

(VA k(T +1) = exp (27Ti (% - i)) (VA r — (OM)xk) (6.36)

oD = 2 5 (DY) oa (6.37)

1<N<k—1

Es fillt auf, daB die T-Transformation nicht mehr diagonal ist. Grundsétzlich ist das Auftreten
von Modulformen mit Gewicht ungleich null suspekt. Daher wollen wir auf einem anderen Weg
versuchen, die Charaktere zu bestimmen, ohne auf Annahmen iiber die Struktur der Darstellun-
gen zuriickzugreifen. Alles, was wir wissen miissen, sind die h-Werte, die man bei einer gegebenen
W-Algebra explizit durch Jakobi-Identitdten oder durch das Bestimmen von Nullfeldern errechnen
kann [269]. Die modulare Differentialgleichung (siehe Abschnitt ITL.5) gestattet es uns dann, die
g-Entwicklung der Charaktere bis zu jeder gewiinschten Ordnung zu bestimmen. Dies ist vollig hin-
reichend, da bekanntermaflen bereits wenige Terme einer solchen Potenzreihe die Funktion eindeutig
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festlegen, wenn die Potenzreihe eine Modul-Form ist. **# Wir haben fiir zwei Beispiele explizit die
modulare Differentialgleichung gelést und dabei exakt die obigen Ergebnisse erhalten. Die Beispiele
waren die W(2,3,3,3) bei ¢ = —2, die dort nur RPA zu den Tiefstgewichten h € {—1/8,0,3/8,1}
besitzt, sowie die W(2,5,5,5) bei ¢ = —7, die dort nur die RPA zu h € {—1/3, —1/4,0,5/12,1,7/4}
besitzt.

Formal kann man iibrigens die moglichen Darstellungen aus Fall (i.1) von Satz —667/8 ablesen.
Die moglichen h-Werte eines minimalen Modells mit ¢ = ¢, 4 sind durch h, s = W mit
1 <r<qgund 1 < s < p gegeben. Die h-Werte eines ¢, 1-Modells, inklusive aller indquivalen-
ten Darstellungen zum selben Tiefstgewicht, sind dann durch die erlaubten Werte des nur formal
existierenden c3p 3-Modells gegeben. Wir wollen ein Beispiel explizit ausfiihren:

Dazu betrachten wir den Fall p = 1, also die TAEC W(2,3,3,3) bei ¢ = —2. Hier sind die Hochst-
gewichte durch explizite Rechnungen bekannt, h € {0, 1, —%, %} Dabei gibt es zwei (verschiedene!)
Darstellungen mit A = 0. Zunéchst sei die iibliche Form fiir die Charaktere angenommen,

Xi = q" > g (6.38)
=0

i2—2ip+p—1

wobei h; gegeben ist durch hy; = . Daraus ergeben sich die Koeffizienten der modularen

Differentialgleichung wie folgt 4p
app = 1,
41 = _%7
ago = % (6.39)
ooy = S

Damit lassen sich die Charaktere zu jeder Ordnung berechnen. Ein Koeffizientenvergleich erweist
dann, daf} sich die Losungen bis auf multiplikative Vorfaktoren schreiben lassen als

X1 = AMio+ B(OA)12,

x2 = Aoga2,
X3 = A/ALQ + B/(E?A)LQ , (6.40)
Xa = N,

X5 = 3Mi2—3(0A)12.
Man erkennt also, dafl x1, x3 und x5 linear abhéngig sind. Wenn y; zu einer Vakuum-Darstellung
gehoren soll, mufl der lineare g-Term verschwinden, i.e. by ; = 0. Daraus folgt A = B = 1/2, wenn

man auch by o = 1 fordert.
Wir benétigen noch eine weitere linear unabhéngige Losung, fiir die wir nun den Ansatz

X3 = log(q)g"/'* " bsd (6.41)
=0

wéhlen. Damit erhalten wir die folgende weitere Losung

X3 =(VA)12, (6.42)

wobei wir jetzt eine Definition in ¢ statt in 7 verwenden und daher (VA)y , = — 102%5?) (OA) ) setzen.

Unser Resultat entspricht dem, was wir durch den konkreten Ansatz des Vakuum-Charakters und

erei® Aych die logarithmischen Lésungen sind dadurch bestimmt, da sie sich eindeutig als Grenzfall bei Entartung der
Differentialgleichung ergeben und daher gleich einer solchen Form multipliziert mit log ¢ sein miissen.
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dessen S-Transformation erhalten haben. Wenn wir x3 durch xs ersetzen, erhalten wir die folgende
S-Matrix:

1 ) 1
1 5 0 3 1
S=| - 0 o 0 i |. (6.43)
-1 3 0 3 -1
1 i 1
0 7 -3 -7 0

Diese Matrix hat, wie es sein muf}; die Determinante det(S) = 1, ist aber weder symmetrisch, noch
reell, noch unitér. Sie erfiillt jedoch die Relation S? = 1I. Allerdings besitzt keine Spalte bzw. Zeile
allein nichtverschwindende Eintrége. Soweit das Beispiel. Fiir die W(2,5,5,5) bei ¢ = —7 geht die
Rechnung funktioniert analog.
Generell kénnen wir fiir die ¢, ;-Serie folgende Feststellungen machen, wobei wir auf die Notationen
aus Kapitel I1I zuriickgreifen:

PROPOSITION -7/20. Seip € N gegeben. Dann ezistiert zu c = c,1 = 13—6(p+p~1) eine W(2,2p—
1,2p — 1,2p — 1). Sie besitzt genau 3p — 1 RPA, deren Tiefstgewichte durch hys,1 < s < 3p—1
gegeben sind. 2 x (p—1) RPA haben paarweise dasselben Tiefstgewicht, weitere p—1 Tiefstgewichte
differieren um eine ganze Zahl, die genau dem Level des singuldren Vektors entspricht. Fine Basis
fiir die Charaktere wird durch die (durch n zu teilenden) Funktionen {©) p,(00)up, (VO)up|0 <

A< (2p — 1), # 0,p} gegeben. m

Wir haben schon in Kapitel IIT darauf hingewiesen, daf die Funktionen (V©),, , zu einer nicht mehr
diagonalen T-Matrix fithren. Sie zerfillt in Blocke, die Jordan-Zellen d&hneln, aber auch Charaktere
miteinander verkniipfen, deren zugehorige Tiefstgewichte sich nur um ganze Zahlen unterscheiden.
Beispielsweise sieht die T-Matrix fiir das ¢ 2-Modell wie folgt aus, wenn wir dieselbe Basis von
Modul-Funktionen wéhlen:

exp(mi/6)
exp(—mi/12)
T=| —exp(ni/6) 0 exp(7i/6) 0 exp(7i/6) . (6.44)
exp(11mi/12)
exp(137i/6)

Allerdings, und das ist entscheidend, wenn unsere TAC Modul-Invarianz aufzeigen sollen, erfiillt
diese T-Matrix zusammen mit der S-Matrix aus (6.43) die Relation (ST)3 = 1. Man {iberzeugt sich
leicht, dafl dies allgemein gilt, wenn der in Proposition —7/20 angegebene Satz von Modul-Formen
verwendet wird.

Die Frage ist nun, ob wir die Charaktere so linearkombinieren kénnen, dafl wir eine physikalisch
sinnvolle S-Matrix erhalten, i.e. eine, mit der man geméfl Satz —46/3 die Fusions-Algebra bestim-
men kann. Wenn dies gelinge, wire klar, daf§ auch logarithmische TAC in das Schema rationaler
Modelle gefafit werden konnen, ohne dafl die geforderten Bedingungen wesentlich zu modifizieren
waren.

Dazu miissen wir zunéchst darauf eingehen, wie ein Charakter sinnvoll fiir eine nicht triviale
Jordanzelle zu definieren ist. Der Einfachheit halber betrachten wir eine Jordanzelle der Form

((? 2)) Das bedeutet, dafl wir zwei SPA haben, |h;0) und |h; 1), auf denen Lg wie folgt operiert:

Lo|h;0) = hlh;0) und Lg|h; 1) = h|h; 1) 4 |h;0). Das off-diagonale Element kénnte auch jede ande-
re von null verschiedene Zahl sein, eine Fixierung erfolgt erst spéter durch Modul-Invarianz. Wir
sehen, dafl einer der beiden SPA der Jordanzelle ein echter Lg-Eigenwert ist, der Charakter zu
der zugehorigen RPA sollte sich also wie gehabt definieren lassen. Der andere SPA erzeugt durch
Anwenden von Lg einen weiteren Zustand, der nicht im klassischen Verma-Modul enthalten ist. Bei
nochmaligem Anwenden von Ly wird dieser Zustand aber mitgenommen (und es entsteht wieder ein

neuer Zustand). Der Operator Ly hat auf der Jordanzelle also das Aussehen Ly = (1L°?1LOA2), wobei
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der zweite Index lediglich andeuten soll, daf} die Ly-Operatoren auf verschiedenen Modulen agieren.
Die Charktere sind definiert als tr| h>qL0_C/ 24 Verwenden wir hier unsere Lo-Matrix, erhalten wir

gl = i@ﬂiﬂn Loy 0O !
n! 1 L(];O

n=0
_ i (2miT)" 0:1 0 "
= n! nLgq ! Lo
Lo:1
q-Y% 0
= < omirgloo  gloo ) . (6.45)

Wir sehen also, daf3 der logarithmische Term wirklich durch die Jordanzelle verursacht wird. Als
néchstes miissen wir uns fragen, woriiber sich die Spur in der Definition des Charakters erstreckt.
Fiir den Charakter, den wir auf der RPA zu |h : 0) nehmen, &ndert sich nichts. Fiir den Charakter
iiber |h;1) miissen wir jedoch die Zusténde mitzéhlen, die durch die Jordanzelle hinzukommen.
Dieser Charakter hat dann einen zus#tzlichen logarithmischen Term. Fiir groflere Jordanzellen
verlauft die Argumentation ganz &hnlich.

Die Jordanzerlegung ist natiirlich in einem gewissen Sinne willkiirlich. Immerhin sehen wir an
ihr, dafl notwendigerweise logarithmische Terme in die Definition der Charaktere hineinzunehmen
sind. Aber welcher Charakter nun welchen logarithmischen Anteil hat, hingt von der genauen
Linearkombination ab. Diese wollen wir durch Modul-Invarianz fixieren. Offensichtlich gilt nach
Abschnitt I11.5, dafl die folgende Zustandssumme modular invariant ist:

2p—1 2p— 1
Zioglp —aZ Onf+8Y 5 = ((96),(VO);, + (VO),p(00);,) | (6.46)
M#p

wobei «, 3 zunéchst beliebige freie Konstanten sind. Physikalisch relevant ist diese Zustandssumme
aber sicherlich nur dann, wenn alaph, € 7Z/2 sind. Wir kénnen ausnutzen, daf§ der nicht logarith-
mische Anteil des Vakuum-Charakters Funktionen aus beiden Teilen der Zustandssumime involviert.
Auch hier zunéchst wieder unser Beispiel. Wir fithren allgemeine Linearkombinationen fiir die
Charaktere ein. Man beachte, daf8 die Struktur genau dieselbe ist, wenn wir ¢, 1-Modelle mit p > 2
betrachten. Fiir jedes Tiefstgewichts-Tripel (h, h, h+k) von Darstellungen gemifl Proposition —7/20
macht man den gleichen Ansatz, da diese Tripel nicht untereinander mischen kénnen. Der Ansatz
ist

xXo = ©o02/7,

X2 = ©22/1,

X? = (ao@Lz + bo(a@)Lz + CO(V@)LQ)/T],

Xi = (44012 +b4(90)12 +¢c4(VO)12) /7,

X1 (@a-O12+b_(90)12 +c_(VO)12)/7.

Als erstes sieht man, daf die a;, b; rell und die ¢; imaginér sein miissen, will man eine physikalisch
relevante Zustandssumme erhalten. Setzt man ag # 0, erhélt man schnell einen Widerspruch. Mit
ap = 0 148t sich dann aber alles auflésen: ay = a— =1, b_ = —by und ferner ¢, = —c_ = +iby.
Dann sind auch +cy = —v/2ib, und +by = v/2b, bis auf ein gemeinsames Vorzeichen fixiert. Das
bedeutet zweierlei: Zum einen treten in allen Darstellungen des Tripels zwingend logarithmische
Anteile auf, da sonst keine Modul-Invarianz erreicht wird, i.e. Terme, die nicht in (6.46) vorkom-
men konnen, sich wegheben. Zum anderen erhélt dadurch die S-Matrix eine etwas ungewdohnliche
Gestalt, da eine W-Familie, {ibrigens diejenige mit der unphysikalsichen Multiplizitit v/2, von allen
anderen entkoppelt, die restlichen aber eine gute Fusions-Algebra unter sich via Verlinde-Formel
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ergeben. Die S-Matrix lautet (mit der Vorzeichenfreiheit von oben)

1 0 0 0 0
/2 1/2 1/2  1/2
12 +1/2 -1/2 F1/2 |, (6.47)
1/2 —1/2 1/2 -1/2
12 F1/2 —1/2 +1/2

OOOO_H

wobei die dritte Spalte bzw. Zeile zur Vakuum-Darstellung mit x; gehért und der Charakter-
Vektor durch (X?,Xo,xf,xg,xf)t gegeben ist. Diese S-Matrix ist symmetrisch und unitér. Die
noch freien Konstanten legt man durch die T-Matrix fest. Insbesondere folgt b, = +1, wobei die
Vorzeichenwahl lediglich die dritte und fiinfte Spalte bzw. Zeile vertauscht. Mit b, = 1 haben wir
dann mit ] tatsiichlich den Vakuum-Charakter, dessen nicht logarithmischer Anteil bis auf eine
Multiplizitdt 2 mit unserem obigen Ergebnis {ibereinstimmt.

Diese groflere Multiplizitidt ist nach (6.46) unvermeidbar, sonst hiitten wir eine Zustandssumme
mit rationalen, nicht ganzen Koeffizienten, was unphysikalisch wire. Die zusétzliche Multiplizitét
ist generell gerade gleich p und wird durch die entarteten Lésungen von chiralen Vertexoperatoren
gleicher konformer Dimension verursacht (siehe den ersten Abschnitt). Im allgemeinen Fall p > 2
haben wir dann das folgende Bild:

PROPOSITION -17/15. Sei p € N,p > 2. Dann hat die W(2,2p — 1,2p — 1,2p — 1)-Algebra Dar-
stellungen mit den folgenden Tiefstgewichten und Charakteren: Die Darstellung zum Tiefstgewicht
niedrigster Energie, hmin = h1p = hoo = —(p — 1)?/4p, mit Charakter x, = ©op/n sowie die
Darstellung zu hy 2, = h1o mit Charakter xo = O, ,/n, die beide keine Nullzustinde enthalten.
Sodann Tripel von Darstellungen zu (hy s = hl,gp_s,h172p+8)ml mit Charakteren (x&,x%, x5) mit
XE = (Op_spE(00))_s, £i(VO)p_s,p)/n und X2 = v2((00)p—s, —i(VO)p_sp)/n. Die “diagona-
le” Zustandssumme ist dann

1 —\* — *
Zioglp) = 12 (bm\z +hol+ 3 (MO +xd 06) + X () )) .. (6.48)
1<s<p—-1

Wenn wir beachten, da88 (00)g, = (VO),,, = 0 ist, kénnen wir alle Charaktere auch in einheitlicher
Form schreiben. Die sich daraus ergebende S-Matrix hat eine Blockstruktur. p — 1 logarithmische
Darstellungen mit den Charakteren 2,1 < s < p — 1 entkpoppeln von den iibrigen 2(p — 1) +2 =
2p “reguldren” Darstellungen, fiir die wir ja schon im ersten Abschnitt abstrakte Fusions-Regeln
angegeben hatten. Die Darstellungen, die entkoppeln, haben auch verschwindende Quantendimen-
sion. Diese Tatsache sowie die Blockstruktur der S-Matrix zeigen, dafl die Verlinde-Formel fiir
logarithmische TAC nicht mehr streng anwendbar ist. Mit ihr kénnen lediglich die Fusionsregeln
der nicht speziellen Darstellungen reproduziert werden, wenn man sich auf den entsprechenden
Block der S-Matrix beschrankt.

Der Fall p = 1 ist trivial, es treten keine logarithmischen Darstellungen auf. Es handelt sich dabei
einfach um die 55(\2), die einfachste nicht abelsche unendlich dimensionale Lie-Algebra Agl), die drei
Strome besitzt. Sie stellt eines der in Kapitel IV beschriebenen unitdren Modelle mit ¢ = 1 dar. Wir
haben insbesondere Zjog[1] = Z[1], i.e. fiir den Radius 1/v/2 reduziert sich unsere Zustandssumme
fiir logarithmische T AC auf die gewohnliche Zustandssumme der Gauss-Modelle am multikritischen
Punkt. Allerdings haben R. Dijkgraaf und E. & H. Verlinde [211] bewiesen, daf§ der Modul-Raum
der ¢ = 1-Theorien keine marginalen Deformationen besitzt, die aus ihm hinausfiihren. Es gibt
ein Feld, daf§ Triager marginaler Deformationen sein kénnte, ¢2,_1 mit hg,—1 = 1, das in dem im

“I\Man beachte, dafl der singuldre Vektor der Darstellung zu his den Level hi,—s = hi2p+s hat, derjenige der
Darstellung zu hi,2p—s aber hi s—2p = h14p—s.
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ersten Abschnitt definierten Fundamentalbereich liegt. Dieses Feld hat in der Tat verschwindende
Selbstkopplung (da der erste Index gerade ist). Es ist also — vorausgesetzt es mischt nicht mit
anderen marginalen Feldern — integrabel. Allerdings existiert dieses Feld nicht fiir p = 1 (die Felder
¢r,s mit 7 = 0 oder s = 0 entkoppeln vollig aus dem Hilbertraum der Theorie, da der BRST-
Operator die entsprechenden Zustédnde annihiliert). Wir kénnen also tatséchlich aus den reguliren
Theorien nicht in die logarithmischen marginal transformieren. Beachten wir auflerdem, dafi die
Zustandssumme aus Proposition 11/35 auch nicht diagonal kombiniert werden kann, dann erhalten
wir damit

PROPOSITION -161/55. Der Modul-Raum der logarithmischen TAC mit c.p = 1 ist generisch ein-
dimensional. Er ist disjunkt zum Modul-Raum der requliren TAC mit coy = 1 mit einer Orbifold-
Singularitit im Punkte R =1/ V2, i.e. dieser Punkt existiert disjunkt doppelt. Die Zustandssumme
der logarithmischen TACR ist fir (p,q) =1 gegeben durch

1 * —\* — *
Ziglp/a) = — [ ol + P+ 2 (A0S +xd 0:)" + 3 (6 | (6.49)
m 1<s5<pg—1

wobei mit s = pn — qm mod 2pq dann s’ = pn + gm mod 2pq gegeben ist.

Die Struktur des zusammenhéingenden Teiles des Modul-Raumes der Theorien mit ¢ = 1 reprodu-
ziert sich exakt fiir die logarithmischen Theorien. Dies sieht man am besten daran, daf§ allgemein,
i.e. fiir alle z € R, die Identitét

Ziogla) = (1 T 2—‘””.23> Z[a] (6.50)

gilt (fiir nicht rationale x sei Zj,4[x] dadurch definiert). Entsprechend erhalten wir die Zustands-
summe der Zso-Orbifolds zu den logarithmischen Theorien durch Anwenden von (1 + %&C) auf
Zorb [33]7
222 0
Ziog,orb[T] = <1 + ——) (Z[z] +2Z]4] + Z[1])/2. (6.51)
T Ox

Die zugehorigen W-Algebren sind dann véllig analog zu Satz —375/17 gegeben, indem man die
Dimensionen der Felder korrekt “skaliert”: Zu Zj,[p] gehort eine W(2,(2p — 1)®3), deren Zo-
Orbifold eine W(2, 6p — 2) ist. Wenn p eine Quadratzahl ist, p = n?, konnen diese Algebren um das
Feld der Dimension hop41,1 = p(n2 +n)—n= n* +n3 — n erweitert werden. Aber auch fiir p #* n?
mufl es noch eine Erweiterung geben, da die W(2, 6p — 2) allein noch keine rationale Theorie bildet
[281]. Zu den drei exzeptionellen Féllen existieren vermutlich keine logarithmischen Pendants, da
bei ihnen die Radien in den Zustandssummen alle eingefroren sind, es also nicht klar ist, worauf
sich der Ableitungsoperator beziehen sollte. m
Wir haben schon in Kapitel III gesehen, dafl auch Potenzen logarithmischer Terme modular inva-
riant kombiniert werden kénnen. Mit der Bezeichnung D = %&c sind nattirlich alle Ausdriicke der
Form (32,7, anD™)Z[z] modular invariant. Allerdings 18t Satz —668/7 keinen Raum fiir weitere
logarithmische TACR mehr. Weiter haben wir in Abschnitt 1I1.6 festgestellt, dafl das Auftreten
hoherer Potenzen von Logarithmen zu Theorien mit ¢, > 1 fiihrt.
Damit ist die Analyse der logarithmnischen Theorien abgeschlossen. Die expliziten Beispiele [73,
281] sowie unsere allgemeinen Resultate zur modularen Struktur von Charakteren machen es of-
fensichtlich, dafl die supersymmetrischen TAC mit N = 1 exakt dieselbe Struktur besitzen. Wir
finden auch hier logarithmische Theorien (mit c.p = 3/2), die eine vollig analoge Darstellungs-
struktur aufweisen. Wir verzichten daher auf eine ausfiihrlichere Diskussion. Wie bei den anderen
nicht unitdren Theorien aus Kapitel IV ergibt sich fiir N = 1-Supersymmetrie nichts wesentlich
neues. Wieder ist es aber so, daf fiir N = 2 keine rationale Struktur gefunden werden kann [67].
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Es bleibt also die Vermutung bestehen, dal N = 2-Supersymmetrie die Aquivalenz von Unitaritét
und Rationalitédt impliziert.

6.4 Minimale Modelle

Damit sind alle Moglichkeiten aus Satz —667/8 erschopft bis auf den wohlbekannten Fall der mi-
nimalen Modelle zu ¢ = 1 — 6(p_q)2, mit p > ¢ > 1,(p,q) = 1, deren “Rand” ¢ = 1 gerade die oben
untersuchten logarithmischen TAC bilden. Auch die minimalen Modelle lassen unter bestimmten
Umsténden erweiterte Symmetrie-Algebren zu. In [79, 61] wurden diese Moglichkeiten aus den nicht
diagonalen Zustandssummen der A-D-E-Klassifikation von A. Cappelli, C. Itzykson und J.-B. Zuber
[151, 149] abgeleitet. Der Vollstindigkeit halber sei zum Schlufl kurz auf diese eingegangen.

Sei eine Darstellung der Virasoro-Algebra mit der zentralen Ladung ¢ aus der minimalen Serie nach
Fall (i.1) von Satz —667/8 gegeben. Die TEC zu ¢ = ¢, 4 besitzt dann bekanntlich nur endlich viele
RPA, deren Tiefstgewichte wir mit h(p,q;r,s) = W, 1<r<qg-1,1<s<p-1
bezeichnen. Die Fusions-Algebra ist gegeben durch [37]

min(g—1,r4+s—1) min(p—1,7"+s'—1)

[qbr,s] * [gbr’,s’] = Z Z [¢n,n’] ) (652)

n=|r—s|+1 n/=|r'—s'|+1
n+r+s—1=0mod 2 p/4yr/4s/ —1=0mod 2

wobei [¢, 5] die konforme Familie zu h(p, q;r, s) bezeichnet. Ausgangspunkt ist nun die daraus in
[79] abgeleitete

PROPOSITION -39/10. Sei § € Z, /2. Wenn 6 eine Zerleqgung § = W mit p,q € Zy coprim
zuldfSt, existiert die Algebra W(2,0) fir die zentrale Ladung ¢ = cpg =1 — 6—(p;§)2 mit verschwin-

dender Strukturkonstante CMW//W.

Man beachte, dafl insbesondere h(p,q;q — 1,1) = h(p,q;1,p — 1) = 4 ist, wenn § die Vorausset-
zungen der obigen Proposition erfiillt. Aus der Fusions-Algebra folgt dann [¢s] * [¢s] = [1l]. Fiir
unitidre Darstellungen impliziert dies allgemein, dafl das zugehorige Feld ¢s einen Automorphis-
mus der Fusions-Regeln bewirkt [227, 383], i.e. einen sogenannten einfachen Strom mit anyonischer
Statistik darstellt [1063, 941]. Die lokale chirale Algebra kann dann um das Feld ¢s5 erweitert wer-
den, wenn 0 € Z /2 ist. Nun sind die wesentlichen Eigenschaften eines lokalen einfachen Stromes
vollig unabhéingig von Unitaritét zu definieren, und es lassen sich gut aus Vertexoperator-Algebren
meromorpher TAC nach den Ausfiihrungen von Kapitel IT solche einfachen Stréome konstruieren.
Im Grunde haben wir genau das getan, als wir die parabolischen und logarithmischen TACR
konstruierten. m

In Tabelle VI.1 haben wir die A-D-E-Klassifikation der modular invarianten Zustandssummen mi-
nimaler TAECR nach [151] zusammengestellt. Die Charaktere sind dabei die in Proposition —22/5
angegebenen Rocha-Caridi-Charaktere. Das Auftreten von A-D-E bezieht sich auf die Indizes, die
die Exponenten der entsprechenden einfachen einfach-geschniirten Lie-Algebren reproduzieren.

In dieser Tabelle bezeichnet c.c. das komplex Konjugierte des vorstehenden Terms. In der Tat
lassen sich die Modelle von Proposition —39/10 mit der nicht diagonalen (Day,, A,_1)-Invariante
erkliaren. Das zusétzliche lokale chirale primére Feld hat dann die Dimension h(p,4n—2;4n—3,1) =
(p—2)(n—1). Weiter gibt es auch zu den (Eg, A,—1)- und (Eg, Ap—1)-Invarianten Losungen mit den
Dimensionen h(p,12;5,1) = (p—4)/2 und h(p,12;7,1) = p — 3 fiir Eg, sowie h(p,30;11,1) = p—5,
h(p,30;19,1) = 3(p — 3) und h(p,30;29,1) = 7(p — 2) fiir Eg. Fiir die Invariante (E7, A,—1) sollte
eine Losung mit Dimension h(p,18;17,1) = 4p — 8 existieren, wofiir es aber noch kein explizit
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berechnetes Beispiel gibt®.

Tabelle IV.1 Modular invariante Zustandssummen der minimalen Modelle
q—1p-1
(Aq—l’Ap—l) %ZZ |Xr,s|2
r=1s=1
p=1( q¢-1 q/2-2
(Dq/2+17 A;n—l) q= 2(4) %Z |XT,S|2 + |Xq/2,s|2 + Z (XT‘,SX:;Q—S + C.C.)
5=t ;T(l rZ12)
p—1 - q/2—2
(Dq/2+17 Ap—l) q= 0(4) % Z Xr,s|2 + |Xq/2,s|2 + Z (XT‘,SX;—T,S + C'C')
=1\, I rZo(2)
p—1
(Ee, Ap—1) g=12 1 (’XLS + x7,s)* + [Xays + Xs.s]* + x5, + X11,s\2)
£l
(E7, Ap—1) q=18 % (|X1,s + x175% + [X5.5 + X13,512 + [X7,5 + X11,5]° + [x0,5]?
s=1
(3,5 + X15,)X5,5 + -]
p—1
(Eg, Ap_1) q=30 3 (’XLS + X115 + X195 + X29.5|% + [X7,5 + X13,5 + X17,5 + X23,s\2)
s=1

Sei die Zustandssumme allgemein von der Form Zns%s’ m,,«/,srxr,s)(:,’s,, wobei die an,,«gsf nicht
negative ganze Zahlen sind. Wir kénnen dann den chiralen Feldinhalt mittels des Isomorphismus
zwischen dem Vektorraum der Felder und dem Hilbertraum der Zusténde ablesen,

Zchiral = Z Nr,s,l,er,s . (653)
r,s

Da bis auf das Virasoro-Feld alle einfachen Felder primér sein miissen, ist die Anzahl der priméren
Felder maximal }_, ¢ N, s.1.1. Die oben erwihnten Losungen, die eine um ein zusétzliches priméres
Feld erweiterte Symmetrie-Algebra W(2,0) ergeben, lassen sich durch die nicht diagonalen Zu-
standssummen intepretieren, in denen Terme zu echt chiralen Unterdarstellungen auftreten, i.e. Ter-
me der Form x7 ; Xrs- Dabei sei bemerkt, daf$ der Term | x1,1+Xx11,1+X19,1+X20,1 | der (Es, Ap—1)-
Invarianten zunéchst eine WW-Algebra mit vier Generatoren suggeriert. Allerdings kénnen wir mit
Standardargumenten wie in Kapitel IV leicht sehen, dafi das Feld ¢11,1 bereits eine abgeschlossene
Unteralgebra erzeugt, da die Dimensionen der anderen Felder zu grof§ sind. Die anderen Felder ¢1g 1
und ¢o91 sind dann nicht einfach. Die loakle chirale Algebra, in der sie mit enthalten sind, bildet
dann nur im schwachen Sinne eine W-Algebra.

Wir betrachten abschlieBend noch einen Sonderfall. Dazu nehmen wir an, es existiere eine Algebra
W(2,61) mit §; = h(p,12;7,1) korrespondierend zur (Eg, A,—1)-Invariante. Dann sind die drei
Kombinationen

X(1) = X11+tXx71
X2 = X417+t Xx81
X@3) = X1+t X111

die Charaktere der irreduziblen RPA der W(2, 6; )-Algebra. Die zugehorigen priméren Felder haben
dann die jeweils kleinere Dimension. Diese drei RPA geniigen einer Fusions-Algebra vom Ising-Typ
[181], i.e. [p5.1] % [#5.1] = [#1.1] = [1]. Der Argumentation zu Proposition —39/10 folgend stellt ¢s
einen elnfachen Strom mit Dimension dy = % dar, um den wir die W(2, ;) erweitern koénnen.

Da aus Dimensionsgriinden das Feld mit Dimension ¢; nicht im Kommutator von gz~5571 mit sich

*'Das erste Modell dieser Serie wiire eine W(2,12) bei cs,1s.
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auftritt, erzeugt letzteres eine abgeschlossene Unteralgebra W(2,d2) C W(2, delta; ). Beispielsweise
existieren die Algebren W(2, %) und W(2,8) beide fiir die zentrale Ladung ci211 = %, wobei
0y = % = h(11,12;5,1) und 6; = 8 = h(11,12;7,1) ist. Das Feld ¢7; ist daher nicht einfach, ¢7 1 o
N (¢51,0¢51). Wir kénnen dann W(2, ;) als den bosonischen Sektor der W(2,d2) intepretieren.
Dies erkldrt auch, warum die Selbstkopplung des Feldes ¢7 1 nicht verschwindet.

Damit haben wir auch fiir die minimalen Modelle angegeben, unter welchen Umsténden erweiter-
te Symmetrie-Algebren existieren. Anders als in den vorhergehenden Féllen, sind hier schon die
Virasoro-Modelle rational, die groflere Symmetrie der W-Algebra verkleinert lediglich die Anzahl
der irreduziblen RPA.

Auch dieses Muster setzt sich exakt auf den supersymmetrischen Fall mit NV = 1 fort, was schon
daran zu erkennen ist, daf} die Struktur der (p, ¢;r, s)-Quadrupel ebenfalls aus der A-D-E-Klassifi-
kation der superkonformen Zustandssummen [149] gewonnen werden kann.

Fassen wir kurz unseren Argumentationsweg zusammen, mit dem wir die Klassifikation aller TACR
mit ceg < 1 durchfithren: In Kapitel IV (zusammen mit den obenstehenden Ausfithrungen zu
minimalen Modellen) haben wir eine mathematisch rigorose vollstéindige Klassifikation aller regu-
laren TACR mit c.y < 1 erzielt und auch alle physikalisch relevanten Zustandssummen angegeben.
Aus cop < 1 folgt, daBl das zugrundeliegende Virasoro-Modell degeneriert sein muf, da die Charakt-
tere sonst generisch durch (1) gegeben wiiren, was unter S : n~'(=1/7) = (—i7) "2y~ (1) eine
zu starke Singularitét lieferte. Daher brauchen wir fiir den logarithmischen Fall nur noch die Modelle
mit ¢ = ¢, 1 zu betrachten, da wir alle anderen Moglichkeiten degenerierter Virasoro-Modelle bereits
vollstdndig behandelt haben. Diesen verbleibenden Fall kénnen wir auf die Klassifikation der Gauss-
Modelle mit ¢ = 1 zuriickfiihren. Es bleibt allerdings noch zu zeigen, dal wir damit alle physikalische
relevanten Zustandssummen logarithmischer Modelle mit ¢,y = 1 erhalten, wenngleich dies sehr
plausibel ist.

Dies beschliefit unsere Betrachtungen zur Klassifikation aller rationalen konformen Theorien mit
Ceff <1 bzw. cop < 3/2 im supersymmetrischen Fall.
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Toccata
Der Fractionale Quanten-Hall-Effekt

n diesem letzten Kapitel wollen wir nun eine mogliche konkrete Anwendung von
TAC vorstellen. Motiviert wird dies durch die abschliefenden Bemerkungen in Ka-
o o pitel V. Wir wollen also aufzeigen, inwiefern unsere regulidren nicht unitdren Theori-
en mit ¢, = 1 den fraktionalen Quanten-Hall-Effekt zu beschreiben vermégen. Dies
ist auch von allgemeinem Interesse, da bis jetzt nur sehr wenige konkrete Anwen-
dungen nicht unitérer Theorien bekannt sind. Wir miissen aber bemerken, dafl die Resultate dieses
Kapitels keine mathematisch rigorosen Sétze, sondern eher phinomenologischer Natur sind. Wir
haben es ja auch mit experimentell beobachtbaren Daten zu tun. Unsere Darstellung des EQFH ist
knapp gehalten und unseres Behandlung eher konzeptionell. Wir stiitzen uns im wesentlichen auf
die Bilder von R.B. Laughlin und J.K. Jain. Ausfiihrliche Darstellungen des derzeitigen Standes
von experimenteller Forschung und Theorie zum Quanten-Hall-Effekt findet sich in [907, 983].
Der Quanten-Hall-Effekt gehort sicher zu den interessantesten Phénomenen der Festkorperphysik,
da er nicht so recht in das Bild kontinuierlicher Phaseniibergéinge passen will. Die transversale
Leitfdhigkeit eines zweidimensionalen Elektronengases in starken Magnetfeldern und bei niedrigen
Temperaturen ist durch quantisierte Plateaux der Form o,, = (e?/h)v gegeben®# wobei der
sogenannte Fillingfaktor eine ganze oder rationale Zahl ist. Der ganzzahlige Quanten-Hall-Effekt
(EQIH %) mit v € N wurde von Klaus von Klitzing [733] im Jahre 1980 entdeckt, der EQFH
(v € Q1 —N) 1982 von D.C. Tsu, H.L. Stromer und A.C. Gossard [997].

Obwohl sich beide Effekte in vielerlei Hinsicht sehr dhneln, gibt es einen fundamentalen Unterschied:
Der EQIH 148t sich gut als ein Phdnomen nicht wechselwirkender Elektronen beschreiben [761],
wihrend fiir den EQFH die Wechselwirkung wesentlich ist und zu einem neuartigen Aggregatzu-

i Der longitudinale Widerstand verschwindet auf den Plateaux.
el Efectus Quantus Integralis secundum Hall
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stand der Elektronem fiihrt, einem inkompressiblen Quantentropfen [769]. Dieses Kondensations-
phédnomen lief} sich zu einer hierarchischen Struktur mit Quasiteilchen und -l6chern erweitern, die
auf den fundamentalen Briichen v = 1/(2p+ 1) aufbauen [547, 563]. Die wiederholte Kondensation
von Quasiteilchen erscheint allerdings physikalisch wenig sinnvoll. Eine andere phinomenologische
Theorie von J.K. Jain betrachtet zusammengesetzte Teilchen aus Elektronen und “angehefteten”
FluBquanten des Magnetfeldes [631, 641]. Sie vermag EQIH und EQFH einheitlich zu behandeln.
Die neueren Experimente stehen in sehr gutem Einklang mit dieser Theorie [241, 1069, 569).

In allen heutigen Arbeiten zum EQFH spielt R.B. Laughlin’s Ansatz der Wellenfunktion fiir v =
1/(2p + 1) [769] eine entscheidende Rolle. Dieser 148t sich zwar nicht strikt beweisen, stimmt aber
mit numerisch exakten Losungen extrem gut iiberein. Der Grundzustand hat demnach die Form

1
ey = [ (2 — ) exp <—§ > |Zz'|2> : (7.1)
i<j i

wobei p schon wegen des Pauli-Prinzips eine ganze Zahl sein sollte. In J.K. Jain’s Bild, wo die
Elektronen an 2p FluBquanten gebunden sind, ergeben sich die Wellenfunktionen aus denen des

EQIH, ¢, zu v = n durch
Yy = D¢, mit D= [](z—2). (7.2)
i<j

Mit Argumenten der Mean-Field-Theorie leitet man fiir diese Zustéinde den Fillingfaktor v =
n/(2pn £ 1) ab. Die Laughlin-Wellenfunktionen ergeben sich gerade fiir n = 1. Die Forderung,
eine gerade Anzahl von Flufiquanten anzuheften, resultiert daraus, daf§ dann die Statistik des Elek-
trons fermionisch bleibt.

7.1 Mikroskopische Beschreibung

Wir betrachten ein zweidimensionales Elektron in einem transverslen Magnetfeld. Die Schrédinger-
Gleichung lautet dann

1 e 9\>
Hy=— (p—<4%) v =By, (7.3)
2m c
wobei der Impuls p = —iAV und das Eichpotential A in der Ebene existieren. In komplexen
Koordinaten und dimensionslosen Gréfien sind Hamilton- und Drehimpuls-Operator dann gegeben
als
H=da+ad, J=bb—-dla, (7.4)
wobei wir die Operatoren
— 219 T Z_
a = 5+0 at = 5-0
b = 240 o= 2-9 (7.5)
eingefiihrt haben, die die Standard-Vertauschungsregeln [a,a!] = [b,b'] = 1 mit allen anderen

Kommutatoren gleich null erfiillen. Das Vakuum ist durch die Bedingungen ago = by = 0
bestimmt zu

1 1
oo = \/—%exp(i\zP). (7.6)

Die Losungen der Schrodimger-Gleichung bilden dann unendlich entartete Landau-Level der Ener-
gien 2n + 1 mit den Eigenfunktionen
(") (ah)"

Yy = WT/JO,O . (7.7)
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Die Einschrankung des Problems auf einen endlichen Bereich der Fléiche A reduziert die Entartung,
da zu hohe Drehimpulse zu “groie” Wellenfunktionen erzeugen. Die Entartung ergibt sich zu Ny =
P1rag/Po, wobei @ = BA der magnetische Flufl durch die Fliche und ®y = (h/e) ein einzelnes
FluSquantum ist.

Nehmen wir an, wir hétten IV solcher Elektronen. Wenn sie nicht miteinander wechselwirken, ergibt
sich der Fillingfaktor zu v = N/N4 und ist eine ganze Zahl aufgrund gewisser Eichbedingungen (v
kann als Chern-Charakter eines U(1)-Biindels iiber dem Parametertorus der magnetischen Fliifle
gedeutet werden [919, 743, 11, 617]).

Wir fithren nun eine Wechselwirkung ein, die in Jain’s Bild als die Wechselwirkung der angehefteten
FluBquanten gedeutet werden kann. Dazu redefinieren wir die Operatoren b;, aZT-, wobei der Index %
von nun an die Elektronen nummeriert:

bi = 32'—1-%—2])2@'#%%7

al = 0+ 5+

(7.8)
In den Vertauschungsregeln treten durch diese Redefinition nun auch Terme 2pmd(z; — z;) auf, die
wir nicht zu beriicksichtigen brauchen, solange wir fermionische Statistik verlangen. Die daraus
resultierende Theorie beschreibt den EQFH mit v = 1/(2p+ 1), wobei die makroskopischen Obser-
vablen durch Addition wie im Fall ohne Wechselwirkung gewonnen werden, H = Zﬁil(aj- a; + aiaj)
und die Laughlin-Wellenfunktion (7.1) ist Eigenfunktion von H zum tiefsten Landau-Level.

Die Inkompressibilitit des Quantentropfens ist gleichbedeutend mit der Invarianz der Theorie un-
ter den flichenerhaltenden nicht singulidren Diffeomorphismen. In der Tat konnte die zugehorige
Symmetrie-Algebra fiir den EQIH von A. Cappelli, C.A. Trugenberger und G.R. Zemba [157] und

fiir den EQFH von uns zusammen mit R. Varnhagen [379] konstruiert werden.
PROPOSITION 6/7. Mit den Definitionen von oben und n,m > —1 existieren Operatoren

N

Lo =Y (D)™ (b)) (7.9)
=1

die alle mit dem Hamilton-Operator vertauschen™". Sie erzeugen die Algebra der flichenerhalten-
den, nicht singuldren Diffeomorphismen, Wiioo = W(1,2,3,4,...), mit den Vertauschungsregeln

min(m,k)

Lrm: Lrg) = >

s=0

(m+ D!k +1)!
(m—98)1(j —s)!(s+1)!

£n+k_8’m+l_5 — (m — l, n < k?) . (710)

Weiter sind die Laughlin- Wellenfunktionen v, aus (7.1) Tiefstgewichts-Zustinde, i.e. mit Wy(f) ~
Lpts—2s—2 firs > 1, n > —s+ 1 als den Moden der Generatoren der Algebra mit Spin s gilt

Wy(f)l/}p =0 fir—-s<n<-1.m

Wir halten noch eine wichtige Beobachtung fest: Die redefinierten Operatoren b; und a;-f haben fiir
p > 0 nicht mehr bj und a; als ihre hermitesch Konjugierten, es sei denn, man fithrt das nicht
triviale Integralma$l du = [[,; |zi — 2;|™*dz; ... dzy ein. Dies ist ein erster Hinweis auf mégliche
Nicht-Unitaritdt im EQFH.

Der Konfigurationsraum ist in unserem Fall gegeben durch Cy = {(21,...,2n) € CN|z; # z; fiir
i # j}. Die Operatoren a;, aZT- konnen dann als kovariante Ableitungen auf einem U(1)®"-Biindel
iiber Cy angesehen werden, siehe auch [1021]. Die Kriimmung ist dann gerade pu, also diejenige eines
konstanten magnetischen Feldes zuziiglich den 2p FluBquanten pro Elektron. Solche Fluflquanten
kann man elegant mit Hilfe lokalisierter Wilson-Schleifen einer abelschen Chern-Simons-Theorie
beschreiben. Die N-Punkt-Funktion von Fluflquanten lokalisiert an den Koordinaten z; ist dann

elivEg treten in der Tat auch keine Terme in 6-Funktionen auf.
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tatsdchlich proportional zu p, wenn man die Wilson-Schleifen durch Vertexoperatoren ausdriickt
[29]. Dies ist unser erster Hinweis darauf, daff es einen Zusammenhang zwischen den Laughlin-
Wellenfunktionen (7.1) und Korrelationsfunktionen von Vertexoperatoren gibt, der schon ldnger
vermutet wird [977, 439, 193, 823].

Einem Argument von A. Lopez und E. Fradkin zufolge éndert das Addieren von 2p FluBquanten die
Erwartungswerte nicht. Man tiberzeugt sich leicht davon, daf§ wirklich [ zb;wpd,u von p unabhéngig
ist. Allerdings bleiben nicht alle Observablen unveréndert (sonst wére die Theorie ja auch trivial), da
das Addieren der FluBquanten das effektive magnetische Feld d&ndert. Weiter hat bereits E. Verlinde
gezeigt [1021], dal ein Hamilton-Operator ohne Wechselwirkung zwischen den Teilchen eine nicht
triviale Streumatrix impliziert, wenn eine Substitution der Art 0; — 0; + a>2;4;1/(2 — z;) und
0; — 0; durchgefiihrt wird.

Das wichtigste Ergebnis unserer sehr knappen Einfiihrung ist jedoch das folgende: B.I. Halperin
hat gezeigt [557], daf es im EQH sogenannte gap-lose Anregungen gibt, i.e. angeregte Zustinde zur
selben Energie, siehe auch [1039, 977]. Da die Generatoren der W ~-Algebra mit dem Hamilton-
Operator vertauschen, stellen offensichtlich die Zustédnde

1 .
Wnl(sl)W,(L‘zz) oo W, (8g)p mit s; > 541 und 85 = si41 = 1y > nyp

das Spektrum der gap-losen Anregungen dar, die man sich als angeregte Bewegungen bzw. Schwin-
gungen des Randes des Tropfens vorstellt. Daher heiflen sie auch Rand-Anregungen. Diese Anregun-
gen lassen sich immer als 1), multipliziert mit einer vollstindig symmetrischen Funktion schreiben.
Andererseits erhalten wir aber schon allein mit dem Strom j = WO ein vollstéindiges System aller

symmetrischen Funktionen, niimlich Produkte der Potenzsummen s, = ¥ 2 ie.

IniIng - - - ]n;ﬂﬁp = Sn1Sng - - - Snkwp

ist eine Basis aller symmetirschen Funktionen, wenn n; > n;11. Wir haben also eine sehr hohe
Redundanz im Spektrum. Der Charakter des Spektrums ist weiter nichts als die erzeugende Funk-
tion der Partitionen,

Xrana(@) = 3 p(n)d" = ]] 1 _1qn : (7.11)
n=0 n=1

Allein die positiven Moden des Stromes erzeugen alle Rand-Anregungen, die man daher als Ober-
flichenwellen deuten kann, die in dieselbe Richtung mit der selben Geschwindigkeit laufen. Dies
bedeutet insbesondere, dafl eine zweidimensionale Quantenfeldtheorie, die EQH beschreiben soll,
chiral sein muf, zumindest fiir v = 1/(2p + 1). Das Spektrum ist generisch dquivalent zu dem einer
U(1)-Kac-Moody-Algebra bei Level eins. Allerdings haben wir ja nur eine explizite Darstellung der
positiven Moden in Proposition 6/7 konstruiert. Um nun eine Sesquilinearform auf dem Raum der
Rand-Anregungen einfithren zu kénnen, miiffiten wir wissen, was die negativen Moden der Felder
W (s) wiren. Naiv wiirde man hier zunéchst an die singuliren Diffeomorphismen denken. Eine Inva-
rianz der Theorie auch unter diesen macht wenig Sinn, da sie die Topologie des Tropfens aufgrund
der Singularitdt zerreifien wiirden. Es ist auch nach der obigen Bemerkung zum nicht trivialen
Integrationsmaf klar, da wir nicht unbedingt Hermitizitit erwarten, i.e. (WT(LS))T = Wfsrz, sondern
vermutlich eher eine nicht unitire Theorie. Vor allem im nicht unitéren Fall ist die Sesquilinearform
keineswegs notwendig positiv definit, und es kann singulire Vektoren geben. Mit den Argumenten
aus Kapitel III folgt

PROPOSITION -14/11. Angenommen, die Rand-Anreqgungen lassen sich durch eine auf dem Rand
definierte TAC beschreiben, die zur Chern-Simons-Theorie assoziiert ist, welche das Anheften der
Flufsquanten an die Elektronen beschreibt. Dann wird diese TAC durch einen U(1)-Strom erzeugt
und hat mazimal den durch (7.11) gegebenen Spektrum-Charakter, ist also eine Theorie mit cp < 1.
[
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Beachten wir, dal das nicht triviale Maf§ p, das von dem nicht flachen Knizhnik-Zamolodchikov-
Zusammenhang herriihrte, durch eine Korrelationsfunktion einer Theorie mit c.y = 1 gegeben
ist, konnen wir die letzte Aussage von Proposition —14/11 entsprechend verschérfen. Wir werden
daher in den folgenden Abschnitten priifen, ob unsere reguléren nicht unitdren TACR mit cop = 1
gegeignet sind, EQFH zu beschreiben.

7.2 Konforme Feldtheorie

Die TAHCR, mit denen wir den EQFH beschreiben wollen, leben zunichst auf dem Rand des
Tropfens. Genauer gesagt leben sie fiir jede Zusammenhangskomponente des Randes (die wir uns
als Kreis vorstellen kénnen) auf einem Zylinder S' x R, wobei die zweite Richtung fiir die Zeit steht.
Wir wollen aber annehmen, dafl sich die Theorie analytisch wieder auf die Ebene fortsetzen 148t
und die Korrelationsfunktionen dann wirklich die Wellenfunktionen der Quantentropfen darstellen.
Dabei gehen wir nicht davon aus, dafl alle beobachteten EQH-Plateaux durch ein und dieselbe
TACR beschrieben werden. Der vorhergehende Abschnitt motiviert nun folgende Annahmen an
die moglichen TACR-Kandidaten, die EQFH beschreiben kénnten:

o die TAECR haben c.5 = 1;

e die Fermionen und die angehefteten Fluquanten lassen sich durch Vertexoperatoren beschreiben;
e die Wellenfunktionen zu v = 1/(2p + 1), die am ausgepriigtesten und stabilsten sind, sollten mit
Korrelatoren von Vertexoperatoren aus den RPA zu Grundzusténden beschrieben werden;

e es soll das Prinzip maximaler Chiralitit gelten, i.e. die lokalen Vertexoperatoren seien so aus
links- und rechts-chiralem Anteil kombiniert, da8 || minimal ist;

Die letzte Forderung kénnen wir fiir den EQFH zu v = 1/(2p + 1) verschérfen. Hier erwarten
wir vollig chirale Vertexoperatoren, h = 0. Bevor wir aber nun geeignete T/ECR angeben, miissen
wir noch einen Punkt diskutieren. Die Laughlin-Wellenfunktionen (7.1) besitzen einen nicht holo-
morphen, exponentiellen Faktor exp(—1/23"; |2]?). Die Korrelationsfunktionen von den in (2.73)
definierten chiralen Vertexoperatoren 1, konnen diesen nicht ohne weiteres reproduzieren®?. Es
gilt ndmlich

(Q > Yar (21) - ay (2n)0) = 1_[(2Z — zj)zo‘io‘j , (7.12)
1<j
wenn |z1| > ... > |2y und YN, oy = ag ist, wobei ag die Hintergrundsladung und €, das

zum Superauswahlsektor zur Ladung a gehérende Vakuum bezeichnet (siehe Abschnitt I1.8). Mit
solchen Korrelatoren kénnen wir zwar den Produktteil der Laughlin-Wellenfunktion erzeugen, nicht
aber den Exponentialterm. Entweder schreibt man diesen explizit als zusétzlichen Faktor in das
Integralmaf y, oder man fiihrt einen zusitzlichen Term exp(—ia [ d?z'p¢(2')) in den Korrelator
(7.12) ein, wobei ¢ das freie Feld und p eine mittlere Dichte (wma?)~! ist. Ausintegrieren dieses
Termes iiber eine Kreisscheibe der Fliche 2o N ergibt im Realteil den korrekten Exponentialterm
fiir N Elektronen, wiahrend der Imaginérteil eine singulére Phase darstellt, die durch eine ebenfalls
singuldre Eichtransformation eliminiert werden kann. Die Eichtransformation stellt dabei genau
das &uflere uniforme magnetische Feld dar [823]. Im folgenden werden wir den Exponentialterm
oft nicht mehr explizit ausschreiben und den Beitrag des dufieren magnetischen Feldes in Q* , (N)
absorbieren, da das Integral auch die Hintergrundsladung modifiziert.

Betrachten wir nun fermionische Theorien mit ¢ = 1 — 24k, k € Z, + % (siehe Kapitel IV). Sei
k = (2p 4+ 1)/2,1 € Z,. Die Hintergrundsladung ist gerade ag = Vvk. Der Zustand niedrigster
Energie hat Lo-Eigenwert h(ago) = —ag’o = —k. Wie wir in Kapitel IV gesehen haben, treten in
der zugehorigen RPA keine geschirmten Vertexoperatoren auf, so dafl wir (7.12) direkt anwenden

_”“’Die Wellenfunktionen im Landau-Grundzustand sind Schnitte in einem holomorphen Vektorbiindel. Die Ableitung
0 kann daher eine mit einer beliebigen Funktion multiplizierte Derivation nach z sein.
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kénnen. Im Spektrum dieser RPA liegt auch ein Zustand, der durch einen Vertexoperator g, ,
erzeugt wird und Gewicht h(ay1) = 0 hat. Die vollsténdige symmetrische Theorie enthélt also
einen lokalen Operator V(O 0j1,1) (2, 2) = Yag 0 (2) ® 1a1,1(2). Seine n-Punkt-Funktion ist

(€ LV, H Vioopn (2, 2)Q0) = [ [ (2 — 2;)* " exp <—% > |Zi|2> ) (7.13)
i=1 i<j i
also genau das gewiinschte Resultat. Man beachte, dafl damit alle oben gemachten Forderungen
erfiillt sind! Wir kénnen die Laughlin-Wellenfunktionen fiir v = 1/(2p + 1) durch eine N-Punkt-
Funktion einer nicht unitdren TAECR mit c.p = 1 ausdriicken®??,
Ein grofler Vorteil dieses Zugangs iiber konforme Feldtheorie liegt darin, dafl man auch die Wel-
lenfunktion fiir periodische Randbedingungen erhélt. In der Tat stellt das physikalische System
eigentlich einen Torus dar, da zum Messen der Stréme bzw. Spannungen Stromkreise geschlossen
werden miissen. Erzeugt man den longitudinal flieBenden Strom iiber ein Magnetfeld und mifit die
Hall-Spannung iiber ein induziertes weiteres Magnetfeld, erhélt man den sogenannten magnetischen
Torus iiber die Eichinvarianz modulo ganzer magnetischer Fluquanten. Der Torus habe wie iiblich
den modularen Parameter 7 mit (komplexen) Kantenldngen L,,L,. Dann lautet die allgemeine
N-Punkt-Funktion

)

0] >

B @[1/2](21—,2] |T) 2a505 2 2
(2 0y (V) 1) waN<zN>ﬂo>?-1:H(”T) o) (%
(7.14)

1<J @/[1/2]( |T)
wobel Z = Y | a;zi/ap der Ladungsschwerpunkt ist. Die sogenannten ©-Funktionen mit Charak-
teristik sind definiert durch

. n+ta)? .
e [Z:| (Z’T) = Z e2lﬁT%+2ZW(n+a)(z+b) 7

nel

und ©’ steht fiir 9,0. Betrachten wir unseren konkreten Fall, so erhalten wir die Laughlin-Wellen-
funktionen auf dem Torus,
N

(€ LV, 1 Voo (2, Z)Q0){ " =
i—1

H (GW)2P+1@ {l/(2p+1)} (M’@p—klﬁ) (7.15)
L\ e om 0 Ls |

die nun (2p + 1)-fach entartet sind. Diese Entartung rithrt von der Moglichkeit einer zusétzlichen
Quantenzahl her, die das “Vakuum” mit Hintergrundsladung auf dem Torus tragen kann. Sie folgt
aus den Eigenschaften der Darstellung der Zopfgruppe auf dem Torus, die durch die Vertexopera-
toren vermittelt wird. Wir wollen die Funktionen (7.15) mit v, (21, ..., z,) bezeichnen. Auf diesem
(2p + 1)-dimensionalen Raum operieren die sogenannten magnetischen Translationen S, und Tj.
Fiir die “elementaren” Schritte a = L,/(2p + 1) und b = L, /(2p + 1) gilt dann

.
Satbpr =€ 0, Tyhy = Pp 41 -

Ferner ist 1, ; auch unter Austauschen von L, und L, i.e. 7 — —1/7 kovariant, da

o {l/(2p+l)} (z\/2p+1 B (2p+1)> _

0 T T

2p+1
Jine?/r Ze 2p+1@[l/(2p—|—1]( \/2p—+‘ (2p+1) )

2p—|—1 et 0

#liMan kann dies auch mit Vertexoperatoren einer rationalen unitiren ¢ = 1-Theorie tun, erhilt dann aber die
Laughlin-Wellenfunktion nicht aus der RPA zum Grundzustand niedrigster Energie [193].
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ist. Soweit konnen wir also auf einfache Weise den EQFH mit v = 1/(2p + 1) mit Hilfe der nicht-
unitéiren T/ECR mit ¢ = 1 —12(2p+1) und maximaler chiraler Symmetrie-Algebra W(2, 3(2p+1))
beschreiben. Auf dem Torus kénnen wir die korrekte Entartung reproduzieren. Die Beschreibung
involviert den chiralen Vertexoperator zur RPA minimaler Energie. Ferner beachte man, dafl der
EQIH mit ¥ = 1 von uns mit der nicht-unitiren TAECR W(2, %) bei ¢ = —11 beschrieben wird,
also der N = 1-Super-Virasoro-Algebra. In der Literatur ist schon o6fter diskutiert worden, daf}
Hochtemperatur-Supraleitung und EQH mit N = 1-Theorien in Zusammenhang stehen kénnten.

7.3 Anyonen und Fusion

Bis jetzt konnen wir lediglich die EQFH-Zusténde mit ¥ = 1/(2p 4+ 1) beschreiben. Die Idee ist
nun, die anderen beobachteten Zusténde aus den weiteren RPA der W(2, %(2]) + 1))-Algebren zu
gewinnen, bzw. aus Korrelatoren der zugehorigen Vertexoperatoren. Die physikalische Vorstellung
ist folgende: Wenn sich das System in einem Zustand mit v = 1/(2p+1) befindet und nun das duflere
Magnetfeld erhoht wird, geht das System zun#chst in angeregte Zustéande iiber, i.e. in RPA hoherer
Energien, die noch zur selben TACR gehoren, so dafl sich die Entartung der Wellenfunktionen
nicht dndert. Erst ab einem kritischen Wert kommt es zu einem Phaseniibergang in einen Zustand
einer anderen T/ECR. Dieser Phaseniibergang wird nach neuesten Uberlegungen vermutlich durch
nicht-unitéire Theorien mit ¢ = 0 beschrieben®¥,

Die Zunahme des &dufleren Magnetfeldes bleibt solange ohne nennenswerte Wirkung, wie nicht
an die iiberwiegende Zahl der Elektronen je zwei weitere FluBlquanten angeheftet worden sind.
Dieses Anheften wollen wir durch das Fusionieren entsprechender Vertexoperatoren beschreiben,

Vio,oj1,1)(2) fiir das Elektron mit bereits 2p Flulquanten V, 2, 25 | 2 2 ,(w) fiir ein einzelnes
T (o1 3p 1 | 2p41 34T
Fluiquant. Zwar tragen zu der Fusion im allgemeinen Felder verschiedener RPA bei, jedoch mit

unterschiedlichen Potenzen in (z — w) fiir w — z. Unter Fusion wollen wir daher die Projektion auf
den fithrenden Term verstehen. Solange die Zahl der Flulquanten deutlich kleiner als die der zur
Verfiigung stehenden Elektronen ist, verhalten sich die Flufiquanten, die mit einzelnen Elektronen
wechselwirken, untereinander wie Anyonen [1063, 823], i.e. wie Teilchen mit fraktionaler Statistik.
Dies sehen wir explizit, wenn wir M solche FluBiquanten in den Korrelator (7.13) einfiigen,

M N
(O a2 T Vi, 2oy sz (0 ) H Vioona i 2)%%) =
j= i=
H ‘wi . wj,‘l/(2p+l) H(ZZ B wj) H(Zz B Zi,)2p+1e—% ZZ |Zi‘2_—2(2;+1) Zj |w; |2 ' (7.16)
3<j’ ij i<i!

In der Tat haben die Fluiquanten den statistischen Parameter § = 27 /(2p + 1) und die fraktionale
Ladung e/(2p+1). Wir kénnen auf diese Weise die Anregungen des Laughlin-Zustandes beschreiben.
Die verschiedenen RPA, aus denen wir Vertexoperatoren wihlen konnen, ergeben dabei die verschie-
denen moglichen Anregungen mit fraktionaler Statistik. Einer géingigen Idee zu Folge stellen die
FluBquanten sogenannte Quasilocher dar [547, 557, 563, 569]. Man konstruiert dann Fillingfaktoren
v #1/(2p + 1) aus Kondensaten von N Elektronen und 2¢M FluBquanten mit v* = v/(2qv + 1)
im thermodynamischen Limes N, M — oo. Dies ist das sogenannte Hierarchie-Schema der EQFH.
Spéter hat J.K. Jain eine andere Deutung des EQFH geliefert [631, 641, 431, 433]: Er gibt die
Idee nur partiell gefiillter Landau-Level auf. Die effektiven Teilchen sind Fermionen, die aus einem
Elektron und 2p angehefteten FluBquanten bestehen, und die insgesamt n Landau-Level vollsténdig

#lviiNan beachte, daB es sehr wohl nicht triviale Theorien mit ¢ = 0 geben kann, wenn man die Forderung nach
Unitaritat fallen 1a8t.
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fiillen. Der Fillingfaktor ist dann v = n/(2pn=+1), wobei das Vorzeichen von der Richtung des dufle-
ren Magnetfeldes abhéngt. Wir wollen dieses Bild nun mit Hilfe von Fusion beschreiben. Lassen
wir némlich mit M = N in (7.16) die Koordinaten der Fluquanten gegen diejenigen der Elek-
tronen streben, w; — z;, konnen wir die EXPO der Felder einsetzen und den fiihrenden Term
betrachten. Da sich aber der rechts-chirale Teil des Vertexoperators V(g gj1,1)(2,2) wie die Iden-
titét verhélt, erhalten wir nach Einsetzen der EXPO keinen rein links-chiralen Ausdruck mehr.

Die links-chirale EXPO wird mit ¢q ,, ,, (2) tensoriert. Wiederholen wir die Prozedur ein zwei-
2pF+1°2pF1
tesmal und heften somit zwei FluBlquanten an, ist der fithrende rechts-chirale Term aber gerade

wieder ¥, , (Z), und wir erhalten in fiihrender Ordnung wieder einen links-chiralen Vertexoperator.
Nach den Fusionregeln fiir die W(2, 2(2p+1))-Algebren, die sich mit Kapitel IIT bestimmen lassen,
tritt im links-chiralen Teil die Identitit nicht auf, der fiihrende Term ist daher durch den chiralen

Vertexoperator V(ZI;%QHQPHH’I)(AZ, Z) gegeben.

Damit haben wir gezeigt, dafl sich das Anheften einer geraden Anzahl von Flulquanten durch
Fusion beschreiben lafit. Ausgehend von den Laughlin-Zusténden mit v = 1/(2p + 1) erhalten wir
symbolisch die Fusion

([(;5070] * |:¢ 2 2p ]) * |:¢ 2 2p :| = [¢2p+1 2p+1:| + ..., (7.17)
Zp+12p+1 Zp+172p+1 2p+372p+3
wobei wir Terme niedrigerer Ordnung nicht ausgeschrieben haben. Die Felder auf der rechten Sei-
te gehoren allerdings zur RPA maximaler Energie (aufler der Vakuum-RPA). Das Anheften von
FluBquanten fiihrt also zu extrem angeregten Zustidnden. J.K. Jain [631, 641] wies nun bereits dar-
auf hin, da3 das Anheften der Flulquanten auch die Grofle des Systems dndert, so daf die totale
magnetische Fluldichte konstant bleibt. Man beachte aber, dafi die effektiven konformen Gewichte
heg = h — 57 der TECR mit ¢ = 1 —12(2p + 1), die durch ~_»___» _ gegeben sind, mit den

2p+1°" 2p+3

effektiven Gewichten h_» _» der TECR zu ¢ =1 — 12(2p + 3) iibereinstimmen,

2p+3°2p+3
L 2p+1 1 _ 2p+3 1
s TS 2 2% s 2 2

Die geéinderte Grofie des Systems, die letztlich aus dem geéinderten Magnetfeld resultiert, erzwingt,
dafl der angeregte Zustand in den Grundzustand der TAECR mit ¢ = 1—12(2p+3) und Symmetrie-
Algebra W(2, 3(2p+3)) iibergeht. Es kommt zu einem Phaseniibergang zu den zusammengesetzten
Elektronen, der zu einem Ubergang zwischen zwei TACR korrespondiert.

PROPOSITION -36/13. Der EQFH mit v = 1/(2p + 1) wird durch Korrelatoren chiraler Ver-
texoperatoren aus der RPA zum Grundzustand der nicht-unitiren TAHCR mit zentraler Ladung
c=1-—12(2p+ 1) beschrieben. Das Anheften von zwei Flufiquanten wird durch zweimalige Fusion

mit Vertexoperatoren V, 2p 2o | 2 2 | dargestellt. Der dabei auftretende Phaseniibergang ent-
(oo 241 2o 2p9T)

spricht einem Ubergang des angeregten Zustandes in den Grundzustand der “nichsten” TACR mit
c=1—12(2p + 3). Der Fillingfaktor dndert sich dabei zu v =1/(2p+ 3). m

7.4 Geometrie und Modul-Gruppe

Aus Kapitel IV kennen wir die Zustandssummen der oben erwiahnten T/ACR. Mit der dort einge-
fiihrten Notation (4.28) sind sie Zerm[1/(2p 4+ 1),1/(2p + 3)](7, 7). Wir haben weiter oben bereits
bemerkt, daff der modulare Parameter die Konfiguration des physikalischen bzw. magnetischen To-
rus beschreibt. Die Modul-Invarianz der Zustandssumme sagt aus, dafl die Theorie “topologisch”
ist, i.e. nicht von der genauen Geometrie des magnetischen Torus abhéngt. Doch was ist die Be-
deutung der beiden Radien? Wir wollen diese Radien als die Rénder eines Kreisringes deuten, in
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dem der wechselwirkende Teil des Quantentropfens liegt. Die Anderung der Systemgréfie durch
Anheften zweier Fluquanten ersieht man dann direkt: Das Radien-Paar (1/(2 4+ 1),1/(2p + 3))
wird zu (1/(2p + 3),1/(2p +5)), bzw. zu (1/(2p — 1),1/(2p + 1) bei umgekehrter Polung des Ma-
gnetfeldes. Wir haben noch eine weitere Moglichkeit, das System zu verdndern: Wir kénnen den
Strom verédndern, und damit die Zahl der besetzten Landau-Level. Auch dies dndert die Radien.
Hinzuftigen eines weitern Landau-Levels fithrt zu ((2p +4)/(2p + 1), (2p +2)/(2p + 3)).

Zu diesem Ergebnis kommt man durch die Annahme, dafl auf dem “Parameterraum” eine unendlich
grofe diskrete Gruppe operiert, zum Beispiel eine Untergruppe der Modulgruppe [797, 569]. Der
Parameterraum ist hier der durch die beiden GréBen 2R? und 2R3 aufgespannte Modul-Raum R2
der Zustandssummen Zfe,, [2R2, 2R§]. Aus Kapitel IV wissen wir, daf} die rationalen Theorien die

Bedingung
P op
det =2 7.18
(Q q/> (7.15)

erfiillen miissen, wobei 2R? = p/q und 2R3 = p'/q ist. Der Fillingfaktor ist dann gegeben durch
v = p'/q und hingt auf vollig nicht-lineare, “chaotische” Weise von den Radien ab. Folgende
Transformationen von v lassen sich physikalisch motivieren:

v — v/(2v+1) Anheften zweier T —Flufiquanten,

v — v/(2v-1) Anheften zweier | —Flufiquanten, (7.19)
v — v+1 Aulffillen eines weiteren Landau — Levels, ’

v — 1—v Teilchen — Loch — Dualitét.

Die ersten drei Transformationen werden durch die Untergruppe I'r(2) von I' = PSL(2, Z) erzeugt,
die durch ST2S und T aufgespannt wird (die zweite Transformation ist durch ST2S gegeben,
wenn man anschlieend die Radien unter Vorzeichenwechsel vertauscht). Die letzte Transformation
ist kein Element der Modulgruppe. Sie hat aber ebenfalls eine natiirliche Erklérung. Die Zustands-
summe Zjern[p/q, p'/q'] besitzt in jedem ihrer Argumente die Eigenschaft (2.10) der Dualitét. Dem
entspricht das Vertauschen der Elemente der Diagonalen bzw. der Offdiagonalen in der Matrix in
(7.18), die wir mit D, bzw. D\ bezeichnen wollen, D\ D, = D,D\ = Dy. Normalerweise miifiten wir
die Definition von v entsprechend angleichen. Allerdings entspricht Dy effektiv einem Vertauschen
des inneren und des dufleren Radius. Wenn wir uns vorstellen, daf die Anregungen auf dem dufleren
Radius, wie im ersten Abschnitt erldutert, links-chiral sein sollen, die auf dem inneren hingegen
rechts-chiral, so wird der Drehsinn der Randanregungen gerade vertauscht. Ahnliches passiert, wenn
wir die Transformation T'S betrachten, die nicht in I'7(2) enthalten ist und die v auf 1—1/v abbildet.
Beide Transformationen zusammen ergeben aber gerade die Teilchen-Loch-Dualitidt. Genauer gibt
eine Matrix, die (7.18) erfiillt, zwei Fillingfaktoren, (v,v*) = (p'/q,p/q’), der erste bezieht sich
auf Elektronen, der zweite auf Lochanregungen. Die Transformation T'SDy bildet (v,v*) nach
(1—v*,1—v) ab, macht also den Austausch von Teilchen und Léchern explizit sichtbar. Ebenso bildet
die zweite Transformation, ST2S, eigentlich (v,v*) auf (v/(1—2v),v* /(1 —2v*)) ab. Das Umpolen
des Magnetfeldes vertauscht aber ebenfalls Links- und Rechts-Chiralitdt. Um dem Rechnung zu
tragen, miisen wir die Radien vertauschen. Da dies jedoch das Vorzeichen der Determinante (7.18)
dndern wiirde, erhalten die neuen Fillingfaktoren ebenfalls noch ein Vorzeichen. Die Abbildung ist
dann korrekterweise (v,v*) — (v*/(2v* — 1),v/(2v — 1)).

Die physikalische Bedeutung der zwei Radien wiire dann die folgende: Der Quantentropfen besitzt
einen dufleren Kreisring, der mit den FluBquanten wechselwirken kann und in dem sich die zusam-
mengesetzten Elektronen bilden kénnen. Wenn man sich den Quantentropfen als eine Art Atom
vorstellt, so stellt der Kreisring die Valenzzone dar. Seine Gréfie wird durch die beiden Radien der
Zustandssumme in magnetischen Einheiten parametrisiert.

Die Theorien mit nichtdiagonalen Zustandssummen liefern dann diejenigen Fillingfaktoren, die
nicht zu Laughlin-Zustéinden gehoren. Es ist bemerkenswert, dafl nicht alle Fillingfaktoren, die
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nach den oben genannten Vorschriften gebildet werden kénnen, auch gemessen wurden. Unser Bild
liefert dafiir eine natiirliche Erkldrung. Die mit den Matrizen aus I'r(2) gebildeten Kettenbriiche
fiir (v,v*) sind zwar immer rationale Zahlen mit teilerfremdem Nenner und Z#hler, nicht jedoch
zwingend die Radien, die aus den Zahlenpaaren auf der Diagonalen bzw. Offdiagonalen gebildet
werden. Die zugehorigen TAHCR existieren aber nur dann, wenn beide Radien teilerfremde Z&hler
und Nenner haben.

Sei v vorgegeben. Dann existieren unendlich viele Matrizen zu v, die (7.18) geniigen. Sei ndmlich
v =a/cund (¢ 3) eine geeignete Matrix. Dann sind auch alle Matrizen (¢ si']]jg), k € 7 geeignete
Matrizen. Im folgenden wollen wir annehmenm, daf§ b, d immer minimal gewihlt seien, i.e. |bd| >
0 so klein wie moglich. Das zugehorige Paar von Fillingfaktoren sei mit (v, 1) bezeichnet, die
Paare fiir die anderen Losungen entsprechend mit (v,v}). Wie oben bemerkt, ist die minimale
Losung (v, v§) nicht notwendig eine, zu der eine TAECR existiert. Zu gegebenem v wihlen wir dann
(v,v}) mit k > 0 so klein wie méglich aus, so daf auch die Radien durch nicht mehr zu kiirzende
Briiche gegeben sind. Je grofler k£ gewédhlt werden muf, desto mehr ist die zugehorige TACR nicht
unitér, ¢ = 1 — 12a(d + kc), desto grofler ist die RPA zum minimalen Tiefstgewicht und desto
unwahrscheinlicher ist es, dafl das System diese TACR wihlt.

Diese Argumentation 1d8t sich zu einem allgemeinen Prinzip ausbauen, das moglicherweise sogar
die Existenz der Plateaux erklidren kann. Auf der einen Seite kénnen wir jedes v € R durch einen
mit ... (ST=2P38)T"3(ST-2P28)T"2(ST-215)T™ € I'p(2) erzeugten Kettenbruch

v = [ng,2p1,n1,2p2,n2,2p3,. .., 2pk, Ny
= ng+ 1 1 ,
2pr + i

o .
n+ ——1
2p1 + —
no

n;, p; = 0 Vi > 0, approximieren, auf der anderen Seite werden experimentell nur Hall-Leitfdhig-
keiten o, der Form o = [ng,2p;1,n1] gemessen, die die jeweils unter der Variation des dufleren
magnetischen Feldes stabilen Plateaux ausbilden. In einer Arbeit von J. Frohlich und A. Zee [433]
wird gezeigt, dafl das Anheften der FluBquanten eine (in erster Ordnung) globale Wechselwirkung
vom Chern-Simons-Typ ist, die an den Gesamtstrom der Elektronen in allen besetzten Landau-
Leveln ankoppelt. Die Tatsache, dafl es iiberhaupt zu einer Wechselwirkung zwischen den Landau-
Leveln kommt, wird durch die Existenz von Verunreinigungen verursacht, an denen die Flulquanten
den gingigen Vorstellungen nach héngenbleiben.

Es hingt wesentlich von den experimentellen Voraussetzungen ab, wie gut sich fraktionale Plateaux
zwischen den ganzzahligen Plateaux des EQIH beobachten lassen. Nur bei sehr niedrigen Tempera-
turen, extrem starken Magnetfeldern und einem engen Bereich der Verunreinigungsdichte kann der
EQFH nachgewiesen werden. Typischerweise miissen die Voraussetzungen um eine Groflenordnung
besser sein, als fiir den ganzzahligen Effekt. Eine weitere Verbesserung der Voraussetzungen fiihrt
allerdings (bis jetzt) zu keiner wesentlichen Verfeinerung in der Plateaux-Struktur. Man findet
weiterhin nur die oben angegebenen Hall-Leitféihigkeiten der Form o,, = 2an¢1 +m, n € N,
m,p € Z.

Um dies zu erkldren, wollen wir zunéchst einen graphische Formalismus zur Beschreibung der
Vorgiéinge in der Hall-Probe angeben, der (ganz ohne jeden Hintergedanken) an die Feynman-
Graphen der Quantenelektrodynamik erinnert. Einen Strom von n Landau-Leveln stellen wir durch
eine fermionsiche Linie _n dar, deren Richtung die Bewegungsrichtung der Elektronen angibt.
Die Chern-Simons-Wechselwirkung der 2p angehefteten Fluquanten stellen wir durch eine boso-
nische Linie (die “Photonen”) 120 dar. Dies ist syntaktisch korrekt, da die Ladungstréiger
Fermionen sind und das Anheften einer geraden Anzahl von Flulquanten die Statistik der Ladungs-
trager nicht dndert, also bosonischen Charakter hat. Die zugehorigen Leitfahigkeit ist in unseren
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magnetischen Einheiten fiir n nicht wechselwirkende Landau-Level n und fiir ein Leiterstiick mit
FluBquanten-Wechselwirkung 1/2p. Der Fall p = 0 entspricht einem Kurzschlufl an dieser Stelle, da
ein seriell geschaltetes Leiterstiick unendlicher Leitfdhigkeit nichts zur Gesamtleitfihigkeit beitragt.
Der “Propagator” ersetzt sich durch eine Punktwechselwirkung mit unendlich schweren Bosonen.
Der elementare Graph erster Ordnung sieht dann wie folgt aus:

(7.20)

Dabei wollen wir die Strome der Landau-Level mit dem selben Index miteinander identifizieren,
so daB der Stromkreis geschlossen ist. Uber das dann noch freie Paar von Propagatoren kénnen
wir dann die Hall-Leitfahigkeit messen, die sich klassisch durch das Anwenden der Kirchhoffschen
Gesetze aus dem Graphen bestimmen 148t. Fiir die Messung miissen wir jedoch auch das noch freie
Paar von Propagatoren miteinander verbinden, was dem Graphen automatisch die Topologie eines
Torus verleiht.

Da die elementaren Leitfihigkeiten in magnetischen Einheiten quantisiert sind, kénnen wir klassisch
mit (7.20) nur die tatsichlich gemessenen Leitfihigkeiten o4, = g1 €rhalten, wobei das Vorzei-
chen von der Pfeilrichtung abhéngt. Umdrehen aller Pfeile &ndert das Vorzeichen in o, und korres-
pondiert zu einer negativen Leitfihigkeit der freien Landau-Level, i.e. zu einem Locher-Strom. Mit
Graphen hoherer Ordnung kénnen wir aber jede klassische Hall-Leitfahigkeit produzieren, da sich
jede reelle Zahl durch einen I'r(2)-Kettenbruch approximieren 148t,

(7.21)

wobei die oben beschriebenen Identifizierungen vorzunehmen sind. Klassisch ergibt sich die Hall-
Leitfahigkeit aus einem Netzwerk paralleler Leiter, die iiber FluBquanten-Widerstdnde miteinander
verkniipft werden. Quantenmechanisch lassen sich diese Graphen als Beitréige hoherer Ordnung
einer Chern-Simons-Quantenelektrodynamik intepretieren, deren Einflul mit wachsenden p; und
n; sowie mit wachsender Ordnung abnimmt. Dies kann man auch an der Stérke der entsprechenden
Korrekturen der Kettenbruchentwicklung der klassischen Hall-Leitfahigkeit ablesen. Die Chern-
Simons-Wechselwirkung fiihrt im Gegensatz zur gewohnlichen Quantenelektrodynamik zu einer
“topologischen” Quantenfeldtheorie, i.e. der Wert eines Graphen hingt nicht von den Koordinaten
der Vertices ab. Die Leitfahigkeit soll nicht davon abhédngen, wo genau die Widerstinde eingefiigt
werden. Das bedeutet insbesondere, dafl keine Teilgraphen mit “Whetstone-Briicken”, i.e. mit in-
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terfermionischen Wechselwirkungen des Typs

vorkommen kénnen. Weiter wollen wir die Selbstwechselwirkung der fermionischen Propagatoren
als implizit gegeben annehmen, i.e. wir verwenden keine nackten Propagatoren.

Zu jedem solchen erlaubten Graphen G nach (7.21) assoziieren wir die zugehorige Kettenbruch-
entwicklung o(G) und die zugehoérige Matrix A(G) € I'r(2). Die Lénge ¢(G) definieren wir wie in
Kapitel V. In Kapitel V haben wir gezeigt, dafl eine gegebene Matrix A(G) einen Ursprungs-Kegel
bzw. ein hyperbelformiges Band in der Parameterebene definiert, in der alle Punkte zu Matrizen
B = A(G) liegen®™" . Die Breite dieses Bereiches ist durch € = |v — v*| parametrisiert, die mittlere
Steigung bzw. Hyperbeloffnung ist durch v-v* gegeben (vgl. Figur V.3). Mit unserer Definition des
Filling-Faktors v formen die Matrizen B > A(G) fiir A = ({ 3) unter der Abbildung

v-(3 7)) w2

hyperbelfésrmige Binder mit einer maximalen Breite von & ~ 20e + €2 ~ 2Vv-v*|lv — v¥| +
(v — v*)2. Im Unterschied zu Kapitel V beschriinken wir uns nun nicht auf den dort eingefiihrten
Fundamentalbereich {(x,y) € R?|0 < y < x < 1}, da v sonst nicht einheitlich definiert werden
kann.

Unsere Theorie ist nun die folgende: Die beobachteten Hall-Leitfihigkeiten oy, = [ng,2p1,n1]
gehoren alle zu Graphen G(ng, p1,n1) erster Ordnung®. Die zugehérigen Matrizen A(G) erzeugen
als Keime der Orbiten B = A" - A(G) = A(G), A’ € T'p(2), die breitest moglichen Bénder von Ma-
trizen mit nur echt positiven Eintrigen und Determinante 2. Wenn sich das System nun in irgend-
einem generischen Zustand befindet, dem ein effektiver, aufgrund der quantenmechanischen Natur
unscharfer Filling-Faktor 7+ Av entspricht, so kann es sich auf andere Zustéinde “abkiihlen”, in de-
ren Attraktor-Band der generische Zustand liegt. Diese Abkiihlung erfolgt solange, bis das System
auf einem moglichst einfachen Zustand landet, der von einem Graphen erster Ordnung und damit
von einer globalen Wechselwirkung dominiert wird. Die Bénder definieren also Aquivalenzklassen
von Zusténden, die durch iiber die Aktion von I'p(2) kodierte Chern-Simons-Wechselwirkungen auf
ein und denselben “minimalen” Zustand abkiihlen kénnen. Da der effektive Filling-Faktor 7 eine
in erster Ordnung lineare Funktion des dufleren Magnetfeldes ist (dhnlich wie die klassische Hall-
Leitfahigkeit), korrespondieren zu diesen Attraktor-Béndern automatisch entsprechende Plateaux
der quantenmechanischen Hall-Leitfihigkeit. Diese sind umso breiter, je kleiner die Zahlen ng, py
und n sind. Sehr schmale Bénder und entsprechend sehr kleine Plateaux lassen sich naturgeméf
nur schwer beobachten, da der Spielraum der dufleren Parameter sehr klein wird. Dies erklért die
Dominanz kleiner Zahlen ng, p1 und n;.

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, dafl sich die zu den Graphen erster Ordnung gehorenden
Bénder zum Teil iiberschneiden. An diesen Stellen sollten die Ubergange zwischen zwei Plateaux
liegen. Die Bénder zu den Laughlin-Zustéinden mit o,, = 1/(2p — 1) haben die Breite 4/(4p* —
1)3/2 4 4/(4p® — 1)? zentriert um 7 = (4p> — 1)~ /2, iiberschneiden sich also nicht. Dazwischen
ist noch Platz fiir Bander mit ny > 1. Binder mit verschiedenem n; sind ebenfalls (fast immer)

ewitiTy Kapitel V haben wir dies fiir T’ = I'(1) gezeigt. Damit gilt dies trivialerweise auch fiir Untergruppen von I' wie
die hier betrachtete I'r(2).
el Auf den Fall nullter Ordnung, i.e. keine Wechselwirkung, gehen wir weiter unten noch ein.
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disjunkt. Man kann aber bereits mit den Hyperbel-Béandern zu kleinen Zahlen ng,p; > 0 den
Bereich {(z,y) € R?|z,y > 0, zy < 1} vollig abdecken. Dieser Bereich wird durch T : ny +— nj + 1
jeweils um 1 verschoben. Uber die Teilchen-Loch-Dualitéit erhalten wir eine unabhéingige zweite
Uberdeckung, die wir von der ersten beispielsweise durch das Vorzeichen der Determinante der
Matrizen unterscheiden kénnten. Zusammen mit dem Umpolen des Stromes, n; — —n;, konnen wir
die ganze Parameterebene schon mit sehr kleinen Zahlen abdecken, p < 4, |ng| < 8, p|ng| < 8. In der
Figur VII.1 sind die Attraktor-Bénder fiir ng > 0 bzw. ng < 0 dargestellt. Dabei haben wir wie in
Kapitel V die Radien der Zustandssumme Z[x,y] = (Z(R1) + Z(Rz2))/2 als Parameter verwendet,
und zwar hier in der Form z = 2R?,y = 1/2R3, so daf8 die Hyperbeln zu Ursprungsgeraden werden.
Weiter haben wir der Ubersichtlichkeit halber einen doppelt logarithmischen Plot gewéhlt, bei dem
Ursprungsgeraden auf parallele Geraden abgebildet werden.

1

0.1

0.01

0.01

Fig. VIL1. Die Attraktor-Bénder der experimentell beobachteten Hall-Plateaux. Der Uber-
sichtlichkeit halber wurden durch doppelt logarithmisches Auftragen parallele Geraden-Bénder
erzeugt. Geplottet wurden alle Matrizen A’ - A mit ¢(A’) < 10, wobei A die minimale Matrix
zur jeweiligen Hall-Leitfihigkeit des Plateau ist. Von oben links nach unten rechts gehéren die
Bénder zu den Werten v € {8,7,6,5,4,3,2,1, %, %, %, %, %, 1—73, %, %, %, %, %, %, %, 1—31, %, %, % ,
die durch die verwendeten Symbole unterschieden sind.

Die Attraktor-Bénder haben wir nur auf eine Tiefe von ¢ < 10 berechnet, da sonst nahe benach-
barte Bénder nicht mehr zu unterscheiden wéren. Dadurch entsteht der Findruck, dafl zwischen
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manchen Béndern noch Platz ist. Das ist dann der Fall, wenn die Bénder nahe den in Kapitel
V beschriebenen “verbotenen” Zonen liegen, die nur schwer zu approximieren sind. Solche Zonen
entsprechen exakt den Filling-Faktoren mit geraden Nennern, die ja auch nicht beobachtet werden.
In Figur VIL.1 erkennt man solche Liicken fiir v = 1/2 und v = 1/4. Der Bereich um v = 1 ist
ebenfalls sehr diinn, da wir diesen Wert durch [—1, 1] dargestellt haben, also durch einen Graphen
erster Ordnung. Der Graph nullter Ordnung, der zum echten EQIH mit v = n gehort, hat einen
Attraktor mit mindestens der Breite n — 1 < v < n.

In Figur VII.1 sind auflerdem noch mit durchgezogenen Geraden diejenigen Hall-Leitfahigkeiten
angedeutet, die zu den néchst-stabilen Plateaux gehéren wiirden, i.e. die sich experimentell, wenn
iiberhaupt, als néchstes beobachten lassen sollten. Von oben links nach unten rechts gehoren die
Geraden zu den Werten v € {%, 1—75, %, 13—3, %, %, %} Gut zu erkennen ist die weitere Annéherung
an die verbotenen Zonen v = % und v = %. Auf diese Weise lassen sich zusammen mit der Teilchen-
Loch-Dualitit v — 1 — v alle gemessenen Hall-Leitfihigkeiten einordnen’.

Wir haben bis jetzt vorausgesetzt, dafl es iiberhaupt zu Wechselwirkung kommt. Dies ist der
Fall, wenn es aufgrund von Verunreinigungen der Probe und ausreichend tiefer Temperatur zur
Anderson-Lokalisierung der Flu3quanten kommt. Bei zu hoher Temperatur bleibt die Wechselwir-
kung aus, und es dominieren die Graphen nullter Ordnung, p; = n; = 0. Die zugehérigen minimalen
Matrizen (7 g) im oben definierten Sinn korrespondieren zu (v = n € N, y§ = co0). Weiter entspre-
chen diesen minimalen Losungen unitdre Theorien mit ¢ = 1 — 24 -n -0 = 1, die wir formal
aus der in (4.25) definierten Zustandssumme Z[z,y] erhalten, wenn wir einen der Parameter auf
null oder unendlich setzen. IThre Attraktor-Bénder sind breiter als die der TACR zu fraktionalen
Hall-Leitfahigkeiten und bedecken die ganze Parameterebene.

Mit dem hier vorgestellten Modell des Quanten-Hall-Effektes haben wir eine sehr einheitliche Sicht-
weise vorschlagen konnen, die sowohl den EQIH wie den EQFH erklért, und aus der sich auch die
Existenz der Plateaux ableiten l&f3t. So schon und elegant dieses Modell auch erscheinen mag, so
sehr miissen wir bedenken, dafl es keine bewiesene Theorie darstellt. Unsere graphische Notation
macht zwar das Auftreten von Kettenbriichen und der Modulgruppe plausibel, doch ist ein tieferes
Verstidndnis der mikroskopischen Vorgénge und der Wechselwirkung der Fluiquanten erforderlich,
um unsere Notation wirklich rechtfertigen zu kénnen. Vielleicht kénnen aber die hier niedergelegten
Ideen spéteren Forschungen niitzlich sein.

'Es gibt Hinweise auf zwei weitere Plateaux bei v = % und v = 11‘37 die sich in zweiter Ordnung als [1, 2, 1, 2] und

[—2,2,—2,4] ergeben. Allerdings sind diese Plateaux unseres Wissens nach nicht bestétigt.
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Die Zeit wird kommen, wenn eifriges Forschen iiber lange
Zeitraume hinweg Dinge ans Licht bringt, die jetzt noch verborgen lie-
gen. Das Leben eines Menschen, auch wenn er es ganz dem Himmel
widmete, reichte nicht aus, ein so weites Feld zu ergriinden ... Und so
wird sich die Kenntnis davon nur iiber Generationen hinweg entfalten.
Es wird aber auch die Zeit kommen, wenn unsere Nachfahren staunen,
daB wir Dinge, die ihnen so einfach erscheinen, nicht wuBten ... Viele
Entdeckungen aber sind kiinftigen Jahrhunderten vorbehalten, wenn
wir langst vergessen sind. Unser Universum waére betriiblich unbedeu-
tend, hatte es nicht jeder Generation neue Probleme zu bieten ... Die
Natur gibt ihre Geheimnisse nicht ein fiir allemal preis.

Seneca, Naturales quaestiones, VII



Cap. VI

Reprise 113

Reprise

ier wollen wir zusammenfassen, was in dieser Arbeit geleistet worden ist und was
noch zu tun wire. Das Hauptziel bestand in der vollstdndigen Klassifikation al-
® | ler rationalen konformen Quantenfeldtheorien in zwei Dimensionen, deren effektive
zentrale Ladungen c.y < 1 sind, sowie in der Klassifikation aller N = 1 super-
symmetrischen rationalen konformen Theorien mit c.p < % Ein weiteres Ziel war

die Untersuchung des Modul-Raumes dieser Theorien. Schliellich haben wir auch eine mogliche
Anwendung von Theorien mit c.p = 1 aufgezeigt, bei der Nicht-Unitaritit eine wesentliche Rolle

spielt:

Den fraktionalen Quanten-Hall-Effekt. Unsere Ergebnisse im einzelnen:

Zunéchst tragen wir die im weiteren bendtigten Definitionen und Resultate zusammen. Wir
leiten die Struktur von W-Algebren aus der sogenannten meromorphen Feldtheorie chira-
ler Vertexoperator-Algebren ab. Bei der Diskussion der Darstellungstheorie gehen wir auch
auf den Fall ein, dal mehrere indquivalente Darstellungen zum selben Tiefstgewichtsvektor
existieren, daf} also der chirale Energieoperator L nicht diagonalisierbar ist. Wir erarbeiten
die Konsequenzen fiir die Charaktere der Darstellungen und ihre modularen Eigenschaften
(Proposition —350/13 und auch Proposition —232/11). Dieses Ergebnis legt zusammen mit
der generellen Struktur degenerierter Modelle (Satz —667/8) bereits weitgehend die Moglich-
keiten fest, rationale Theorien mit c.y < 1 konstruieren zu kénnen.

Wir beweisen die Existenz zweier Serien von nicht-unitéren rationalen konformen Quanten-
feldtheorien mit c.g = 1. Die eine ist parametrisiert durch ¢ = 1 — 12k, k € N, mit chiraler
Symmetrie-Algebra W(2, %kz), die andere durch ¢ = 1 — 6k, k € N, mit chiraler Symmetrie-
Algebra W(2,2k). Wir konstruieren fiir diese c-Werte abgeschlossene chirale Vertexoperator-
Algebren (Proposition 1/2) und beweisen, dafl sie die Struktur der oben angegebenen W-
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Algebren tragen (Proposition —3/5). Fiir diese WW-Algebren geben wir die Strukturkonstanten
(Proposition —25/7) sowie die irreduziblen Tiefstgewichtsdarstellungen mit den zugehorigen
Charakteren (Propositionen —21/4, —187/13, —114/7) an. Ferner berechnen wir die S- und
T-Matrix (Proposition —44/5) und die Fusionsregeln (Proposition —117/11).

Unsere Ergebnisse lassen sich auf NV = 1 supersymmetrische WW-Algebren verallgemeinern
(Propositionen —279/10, —350/11).

Schliefllich beweisen wir, da} damit die Klassifikation aller regulédren rationalen konformen
Feldtheorien mit c.p = 1, bzw. mit cop = % fiir den supersymmetrischen Fall, vollstandig ist
(Sdtze —493/19, —777/23).

Wir untersuchen den Modul-Raum der konformen Feldtheorien mit c.; = 1. Die reguléren
rationalen nicht-unitiren Theorien formen einen Multifraktal, der dicht in der Parameter-
ebene liegt (Satz —111/10 und Figur IV.2). Im Gegensatz zu den unitédren Theorien gibt
es keine marginalen Fliifle, die die nicht-unitdren Theorien miteinander verbinden koénnten
(Proposition —13/14). Der Modul-Raum der rationalen nicht-unitéren Theorien mit c.p =
1 steht in enger Beziehung zur Modul-Gruppe PSL(2,Z). Wir kénnen eine Operation der
Modul-Gruppe auf ihm definieren und eine eins-zu-eins Korrespondenz seiner Punkte zu
Elementen der Modul-Gruppe beweisen (Proposition —19/6). Schlieflich erkldren wir die
Struktur quadratischer Kurven, die in Figur IV.2 sichtbar ist (Proposition —125/22). Die enge
Beziehung zur Modul-Gruppe tritt auch in den Beweisen der anderen Aussagen zu Tage und
1&8t die iiberraschend nicht triviale Struktur des Modul-Raumes im Licht der arithmetischen
Geometrie erscheinen.

Wir schlieffen die Klassifikation aller Theorien mit c.p < 1 durch die Untersuchung soge-
nannter logarithmischer konformer Feldtheorien ab. Aufgrund der Entartung der Differen-
tialgleichungen, die aus den Ward-Identitdten fiir die konformen Bldcke folgen, treten in den
Operatorproduktentwicklungen logarithmische Terme auf. Im Rahmen der von uns ange-
strebten Klassifikation tritt dies bei den Modellen mit ¢ = ¢, = 13 —6(p+ 1/p) auf, die den
“Rand” der minimalen Modelle bilden. Wir erarbeiten die Darstellungsstruktur dieser Model-
le (Proposition 11/35) und geben die Charaktere an (Proposition —17/15). Damit beweisen
wir, daf} auch logarithmische konforme Feldtheorien Rationalitét besitzen kénnen, i.e. es gibt
nur endlich viele Tiefstgewichtsdarstellungen und die Charaktere formen eine Darstellung
der Modul-Gruppe mit invarianter Zustandssumme. Bei den hier betrachteten Modellen ist
dies dann der Fall, wenn die Symmetrie-Algebra zu einer W(2,2p—1,2p—1,2p — 1) maximal
erweitert wird. Auch diese Ergebnisse besitzen Verallgemeinerungen auf die N = 1-Theorien.
Wir kldren die Struktur des Modul-Raumes der logarithmischen Theorien mit c.p =1 (Pro-
position —161/55): Es zeigt sich, dal der zusammenh#ngende Teil des Modul-Raumes der
reguldren Theorien mit c.p = 1 ein exaktes Pendant im Modul-Raum der logarithmischen
cef = 1-Theorien besitzt.

Am Beispiel des Modells zu ¢ = ¢1 2 = —2 gehen wir schliefflich auf die Problematik ein, Fu-
sion zu definieren, wenn der Energieoperator Ly nicht mehr diagonalisierbar ist, eine weitere
Konsequenz der oben erwidhnten Entartungen.

Damit konnen wir die Klassifikation aller rationalen konformen Theorien mit c.p < 1, sowie
die Klassifikation aller N = 1 supersymmetrischen rationalen konformen Theorien abschlie-
en. Neben den minimalen Modellen und den unitidren Modellen mit ¢ = 1 bzw. ¢ = % im
supersymmetrischen Fall existieren noch genau zwei Klassen von Theorien, die parabolischen
und die logarithmischen, die wir beide eingehend studiert haben. Alle rationalen Theorien
mit c.p < 1 fiigen sich so in die Klassifikation der degenerierten Modelle der Virasoro-Algebra
ein, daf3 damit alle Moglichkeiten erschopft sind, aus degenerierten Virasoro-Modellen ratio-

nale Theorien zu gewinnen (siche Satz —667/8).
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Modelle mit c.y = 1 konnen nicht allein beziiglich der Virasoro-Algebra rational sein. Die
chirale Symmetrie-Algebra muf} erweitert werden. Der Vollstdndigkeit halber geben wir auch
fiir die bereits bekannten unitidren ¢ = 1-Modelle die Struktur der chiralen Algebren an (Satz
—375/17). Auch die minimalen Modelle, die schon beziiglich der Virasoro-Algebra rational
sind, besitzen unter gewissen Umstédnden erweiterte chirale Algebren, die mit den nichtdia-
gonalen Zustandssummen in Bezichung stehen (Proposition —39/10).

e¢ Die formale Ahnlichkeit der Laughlin-Wellenfunktionen, die den fraktionalen Quanten-Hall-
Effekt fir Fillingfaktoren v = 1/(2p + 1) beschreiben, mit den Korrelationsfunktionen von
chiralen Vertexoperatoren motiviert eine Untersuchung des Quanten-Hall-Effektes mit Me-
thoden der konformen Feldtheorie. Zunédchst konstruieren wir die Symmetrie-Algebra fiir den
Effekt mit v = 1/(2p + 1), die sich als die Algebra der nicht singuléren flichenerhaltenden
Diffeomorphismen erweist (Proposition 6/7). Weiter bestimmen wir das Spektrum der ener-
gielosen Anregungen (Proposition —14/11). Damit kénnen wir zeigen, daf eine Beschreibung
des Quanten-Hall-Effektes mittels konformer Feldtheorie zu ¢,y = 1 Theorien mit chiralen
lokalen Vertexoperatoren fiihrt. Unsere in Kapitel IV konstruierte Serie fermionischer Theo-
rien mit ¢ = 1 — 12k, k € Zy + %, erweist sich als geeigneter Kandidat. Das Anheften von
zwei FluBlquanten kann durch Fusion geeigneter Vertexoperatoren beschrieben werden, wo-
bei sich der auftretende Phaseniibergang durch einen Ubergang zu einer anderen konformen
Feldtheorie manifestiert (Proposition —36/13). Weiter lassen sich die Anregungszustinde mit
fraktionaler Statistik ebenfalls durch geeignete Vertexoperatoren erhalten.
Die bekannte Beziehung zwischen den Fillingfaktoren und der Modul-Gruppe findet ihre Ent-
sprechung in der Operation der Modul-Gruppe auf dem Modul-Raum dieser konformen Feld-
theorien. Die Dualitédt der Zustandssumme korrespondiert dabei zur Teilchen-Loch-Dualitét.
In diesem Rahmen kann auch eine Erkldrung dafiir gefunden werden, dafl nicht alle erlaub-
ten Fillingfaktoren gemessen werden: Die gemessenen Hall-Leitfahigkeiten gehoren zu einer
Chern-Simons-Wechselwirkung iiber die FluBquanten von erster Ordnung. Wir kénnen iiber
den Zusammenhang mit der Modul-Gruppe Attraktor-Bereiche im Parameter-Raum konstru-
ieren, die hohere Ordnungen der Wechselwirkung auf geeignete erste Ordnungen abkiihlen
und so die Plateaux-Breiten erzeugen kénnten.

Natiirlich bleiben viele Fragen offen. Wir wollen einige naheliegende oder uns wichtig erscheinende
herausgreifen und damit mogliche weitere Wege vorzeichnen, die nun eingeschlagen werden kénnten:

e Im Rahmen unserer Arbeit fiel auf, dafl supersymmetrische Theorien mit N = 1 im we-
sentlichen die selbe Struktur aufweisen, wie die gewdhnlichen Theorien. Insbesondere stehen
die rationalen Modelle in eins-zu-eins Beziehung. Supersymmetrie mit N = 2 verhélt sich
dahingegen vollig anders. Viele chirale Algebren existieren zwar auch in N = 2 supersym-
metrischer Form, aber es lassen sich keine rationalen Modelle aus ihnen konstruieren [67].
Man vermutet sogar, dafl Unitaritit eine notwendige Bedingung fiir Rationalitdt bei N = 2
Theorien ist. Andererseits kann bei den bis jetzt bekannten Resultaten nicht ausgeschlossen
werden, daf} es nicht doch rationale Untermodelle gibt.

Unsere Untersuchungen waren auf den Bereich ¢ < 1 beschrankt. Vor allem in der String-
theorie ist man an rationalen konformen Theorien mit ¢ > 1 interessiert. Einige der hier
vorgestellten Methoden lassen sich sicher auf ¢ > 1 erweitern. Es ist zu erwarten, dafl sich
gerade iiber die modularen Eigenschaften, die solche Theorien besitzen miifiten, neue Ein-
sichten gewinnen lieflen.

Besonders interessant diirfte die Erforschung der Modul-Réume fiir Theorien mit c.p > 1
sein. Die Teilrdume der nicht-unitdren Theorien haben vermutlich &hnlich iiberraschende
Eigenschaften arithmetischer Geometrie, wie der von uns untersuchte Raum der c.p = 1
Theorien.
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Wir haben ein relativ neues Gebiet von konformen Theorien erforscht, die sogenannte loga-
rithmischen Theorien. Thre Struktur gilt es noch besser zu verstehen. Insbesondere ist noch
nicht klar, wie eine exakte Definition von Darstellungen und Charakteren auszusehen hitte.
Wir konnten zeigen, dafl die Verlinde-Formel zur Berechnung der Fusions-Algebra nicht mehr
uneingeschrankt giiltig ist, aber durch was ist sie zu erstzen? Ein erster Schritt wére, die
Fusions-Algebra auf direkte Weise zu gewinnen, z.B. mit der von W. Nahm entwickelten
Methode [877]. Da gerade die logarithmischen Theorien Anwendungen in der Festkorper-
und statistischen Physik besitzen [251], ist eine genaue Kentnis ihrer rationalen Struktur von
besonderem Interesse.

Der fraktionale Quanten-Hall-Effekt diente hier als Beispiel einer moglichen Anwendung
nicht-unitérer konformer Feldtheorien. Die Ahnlichkeit seines Phasendiagrammes zu dem
der Hochtemperatur-Supraleitung legt nahe, dafl auch letztere mit Methoden der konformen
Feldtheorie beschrieben werden kann. Zwei Fragen sind von allgemeinem Interesse: Welche
Rolle spielt Nicht-Unitaritdt bei Phénomenen der Festkorper- und statistischen Physik, und
welche Bedeutung hat dort die immer wieder diskutierte N = 1 Supersymmetrie?

Der fraktionale Quanten-Hall-Effekt kann noch nicht als wirklich geléstes Problem betrachtet
werden: Die gemessenen Fillingfaktoren unterliegen zweifellos einer Symmetrie. Zur Zeit kon-
kurrieren mehrere Ansitze [563, 569, 631, 641, 797], die solche Symmetrien vorschlagen. Alle
diese Ansétze produzieren aber immer noch zu viele Filling-Faktoren. Desweiteren kénnen
die meisten Theorien zwar die Quantisierung des Hall-Wiederstandes erklédren, nicht jedoch
die Plateau-Breite.

Unsere reguléren nicht-unitéren c.; = 1 Theorien mégen auch eine Anwendung in W-Gra-
vitationstheorien finden. Dort treten auf natiirliche Weise rationale Potenzen von Schirm-
Ladungen auf [229, 509]. Die Vertexoperatoren zu Tiefstgewichtsdarstellungen mit rationa-
len Kac-Labeln zeigen genau ein solches Verhalten, das auch eng mit anyonischer Statistik
zusammenhingt.

In letzter Zeit ist vermehrt dariiber diskutiert worden, dafy auch in String- und W-Gravita-
tionstheorien Nicht-Unitaritét eine wichtige Rolle spielen kann. Dies rechtfertigt einmal mehr,
sich mit den bis jetzt eher vernschlissigten nicht-unitiren rationalen konformen Feldtheorien
zu beschiéftigen.

Zuletzt sei noch die Frage aufgeworfen, was hinter der Tatsache steckt, dafl nach Satz
—777/23 die Charaktere einer rationalen konformen Feldtheorie nur Linearkombinationen
von ©-Funktionen zu hochstens zwei verschiedenen Moduli enthalten kann, deren Differenz
dariiberhinaus auf 2|k — k| € {1,2,4,8} eingeschrinkt ist. Es wiire nicht das erste mal,
daB “physikalische Bedingungen” zu mathematischen Strukturen fiihren, wie es z.B. bei der
A-D-E-Klassifikation der modular invarianten Zustandssummen minimaler Modelle der Fall
ist [151, 149]. Bei dem oben erwihnten Fall denkt man vielleicht zuerst an die Divisionsalge-
bren, deren Dimension d bekanntlich € {1,2,4, 8} sein mu8.
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eien wir kurz bei Platon zu Gast: Es ist an einem Winterabend irgendwo in Athen;
die Tafeln sind gedeckt in Agathons Haus; das Médchen spielt auf der Flote; Sokrates
* ® | hat sich gewaschen und Sandalen angelegt; er ist in der Vorhalle stehen geblieben;
er weigert sich, von der Stelle zu gehen, als die anderen nach ihm schicken. Nun ist
Sokrates bereit; er neckt Alkibiades; Alkibiades nimmt ein Haarband und bindet es
“um dieses wunderbaren Menschen Haupt”. Er rithmt Sokrates:

2, (@} D, > ) , >~ D z p) N ~ ~ <, D D
ToTe 0T, OUTE €L TIS KAAOS ETTL, UENEL QUTQ OVOEV, QANL KATQPPOVEL TOTOUTOV OOV OV
DN C~ P , J, D > , J, D DR N N d. ~ C N ,
av els ownbein, oUT el TIS WAOVOLOS, OUT €L GAANY Twd TLuny Exwyr Tov vmo wAnfous
, C ~ N , ~ N , P [N  C ~ DI o~
Hoakapt(opEvwy: NYelTaL 08 TAVTa TaUTO TA KTHHATA OVIEVOS GELa, Kal LGS OVIEV Elval:
. [ D , N N , , N , N N p) ’ ~
Ayw vplv. Eipwrevdusvos 0¢ kal maillwy wavTa Tov Bilov mwpos Tovs avbpimouvs Statelel:
, N p) ~ ) z ] e > C NP D , D) D)
oTOVIGOQVTOS & QUTOU Kol awoLXBEVTOS, OUK OLdQ €L TIS EWPAKE T EVTOS QrYAAUQT: QAN
p) PN > I~ N J, C, ~ N ~ O~ N , N ,
eyw Non mot~ €ldov, kal pot Efoker 0UTw Betar Kal xpovod Elvar Kal Taykala kKol davuaoTd,
(93 , I~ p) ~C , ’
WoTe moLnTEOV ELvai EV BPaXEl 6 TL KEAEVOL DWKPATNS.

Selten begegnem einen heute Menschen, die wie Sokrates einfach durch ihre Art des Seins Lehrer
sind. Ich mochte meinem Doktorvater Prof. Werner Nahm dafiir danken, daf3 er mir ein solch
sokratischer Lehrer war und ist, fiir seine Art, zu faszinieren und Erkenntnis zu suchen, und fiir
seine stets helfende und geduldige Hand auf meinem eigenen Weg dazu.

Auch all den anderen Gésten, die in Agathons Haus geladen waren und sind, mochte ich danken:

Meinen Freunden und Gefihrten Raimund Varnhagen, Albrecht Kliem, Michael Résgen, Andreas
Recknagel, Johannes Kellendonk und Rolf Schimmrigk fiir so manchen (sokratischen) Dialog, so
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manche pateiae und die immer herzliche Freundschaft, ohne die diese Arbeit niemals so gelungen
waére;

Meinen Mitstreitern Ralph Blumenhagen, Wolfgang Eholzer, Andreas Honecker, Ralf Hiibel, Mi-
chael Terhoeven und Andreas Wilkirchen fiir ihre stete Hilfsbereitschaft, die zahllosen Ratschlige
und Diskussionen, die diese Arbeit bereichert haben;

Meinen Kollegen Lazlo Fehér, Jose Figueroa-O’Farrill, Nouredine Mohammedi, Nils Obers, Sonia
Stanciu, ferner Ralf Kaufmann und Steffen Mallwitz fiir die immer freundliche Atmosphére und
viele Hinweise, die mir manches leichter machen konnten;

Mein besonderer Dank gilt auch den Freunden, mit denen ich an so manchem Abend iiber Gott
und die Welt, Mathematik und Physik gestritten habe, Stephan Kroneck und Katrin Wendland fiir
die Lektiire der Griechen, Klaus Berkhan und Ulrich Schramm fiir ihre Treue in schwereren Zeiten;

Aber all dies hétte nichts bewirkt ohne die liebevolle Unterstiitzung meiner Mutter, meines Bruders
Alexander und von Birgitt. IThnen mdchte ich von ganzem Herzen danken — fiir alles.
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