
Formelsammlung

cos(α + β) = cos α cos β − sin α sin β , sin(α + β) = cos α sin β + sin α cos β ,

eiϕ = cos ϕ + i sin ϕ , (1 + x)α =
∑

n
α(α−1)...(α−n+1)

n!
xn

d
dx

xn = nxn−1 , d
dx

ln |x| = 1
x
, d

dx
ex = ex , d

dx
sin x = cos x , d

dx
cos x = − sin x

d
dx

cosh(x) = sinh(x) , d
dx

sinh(x) = cosh(x) , d
dx

arctan(x) = 1
1+x2

Taylor-Formeln: f(x) =
N−1∑
n=0

1
n!

(x − x0)
n
(

d
dx

)n
f|x0

+ 1
N !

(x − x0)
N

(
d
dx

)N
f|x̄

f(x1, x2, . . . , xn) =

N−1∑

l=0

1

l!
(xi1 − xi1

0 )(xi2 − xi2
0 ) . . . (xil − xil

0 )∂i1∂i2 . . . ∂ilf|(x1
0, x

2
0, . . . , x

n
0 )

+
1

N !
(xi1 − xi1

0 )(xi2 − xi2
0 ) . . . (xiN − xiN

0 )∂i1∂i2 . . . ∂iN f|
(x̄1, x̄2, . . . , x̄n)

Kettenregeln: d
dx

f(g(x)) =
dg
dx

df
dg |g(x)

, ∂zi(y(x))
∂xj = ∂yl(x)

∂xj |x
∂zi(y)
∂yl |y(x)

∫
x-Bereich

dnx f(x) =
∫

z-Bereich

dnz
∣∣det ∂x

∂z

∣∣ f(x(z)) , x-Bereich = x(z-Bereich)

Produktregeln: d
dx

(u · v) = du
dx

· v + u · dv
dx

,
∫

dxu · dv
dx

= u · v
∣∣∣ −

∫
dx du

dx
· v

Kugelkoordinaten:




x
y
z


 =




r sin θ cos ϕ
r sin θ sin ϕ

r cos θ


 ,

~̇r = ṙ~er + θ̇ r ~eθ + ϕ̇ r sinθ ~eϕ

~̇r 2 = ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2θ ϕ̇2 ,
dx dy dz = r2 dr dcosθ dϕ
0 ≤ θ ≤ π , −1 ≤ cos θ ≤ 1

Zylinderkoordinaten:




x
y
z


 =




ρ cos ϕ
ρ sin ϕ

z


 ,

~̇r 2 = ρ̇2 + ρ2ϕ̇2 + ż2

dx dy dz = ρ dρ dϕ dz , 0 ≤ ϕ ≤ 2π

Summationskonvention: i ∈ {1, 2 . . . n} ai b
i := a1 b1 + a2 b2 + . . . an bn

Vektoren: ~a = ~ei a
i , Skalarprodukt : ~ei · ~ej = g(~ei, ~ej) = gij

ONB
= δij

~a ·~b = |~a| |~b| cosα = g(~ei, ~ej) ai bj ONB
=

∑
i

ai bi =: ai bi

~a = ~a‖ + ~a⊥ = (~a·~b)
(~b)2

~b +
(
~a − (~a·~b)

(~b)2
~b
)

dim = 3: ~a ×~b = −(~b × ~a) , (~a ×~b)i = εijkajbk , (~a ×~b)1 = a2b3 − a3b2, und zyklisch



(~a ×~b) ⊥ ~a und ⊥ ~b , |~a ×~b| = |~a| |~b| sin α

Vektorfelder : (grad f)i = ∂
∂xi f , (

−→
rotA)i = εijk ∂

∂xj Ak , div ~B = ∂xB
x + ∂yB

y + ∂zB
z

ε -Tensor : εi1i2...in = sign(π) εiπ(1)iπ(2)...iπ(n)
, i = 1, 2 . . . n, antisymmetrisch, ε1 2...n = 1

dim = 3:

εijk εlmn = δilδjmδkn + δimδjnδkl + δinδjlδkm − δilδjnδkm − δinδjmδkl − δimδjlδkn

εijk εmnk = δimδjn − δinδjm , εiklεjkl = 2δij , εijkεijk = 6

Kronecker -δ: ai = δi
ja

j , δi
i = n = Laufbereich

Matrizen: ( M · N )i
j = M i

k Nk
j , das heißt: Zeile × Spalte , (MT) i

j = M i
j

M i1
j1

M i2
j2

. . .M in
jn

εi1i2...in = εj1j2...jn det M ,

det M = det MT , det(M · N) = det M · det N , det M−1 = 1
det M

,

∂detM
∂M i

j
= detM(M−1)j

i , SpM = M i
i , Sp(A · B) = Sp(B · A) , Sp(A · B · A−1) = Sp(B)

det(1 + N) = 1 + Sp N + O(N2) N i
j = ui wj ⇒ det(1 + N) = 1 + ui wi

Drehungen: OT = O−1 , Oi
kO

j
l δ

kl = δij , det O = 1 , dim = 3 : SpO = 2 cosϕ + 1

Dx =




1
c −s
s c


 , Dy =




c s
1

−s c


 , Dz =




c −s
s c

1




Eigenwerte: M~v = λ~v ⇔ ( M − λ1 )~v = 0 , ~v 6= 0 ⇒ det ( M − λ1 ) = 0

M = M∗ = MT ⇒ M~vi = λi~vi , ~vi · ~vj = δij , λi = λ∗
i

Eigenvektoren reelle Orthonormalbasis, Eigenwerte reell
∫
dx e−x2

=
√

π , Γ(s) =
∫ ∞
0

dt ts−1 e−t , Γ(n + 1) = n! , Γ(1
2
) =

√
π , Γ(s + 1) = s Γ(s)

Volumen Sn−1 : 2 π
n
2 /Γ(n

2
)

Differentialformen: dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi , ω = 1
p!

ωi1...ip(x) dxi1 ∧ . . . ∧ dxip , i = 1 . . .D

parametrisierte Untermannigfaltigkeit: xi(λ1, . . . , λp) , dxi = dλa ∂xi

∂λa , a = 1 . . . p ≤ D

dxi1 ∧ . . . ∧ dxip = ∂xi1

∂λa1
. . . ∂xip

∂λap dλa1 ∧ . . . ∧ dλap = ∂xi1

∂λa1
. . . ∂xip

∂λap ǫa1...ap dpλ

∫
M

ω =
∫

λ–Bereich
dpλ ǫa1...ap ∂xi1

∂λa1
. . . ∂xip

∂λap
1
p!

ωi1...ip(x(λ)) , M = {x(λ), λ ∈ λ–Bereich}

Tangentialvektoren: t i
a = ∂xi

∂λa , a = 1 . . . p ,

Metrik: gab = ~ta · ~tb , Größe: =
∫

λ–Bereich
dpλ

√
det g..

p = 1 : Weg Γ:
∫
Γ
ω =

∫ λe

λa
dλ dxi

dλ
ωi(x(λ)), Arbeit:

∫
Γ
d~x · ~F (~x) =

λ2∫
λ1

dλ d~x
dλ

· ~F (~x(λ))



Tangentialvektor ti = dxi

dλ
, Weglänge l =

∫ λ2

λ1
dλ

√
~t2

p = 2 : Fläche F :
∫

F
ω =

∫
λ–Bereich

dλ1dλ2 1
2

(
∂xi

∂λ1
∂xj

∂λ2 − ∂xj

∂λ1
∂xi

∂λ2

)
ωi j(x(λ))

D = 3 : ω1 2 = −ω2 1 = Ω3 . . . , ωi j = ǫijkΩ
k

∫
F

ω =
∫

λ–Bereich
dλ1dλ2 t i

1 t j
2 Ωkǫijk =

∫
λ–Bereich

dλ1dλ2 (~t1 × ~t2) · ~Ω =
∫

λ–Bereich
d2 ~f · ~Ω

äußere Ableitung : d = dxi ∂
∂xi , : p–Form → (p + 1)−Form

ω = 1
p!

ωi1...ip(x) dxi1 ∧ . . . ∧ dxip → dω = 1
p!

(∂i0ωi1...ip(x)) dxi0 ∧ dxi1 ∧ . . . ∧ dxip

p = 0 : df = ∂ifdxi = grad f · d~x

p = 1 D = 3 : d( ~A · d~x) = rot ~A ·
−→
df= (rot ~A)x dy dz + (rot ~A)y dz dx + (rot ~A)z dx dy

p = 2 D = 3 : d( ~B·
−→
df ) = d(Bx dy dz + By dz dx + Bz dx dy) = div ~B d3x

d2 = 0 , rot grad = 0 , div rot = 0

sternförmig : d η = 0 ⇒ η = d ω , rot ~A = 0 ⇒ ~A = grad f , div ~B = 0 ⇒ ~B = rot ~C

Integralsätze:
∫

M
d ω =

∫
∂M

ω

p = 1 :
∫

Weg
grad f · d~x = f |

Randpunkte

p = 2 D = 3 :
∫

Fläche
rot ~A ·

−→
df=

∮
Randkurve

d~x · ~A , Rechtsschraube in d~f–Richtung

p = 3 D = 3 :
∫

Volumen
div ~B d3x =

∮
Randfläche

−→
df · ~B , d~f nach außen gerichtet

komplexe Funktionen: z = x + i y, f(z) = u(x, y) + i v(x, y),

komplex differenzierbar: df(z) = dz df

dz
⇔ (∂xu = ∂yv , ∂yu = −∂xv) Cauchy Riemann

∫
Γ

dz f(z) =
∫
Γ
(dxu − dy v) + i (dy u + dx v) =

∫
λ-Bereich

dλ
(
(ẋ u − ẏ v) + i (ẏ u + ẋ v)

)

∮
Γ
f(z)dz = 0 falls f im umlaufenen Gebiet komplex differenzierbar,

∮
Γ
f(z)dz = 2πi

∑
zi

Res
z=zi

f(z) , Γ im Gegenzeigersinn, f(z) =
∞∑

l=−∞
cl(z − zi)

l , Res
zi

f = c−1

δ -Funktion:
∫

dx′ δ(x − x′) t(x′) = t(x) , δ(ax) = 1
|a|δ(x) , δ(f(x)) =

∑
xi: f(xi)=0

δ(x−xi)

| df
dx

|
∫

dx d
dx

δ(x) t(x) = − d
dx

t(0) , f(x)δ(x) = f(0)δ(x) , f(x) d
dx

δ(x) = f(0) d
dx

δ(x) − df

dx
(0)δ(x)

θ(x) = {0 falls x < 0, 1 falls x > 0} , d
dx

θ(x) = δ(x) ,
∫

dk eikx = 2π δ(x)

lim
ǫ→0+

1
x+iǫ

= P.V. 1
x
− iπ δ(x) ,

∫
dx P.V. 1

x
t(x) = 1

2

∫
dx t(x)−t(−x)

x

Entwicklung im Intervall : I = {x : −L
2
≤ x ≤ L

2
}, Skalarprodukt (f, g) =

∫
I
dx f ∗(x)g(x)

fl vollst. ONSystem: (fk, fl) = δkl, g(x) =
∑

l fl(x)(fl, g) , (g, g) =
∑

l |(fl, g)|2 ∀g

Fourierreihe: fl = 1√
L
e2πil x

L l ∈ Z , g(x) =
∑∞

−∞
1√
L
e2πil x

L gl , gl =
∫ + L

2

−L
2

dx 1√
L
e−2πil x

L g(x)



reelle Fourierreihe: g(x) = a0

2
+

∞∑
n=1

an cos(2πn x
L
) +

∞∑
n=1

bn sin(2πn x
L
)

an = 2
L

∫ L
2

−L
2

dx cos(2πn x
L
) · g(x) , bn = 2

L

∫ L
2

−L
2

dx sin(2πn x
L
) · g(x)

Fourierdarstellung: f(x) =
∫

dk 1√
2π

eikxf̃(k) , f̃(k) =
∫

dx 1√
2π

e−ikxf(x)

d̃f

dx
(k) = ikf̃(k) , (f̃ · g)(k) =

∫
dp√
2π

g̃(p) f̃(k − p)

partielle Differentialoperatoren: (xi kartesische Koord.) ∆ =
∑3

i=1 ∂xi∂xi , � = ∂x0∂x0 − ∆

∆ = ∂ 2
r + 2

r
∂r + L2

r2 , L2 = 1
sin2 θ

∂ 2
ϕ + ∂ 2

θ + cot θ∂θ , grad = ~er∂r + ~eϕ
1

r sin θ
∂ϕ + ~eθ

1
r
∂θ

∆φ(~x) = −4πρ(~x) , φ(~x) =
∫

d3y ρ(~y)
|~x−~y| , ∆ 1

|~x| = −4πδ3(~x)

(∂t − D ∆)φ(t, ~x) = 0 , φ(t, ~x) = 1√
4πDt

3

∫
d3y e−

(~x−~y)2

4Dt φ(0, ~y) , ~ = −D gradφ

Mittelwert: Mt,~x[v] = 1
4π

∫ cos θ=+1

cos θ=−1
d cos θ

∫ 2π

0
dϕ v

(
~x + t ~n(cos θ, ϕ)

)

�φ(t, ~x) = 4πρ(t, ~x) , φ(0, ~x) = u(~x) , φ̇(0, ~x) = v(~x) , c = 1

φ(t, ~x) = t Mt,~x[v] + ∂
∂t

(
t Mt,~x[u]

)
+

∫
K|t|,~x

d3y ρ(t−sign(t) |~x−~y|,~y)
|~x−~y| , Kr,~x = {~y : |~x − ~y| ≤ |r|}

φret(x
0, ~x) =

∫
d3y ρ(x0−|~x−~y|,~y)

|~x−~y| = 2
∫

d4y θ(x0 − y0) δ((x − y)2) ρ(y)

�
1
2π

θ(x0)δ(x2) = δ4(x0, ~x), x2 = (x0)2 − ~x2

Relativitätstheorie: a = (a0, a1, a2, a3) , a · b = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3 = ambnηmn

m 6= n : ηmn = 0, η00 = 1, η11 = η22 = η33 = −1, ηmn = ηmn, am = ηmna
n, an = ηnrar

Lorentztransformation: x → x′ , x′m = Λm
nx

n , x′ · y′ = x · y , Λm
kΛ

n
l ηmn = ηkl

kontragrediente Transformation: ∂ ′
n = ∂

∂x′n =
(
Λ−1T

)
n

m ∂
∂xm = Λn

m∂m , Λ−1T
= ηΛη−1

Λ2×2 = 1
√

1− v2

c2

(
1 v

c
v
c

1

)
, p =

(
E
c

~p

)
= m
√

1− v2

c2

(
c
~v

)
, p2 = m2c2 , dxm

dτ
= 1
√

1− v2

c2

(
c
~v

)

Vektorfeld: j′m(x′(x)) = Λm
n jn(x) , A′m(x′(x)) = Λm

n An(x)

Tensorfeld: F ′mn(x′(x)) = Λm
kΛ

n
lF

kl(x)

Wirkung: W [q] =
∫

dt L (q(t), q̇(t), t) , Energie: E =
∑

En(q) q̇n ⇒ L =
∑

1
n−1

En(q) q̇n

Euler-Lagrange-Ableitung: ∂̂L

∂̂qm
= ∂qmL − d

dt
∂q̇mL , Euler-Lagrange-Gleichung: ∂̂L

∂̂qm
= 0

Symmetrie und Erhaltungsgröße: δqm ∂̂L

∂̂qm
+ d

dt
Q = 0

δqm ∂qmL + ( d
dt

δqm)∂q̇mL + d
dt

K(q, q̇, t) = 0 Erhaltungsgröße: Q = δqm ∂q̇mL + K



q1 zyklisch: ∂L

∂q1 = 0 ⇒ d
dt

∂L

∂q̇1 = 0 , E = q̇i ∂L

∂q̇i − L , ∂tL = 0 ⇒ dE
dt

= 0

eindim. Bew.: E = 1
2
mẋ2 + V (x) , t(x) − t(x0) =

x∫
x0

dx′√
2
m

(E − V (x′))
, ω2

klein =
V ′′(x̄)

m

harmonischer Oszillator : V (x) = 1
2
κx2 , ẍ + ω2x = 0 , ω2 = κ

m
, x(t) = A cos(ωt + ϕ)

gekoppelte Osz.: ẍi + (Ω2)ijxj = 0 , (Ω2 − ω2
j )n(j) = 0 , xi(t) =

∑
j ajn

i
(j) cos(ωjt + ϕj)

Virialsatz : V (λ~r ) = λnV (~r ) , skalierte Bahn: ~rλ(t) = λ~r (λ
n
2
−1t) , 2Ēkin = nĒpot

Kepler : V (~r) = − α
|~r | , r(ϕ) = a(1−e2)

1+e cos ϕ
, e =

√
1 + 2EL2

mα2 , T 2

(2π)2
= a3

GN (mSonne+mPlanet)

Nichtinertialsystem: ~xinertial = ~RUrsprung + O~rLabor , Ȯ = O Ω , Ω = −ΩT , Ω~r = ~Ω × ~r

L = 1
2
m~̇r2 + m ~Ω · (~r × ~̇r) + 1

2
m (~Ω × ~r)2 − O−1 ~̈R · ~r − V̂ (r)

m~̈r = − grad V̂ − m O−1 ~̈R − 2 m Ω × ~̇r − m Ω̇ × ~r − m ~Ω × (~Ω × ~r)

starrer Körper : ~xα = ~R + O~rα , ~̇xα = ~̇R + O(~Ω × ~rα) , ~ω = O~Ω , ~yα = O~rα

Masse: M =
∫

d3x ρ(x) , Schwerpunkt: ~R = 1
M

∫
d3x ρ(x)~x , Impuls: ~P = M ~̇R

Trägheitstensor: θij =
∫

d3x ρ(x)(δij~x2 − xixj) , θij = Oi
kO

j
l ϑ

kl , θ11 + θ22 ≥ θ33

Ekin = 1
2
M ~̇R2 + 1

2
~ω · θ~ω = 1

2
M ~̇R2 + 1

2
~Ω · ϑ~Ω , ~L = ~R × ~P + θ~ω = ~R × ~P + O(ϑ~Ω)

d~P
dt

=
∑

α
~Fα , d~L

dt
=

∑
α ~xα × ~Fα , freier starrer Körper: θ1 Ω̇1 = (θ2 − θ3) Ω2 Ω3

konjugierter Impuls: pi = ∂L

∂q̇i ,Hamiltonfunktion:H (q, p, t) = pj q̇
j(q, p) − L (q, q̇(q, p), t)

Hamiltonsche G.: q̇i = ∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi , Poissonklammer: {A, B} = ∂A
∂qi

∂B
∂pi

− ∂A
∂pi

∂B
∂qi

{aA + bB, C} = a{A, C} + b{B, C} , {A, B} = −{B, A} , {A, BC} = {A, B}C + B{A, C}

∂ {A, B} = {∂ A, B} + {A, ∂ B} , 0 = {A, {B, C}} + {B, {C, A}} + {C, {A, B}}

Erhaltungsgrößen: d
dt

φ = {φ, H } + ∂tφ = 0 , dφ1

dt
= 0 = dφ2

dt
⇒ d{φ1,φ2}

dt
= 0

kanonische, inf. Transformation: δqi = {qi, φ} , , δpi = {pi, φ} , Symmetrie ⇔ d
dt

φ = 0

flächentreue Entwicklung: ω(t) = dqi ∧ dpi , qi(λ1, λ2, t) , pi(λ1, λ2, t) ⇒ ∂tω = 0 ,

Liouville: ∂tω
n = 0

Maxwell-Gleichungen: div ~B = 0 , rot ~E + ∂
c ∂t

~B = 0 , div ~E = 4πρ , rot ~B − ∂
c ∂t

~E = 4π
c
~j

~B = rot ~A , ~E = − grad φ − ∂
c∂t

~A , Eichtransformation: ~A′ = ~A − grad χ , φ′ = φ + ∂
c∂t

χ

Lorenz-Eichung: ∂
c∂t

φ + div ~A = 0 ⇔ ∂mAm = 0, xm = (ct, ~x), Am = (φ, ~A), jm = (cρ,~j)

Kontinuitätsgleichung (lokale Ladungserhaltung): ∂tρ + div~j = 0 ⇔ ∂mjm = 0



kovariante Beschreibung: Fmn = −Fnm , F0i = Ei , Fij = −ǫijkB
k , F mn = ηmkηnlFkl

∂mF mn = 4π
c
jn , ∂kFlm + ∂lFmk + ∂mFkl = 0

Fmn = ∂mAn − ∂nAm ist eichinvariant: A′
m = Am + ∂mχ → F ′

mn = Fmn

�Am = 4π
c
jm , Am(x0, ~x) = 1

c

∫
d3y jm(x0−|~x−~y|,~y)

|~x−~y| +
∫

d3k
2k0 {am(~k) e−i k x + am∗(~k) ei k x}

k0 = |~k| , k0a0(~k) − ~k~a(~k) = 0 , k x = k0x0 − ~k · ~x

Multipolmomente: Q =
∫

d3x ρ(~x) , ~d =
∫

d3x~xρ(~x) , Qij =
∫

d3x (3xixj − δij~x2)ρ(~x)

Energiedichte: 1
8π

( ~E2 + ~B2) Poynting-Vektor : ~S = c
4π

~E × ~B

Energiesatz : ∂
∂t

[
1
8π

( ~E2 + ~B2)
]

+ div
[

c
4π

~E × ~B
]

+~j · ~E = 0

Impuls : ∂
∂t

[
1

4πc
~E × ~B

]j

+ (−1
4π

)∂i

[
EiEj + BiBj − 1

2
δij( ~E2 + ~B2)

]
= −

[
ρ~E + 1

c
~j × ~B

]j

Energie-Impuls-T.: Tmn
Feld(x) = − 1

4π
(F mlF n

l − 1
4
ηmnF klFkl) ,Lorentzk.: ~F = q( ~E + ~v

c
× ~B)

ebene elektromagnetische Welle: ~E(t, ~x) = ℜ ~E0e
i(~k~x − ωt) , ~B =

~k

|~k| × ~E(t, ~x)

ω
c

= |~k| , ~k · ~E0 = 0 , ~S = c
4π

~k

|~k| | ~E(t, ~x)|2 , ~S, ~E, ~B orthogonales Rechtssystem

~k = ω
c




0
0
1


 : ~E0 =

| ~E0|√
1 + a2




1
i a
0


 ,−1 ≤ a ≤ 1 , linear:a = 0 , zirkular: a = ±1

skalare Kugelwelle: φ(t, ~x) = ℜ φ0

|~x| ei(k|~x| − ωt) , k = ω
c

Punktladung : Weltlinie rm(s) = (ct(s), ~r(s)) , jm(x) = cq
∫

ds drm

ds
δ4(x − r(s))

Liènard-Wiechert: Am
ret(x) = q

drm

ds
drn

ds
· (xn − rn) s = s̄(x) : (x − r(s̄))2 = 0, x0 > r0(s̄)

Energieimpulstensor: Tmn(x) =
∫

ds mc2 ṙmṙn√
ṙ2

δ4(x − r(s)) , P m = 1
c

∫
d3xT 0m

Bewegungsgleichung ohne Strahlungsrückwirkung: mc d
ds

ṙm√
ṙ2

= q

c
F mnṙn

Hertzscher Dipol : Fernzone ~B(t, ~x) = 1
|~x|

1
c2

d2

dt2
~d(t − |~x|

c
) × ~x

|~x| ,
~E = ~B × ~x

|~x|

elektrische Dipolstrahlung: ~S(t, ~x) = c
4π

~x
|~x|3 sin2 θ

∣∣∣ 1
c2

d2

dt2
~d(t − |~x|

c
)
∣∣∣
2

, θ = θ(~x, d2

dt2
~d)


