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Uberblick

Von Feynman stammt die Einschidtzung, man miisse gerechterweise zugeben, dafl nie-
mand Quantenmechanik verstehe. Die folgende Darstellung ist als Widerlegung dieser
Koketterie gedacht: von der Grundgleichung fiir die Wahrscheinlichkeit von Meflergeb-
nissen ausgehend wird die Quantenmechanik entwickelt, ohne dafl ein grofieres Rétsel
bleibt als die Frage, warum diese Grundgleichung gilt. Sie wird zwar als Kopenhage-
ner Deutung der Quantenmechanik bezeichnet, als konne man Quantenmechanik auch
anders deuten. Aber ohne diese Grundgleichung kommt keine Formulierung der Quan-
tenmechanik aus. Erst sie besagt, was denn physikalisch der Fall ist, wenn das System
mathematisch in einem Zustand ist.

Daf}, wie die Grundgleichung besagt, die Wahrscheinlichkeit fiir ein Meflergebnis qua-
dratisch von der Amplitude abhéngt, die den Zustand charakterisiert und die sich mit
der Zeit dndert, ist nicht ohne Beispiel in der Theoretischen Physik: ebenso hédngen
Energiedichten und -strome in der Elektrodynamik quadratisch von Feldern ab. Unbe-
greiflich, das heif3t, nicht durch Einfacheres erklarbar, bleibt an der Quantenmechanik
nur, warum bei kleiner werdenden Energiedichten die Auswirkungen im Einzelfall nicht
kleiner sondern seltener werden, warum also, wie beim photoelektrischen Effekt, sich die
Auswirkungen wie die von Teilchen verhalten.

So einfach dieser Befund ist, so unbegreiflich ist er. Die experimentell bestéitigte Ver-
letzung der Bellschen Ungleichung zeigt, dal die Ergebnisse von Spinmessungen in ver-
schiedene Richtungen nicht als reale Eigenschaften einzelner Teilchen vor der Messung
festliegen. Aber auf die einfache Frage, wann denn dann der Meflwert festliegt, wenn er
vorher nicht festlag und spéter feststeht, haben wir keine Anwort. Die Frage ist vermut-
lich falsch gestellt, weil sie aufler Betracht 148t, dafl unsere Sicherheit iiber den Mef3wert
mit der Zeit zunehmen statt sich sprunghaft dndern kann.

Aus der Grundgleichung folgt, wie wir in Abschnitt 5.6 zeigen, dafl die Anteile eines
Zustandes, die zu verschiedenen Mefergebnissen gefiihrt haben, nicht kohérent sind.
Fiir diese Dekohérenz ist nicht wichtig, ob ein Beobachter zusieht, sondern nur, ob der
Zustand eine MeBanzeige so verdndert hat, dal man sie ablesen kann.

Zustandsreduktion, oder spektakulédrer der Kollaps der Wellenfunktion, als Ergebnis
einer Messung ist keine unstetige Anderung des zu messenden Zustandes, sondern der
unstetige Ubergang zu bedingten Amplituden, die zur unstetig geéinderten Frage nach
bedingten Wahrscheinlichkeiten bei Kenntnis eines Ergebnisses gehoren. Nicht anders
verhalten sich klassische Wahrscheinlichkeiten, beispielsweise bei der Ziehung der Lot-
tozahlen, bei der sich die Gewinnwahrscheinlichkeit unstetig mit jeder gezogenen Zahl
andert, ohne dal man blumig von einen Kollaps redet.

Der Text ist als Ergdnzung, Wiederholung und Kommentar gedacht, nachdem freie
Teilchen, Potentialtopf, Potentialbarriere, Wasserstoffatom und Streuung verstanden
sind. Unter den zahllosen Darstellungen empfehle ich als verlafiliche, wenngleich an-
spruchsvolle Darstellung [8] und insbesondere fiir die begrifflichen Grundlagen [11].
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1 Wahrscheinlichkeit von MeBwerten

Physiker beobachten, messen und analysieren Eigenschaften von Systemen, die so pré-
pariert sind, daf sie geniigend einfach sind.

Die Quantenmechanik befafit sich mit dem zu messenden System, dem Zustand, der
mit einem MefBapparat vermessen wird. Konkret kann es sich dabei um jeweils ein Atom
in einem Strahl handeln, den ein MeBapparat wie ein Stern-Gerlach-Apparat in meh-
rere Teilstrahlen aufspaltet. Bei den Melwerten a,as,...,ai,... konnen wir an die
Ablenkwinkel denken. So wie man die Grundrechenarten zunédchst an natiirlichen, gan-
zen und rationalen Zahlen kennenlernt, betrachten wir einfachheitshalber zunichst nur
Messungen mit diskreten, bestunterscheidenden Ergebnissen. Dabei heifit ein Ergebnis
bestunterscheidend oder nicht entartet, wenn es keine feinere Messung gibt, die es als
Zusammenfassung verschiedener, unterscheidbarer Ergebnisse erweist.

Zustand — *
Quelle astan Apparat :

—

\

Abbildung 1.1: prinzipielle Meflanordnung
Die Quantenmechanik beruht auf den folgenden Befunden:

Fiir jeden nicht entarteten MeBwert a; eines idealen MeBapparats A kann ein
Zustand A; prapariert werden, bei dem a; mit Sicherheit gemessen wird. Dieser
Zustand heifit Eigenzustand von A zum Eigenwert a;.

Auch wenn das zu messende System, der Zustand V¥, ideal prapariert worden ist,
liegt nicht fiir jeden MeBapparat A fest, welcher seiner Meflwerte a;, a,,... auf-
tritt, sondern es gilt die Grundgleichung:

Wenn der Zustand ¥ mit dem MefSapparat A vermessen wird, so ist
w(i, A, W) = | (A W) (1.1)
die Wahrscheinlichkeit dafir, daff der i-te Meffwert a; festgestellt wird.

Ein nicht idealer Apparat besteht beispielsweise aus zwei hintereinander stehenden
Polarisationsfiltern mit zueinander schiefen Polarisationsrichtungen. Man kann Photonen
nicht so préaparieren, daf sie sicher durchkommen.
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1.1 Orthonormalbasis

Die Grundgleichung (1.1) fiir die Wahrscheinlichkeit ist folgendermaflen zu lesen: zu
Zustanden wie Ay und ¥ gehoren Vektoren in einem Hilbertraum JH. Ein Hilbertraum
ist ein Vektorraum, das heiffit mit irgend zwei Vektoren A und ¥ aus dem Hilbertraum
ist auch die Summe A + ¥ und jedes komplexe Vielfache c¥ = Wc¢, ¢ € C, Vektor im
Hilbertraum. Zudem ist im Hilbertraum ein Skalarprodukt definiert. Es ordnet jedem
Paar von Vektoren A,V eine komplexe Zahl (A|¥) € C zu, ist im zweiten Argument
linear und ist konjugiert symmetrisch,

(/\|\P]C1 +\y202> = </\|‘1’1>c1 + </\|\y2> c; Veqg,coeC, (1.2&)
A[WY = (WIA) . (1.2b)

Folglich ist das Skalarprodukt antilinear im ersten Argument
<C1W1 + Cz\y2|/\> = CT <W1 |/\> + C; <W2|/\> . (13)

Mathematiker nennen das Skalarprodukt sesquilinear, denn lateinisch sesqui bedeutet
anderthalb. Das Skalarprodukt ist ja im ersten Argument nur reell linear.

Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich ist positiv definit und wird verwendet, um
die Lénge von Vektoren (und damit die Norm und die Topologie im Hilbertraum) zu
definieren

0< (YW =|¥|* <00, |[¥|=0cVY=0. (1.4)

Voraussetzungsgemaf ist jeder Hilbertraum vollsténdig: Cauchyfolgen konvergieren.
Die Wahrscheinlichkeit w(i, A, W), mit der ein MeBapparat A den i-ten MeBwert a;
anzeigt, wenn der Zustand ¥ vermessen wird, ist geméf (1.1) das Betragsquadrat des
Skalarproduktes (A;|W¥) des zu messenden Zustandes ¥ mit dem zum MeBwert a; ge-
horenden Eigenzustand A;. Man nennt das Skalarprodukt (A;|V) die Wahrscheinlich-
keitsamplitude fiir den i-ten Mewert a;.
Aus (1.1) folgt, dafl die Zusténde A; normiert sind und zueinander senkrecht stehen.

_ i _ J 0 falls i#]
Al A;) =8 _{1 falls 1=3j

Denn falls der Eigenzustand A; vermessen wird, tritt mit Sicherheit der Mefiwert a; auf,
w(i, A Aj) = [ {Ai|A5) |2 = 8. Aus den Betragsquadraten folgen die Skalarprodukte
(1.5) der A;, weil nichtverschwindende Léngenquadrate positiv sind.

Quantenmechanik macht iiber (1.1) hinaus die Annahme, dafl die Eigenzustinde A;
ein vollsténdiges System bilden, das heifit, daf§ sich jeder Zustand ¥ mit beliebig vorgege-
bener Genauigkeit ¢ > 0 durch eine endliche, komplexe Linearkombination der A; € H
ndhern 1af3t,

(1.5)

Ya ) Ay, BeC, [¥—) Apll<e. (1.6)
j j
Physiker nennen ein vollstdndiges System auch einfach Basis und vernachlassigen ¢,

Y=> Ay . (1.7)
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Die Komponenten 1; erhdlt man wegen (1.5) als Skalarprodukt mit Ay
bi = (AY) (1.8)

Die Komponenten von ¥ in der Basis der Eigenzustdnde des Meflapparates sind die
Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir die zugehdrigen Mefiwerte.

Ist der Zustand noch unbekannt, so kénnen die Betrdge der Komponenten, die zur
Basis der Eigenzustédnde eines Melapparates gehoren, der Wahrscheinlichkeitsverteilung
der MeBwerte entnommen werden. Die Phasen dieser Komponenten miissen aus anderen
Messungen bestimmt werden. So wie in klassischer Mechanik die anfangliche Lage und
die anfingliche Geschwindigkeit eines Massepunktes gemessen werden, so erschlieft man
in der Quantenmechanik durch Messen, welcher Zustand vorliegt.

1.2 Bracket-Schreibweise

Setzen wir die Komponenten in (1.7) ein, so erhalten wir

V=) A (A]Y) . (1.9)

j
Das Skalarprodukt mit irgendeinem Vektor @ fiihrt zu folgendem Formelbild
(@) = (@I(3_ A (A [¥))) = 3 (@A) (A [Y) (1.10)
j j

Da diese Gleichung fiir alle @ gilt, 148t man das Symbol ,, (O “ weg und erhilt die
einpriagsame Gleichung

W)y = 1A (A1) =D IA) ;. (1.11)

j j

Zerlegt man ¥ im Skalarprodukt (W|®), so erhdlt man wegen (1.2b) analog

(W=D (Y[A) (Al =) w5 (Al (1.12)

)

Dirac hat den Sprachgebrauch Ket-Vektor fiir den Anteil [¥) im Skalarprodukt einge-
fithrt und fiir den Anteil (®| den Namen Bra-Vektor. Das Skalarprodukt ist eine Klammer
(englisch bracket) (@ |¥), die sich aus Bra- und Ket-Vektoren zusammensetzt. Die zu-
gegebenermaflen triviale, bijektive Abbildung! von Vektoren auf Ket-Vektoren ¥ — [¥)
ist linear, diejenige auf Bra-Vektoren ¥ — (V| antilinear:

(c¥| = (Y|c". (1.13)

Die Abbildung von Bra- auf Ket-Vektoren ist eine Konjugation [¥)* = (/.

1Sie shnelt einer militéirischen Beforderung, bei der Streifen und Winkel hinzugefiigt werden, ohne im
iibrigen etwas zu éndern.
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1.3 Matrixalgebra

GemaéB (1.10) 148t sich das Skalarprodukt einfach aus den Komponenten berechnen.

(@) = Zcp P (1.14)

Ordnet man die Komponenten eines Ket-Vektors als Spalte an und die Komponenten
des Bra-Vektors als Zeile — diese sind wegen (1.12) die komplex konjugierten Kompo-
nenten des zugehorigen Ket-Vektors — dann erhélt man das Skalarprodukt durch Ma-
trixmultiplikation der Zeile mit der Spalte.

Wendet man einen Operator A, eine lineare Abbildung, auf einen Vektor ¥ an, so
erhédlt man den Spaltenvektor der Komponenten von AY durch Matrixmultiplikation
der Matrix, die in der n-ten Zeile und m-ten Spalte das Matrixelement

Anm = (An]|AAL) (1.15)

enthélt, mit dem Spaltenvektor der Komponenten von ¥,

(AW)n = (A |AY) = 3 (A] AAy) (A |W) = ZAnmwm. (1.16)

m

Der hermitesch adjungierte Operator AT eines linearen Operators A ist durch Abwiil-
zen definiert
(AAY) = (ATA|Y) VA Y. (1.17)

Diese Definition des Adjungierten AT wird insbesondere benétigt, wenn der Operator A

nicht als Matrix vorliegt, sondern beispielsweise als Differentialoperator.
Mit ihr ergibt sich (AT)T = A und (vergleiche (1.13))

(AA| = (A|AT (1.18)

dafl der transformierte Bra-Vektor (AA| auf Ket-Vektoren [V) wie der adjungierte Ope-
rator AT gefolgt von (A| wirkt.
Adjungieren eines Produkts von Operatoren spiegelt die Reihenfolge

(A|ABY) = (ATA|BY) = (BTATA|Y) | (AB)! =BTAT, (1.19)

Zahlen werden komplex konjugiert ¢ = c*. Hermitesch adjungierte (transponierte und
komplex konjugierte) Matrizen entsprechen hermitesch adjungierten Operatoren.

(ANnm = (A |ATAR) = (AALAR) = (An | AAL)" = AL, (1.20)

Hermitesche n x n-Matrizen A = AT bilden einen reellen, n?-dimensionalen Vektor-
raum. Denn jedes komplexe Matrixelement A, legt mit seinem Real- und Imaginérteil
auch das transponierte Matrixelement Ay, = Aj,,, fest.

Mit den Matrixelementen A,.,, und den Basisvektoren schreiben sich in Bracket-
Schreibweise die Operatoren A als

A= Z ’/\n> Anm </\m| (1'21>
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oder in konventionellerer Schreibweise als

At Y AvAnm (Anl¥) . (1.22)

nm

1.4 Projektoren, Zerlegung der Eins

GemiB (1.11) wird jeder Zustand [¥) von } ;|A;) (Aj| auf sich abgebildet, die Summe
ist also der 1-Operator

1= Y 1A (Al (1.23)

j
Die einzelnen Anteile

P =1A5) (Al (1.24)
sind hermitesche Projektoren, (®|P;¥) = (O |A;) (A;|¥) = (P;D|Y),

P} =P;, P; =P, (1.25)
auf zueinander orthogonale Unterrdume

Die Darstellung (1.23) des 1-Operators als Summe von Projektionsoperatoren nennt
man eine Zerlegung der Eins.

Mit Zerlegungen der Eins und der Bracket-Schreibweise ist die beim Basiswechsel zu
bewiltigende Algebra sehr iibersichtlich: Seien [I}) und [A;) zwei Orthonormalbasen.
Der Zusammenhang zwischen den Komponenten in den verschiedenen Basen ergibt sich,
wenn man eine Zerlegung der Eins einschiebt

(M) =) (RIA) (A W) (1.27)

1.5 Endliche Norm

Der Hilbertraum der Zustédnde ist oft (abhéngig von den priparierten und zu vermes-
senden Systemen) nicht endlichdimensional und die Summen iiber Basen miissen auf
ihre Konvergenz gepriift werden. Wir unterschlagen in unserer Diskussion der Quanten-
mechanik fast alle damit verbundenen Komplikationen. Es sei hier nur bemerkt, dafl
Vektoren im Hilbertraum ein endliches Skalarprodukt haben

(W|W) =) Wi < oo (1.28)

und daf§ daher die Komponenten 1; quadratsummierbar sein miissen. Umgedreht
definiert bei gegebener Orthonormalbasis jede quadratsummierbare Reihe 1V, n =
0,1,2,..., einen Vektor im Hilbertraum.
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Fiir physikalische Zusténde gilt einschrankender, daf§ die Betragsquadrate ihrer Kom-
ponenten die Wahrscheinlichkeiten fiir das Auftreten der zugehorigen Mefiwerte sind.
Wahrscheinlichkeiten erfiillen Summenregeln: wenn man die Wahrscheinlichkeiten fiir
alle moglichen, sich gegenseitig ausschlieBende Fille addiert, erhédlt man die Gesamt-
wahrscheinlichkeit 1,

1= wi,A¥)=) i =¥V . (1.29)

Jeder zu einem physikalischen Zustand gehorige Vektor im Hilbertraum ist normiert.
Es gehort nicht, wie man manchmal in Umkehrung des Sachverhalts hort, zu jedem
Vektor im Hilbertraum ein physikalischer Zustand. Insbesondere gehort zum Vektor 0 im
Hilbertraum kein physikalischer Zustand, auch wenn der Vakuumzustand gelegentlich als
|0) geschrieben wird. Die Bezeichnung |Q) fiir das Vakuum vermeidet diese Verwechslung.

1.6 Strahlen im Hilbertraum

GeméiB (1.5) und (1.29) gehoren Zustéande zu Vektoren auf der Einheitskugel des Hil-
bertraums. Aus der Grundgleichung (1.1) fiir Wahrscheinlichkeiten von Mefiwerten folgt
weiterhin, da ein Einheitsvektor ¥ und der mit einer Phase multiplizierte Vektor e!*¥
zu demselben physikalischen Zustand gehoren, denn fiir alle Meapparate A stimmen
die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Meflwerte iiberein

w(i, A V) =w(i,A, YY) YaeR . (1.30)

Demnach gehoren physikalische Zusténde zu Aquivalenzklassen von Einheitsvektoren
mit der Aquivalenzrelation

Y~V¥ e IJaeR:Y=eY, (1.31)

Eleganter als der Begriff , Einheitsvektor bis auf eine Phase* ist der gleichwertige Be-
griff eines ,Strahls im Hilbertraum“. Der zum Vektor W # 0 gehorige Strahl ist der
komplex eindimensionale Unterraum,

W =\, A e C) (1.32)

der von ihm aufgespannt wird. Die Menge der Strahlen eines n-dimensionalen Hilbert-
raums (mit anderen Worten eines n-Zustandssystems) ist der komplex projektive Raum
CP™~'. Diese Menge der physikalischen Zustinde ist komplex n — 1-dimensional, also
reell 2n — 2-dimensional.

Ordnet man physikalischen Zustdnden Strahlen im Hilbertraum zu, ist die Grund-
gleichung (1.1) fir die Wahrscheinlichkeit von Mefiwerten a; so abzuédndern, daB sie
unabhéngig von der Normierung der Vektoren A; # 0 und ¥ # 0 wird, die man als
Représentanten ihrer Strahlen wéhlt.

[{(AY) 12

WA = A )

(1.33)
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Da Zustdnde Strahlen im Hilbertraum sind, kann man sie genau genommen nicht
addieren. Zwar kann man die Vektoren addieren, aus denen zwei verschiedene Strah-
len bestehen, aber die Summen bilden keinen Strahl, sondern einen zweidimensionalen
Unterraum des Hilbertraumes.

Man kann also, genauer bedacht, aus Repréasentanten ¥ und @ der zwei Strahlen auf
viele Arten Superpositionen, die zu a¥ + b® # 0 gehorigen Strahlen, bilden. Dabei
gehoren A(a¥ 4+ b®) mit A # O fiir festes a und b zu demselben Zustand.

Die verschiedenen Superpositionen zweier verschiedener Zustdnde W und @ bilden
den Raum CP' = S?, jede gegebene Superposition kann also als Punkt einer zweidi-
mensionalen Kugeloberfliche gedacht werden. Auf dieser Kugel zeichnet W einen Punkt
als Nordpol und die zu ¥ senkrechte Superposition ¥, als Siidpol aus, dem Aquator
entsprechen die gleichgewichtigen Superpositionen (W 4 e'*W)/v/2, deren relative Pha-
se « wichtig ist. Aufler durch die Herkunft ist keine Superposition auf natiirliche Art
gegeniiber einer anderen ausgezeichnet.

Das Zusammenfassen zweier Zustiande zu einer Superposition ist nicht, wie von Addi-
tion zu fordern, assoziativ und kommutativ und parameterfrei. Man sollte Superposition
daher nicht schlampig Addition nennen.

Statt einen Vektor A; oder W als Repréasentanten eines Strahls im Hilbertraum zu
verwenden, kann man Strahlen durch die zugehdrigen Projektoren

A
Pl,A — </\1|/\1> (134)
und W) (W

darstellen. Die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten des i-ten MeBwertes a; ist dann
durch die Spur von p mal P; o gegeben.

w(i, A, p) =trpPia (1.36)

Zur Erinnerung: Die Spur tr A eines Operators ist die Summe seiner Hauptdiagonalele-
mente. In jeder Orthonormalbasis &; gilt

rA =) (§|AL) . (1.37)

Die Spur eines Operators ist zyklisch: tr AB = tr BA mit der Folge tr ABC = tr CAB.
In der Form (1.36) kann die Grundgleichung leicht fiir den Fall verallgemeinert werden,
in dem der Mefiwert a entartet ist und mehrere, durch feinere Melapparate unterscheid-
bare (und daher zueinander orthogonale) Zusténde Aq , k = 1,2, ..., zum MeBwert a
gehoren. Der Projektor P; 4 ist dann zum Projektor P4 A auf den Unterraum derjenigen
Zusténde zu verallgemeinern, bei denen der Meflwert a mit Sicherheit auftritt.

’/\a k> </\a k’
PoaA = Sl e L 1.38
A ; (AaxlAax) (1.38)
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Wenn der Zustand p vermessen wird, so ist
w(a,A,p)=trpPya (1.39)

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal der MeBlapparat A den Mefiwert a anzeigt.

1.7 Dichtematrix

Die Wahrscheinlichkeit (1.1) kann mit der H&ufigkeit, mit der in Versuchsreihen die
MefBiwerte auftreten, erst dann sicher verglichen werden, wenn in der Quelle wiederholt
derselbe Zustand V¥ pripariert wird. Dies ist bei vielen Quellen, zum Beispiel bei Ofen,
nicht der Fall. Wenn ein Teil der Quelle in Bild (1.1) ein Wiirfel ist, der mit Wahr-
scheinlichkeit p; den Zustand ¥;, mit Wahrscheinlichkeit p, einen Zustand ¥, und so
weiter prapariert, dann tritt mit Wahrscheinlichkeit pyw(i, A, ¥;) der Fall auf, dal der
Zustand ¥, prapariert und der i-te MeBBwert a; festgestellt wird, mit Wahrscheinlichkeit
pow(i, A, ¥;) der Fall, daf§ der Zustand ¥, préapariert und der i-te MeBBwert festgestellt
wird, und so weiter. Beriicksichtigt man alle Moglichkeiten, so erhélt man den i-ten
MeBwert a; mit Wahrscheinlichkeit

WLAP) =) pawl(i, A Wn) = ) pa (A W) (Wn A = (AclpA) , (1.40)

n

wobei die Dichtematrix p

p=> Pnl¥n) (Yl (1.41)

das Gemisch in allen mefibaren Eigenschaften charakterisiert. Wir identifizieren daher
das Gemisch mit seiner Dichtematrix p und reden vom Gemisch p.

Die Wahrscheinlichkeit, den i-ten Mefiwert a; festzustellen, ist das zugehorige Haupt-
diagonalelement der Dichtematrix in der Basis der Eigenzustdnde des Meflapparates,

Die Wahrscheinlichkeit (1.42) kann in einer Versuchsreihe nur dann sicher mit der
Héaufigkeit von MeBBwerten verglichen werden, wenn die Wahrscheinlichkeiten p,, wah-
rend der Versuchsreihe unverdndert bleiben, wenn das Gemisch geniigend haufig pripa-
riert werden kann und wenn auflerhalb des quantenmechanischen Systems Meflapparate
existieren. Daher ist unklar, wie eine ,Wellenfunktion des Universums®“ zu deuten ist, die
das einmalige Universum einschliellich aller Melapparate beschreiben soll. Von dieser
philosophischen Frage sind wir allerdings in der Praxis gnadig verschont, da wir diese
Wellenfunktion nicht kennen.

Mit der Bezeichnung Gemisch benennt man den Normalfall, dafy verschiedene Zustan-
de¥q,¥,, ... mit Wahrscheinlichkeiten pq,p2, ... priapariert werden. Wird in Mefreihen
immer derselbe Zustand W prépariert, nennen wir das Gemisch (1.35)

Prein = [¥) (V] (1.43)
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auch deutlicher einen reinen Zustand. Reine Zustédnde sind spezielle Gemische, bei denen
eine Produktionswahrscheinlichkeit 1 ist und die anderen Produktionswahrscheinlichkei-
ten verschwinden. Genau dann, wenn ein Gemisch rein ist, erfiillt es die Gleichung

P°=p & 0= Prem - (1.44)

Jede Dichtematrix p = > pnPn ist eine reelle Linearkombination von hermiteschen
Projektoren P, = W) (W] (1.25), also ist p hermitesch.

Die Zusténde ¥,,, aus denen sich das Gemisch zusammensetzt, sind normalerweise
nicht paarweise orthogonal und bilden normalerweise keine Basis. Normalerweise lassen
sich die einzelnen Summanden py, [¥;,) (Y| nicht aus der Dichtematrix p rekonstruieren,
ebenso wie man einer gegebenen Zahl nicht ihre Summanden ansieht. Man kann aber
die Eigenwerte p; und orthonormierte Eigenvektoren Y; von p bestimmen?

pYi = piYi mit <Yl |Y]> = 5ij (145)
und damit die Dichtematrix, weil sie hermitesch ist, in der mit (1.41) zum Verwechseln

ahnlichen Form
p=> pilYe) (Vi (1.46)

schreiben. Die Eigenwerte p; und die Projektoren auf die zugehotrigen Eigenrdume sind
basisunabhéngig durch die Eigenwertgleichung von p festgelegt.

Jedes Hauptdiagonalelement (A|pA) und daher insbesondere jeder Eigenwert p; der
Dichtematrix ist nichtnegativ

(AlpA) =Y (Alpa¥n) (WnlA) = Y pul (A[¥R) P 20 (1.47)

n

Ein Hauptdiagonalelement (A|pA) verschwindet genau dann, wenn alle Produkte
Pn (Wn |A) verschwinden, also wenn pA Null ist,

(AlpA) =0 pA=0. (1.48)

Die Spur der Dichtematrix ist Eins so wie jede Summe von Wahrscheinlichkeiten iiber
eine vollstdndige Menge von Ereignissen, die sich wechselseitig ausschlieflen,

trp = Z (AilpAy) = Z (AL pnWn) (Wn AL = Z Wy [pnWn) = an —1.
1 " ' " (1.49)

1.8 Mischen von Gemischen

Stellen wir uns in Abbildung (1.1) zwei Quellen vor, die Gemische p und p praparie-
ren, und eine Anordnung, die beide Teilchenstrahlen kombiniert. Dies geschehe zufillig,

2Das Zeichen Y ist der griechische Buchstabe Ypsilon.
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so dafl mit einer Wahrscheinlichkeit A Teilchen aus dem ersten Strahl p und mit der
Restwahrscheinlichkeit (1 —A) Teilchen aus dem zweiten Strahl p gewéhlt werden.

Wenn wir an dieser Mischung von Gemischen messen, so tritt mit Wahrscheinlichkeit
A (Ai]pAy) der Fall auf, dal der erste Strahl ausgew#hlt und a; gemessen wird, mit
Wahrscheinlichkeit (1 — A) (Ai|pA;) der Fall, dal der zweite Strahl gewéhlt und a;
gemessen wird. Insgesamt wird mit Wahrscheinlichkeit

A AL PAL) + (T =A) (A pAY) = (A (A + (1T = A)p)AY) (1.50)

der MeBwert a; gemessen. Die Mischung beider Gemische fithrt zu Wahrscheinlichkeits-
verteilungen, die zur Dichtematrix

p(A) =Ap+(1-N)p, 0<A<T, (1.51)

gehort. p(A) heifit auch konvexe Summe von p und p.

Wir werden sehen, dafl beim Mischen die Unkenntnis iiber die zugrunde liegenden
Zusténde, die Entropie, und die Streuung der Wahrscheinlichkeiten von Mefiwerten zu-
nimmt.

Die Menge der Dichtematrizen ist eine konvexe Untermenge der hermiteschen Matri-
zen: mit je zwei Dichtematrizen p und p sind alle Matrizen auf der Verbindungsstrecke
auch Dichtematrizen. Denn wenn der Mischungsparameter A die Zahlen zwischen Null
und Eins durchliuft, so durchlauft p(A) = Ap + (1 — A)p die Verbindungsstrecke. Dabei
ist jedes p(A) eine Summe von Projektionsoperatoren P; = [W;) (W;| mit nichtnegativen
Produktionswahrscheinlichkeiten, also eine Dichtematrix.

Offensichtlich liegt jeder Punkt p(A) auf der Verbindungsstrecke (1.51) von p und p
fiir 0 < A7 <A <Ay <1 auch auf der Verbindungsstrecke von p(A;) nach p(A;),
A=A A =N\

p(A1) +

A) —
PN =3 A — A

p(A2) . (1.52)

Weil Dichtematrizen hermitesch sind (1.20) und Spur Eins haben, bilden im n-Zu-
standssystem die Dichtematrizen mit positiven Eigenwerten eine n? — 1-dimensionale
Mannigfaltigkeit: die hermiteschen Matrizen mit Spur Eins und mit Eigenwerten aus
dem offenen Intervall (0, 1).

Der Rand dieser Menge besteht aus den Dichtematrizen mit mindestens einem ver-
schwindenden Eigenwert. Die reinen Zustédnde sind die 2n — 2-dimensionale Unterman-
nigfaltigkeit CP™~! derjenigen Dichtematrizen, deren Eigenwerte alle bis auf einen ver-
schwinden. Thre konvexe Hiille, das heif3t die Menge, die man aus den reinen Zusténden
durch wiederholte konvexe Summen erzeugt, ist die Menge der Gemische.
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2.1 Erwartungswerte

Die Formel (1.36) gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir alle Mewerte an. Sie ent-
hélt damit die vollstéindige Information {iber den Ausgang von Mefireihen. Oft ist man
an weniger Information interessiert, zum Beispiel am Mittelwert der MefSwerte. Bei vie-
len Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist der wahrscheinlichste Mefiwert nahe beim Mittel-
wert. Der Mittelwert ist daher der Mef3wert, den man erwartet. Deshalb nennen ihn Phy-
siker auch den Erwartungswert. Man sei jedoch gewarnt, dafl es auch zweihockerige Ver-
teilungen gibt, zum Beispiel die Strahlauffacherung in einer Stern-Gerlach-Apparatur,
bei denen Mefiwerte in der Ndhe des Mittelwertes unwahrscheinlich sind und der Erwar-
tungswert daher nicht zu erwarten ist.

Der Mittelwert (A) der MeBBwerte des Apparates A ist die Summe der mit den Wahr-
scheinlichkeiten gewichteten Mef3werte a;

(A) =) aw(i,A,p) =) ai(AipA) =tr( D ailA) (Add p) . (2.1)

Er ist also durch

(A) =trAp=trpA (2.2)

gegeben, wobei A jetzt nicht nur den Melapparat sondern auch den Operator
A=) ai|A) (A (2.3)

bezeichnet. Er ist fiir den zugehorigen MeBapparat charakteristisch, da sich aus ihm die
MeBwerte und ihre Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir alle Gemische p berechnen lassen.
Zu jedem MeBapparat A gehort ein Operator A im Hilbertraum.

Leider bleiben die Hersteller von MeBBapparaten von diesem Postulat unbeeindruckt
und legen nicht den zugehorigen Operator der Gebrauchsanweisung bei.

Im Gegensatz zu weitverbreitetem Irrglauben entspricht das Anwenden des Operators
auf den Zustand nicht der Messung des Zustands. Was aus einem Zustand [¥) bei der
Messung mit einem Apparat A wird, hat nichts mit |AW) zu tun.

Die Notation (A) fiir den Mittelwert tr p A stammt vom reinen Zustand (1.35). In
diesem Fall gilt spezieller, wenn wir wieder ein normiertes ¥ verwenden,

(A) = (W|AY) . (2.4)
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Ohne am Sachverhalt etwas zu dndern, wird in der Bracket-Schreibweise noch ein ,, |
eingefiigt: (A) = (W|A|¥). Man betont dadurch, daf§ es unwesentlich ist, ob der Ope-
rator A auf das zweite oder das erste Argument des Skalarproduktes wirkt. Denn A ist
eine reelle Linearkombination (2.3) von hermiteschen Projektionsoperatoren (1.25), also
ebenfalls hermitesch

A=AT", (2.5)

Mit (Ai|A;) = &Y (1.5) folgt unmittelbar, daff die Zustéinde A; Eigenzustinde des
Operators A sind und dafl seine FEigenwerte die Mefwerte a; sind,

A/\i = Cli/\i . (26)

So ist ja in (2.3) der Operator A aus den Mefwerten und Eigenzustinden konstruiert.
Umgekehrt lassen sich bei gegebenem hermiteschem Operator A aus der Eigenwertglei-
chung die Eigenvektoren bis auf einen komplexen Faktor, das heifit also die zugehorigen
Strahlen im Hilbertraum, und die MeSwerte a; bestimmen.
Die Eigenwerte a eines hermiteschen Operators A = AT sind reell. Dies ergibt sich aus
AA = aA und (A|A) # 0 mit der Argumentationskette

(a" — @) (AJA) = (aA|A) — (A]aA) = (AA|A) — (A|AA) = (A](AT — A)A) :(o 3
2.7

Die Eigenzustdnde zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander,
(ai — aj) (AL [A)) = (AALA) — (A AA;) =0, ai # a5 = (AiA;) =0 (2.8)

Unitdre Operatoren, UT = U~", haben komplexe Eigenwerte vom Betrag 1. Denn
unitdre Transformationen lassen Skalarprodukte invariant,

(Uo|uy) = (Utue |¥) = (oY) . (2.9)

Demnach haben ¥ und UY gleiche Linge und UY = AW, A € C, ist nur moglich fiir
A=
U=U"undU¥Y=A¥Y=>A=¢* ackR. (2.10)

Unitéire Operatoren U koénnen nach einem Theorem von Stone als U = et mit einem
hermiteschen Operator H = HT geschrieben werden.

2.2 Unbeschranktes Spektrum

Die Menge der Eigenwerte eines Operators A — genauer das Komplement der komplexen
Zahlenmenge A € C, fiir die die Resolvente (A—A)~" als Operator im ganzen Hilbertraum
existiert — heiffit Spektrum von A. Wenn das Spektrum nicht beschrinkt ist, ist der
Operator A nicht auf allen Vektoren W definiert. Mit einer beliebig kleinen Anderung
eines Zustandes, auf dem A definiert ist, kann man eine beliebig groBe Anderung des
Erwartungswertes bewirken.
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Die mathematischen Schwierigkeiten bei Operatoren mit unbeschranktem Spektrum
zeigen sich schon beim Energieerwartungswert des harmonischen Oszillators. Die Ener-
giewerte sind die Eigenwerte des Hamiltonoperators H = hwa'a. Sie sind nichtnegative,
ganzzahlige Vielfache von hw

HIAL) =Ex|AL), By =nhw, n=0,1,2,.... (2.11)

Wir unterstellen, daf3 die A,, normiert sind. Dann bilden sie eine Orthonormalbasis

(1.5) und ein allgemeiner Zustand kann als Linearkombination W) = > |Ay) Py mit

quadratsummierbaren Komponenten }, € C, >, ,|*> < 0o, geschrieben werden.
Der Hamiltonoperator ist hermitesch und bildet ¥ auf H¥Y mit Komponenten

(An |HY) = hon (A, |V) = hon, (2.12)

ab. Es lassen sich nun leicht quadratsummierbare Komponenten angeben, beispielsweise
P, =1/(n+ 1), so dafl die Komponenten (H{), = hw n{,, nicht quadratsummierbar
sind. Damit ist H auf dem zu 1, gehorigen Vektor nicht definiert. Aber selbst wenn
man diese Reihe bei groBem n abbricht und mit einem geniigend kleinen Vorfaktor zu
einem physikalischen Zustand hinzufiigt, dann zeigt sich, daf} in jeder Umgebung jedes
Zustandes ein weiterer Zustand existiert, dessen Energieerwartungswert jede vorgegebene
Grenze iiberschreitet. Das ist zwar mathematisch storend aber physikalisch unwichtig:
der hohe Energieerwartungswert riihrt von sehr seltenen Messungen mit sehr hohen
Energien her.

Zu jedem hermiteschen (genauer jedem wesentlich selbstadjungierten) Operator A
gehort, wie die mathematische Untersuchung zeigt, eine Schar von Projektoren E,, die
auf den Unterraum der Zusténde projiziert, bei denen nur Mefiwerte kleiner gleich a
auftreten. Diese Schar von Projektoren erfiillt

EoEb =Enin(apy, lim Eq=0, lim Eq=1, lim Egpe =E4 (2.13)
a——o00 a— oo e—0+
und heifit die zum Operator A gehorige spektrale Zerlegung. Sie ist auch bei kontinuier-
lichem Spektrum wohldefiniert. Mit ihr schreibt sich der Operator A als

A= JdEa a. (2.14)

Zahmer als ein Mefloperator mit unbeschranktem Spektrum sind die Projektoren Eg.
Nur sie werden bendtigt, um die Wahrscheinlichkeit w(A, A, p) = tr | A dEqp dafiir an-
zugeben, dafl der Melwert beim Vermessen eines Gemisches p in einem Bereich A liegt.

2.3 Unscharfe

Die nach dem Mittelwert der Mefwerte eines Apparates A néchstwichtige Grofle ist die
Schwankung seiner Mewerte, blumig sein Quantenrauschen, genauer der Erwartungs-
wert der quadratischen Abweichung vom Mittelwert,

(ApA)? = (A= (A))?) =D pn(Ynl(A—(A)W,) = (A%) —(A)? . (215)
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Die Grole A, A heifit die Unschérfe oder Schwankung von A im Gemisch p. Die Unschérfe
héngt vom hermiteschen Operator A und vom Gemisch p ab, auch wenn die weitver-
breitete Notation AA die Abhéngigkeit von p unterschlagt. MeBwerte haben nicht an
sich Quantenfluktuationen, sondern schwanken mehr oder weniger in diesen oder jenen
Zustéanden. In Eigenzusténden verschwindet das Quantenrauschen.

Das Schwankungsquadrat (A,A)? ist nichtnegativ, denn es ist eine mit nichtnegativen
Wahrscheinlichkeiten p,, gewichtete Summe von Léngenquadraten,

D pn (Wn|(A—(A)Y,) = an ANYn (A= (A)Wn) >0.  (2.16)

Es verschwindet genau dann, wenn das Gemisch nur aus Eigenzustdnden A, zu einem
festen Eigenwert a = (A) gemischt ist,

o_ann NAR|? < (A—a)An =0 oder pp =0 . (2.17)

Die Summe ), pn[/(C+iD)Wy,|? ist nicht negativ. Aus dieser Bemerkung folgt eine
allgemeine untere Schranke fiir das Produkt AjAA,B der Schwankungen von hermite-
schen Operatoren A und B im Gemisch p. Mit der Schreibweise

[C,D]=CD —-DC (2.18)
fiir den Kommutator von C mit D gilt fiir hermitesche Operatoren C und D
0< Y pul(CHID)Wal* =D pn((C+iD)Ws|(C+iD)Wy) (2.19)

=3 pn(¥a|(C—iD)(C+ID)¥n) = 3 pn(¥n|(C?+ D2 +ilC,D)¥y,) .

Wir werten diese Ungleichung fiir C = A,B (A — (A)) und D = A,A (B — (B)) aus
0 <2(A,A)*(A,B)?> +iA,AA,B ([A,B]) . (2.20)

Falls AgA AyB nicht verschwindet, ist
1
A AAB > izi<[A,B]> . (2.21)

Diese Ungleichung gilt mit beiden Vorzeichen vor dem Kommutator, da sie fiir alle
hermiteschen A und B gilt, also auch, wenn wir A mit B vertauschen und damit das
Vorzeichen des Kommutators wechseln.

Auch fir AJA =0 (oder A B = 0) ist die allgemeine Unschérferelation

A,AAB > \% (A, B])] (2.22)
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erfiillt, denn p ist dann aus Eigenzustdnden zu A (oder B) zu einem Eigenwert a ge-
mischt, AY,, = a¥,,, und der Erwartungswert eines Kommutators [A, B] verschwindet
in jedem Eigenzustand von A (oder B),

<[A» B]) = an <\yn| (A, B]Wn> = Z Pn <Wn | (aB — Ba)\yn> =0. (2'23>

Das Schwankungsquadrat nimmt beim Mischen nicht ab. Mit p(A) = Ap+ (1 —A)p ist
(ApA)? = trp(A)A? — (trp(A)A)? (2.24)

ein quadratisches Polynom in A, wobei der Koeffizient bei A2, —(tr(p — p)A)?, nicht
positiv ist. Das Schwankungsquadrat von p(A) ist demnach eine konkave Funktion des
Mischungsparameters

(AomA) = AAA) + (1 - A)(AA)2 . (2.25)

Das Schwankungsquadrat einer Mischung von Gemischen ist mindestens die anteilige
Summe der Schwankungsquadrate und stimmt mit der anteiligen Summe nur iiberein,
wenn die Mittelwerte tr pA und tr pA gleich sind.

2.4 Kommutator

Trotz der mathematischen Komplikationen, die mit der Verwendung unbeschrénkter
Operatoren zusammenhéngen, formuliert man die Eigenschaften quantenmechanischer
Systeme vorzugsweise anhand von Operatoren.

Mit der Sprechweise ,,der Operator A vertauscht mit Operator B bezeichnet man den
Fall, dafl AB = BA gilt, das heifit, dafl der Kommutator (2.18) verschwindet,

[A,B]=0. (2.26)

Vertauschen A und B und sind sie diagonalisierbar, zum Beispiel weil sie hermitesch
oder unitér sind, so konnen alle Eigenvektoren des Operators A auch als Eigenvektoren
von B gewéhlt werden und umgekehrt. Denn B bildet den Eigenraum H; von A zum
Eigenwert a; wieder auf H; ab

und kann in diesem Unterraum diagonalisiert werden. Ist die Dimension d; von H; gréfer
als 1, so ist der Mefiwert a; entartet und es gibt linear unabhéngige Eigenvektoren Aj;
zu A und B, die durch zwei Quantenzahlen abgezdhlt werden, die zu den Eigenwerten
der zwei miteinander vertauschenden Operatoren gehoren,

ANy = aiAy BAy =byAy j=1,...,di. (2.28)
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Beispielsweise werden die Bindungszustédnde Ay 1m des Wasserstoffatoms durch drei
Quantenzahlen n, 1, m abgezihlt, die Hauptquantenzahl n = 1,2,..., die Nebenquan-
tenzahl 1 =0,1,...,n— 1 und die magnetische Quantenzahl m = —1,—l+1,...,1, die
zu den drei miteinander vertauschenden Operatoren H, [2und L, gehoren.

In vielen Beispielen ergeben sich wesentliche Eigenschaften des Energiespektrums dar-
aus, dafl der Hamiltonoperator H mit einem weiteren Operator vertauscht, [H, U] =0
(4.48), oder aus miteinander vertauschenden Summanden besteht (4.79).

Vertauschen zwei Mefloperatoren A und B, so kann ein feinerer MeBapparat gebaut
werden, der gleichzeitig A und B mifit, so daf§ die Teilstrahlen a; in Abbildung (1.1)
feiner in Teilstrahlen by; zerlegt werden.

Ist B in denselben Unterrdumen entartet wie A, so ist B = f(A) eine Funktion von
A . B ist dann kein wesentlich anderer Meflapparat, sondern verwendet nur eine andere
Mefskala als A, etwa wie bei einem Volt- und Ampere-Meter.

Beziiglich Messungen, deren zugehorige Operatoren vertauschen, verhalten sich die
quantenmechanischen Systeme wie klassische, statistische Systeme. Bei solchen Messun-
gen werden alle Zustdnde ¥ schon vollstdndig durch die Betragsquadrate der Skalar-
produkte (A|W¥) mit den gemeinsamen Eigenzusténden A der kommutierenden MeBope-
ratoren charakterisiert, also durch eine klassische Wahrscheinlichkeitsverteilung. Erst
Messungen, deren Operatoren nicht miteinander vertauschen, sind empfindlich auf die
komplexen Phasen der Komponenten von V. Daher sind Kommutatorrelationen in der
Quantenmechanik wichtig.

Die wesentlichen algebraischen Eigenschaften des Kommutators sind Antisymmetrie,
Linearitdt und Produktregel

[A,B] = —[B, Al (2.29a)
[A,)\]B +ACl =N\ [A,B] +}\2[A,C] VA1, A € C, (229b)
[A,BC] = [A,B]C +BIA, C] . (2.29¢)

Wegen der Antisymmetrie und weil hermitesch Adjungieren die Reihenfolge vertauscht
(1.19), ist der Kommutator hermitescher Operatoren antihermitesch,

[A,B]' = —[AT,BT] . (2.30)

Aus der Regel fiir Produkte folgt die Produktregel fiir Kommutatoren, die Jacobi-
Identitét,
[A, [B, Cll = [[A, B], Cl + [B, [A, C]]

[A,[B,Cll + [B,[C,All + [C,[A,B]] =0 .

Die Operation ,Kommutator nehmen mit dem Operator A* ist eine lineare Abbildung,

ada : C—ada(C)=[A,(C], (2.32)

(2.31)

die zu A adjungierte Abbildung ada des Vektorraums der Operatoren C.! Sie verhilt
sich wie Ableiten: auf Produkte BC angewendet (2.29¢), erfiillt sie die Produktregel

ada (BC) = ada(B)C + Bada(C) . (2.33)

'Die adjungierte Abbildung ada hat nichts mit dem hermitesch adjungierten Operator At zu tun.
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Dabei bleibt der linke Faktor B jeweils links vom rechten Faktor C: die Reihenfolge der
Faktoren des Produkts bleibt in der Produktregel unverandert.
Der Kommutator zweier adjungierter Abbildungen ist die adjungierte Abbildung des
Kommutators (2.31)
[adA, adB] - ad[A)B} . (234)

Die Eigenwerte A der Abbildung ada sind Schrittweiten im Spektrum von A. Denn
wenn der Operator C Eigenvektor von ada ist, wenn also [A, C] = AC gilt, und wenn
A, Eigenzustand von A mit Eigenwert n ist, AA,, = nA,, so ist CA,,, wenn es nicht
verschwindet, Eigenzustand von A mit Eigenwert n + A,

A(CAL) = (IA, Cl+ CA) A, = ACA, + CnA, = (n+A)(CA,) . (2.35)

Ein Eigenvektor C von ada fiigt also ein Quantum A zum A-Eigenwert (Mefiwert) hinzu.
Ist A hermitesch, so ist CT Eigenvektor von ada mit Eigenwert —A und nimmt das
Quantum A vom Eigenwert weg. Das rechtfertigt, C und C' als Leiteroperatoren, Auf-
und Absteiger oder Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren zu bezeichnen.

2.5 Heisenbergalgebra, Erzeuger, Vernichter

Algebraische Relationen strukturieren den Hilbertraum der Zustdnde. So kann zum Bei-
spiel die Heisenbergsche Vertauschungsrelation eines hermiteschen Ortsoperators X mit
dem zugehorigen hermiteschen Impulsoperator P

[X,P] = ih (2.36)

nicht in einem Hilbertraum JH mit endlicher Dimension n gelten, denn dann wire die
Spur tr(XP — PX) = 0 im Widerspruch zu tr(ih) = nih.

Wie Stone und von Neumann bewiesen haben [14], ist jede irreduzible Darstellung der
Heisenbergschen Vertauschungsrelation mit hermiteschen Operatoren X und P unitér
Aquivalent zur Wirkung der multiplikativen? und differentiellen Operatoren

XV XY, (X¥)(x)=x¥(x), P:¥Y—PY¥Y, 6 (PY)(x)= —ih%‘l’(x) ,  (2.37)

angewendet auf quadratintegrable Funktionen ¥ : R — C mit dem Skalarprodukt?

W] D) = de‘lf*(x) O(x) . (2.38)

2X multipliziert mit der Funktion f : x — f(x) = x, nicht mit einer Konstanten A. Dies mache man sich
durch Zeichnen des Funktionsgraphen von W(x) = exp(—x?/1?) und (X¥)(x) = xexp(—x?/1%) klar.

3Kovariant formulierte String-Theorie unterstellt solche Heisenbergpaare [X™, P,] = ihé™, und ver-
langt einschrénkender, dafl die Wellenfunktion physikalischer Zusténde auflerhalb diskreter Massen-
schalen, also aulerhalb einer Menge vom Maf3 Null, verschwindet. Nach dem Stone-von Neumann-
Theorem verschwindet jedes Skalarprodukt solcher Zusténde, sie sind Null. Es gibt sie nicht.
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Sei x¢ eine nichtverschwindende Lénge, dann erfiillen die komplexen Linearkombina-
tionen 1 x ) 1 x )
i i

— 24 Zx,P F— (22— —x,P 2.39

a \/f(xo + 2o ), a \/f(xo 7 X0 ) (2.39)

des Orts- und des Impulsoperators die Erzeuger-Vernichter-Algebra
[a,al =0, [af,a’]=0, [a,a]=1, (2.40)

und es existiert eine Orthonormalbasis

Aol 01,2 (2.41)
n,t \/T? 0,7 y by&y ooy .

auf denen die Operatoren a als Vernichter und a' als Erzeuger wirken
AN =VNAL 1, adAic=vVn+1A0.. (2.42)

Dies ergibt sich aus der Analyse des hermiteschen Operators afa. Im Vorgriff auf die
folgenden Ergebnisse nennen wir a’a Anzahloperator und bezeichnen seine Eigenwerte
mit n,

alaA, =nA, . (2.43)

Mit der Produktregel folgt aus der Erzeuger-Vernichter-Algebra (2.40), dafl die Ope-
ratoren a und a' Eigenvektoren der zu a'a adjungierten Abbildung adgi, (2.32) sind.
mit den Eigenwerten A = —1 und A =1,

[a'a,a] = —a, [a'a,a’]l=al. (2.44)

Folglich (2.35) erniedrigen und erhéhen a und a', angewendet auf einen Eigenzustand A,,
von a'a, den Eigenwert um —1 und +1

(afa)a’An = (n+1)alA,

(afa)aA,=(Mn—1)aA, . (2.45)

Da der Operator a den afa-Eigenwert erniedrigt, heifit er Vernichter. Entsprechend ist
a' der Erzeugungsoperator.

Ist A, normiert, so ergeben sich die Normen von aA, und afA, aus der Algebra und
der Eigenwertgleichung

(aAn]aAy) = (An]afar,) =n (2.46a)

(a'An|dTAL) = (An|aa®AL) = (An|([a,alT + aTa)AL) =n 4+ 1. (2.46b)

Diese Normen sind nicht negativ (1.4). Daher ist n nicht negativ. Wiederholtes Anwen-
den des Vernichter-Operators a erniedrigt den Anzahleigenwert in ganzen Schritten und

muB, bevor n negativ wird, einen Eigenzustand Ay # 0 ergeben, der durch weiteres
Anwenden von a auf Null abgebildet wird

Cl/\o =0. (247)
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Solch ein Zustand heifit Grundzustand. Er hat nach (2.43) Anzahleigenwert n = 0.
Demnach ist jeder Anzahleigenwert n ganzzahlig und nicht negativ. Das Spektrum des
Anzahloperators a’a besteht aus den ganzen, nichtnegativen Zahlen

adlaA,=nA,, n=012.... (2.48)

Man wéhlt im Raum aller Grundzusténde eine Orthonormalbasis Ay r und betrachtet
die Vektoren (2.41), die durch n-faches Anwenden des Erzeugungsoperators a’ aus dem
Grundzustand erzeugt werden. Sie stimmen bis auf einen Faktor mit den Eigenzusténden
iiberein, von denen man durch n-faches Absteigen die Grundzustinde gewonnen hat,
denn

(ah)"a™Ay = (@) ala)a™ AL = (@) T — (n—1))a™ A, = (2.49)

=1-(aN"?(a’a)a™ ?A, =1-2-(a)" 3(afa)a™ A = =nlA, . '
Es sind also die Grundzustédnde genauso entartet wie die Eigenzustidnde zu jedem anderen
Eigenwert des Anzahloperators.

2.6 Drehimpulsalgebra
Ein weiteres Beispiel fiir Kommutatorrelationen ist die Drehimpulsalgebra
[Li,L]'] :iheijkl_k R i,j,k€{1,2,3} . (250)

Ein Vektorraum mit einem bilinearen Produkt [A, B], das so wie der Kommutator an-
tisymmetrisch ist und die Jacobi-Identitét (2.31) erfiillt, ist eine Lie-Algebra. Also sind
die Drehimpulsoperatoren Basiselemente einer Lie-Algebra, genauer spannen —i L;/h die
zur Drehgruppe in drei Dimensionen, der SO(3), gehorige reelle Lie-Algebra auf.

In (2.50) stehen auf der linken Seite Produkte zweier Drehimpulsoperatoren. Die rechte
Seite ist linear im Drehimpuls, daher enthalten die Koeffizienten, genauso wie die Hei-
senbergalgebra (2.36), einen Faktor h von der Dimension eines Drehimpulses [=x%x P.

Da die Drehimpulsoperatoren L; hermitesch sind, muf} in (2.50) ein Faktor i auftreten,
denn der Kommutator hermitescher Operatoren ist antihermitesch (2.30).

Wenn die hermiteschen Drehimpulsoperatoren L; existieren, so hat der Hilbertraum 3
eine Orthonormalbasis Ay 1, . Dabei ist T ein Entartungsindex, die Quantenzahl 1 legt
den Eigenwert h? (14 1) des Operators [2 fest. Die Drehimpulsoperatoren d&ndern nicht
die Werte von 1 und T und lassen jeden Unterraum invariant, der von den Basisvektoren
mit festen Werten von 1 und Tt aufgespannt wird.

Wir beschrinken uns auf solch einen Unterraum, ein Drehimpulsmultiplett mit Ge-
samtdrehimpuls 1, und schreiben kiirzer Ay v, statt Ay m . Das Drehimpulsmultiplett
ist 214 1-dimensional (mégliche Werte von 1 sind daher 0,1/2,1,3/2,...) und wird von
Basisvektoren mit den m-Werten —1,—1+ 1,..., +1 aufgespannt. Auf ihnen wirken die
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Drehimpulsoperatoren geméfl

Lg/\lym = hm/\hm N (251&)
(L +1iL)ALm =h /(L= m)(L+m+ 1) Ayt (2.51b)
(L — i) A m =R/ +m)l—m+ 1) Ay (2.51c)

Dies 148t sich folgendermafien aus der Drehimpulsalgebra erschlieen. Der Gesamtdreh-
impuls

L* =13 +13+13 (2.52)

vertauscht mit jedem der Drehimpulsoperatoren Ly, L, und L3 . Denn Drehimpulsope-
ratoren erzeugen Drehungen und lassen Lingenquadrate von Vektoren, wie x? +y? + z?
oder L?, invariant,

L, L?]=0. (2.53)

Die Drehimpulsoperatoren bilden daher Unterriume H; von Eigenzustinden von L? mit
festem Eigenwert h?A auf sich ab (2.27). Man kann dort gemeinsame Eigenzustinde
At m zu L2 und L3 finden,

At = AALm, LA =hmA .. (2.54)
Die komplexen Linearkombinationen
L. =L +il,, L.=1;—il,=(L,)T (2.55)
sind Eigenvektoren von ady, (2.32) mit Eigenwerten h und —h,
L3, Lyl =hL,, [L;L]=—-hL_. (2.56)

Angewendet auf einen Lz-Eigenzustand mit Eigenwert hm (2.54), ergeben L, und L_
L3-Eigenzustéinde mit Eigenwerten h(m + 1) und h(m — 1) oder Null (2.35),

L3(LiAum) = Rm 4+ D (LiALm) , (L ALR) =h(m—1) (L Ain) . (2.57)

Da L; und L_ die L3 -Eigenwerte mit konstanter Schrittweite um ihren adp,-Eigenwert
erhohen, heiflen sie auch Leiteroperatoren oder Aufsteiger und Absteiger.
Der Kommutator von L, mit L_ ergibt

Ly, L] =2hL;5. (2.58)
Ist Ay normiert, so besagt L L, =12 —L# — hl;3 fiir die Norm von Ly Ay

<I—+/\l,m|l—+/\l,m> - </\1,m|I——I—+/\l,m> - </\l,m|(L2 - I—f? - hI—?))/\l,m> -

N 5 (2.59)
= (A" A —m(m+ 1A ) =R (A —=m(m+1)) .
Wir erhalten so und mit L, L_ = 1% — L§ + hlLs ebenso
LAy mlLiALm) = R2A—m(m+ 1)),
(LiALmILE AL m) ( ( ) (2.60)

(LA mlLApm) =R2A—m(m—1)) .
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Diese Normen sind nicht negativ (1.4), daher ist bei gegebenem A die Quantenzahl m
nach unten und oben beschrinkt und L, , angewendet auf den Eigenzustand mit maxima-
lem m, mufl verschwinden. Bezeichnen wir mit 1 = m,,,, die maximale m-Quantenzahl,
so gilt also A =11+ 1),

AL =2 UL+ DALy . (2.61)

Ebenso mufl L_ auf dem Zustand mit minimalem m verschwinden. Die quadratische
Gleichung A = Y1+ 1) = muyn(Mupm — 1) hat die Losung my,;, = —1 (die Losung
Mpin = L+ 1 ist grofer als Mypay ),

Mpax = 1’) Mpin = —1. (262)

Da man durch wiederholtes Anwenden von L, auf den Zustand mit minimalem L5 -
Eigenwert my,;, = —1 die m-Quantenzahl in ganzen Schritten erhoht, bis man zum Zu-
stand mit my,., = | gelangt, muf} die Differenz my,.x — Muin = 21 ganzzahlig und nicht
negativ sein. Es ist also 1 € {0, %, 1,...} ganz- oder halbzahlig. Die Drehimpulsoperatoren
wirken in einem 21+ 1-dimensionalen Raum, dem Drehimpulsmultiplett mit Gesamtdreh-

impuls 1, der von den Basiszusténden Ay ;, mit den m-Quantenzahlen —1, —L+1,... +1
aufgespannt wird. Die Normierungsfaktoren in (2.60) sind wegen A = (1 + 1) quadrati-
sche Polynome in 1 und m. Sie verschwinden fiir | = m, beziehungsweise 1 = —m, lassen

sich also restlos durch (1 —m), bezichungsweise (1+ m), teilen,
(1+1)—m(m+1) = (I-m)(1+m+1) |, (I4+1)—m(m—1) = (I4+m)(l—m+1) . (2.63)

Fiir 1 = 1/2 wirken die Drehimpulsoperatoren, die Spin-1/2-Operatoren S7,S, und
S3, in einem zweidimensionalen Raum auf die Spinoren des Spin-1/2-Multipletts. Da
ein Operator auf die Komponenten von Zustédnden durch Multiplikation mit derjeni-
gen Matrix wirkt, deren Spalten die Komponenten der Bilder der Basisvektoren ent-
halten, wirken die Spin-1/2-Operatoren wegen (2.51) in der Basis Ay (m = 1/2) und
A (m = —1/2) auf Spinorkomponenten durch Multiplikation mit dem h/2-fachen der
Pauli-Matrizen,

Si = T%O'i , 1€ {1,2,3} , (264)

0 1 0 —i 1 0
01 = (.l O) , 02 = (1 O) , 03 = (O —1) . (265)
Die Produkte der Pauli-Matrizen sind
0i05 = 511'1 + ieijkcrk . (266)

Drehimpulsoperatoren erzeugen Drehungen von Zustdnden. Zeigt die Drehachse in
Richtung des Einheitsvektors n, dann gehort zu einer Drehung um den Winkel « der
unitidre Operator

Uy, = exp(—%‘n-u . (2.67)
Fiir Spin-1/2 148t sich die zu (2.67) gehorige Matrix leicht angeben, weil die e-Reihe
wegen (in-o0)? = —1 (2.66) wie bei der Euler-Formel e™'* = cos o — isin &« summiert

werden kann (n- o0 =mny07 +n,0; + N303),

Ugn = exp(—%n- o)=1cosx/2 —in-osina/2 . (2.68)

Jede Drehung um 27 fiithrt einen Spin-1/2-Spinor in sein Negatives tiber, Uy, = —1.
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2.7 Messung eines Spin-1/2-Gemisches

Fiir Systeme mit zwei Basiszustédnden A;, A, lassen sich fiir alle Messungen die Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen der zwei Meflwerte an allen Zustinden mit wenigen Para-
metern charakterisieren. Prominentes Beispiel fiir Zweizustandssysteme sind Spin-1/2-
Teilchen, die mit Stern-Gerlach-Apparaten untersucht werden. Bei dem Zweizustandssy-
stem kann es sich aber auch um ein Atom handeln, bei dem aufgrund der experimentellen
Anordnung nur zwei der vielen Energiezustdnde beriicksichtigt werden miissen.

In einer Stern-Gerlach-Apparatur wird ein Strahl von Spin-1/2 Teilchen wie in Ab-
bildung (1.1) in zwei Teilstrahlen (n = 2) aufgespalten. Die Intensitit des oberen Teil-
strahls, bezogen auf die Intensitét des einfallenden Strahls, ist die Wahrscheinlichkeit,
mit der der Spin in Analyserichtung der Stern-Gerlach-Apparatur nach oben steht. Uns
interessiert, wie diese Intensitat von der Analyserichtung abhéngt.

Die Dichtematrix p, die das zu messende Zweizustandssystem charakterisiert, ist ei-
ne hermitesche Matrix mit Spur 1. Hermitesche n x n-Matrizen bilden einen reellen,
n?-dimensionalen Vektorraum, das heit in unserem Fall, da man jede hermitesche
2 x 2-Matrix als reelle Linearkombination von 4 Basismatrizen schreiben kann. Als Basis-
matrizen bieten sich die 1-Matrix und die spurfreien, hermiteschen Pauli-Matrizen (2.65)
an. Wegen der Normierungsbedingung trp = 1 ist der Koeffizient bei der 1-Matrix 1/2.
Daher hat die allgemeinste Dichtematrix eines Zweizustandssystems die Form

1
p==1+aoy+bor+coz =

2

1/24+c¢ a—ib
a+ib 1/2—c¢

) , (a,b,c) € R? (2.69)

mit a?+b?+c? < 1/4, denn die Eigenwerte von p sind nicht negativ (1.47). Die Punkte
(a,b,c), die zu einer moglichen Dichtematrix des Zweizustandssystems gehoren, liegen
also in einer Kugel, der sogenannten Blochkugel. Die Randpunkte der Kugel gehoren
(bei Zweizustandssystemen) zu Dichtematrizen mit einem Eigenwert 1 und verschwin-
dendem anderen Eigenwert, also zu reinen Zusténden. Offensichtlich ist die Blochkugel
die konvexe Hiille ihrer Randfldche.

Wir kénnen die Dichtematrix (2.69) durch Wahl der Basisvektoren des Zweizustands-
systems vereinfachen. Wahlen wir als Basis die Eigenvektoren von p, so wird die zu p
gehorige Matrix diagonal. IThre Eigenwerte 1/2+ ¢’ nennen wir einfachheitshalber wieder

1/2+c,
(1/24c¢ 0
p= ( 0 1/2_C) : (2.70)

Wiéhlen wir spezieller als ersten Eigenvektor denjenigen, der zum grofleren Eigenwert
gehort, so ist ¢ nichtnegativ. Zudem ist das Hauptdiagonalelement 1/2 —c nichtnegativ.
Die Dichtematrix p ist also durch die Basis und den Eigenwert p; = 1/24¢,0 <c¢ < 1/2,
charakterisiert.

An den MeBapparaten, mit denen wir dieses Gemisch vermessen wollen, sind fiir uns
die zwei Mefiwerte a; und a; unwichtig: Der Apparat éndert sich nicht wesentlich, wenn
wir eine andere Mefiskala unterlegen. Wichtig ist die Wahrscheinlichkeit, mit der der
erste Mefiwert angezeigt wird. Um diese zu berechnen, brauchen wir geméfl (1.42) den
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ersten, normierten Eigenzustand A des Meflapparates A. Wir schreiben seine Kompo-
nenten als Betrag mal Phase. Die Betragsquadrate miissen sich wegen (A|A) = 1 zu Eins
summieren, die Betrige sind daher Sinus und Kosinus eines Winkels 6/2, 0 < 0 < 7.
Eine gemeinsame Phase der Komponenten ist irrelevant. Wir wéhlen die Phase so, daf3
die Zustinde A fiir alle Richtungen aufler der negativen z-Richtung (dem Stidpol) stetig
von der Richtung des MeBapparates abhingen?

~ [cos(0/2)
A= <sin(e/z)e+iq>) (2.71)

Die Winkel 6 und ¢ haben geometrische Bedeutung. Der Zustand A (2.71) ist Eigen-
zustand zum MeBwert fi/2 des Spin-1/2-Operators

h [/ cos® sinBei® h
So.0 = 2 <sin 0e!®  —cosO ) "2 (nxox +nyoy +n.0z) (2.72)

der den Spin in Richtung von ng , mifit.

ny sin O cos @
Nge=|Nny | =|sinOsine (2.73)
n, cos 0

Der Vektor ng , schliet mit der z-Achse den Winkel © und seine Projektion in die
x-y-Ebene schliefit mit der x-Achse den Winkel ¢ ein.

Das Hauptdiagonalelement (A[pA) gibt nach (1.42) die Wahrscheinlichkeit wg o (T)
an, mit der bei Messung des Spins in Richtung ng , der Spin nach oben steht. Mit (2.70)
Wo o (1) und (2.71) berechnet man

c=1/2
Wo,o(T) =1/2+ccosB . (2.74)
c=0 Die Wahrscheinlichkeit héngt nicht vom Winkel ¢

ab. Sie ist invariant unter Drehungen um die z-

Achse.
Die Wahrscheinlichkeit ist in Abbildung (2.1) fiir
0 oy €= 0, c = 1/2 und einen mittleren Wert von c als

Funktion von 0 dargestellt. 8 ist der Winkel, den
die Richtung, in die der Stern-Gerlach-Apparat den
Strahl aufspaltet, mit der z-Achse bildet.

Die Wahl der Eigenvektoren von p als Basis fiir
die Spinzustédnde erweist sich als Wahl der z-Richtung. Die z-Achse ist die Richtung, in
der bei Spin-Messung im Gemisch p am meisten Teilchen Spin nach oben haben. Dies

Abbildung 2.1: Strahlaufspaltung
bei Spin 1/2

4Es gibt keine Wahl der Phase, so daf8 die Zustéinde A eine stetige Funktion von S2, der Menge aller
Richtungen, sind. Will man eine stetige Grofe, die von dieser Phase abhingt, in ganz S? beschreiben,
muB man S? mit mehreren Koordinatenumgebungen iiberdecken, in denen die GroBe stetig ist. Wo
zwei Umgebungen iiberlappen, mufl man die Gréfle von einem ins andere System umrechnen kénnen.
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ist beim Gemisch (2.69) die Richtung von (a, b, c). Miit man in dieser Richtung, so ist
der Anteil der Teilchen mit Spin nach oben 1/2 4 1, wobei 1 die Lange von (a, b, ¢) ist.
Durch Bestimmung dieser Richtung und den Wert der Spinmessung in dieser Richtung
sind die drei Parameter der Dichtematrix festgelegt. Die Spinwerte in Richtungen, die
mit (a, b, c) einen Winkel 0 einschliefen, werden durch Abbildung 2.1 vorhergesagt, falls
man Spin-1/2-Teilchen mifit.

Die Darstellung im Winkelbereich 0 < 8 < 27t ist redundant. Der Winkel 0 zur z-
Achse durchlauft nur Werte 0 < 0 < 7t und bezeichnet fiir Werte T < 0 < 27t Winkel
0" = 2m—0. Fiir Abbildung (2.1) ist aber der Winkelbereich 0 < 8 < 27 gewéhlt worden,
um klar zu machen, dafl die Mefliwerte an einem Spin-1/2-System nach Drehung um 27t
wieder in sich {iber gehen.

Spin-1/2-Spinoren (2.71) gehen durch eine Drehung um 27t in ihr Negatives (2.68),
nicht aber in den Zustand mit entgegengesetztem Spin, iiber.

W = —A £ A, (2.75)

Das negative Vorzeichen ist nur eine unmefibare Phase. Es ist der Strahl im Hilbertraum,
das heifit der Vektor ¥ bis auf einen nichtverschwindenden Faktor, der dem physikali-
schen Zustand entspricht. Dieser Strahl im Hilbertraum geht durch Drehung um 27t in
sich iiber, so wie die grafischen Symbole T und | der Basiszustdnde.

Das negative Vorzeichen kann man als relative Phase messen, wenn man einen Spin-
1/2-Zustand teilt, etwa in einem Doppelspalt, einen Anteil um 27 dreht und die Ande-
rung der Phase relativ zum zweiten Anteil in einem Interferenzbild nachweist.

Die Zustande linear polarisierten Lichtes gehen so wie optische Polarisationsfilter durch
Drehung um 7t ineinander iiber. Die Basiszusténde schreibt man folglich als A und A .
Die Winkelabhéngigkeit der Strahlaufspaltung von Licht in doppelbrechenden Kristallen
ist wie in Abbildung 2.1, nur dafl der Winkelbereich von 0 bis 7t lduft. Denn Photonen
haben Spin, genauer Helizitéit, Fins.

Die Polarisationszustinde von Gravitationswellen gehen bereits durch Drehung um
7t/2 ineinander iiber, denn sie gehoren zu Helizitdt Zwei. Die Basiszustiande bezeichnet
man mit A, und Ay.

Fiir ¢ = 1/2 beschreibt p ein Gemisch, bei dem der Spin mit Sicherheit nach oben
steht, wenn der Spin in z-Richtung (6 = 0) gemessen wird. Es ist ndmlich fiir ¢ = 1/2
die Wahrscheinlichkeit wg_¢ (1) = 1 und das Gemisch p ein reiner Zustand und zwar
der Eigenzustand mit Spin nach oben bei Spin-Messung in z-Richtung.

Pleciy = ((]) 8) = ((1)) (10 . (2.76)

Nicht immer ist so einfach zu sehen, ob die Dichtematrix p = }_; p; [¥;) (¥;| vom Rang 1
ist und sich durch nur einen Term schreiben l48t. In solch einem Fall ist eine Produktions-
wahrscheinlichkeit 1, und die anderen Terme verschwinden. Die Dichtematrix p = prein
ist dann ein Projektor pZ. = prein. Wegen trp = 1 gilt dann auch

trpZ, =1. (2.77)
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Wertet man die Spur in der Eigenbasis von p aus, so erkennt man, daf§ diese Gleichung
auch hinreichend dafiir ist, dafl p ein reiner Zustand ist. Es ist ndmlich die Spur gleich der
Summe iiber die Eigenwerte von p, die zwischen 0 und 1 liegen und sich zu 1 summieren.
Daher summieren sich ihre Quadrate dann und nur dann zu 1, wenn ein Eigenwert 1
und die anderen 0 sind.

Der Unterschied zwischen dem Maximalwert wy,., und dem Minimalwert wy,;, von
Wo (1) bezogen auf den Maximalwert ist die Polarisation P des Strahls von Spin-1/2-
Teilchen.

p — Mmax — Wmin (2.78)
Wmax
Fiir den reinen Zustand (¢ = 1/2) betréigt die Polarisation 100% . Fiir ¢ = 0 ist der
Strahl total unpolarisiert und jede Spin-Messung spaltet unabhéngig von ihrer Richtung
den Strahl halftig auf.

Der Unterschied zwischen einem reinen Zustand und einem Gemisch zeigt sich nor-
malerweise erst beim Messen mit unterschiedlichen, im vorliegenden Beispiel gedrehten,
Apparaten. Die gemessenen Wahrscheinlichkeiten in drei verschiedenen Richtungen be-
stimmen zunéchst die drei Parameter der Dichtematrix. Alle anderen Funktionswerte in
Abbildung 2.1 sind dann Vorhersagen der Quantenmechanik iiber die Wahrscheinlich-
keiten fiir eine Schar von gedrehten Meapparaten. Bei reinen Zustdnden héngen diese
Wahrscheinlichkeiten stark vom Meflapparat, im vorliegenden Fall von 0, ab. Bei Gemi-
schen vermindert sich der Kontrast. Ebenso verschwimmt beispielsweise das Interferenz-
bild von Licht hinter einem Doppelspalt, wenn es so wie Sonnenlicht aus verschiedenen
Farben gemischt ist. Insbesondere gibt es dann nicht mehr eine vollstandige negative
Interferenz.

2.8 Storungstheorie diskreter Eigenwerte

Wir untersuchen diskrete Eigenwerte und normierbare Eigenzusténde einer differenzier-
baren Schar H(A) von hermiteschen Operatoren, wie sie beispielsweise als Funktion der
Magnetfeldstéirke auftreten, mit der Physiker Atome storen, um ihre Eigenschaften ver-
stehen zu lernen. Kennt man das Spektrum etwa fiir A = 0, so kann man mit Reihenent-
wicklung versuchen, das Spektrum und die Eigenzustédnde fiir benachbarte Werte von A
zu nahern.

(H(A) —En(A)) ¥n(A) =0 (2.79)

Wir unterstellen, dafl der Operator H(A), seine Eigenwerte E,(A) und seine Eigenzu-
stinde W, (A) differenzierbar von A abhéngen.

Da die Eigenwertgleichungen die Normierungen und die Phasen der zugehorigen Ei-
genvektoren W, (A) # 0 nicht festlegen, verlangen wir zusétzlich

(Wi (M)W (A)) = &M, (2.80)

NSy = 0. (2.81)

a lm=n
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Die verschiedenen Eigenzusténde sind aufeinander senkrecht (2.80), da in jedem Ei-
genraum von H(A) eine Orthonormalbasis gewahlt werden kann und weil Eigenvektoren
eines hermiteschen Operators zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind (2.8).

Differenzieren von (2.80) fiir n = m ergibt, dafl (‘Pn(A)|%‘Pn(7\)> = if(A) imaginir
ist. Durch Phasenwahl

YA =My (A x(A) =— JAdA’f(A’) (2.82)

kann man die Gleichung (2.81) mit V., erfiillen. Wir unterstellen, daf die Redefinitionen
schon ausgefiihrt sind und (2.80) und (2.81) gelten.

Dann ergibt sich die stationére Storungstheorie aus (2.79) durch Differenzieren nach A
d d d
—H-—E )Y+ (H-E,)=¥Y,=0. 2.8
dA dA [+ )d7\ (2:83)
Beim Skalarprodukt dieser Gleichung mit W,, verschwindet wegen HY,, = E, W, der
zweite Term, (W,|(H — En)%‘l’n% und man erhélt (‘PJ(%H — %En)‘PTJ = 0. Also
dndert sich der Eigenwert um den Erwartungswert der Anderung des Operators im
zugehorigen Eigenzustand

(

d d
aEn - <\yn|(aH)\yn> . (284)
Das Skalarprodukt mit ¥,,,, m # n, ergibt
d d
<\ym’(_H)Wn> + (Em - F—n) <lym|_\yn> - O . (285>

dA dA

Ist der Eigenwert E, (A) nicht entartet, dann sind durch (2.85) und durch (2.81) die
Skalarprodukte von %‘Pn mit allen Basisvektoren V., festgelegt. Daher gilt

d (Yl (FH)Y)
Y, = Yo dA . 2.
A - Ezﬁ Em — En (2.86)

Zum Formelbild: die Gleichung ist linear in W, daher steht W,, rechts im Ubergangsma-
trixelement. Zudem ist jeder Eigenzustand ¥,,, nur bis auf eine Phase bestimmt. Er muf}
daher paarweise als Bra- und als Ketvektor auftreten, damit sich diese Phase weghebt.
Wenn dann die Reihenfolge von m und n im Resonanznenner E,, — E,, genauso wie im
Zahler gewahlt wird, so tritt ein Minuszeichen als Vorfaktor auf.

Die Koeffizienten von %‘Pn sind quadratsummierbar, wenn der Vektor ¥,, differen-
zierbar von A abhéngt,

S ’(‘l’ml(%H)‘P& ? « o (2.87)

En—En

m: Eqn#En
Die Gleichungen (2.84) und (2.86) sind ein gekoppeltes Differentialgleichungssystem
fiir E,, und ¥,,, aus dem man algebraisch durch wiederholtes Differenzieren alle hoheren
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Ableitungen und durch Auswerten der Ableitungen bei A = 0 die Potenzreihenentwick-
lung in A bestimmen kann.

Héngt der Hamiltonoperator H(A) linear von A ab, so ist die zweite Ableitung der
Grundzustandsenergie Eo(A) negativ und sie wird in zweiter Ordnung abgesenkt, die
Grundzustandsenergie ist dann eine konkave Funktion des Stérparameters.

don 2 Z | <\ym’%\y0> |2

o7 = <0 (2.88)

m: En>Eo Em—R 7
In relativistischen Theorien will man fiir jeden Wert der Kopplungskonstanten einen
Poincaré-invarianten Grundzustand haben. Es soll identisch in der Kopplung A die Glei-
chung H(A)Wo = 0 gelten. Dann kann nicht einfach H linear von A abhéngen, denn sonst
wére die Grundzustandsenergie eine konkave Funktion von A.

Entartete Stérungstheorie

Ist fiir einen Wert von A ein Eigenwert entartet, gilt also B, = En, =--- =&, =Eq
fiir orthonormale Zustdnde Y¥,,,, die einen k-dimensionalen Unterraum H,, aufspannen,
so verschwindet im Skalarprodukt der Gleichung

d d d

(aH - aEni)\yni —|— (H - Eni)a\yni - O (289)

mit ¥, fir i # j wegen E,, = E,, der Term (¥, |(H— Eni)%‘k’m) und wegen
(Wn;[Wn,) = 0der Term (W, | (%En)‘yni). Es konnen also die Zusténde ¥, nur dann dif-
ferenzierbar vom Storparameter abhédngen, wenn der Storoperator % keine Uberginge
zwischen den entarteten Zustédnden macht, wenn also gilt

dH

(T
(W 7

Yn,)=0fir B, =E,, undi#j . (2.90)
Im Unterraum JH,, miissen also die Basisvektoren als Eigenvektoren des auf JH,, einge-
schriankten (projizierten) Storoperators % gewdhlt sein.

Das Skalarprodukt von (2.89) mit W,,, besagt, wie im nichtentarteten Fall,

d dH

aEni - <\yni| a\ynJ . (291)

Wir unterstellen einfachheitshalber, dafi der auf den Unterraum eingeschrinkte Stor-
operator nicht entartet ist, dal also fiir i # j die Energieéinderungen %Em und %Eﬂj
verschiedene Werte haben.

Das Skalarprodukt von (2.89) mit Zustdnden anderer Energie E,, # E,, legt wie in
(2.86) das Skalarprodukt (Wo,|-SWo,,) fest,

dH d
(Winl a‘i’nJ + (Emm — Eny) <‘1’m|a‘k’ni> =0. (2.92)
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Die Skalarprodukte (W %‘Pni) der energieentarteten Zustidnde erhélt man aus der

Ableitung von (2.89) und ihrem Skalarprodukt mit W,

d’H  d%E,. dH dE,. . dV¥,. A2y,
N Ty (0 Ty ) 2.9
(d7\2 dA? [ + (d7\ dA ) dA + J dA? (2.93)
1d?H dH dE,, d¥.,
(‘Pnj|§—d}\2 W)+ <‘l’nj|(a T ) 5 ) = (2.94)

Beim mittleren Term schieben wir eine Zerlegung der Eins ein, beriicksichtigen, daf3 %

keine Ubergiéinge im entarteten Unterraum macht (2.90) sowie (2.91, 2.92)

dH d¥,,. dH d‘l’ d¥,..
Yo ———) = (W —V, (W nl n -
< ]|d?\ dA )= ’|d?\ ) (| +m;E ’d)\ W) (¥l dA )
SLLPVLLLY o 0) (i) )
= Il - 2 Em —En '
m:Enm#En
In (2.94) eingesetzt, ergibt sich fiir die gesuchten Skalarprodukte
dE..  dE, av,, 1d2H (W, | ) (Wi [ W)
b i \yn i\ — nl= \J:ln )
( dA dA )| dA ) < ’|2 daz + Z E..—E.
m:Eqn#£En
(2.96)
und daher schliellich
dwy ml W, (Wil G5 W) (W, Ho W)
= ) Ye —Z\ym - — (2.97)
MEmAEn CEm—En = (Un ) — (Wn R W)
wobei <‘Pnj!H2‘l’ni> Matrixelemente zweiter Ordnung zusammenfaf3t
1d2H (W, |98 ) (W | W)
(W, [H2 W) = (Y55 Wn ) = > . (2.98)

m:Enm#En Em o En
Die Beitriige des entarteten Unterraumes zur Anderung des Eigenzustandes haben
dhnliche Form wie im nichtentarteten Fall, nur daf§ im Resonanznenner die Energiedif-
ferenzen durch die Differenzen der Energiednderungen dE,,,/dA ersetzt sind. Im Zahler
sind die Ubergangsmatrixelemente von dH/dA durch die Ubergénge im entarteten Unter-
raum ersetzt, die 1/2 d*H/dA? bewirkt, minus den Ubergéingen, gewichtet mit den inver-
sen Energieabstdnden, durch dH/dA vom entarteten Unterraum zu Zustdnden anderer
Energie und zuriick zu den anderen Eigenzusténden des auf den entarteten Unterraum
projizierten Operators dH/dA.
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3.1 Wellenfunktion

Viele Meapparate, insbesondere die Orts- oder Impulsmessung, haben ein Kontinuum
M C R™ moglicher Mefiwerte, die eventuell gemeinsam mit diskreten MefSwerten a;, 1 €
I ={1,2...d}, wir nennen sie im folgenden Spin, gemessen werden koénnen.

In der Eigenbasis der zur Messung gehorigen, miteinander kommutierenden Operato-
ren wird jeder Zustand ¥ durch seine Wahrscheinlichkeitsamplitude angegeben. Dies ist
eine Abbildung ¥ der Menge der gemeinsam mef3baren, reellen Mefiwerte M x I in die
komplexen Zahlen C oder, #quivalent, eine Abbildung von M in C¢,

. M — 4
w'{x — (D1 (x), P2(x) .. pa(x)) (3.1)

Gehort x zur Ortsmessung, so heiflen die Funktionen 1;(x) Ortswellenfunktionen.

Das Betragsquadrat \p;(x)|? ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte: die Wahrscheinlich-
keit, dafl der Mefiwert x in einem Bereich A liegt und die Spinmessung den i-ten Wert
ergibt, ist

1

w(i, A Y) :J d™x i (x)[* . (3.2)
A
Da Wahrscheinlichkeiten dimensionslos sind, haben Wellenfunktionen die Dimension
dim (i (x)) = (dim(d™x))~"*, (3.3)

wie die Wurzel aus einer Dichte. Fafit man die x-MeBwerte als Funktionen x(y) von
Koordinaten y auf, so ist die zugehorige Wahrscheinlichkeitsamplitude der y-Werte

roy 0x
P'(y) = 4 /| det @\w(X(y)) ) (3.4)

sodafl die Wahrscheinlichkeit, einen Mefiwert im Intervall A’ von y-Werten zu erhalten,
mit der Wahrscheinlichkeit w(i, A, W) (3.2) mit A = x(A’) iibereinstimmt. Dieses Trans-
formationsverhalten mit der Wurzel aus der Jacobideterminante definiert Halbdichten.

Umfafit das MeBlintervall A die Menge aller méglichen kontinuierlichen Mefwerte und
summiert man iiber alle moglichen Spinwerte, so folgt aus der Summenregel fiir Wahr-
scheinlichkeiten, dafl ¥ normiert ist.

S Jd“x ()2 =1 (3.5)

i

'Wie Helizitétszustéinde zeigen, muf es sich streng genommen nicht um Funktionen, sondern nur um
Schnitte in komplexen Vektorbiindeln iiber M handeln, die nur in geniigend kleinen Umgebungen
jedes Punktes, nicht aber in ganz M, komplexe Funktionen (genauer Halbdichten) sind.
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Hieraus liest man das Skalarprodukt ab,

(@) = 3 [ xilx) il (3.6)

i

Der Hilbertraum besteht aus den quadratintegrablen Funktionen ¥ : M — C¢, genauer
gesagt, aus den Aquivalenzklassen dieser Funktionen. Dabei sind zwei Funktionen dann
aquivalent, wenn sie sich nur in einer Menge vom Mafl Null unterscheiden, wenn also
alle ihre Skalarprodukte iibereinstimmen.

Angewendet auf Wellenfunktionen ergeben die zu den kontinuierlichen Mefiwerten
gehorigen Operatoren X*, k € {1,2,...,n}, definitionsgemiB die Wahrscheinlichkeits-
amplitude multipliziert mit der Funktion x*

X W s XY XM x s (xR (x), xR o (%) .. oxFa(x) (3.7)

Daf} sich ¥ und XY nicht einfach um einen Streckungsfaktor unterscheiden, mache man
sich fiir d = 1 am Funktionsgraphen von W(x) = e~ und von (X¥)(x) = xe " Klar.

Funktionen f(X) der Operatoren X, zum Beispiel e* X, wirken durch Multiplikation
der Wellenfunktion mit der Funktion f(x)

fX): W= (XY f(X)VW:x— (f(x)pr(x), f(x)Pa(x)...f(x)Pa(x)) . (3.8)

Die Operatoren X* sind im Hilbertraum nur auf der dichten Untermenge von Zu-
stinden ¥ definiert, deren zugehorige Wellenfunktionen 1;(x) nach Multiplikation mit
x* quadratintegrabel bleiben. Operatoren, die wie e* % zu beschréinkten Funktionen f
(max, [f(x)| < ¢) gehoren, sind im ganzen Hilbertraum definiert.

3.2 Transformationen von Punkten und Funktionen

Eine Gruppe ist eine Menge G mit einem assoziativen Produkt

GxG —G

e b ab a(bc)=(ab)c, (3.9)

und einem Einselement e, dessen Produkt alle Gruppenelemente a unverandert 14t
ea=ae=a (3.10)

und in der jedes Gruppenelement a ein Links- und Rechtsinverses hat. Es wird mit a~!
bezeichnet.
a'a=aa  =e (3.11)

Invertierbare Selbstabbildungen einer Mannigfaltigkeit M, beispielsweise Drehungen
des Ortsraums R?3 eines Teilchens, nennt man Transformationen. Sie bilden eine Gruppe,
wobei das Produkt im Hintereinanderausfithren besteht. Die identische Abbildung, die
jeden Punkt auf sich abbildet, ist das Einselement der Transformationsgruppe, id = e.
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Als Transformation betrachtet mufl man die Drehung von beispielsweise einem Vektor
unterscheiden von der Drehung der Lage eines starren Korpers. Seine moglichen Lagen
bilden keinen Vektorraum, man kann sie ja weder addieren noch vervielfdltigen. Die
Transformationen sind verschieden, sie betreffen ja verschiedene Objekte. Andererseits
aber handelt es sich um ein und dieselbe Drehung nur von verschiedenen Objekten. Um
hier begrifflich Verschiedenes zu unterscheiden und Gleiches gleich zu benennen, reden
wir von der Gruppe und von ihren verschiedenen Realisierungen als Transformations-
gruppen:

Eine Gruppe G wirkt als Transformationsgruppe auf einer Mannigfaltigkeit M, wenn
zu jedem Gruppenelement g € G eine Transformation Mg von M gehort,

M —- M
Mg.{ Y« e Myx (3.12)

wobei irgend zwei hintereinander ausgefiihrte Transformationen diejenige Transforma-
tion ergeben, die zum Gruppenprodukt gehort,

MyoMy = Mgy . (3.13)

Dann heifit die Abbildung g — Mg eine Realisierung der Gruppe G als Transforma-
tionsgruppe auf M.

Trivialerweise realisiert die Identitdt My =id Vg € G jede Gruppe G.

Ist die Gruppe G durch lineare Transformationen D4 eines Vektorraumes V realisiert,
so heifit die Abbildung D von G in den Raum L(V) der linearen Transformationen von V
Darstellung von G und Dy € L(V) stellt g dar. Ist V spezieller ein Hilbertraum I und ist
jede der Abbildungen Dy unitér, so handelt es sich um eine unitire Darstellung von G.

Ist G auf zwei Mannigfaltigkeiten M und N durch Transformationen Mgy : M — M
und Ny : N — N realisiert, so wirkt g € G auf natiirliche Art auch auf die Menge der
Punktepaare (x,y) mit x € M und y € N, also auf das kartesische Produkt M x N, und
bildet sie auf die Paare der transformierten Punkte ab,

MQXNQ:{MXN—) Mx N

(xu) — (Mgx,Ngy) (3:.14)

Die Transformation My x N4 bewirkt die zu g adjungierte (zugehorige) Transforma-
tion von Abbildungen f von M nach N.

Jede Abbildung f : M — N ist ja definitionsgeméfl eine Untermenge von M x N, die fiir
jedes x € M genau ein Paar (x,y) = (x, f(x)) enthélt. Da Transformationen invertierbar
sind, ist f C M x N fiir jedes g € G auch die Menge aller Paare (M;x,f(M;x)). Sie
wird durch My x Ny auf die Funktion (Adg f) transformiert,

My x Ng: (My'x, f(Mg'x)) = (x, Ngf(My'x)) = (x, (Adg )(x)) ,
Adg:f (Adgf) =NgofoMy'. (3.15)

Beim Formelbild fiir Adg f beachte man, daf f von links mit N, der Transformation des
Bildraumes, und von rechts mit M;, dem Inversen der Transformation des Urbildrau-
mes, verkettet wird.
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Transformiert beispielsweise eine lineare Abbildung D einen Vektorraum V), so trans-
formiert ihre adjungierte Abbildung Operatoren C € L(V), also Selbstabbildungen von
V=M=N, durch

(Adp C)=DCD™ ", (3.16)

Ist dabei D = e aus einer Umgebung des Einselementes einer kontinuierlichen Gruppe,
so ist die infinitesimale Transformation von Adp ihr in A linearer Anteil ada (2.32).

Die Menge aller Punkte, die sich durch Anwenden der Transformationen Mgy, g € G,
aus einen Punkt x € M ergibt, Oy = {Mgx, g € G}, heifit G-Orbit oder kiirzer Orbit
von x. Bei Drehungen von R? beispielsweise ist der Orbit von x die Kugelschale, die x ent-
hélt. Zwei Orbits sind entweder gleich oder elementefremd, (Ox N Oy = 0) < O # Oy,.
Jeder Punkt x € M definiert durch die Transformationen, die ihn invariant lassen, seine
Stabilitatsgruppe H = {h : My,x = x} C G. Jeder weitere Punkt des Orbits O, entsteht
durch eine Transformation von x. Dabei gilt Mgx = Myx genau dann, wenn g’ = gh
mit h € H ist. Also gehort zu jedem Punkt des Orbits genau eine Linksnebenklasse gH.
und die Abbildung ® : G/H — Oy, gH — Mgx, ist bijektiv. Man kann daher den
Orbit als die Menge der Linksnebenklassen G/H = {gH : g € G} ansehen, auf die My
durch Linksmultiplikation wirkt, Mg (gH) = g'gH.

3.3 Transformation von Wellenfunktionen

Zur Realisierung einer Gruppe G als Transformationsgruppe des Definitionsgebietes M
von Wellenfunktionen ¥ : M — C¢, beispielsweise der Translationen oder Drehungen
von R3, und zu d-dimensionalen, unitiren Darstellungsmatrizen R(g) der Gruppen-
elemente g gehdren unitdre Transformationen Uy des unendlichdimensionalen Hilbert-
raumes der Wellenfunktionen

(UgW)i(x) = Y 1/pg(x) R () W5(M'x) . (3.17)

1
Hier bezeichnet py; = |det ar\gi | den Betrag der Determinante der Jacobimatrix der

partiellen Ableitungen der Funktionen M;1x, also den Faktor, um den M; die Grofle
des Volumenelements d™x dndert.

Die Transformation Ug ist unitér, denn sie ist invertierbar und lafit Skalarprodukte
invariant,

6Mg]x
ox

|3 (RI(9) 5(M; 1)) Ri<(g) Wi (M 'x)
ik (3.18)
—[ary 3 @t wity) = (1)

(Uy@[U W) = Jd“x | det

Es gilt ja Y, (Ri’(g)) " Ri*(g) = &%, weil nach Voraussetzung die d-dimensionale Dar-
stellung R unitér ist. Zudem kann mit dem Integralsubstitutionssatz iiber y = M;1x
statt iiber x integriert werden.
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-1
Die Wurzel der Jacobideterminante | det al\gi *|Z tritt in der Transformation (3.17) von

Wellenfunktionen auf, weil sie genau genommen nicht Funktionen, sondern Halbdichten
sind: ihr Betragsquadrat sind Dichten, ndmlich Wahrscheinlichkeitsdichten.

Die Transformation (3.17) realisiert die Gruppe G, denn die Produkte von Jacobima-
trizen ergeben die Jacobimatrix der hintereinander ausgefiihrten Transformationen,

OMg/x  IMyx  IM M X 3(Mg,M,,) 'x (3.19)
OX o1, OX ox I ox o '

Maz X

In (3.17) mufl man die Darstellung R, die Realisierung M und die unitére Darstellung U
unterscheiden, auch wenn sie alle derselben Gruppenmultiplikation von G geniigen.
Trivialerweise ist die identische Darstellung R(g) = 1 Vg € G unitér, sodafl (3.4)
aM;1 X 1
(UgW)i(x) =|det I Z¥i (M 'x) (3.20)

die Gruppe der differenzierbaren, invertierbaren Selbstabbildungen jeder Mannigfaltig-
keit — die Gruppe der Diffeomorphismen oder der Koordinatentransformationen — uni-
tar auf Wellenfunktionen darstellt. Allerdings transformieren in dieser Darstellung die
Spinkomponenten nicht ineinander, wie man es bei Drehungen zur Rechtfertigung der
Bezeichnung erwarten wiirde, sondern i numeriert verschiedene Skalarfelder. Aber die
Gruppe der Koordinatentransformationen hat eben keine nichttriviale, unitére, endlich-
dimensionale Darstellung.

Infinitesimale Transformationen

Drehungen um eine fest gewéhlte Achse oder Translationen in einer fest gewéhlten Rich-
tung sind Beispiele einparametriger Gruppen. Fiir unsere Betrachtung von einparametri-
gen Gruppen unterstellen wir, daf} sie aus Transformationen M, bestehen und so durch
einen reellen Parameter parametrisiert seien, dal My, = MM gilt. Dann gehort
o« = 0 zur identischen Abbildung My = id und es gilt (My)~' = M_,. Variiert «, so
durchlauft M x fiir jedes festgehaltene x als Funktion von « eine differenzierbare Kurve,
den Orbit durch x, mit Tangentialvektoren 2

d(Mgx)™

1o~ & Malx)). (3.21)

Sie definieren ein Vektorfeld, das wegen My ¢ (x) —My(x) = (M —Mg) o My (x) von «
und x nur iiber My (x) abhéngt. Bei x kann es demnach durch Differenzieren fiir o« = 0
bestimmt werden,

EM(x) = % - (3.22)

2Das Zeichen & ist der griechische Buchstabe xi.
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Das Vektorfeld &™(x)0, heifit die zu My gehorige infinitesimale oder erzeugende Trans-
formation. Denn die infinitesimale Transformation definiert durch das Differentialglei-

chungssystem
- E, (X(C()) (3 23)
do .

(fiir geniigend kleines &) die Transformation My =: e® als Abbildung der Anfangswerte
x(0) auf x(1) = M;x(0) . Vielfache von & erzeugen (fiir geniigend kleines &) M, = e*%.
Wir schreiben die unitdren Transformationen, die die einparametrige Gruppe im Hil-
bertraum darstellen, als '
Uy =e noN | (3.24)
Sie werden von —iaN/h = olU;'0,Uy erzeugt. Der Operator N ist hermitesch,
da U unitar ist. Er wird auch ohne die Faktoren —ix/h als erzeugender Operator der
Transformation Uy bezeichnet. Differenzieren wir nun die Transformation (3.20) bei

o = 0 oder, gleichbedeutend, entwickeln wir um « = 0: x'™ = x™ + «&™ + ... und
Uy =e 7N =1 — %ocN + ..., so erhalten wir den erzeugenden Operator3
(NW)i(x) = —ih £™0mi(x) — ik (Om&™)i(x) . (3.25)

Genauer bedacht kann der differenzierend und multiplizierend wirkende Operator N nur
auf einer Untermenge der Zustdnde die zur Transformation gehorige unitédre Abbildung
U, erzeugen. Dazu miissen die Wellenfunktionen nicht nur differenzierbar sein, sondern
(3.25) und

-1
a]\;“ P piM,x) (3.26)

X
besagen, dafi die Wellenfunktion an jedem Ort M 'x des Orbits durch eine Potenz-
reihe in den Ableitungen an einem Punkt x des Orbits festgelegt ist. Solche Elemente
des Hilbertraumes nenne ich orbitanalytisch (Mathematiker sprechen von analytischen
Vektoren des Hilbertraumes). Orbitanalytische Zusténde konnen nicht lokalisiert sein.
Wenn sie in einer offenen Teilmenge des Orbits verschwinden, so verschwinden dort die
Funktion und alle ihre Ableitungen. Folglich verschindet sie iiberall im Orbit.

Die Forderung, dafl eine Gruppe unitédr und differenzierbar im Hilbertraum realisiert
sei, zeichnet den Unterraum der orbitanalytischen Zustédnde aus. Der Hilbertraum ist
die Vervollstéindigung (Menge der Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen) dieses Unter-
raums.

e NPy (x) = | det

3.4 Translationen und Impuls

Falls der Definitionsbereich M der Wellenfunktionen der euklidische Raum R? ist, auf
dem die euklidische Gruppe der Translationen und Drehungen wirkt (sie sind volumen-
treu, ihre Jacobideterminante haben den Betrag 1), kann man Verschiebungen um a

3Die Ableitung von | det %ﬁ‘]xl% steuert in (3.25) den Term —%(axm &™) bei, denn die Determinante
von % hat die Entwicklung (A.13) det 20 =14 adm&™ + O(o?) .

ox™
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durch
(Ua¥)i(x) = Yilx — a) (3.27)

unitdr im Hilbertraum der Wellenfunktionen darstellen und Drehungen D, um die
Achse n und den Winkel o durch

(UanW)i(x) = ) R (an) W5 (D 1x) . (3.28)

Die infinitesimale Verschiebung &£* (3.25) ist die Ableitung nach o der Verschiebung
um «a bei & = 0, £F = 0, (x*+aa*) = a*. Es ist x-unabhingig und daher divergenzfrei
0,:&F = 0. Die rechte Seite von (3.25) ist also einfach —ih a*dWi(x). Demnach ist
der Operator N, der die unitire Transformation U, erzeugt, linear in a: N = Ppa*.
Dabei sind die Operatoren Py, die die Verschiebungen in Richtung des k-ten Basisvektors
erzeugen, definitionsgemafl die zugehorigen Impulse. Wie (3.25) zeigt, differenziert der
Impulsoperator Py die Ortswellenfunktion nach x*.4

(Pr¥)i(x) = —ihdy(x) (3.29)

Auf analytische Wellenfunktionen angewendet erzeugen diese Differentialoperato-
ren Py die unitédre Darstellung U, (3.27) der Verschiebung um a

i

U, =e P @ (3.30)
Daf} die Translation um a durch eine Exponentialreihe in der Ableitung gegeben ist,
(e7*P W) (x) = (e HW)i(x) = Vilx — a) , (3.31)

gilt nur fiir die Untermenge der Hilbertraumzustinde, deren Ortswellenfunktion nicht
nur differenzierbar, sondern analytisch ist, wobei der Konvergenzradius der Potenzreihe,
die die Funktion in der Umgebung eines Punktes x darstellt, {iberall grofer ist als a.

Auf Zusténden, die wie H,, (x) e—" mehrfaches Anwenden von Ortsoperator und Im-
pulsoperator gestatten, vertauschen wegen x*x' = x'x* und 0,x0,1 = 0,10, die Kom-
ponenten des Ortsoperators und ebenso die Komponenten des Impulsoperators. Orts-
und Impulsoperator erfiillen wegen

((XFPL— PIXM)W)i(x) = =i 0,01 (x) + ihd (X Pi(x)) = (ih8W)i(x)
die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen
X*X1=0, [P,Pl=0, [X5 P =iho} . (3.32)

Daher kann man keine Zustinde prirarieren, bei denen die Ortsunschirfe AX* und
die Impulsunschérfe APy gemeinsam klein sind. Aus der allgemeinen Unschérferelation

4Man zeichne iibungsshalber die Gaufifunktion als Wellenfunktion ¥ sowie i(P¥) und (X¥).
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(2.22) und der Heisenbergschen Vertauschungsrelation folgt ndmlich die Heisenbergsche
Unschérferelation

AX*AP, > %

Es kann durchaus in zwei Richtungen durch eine Lochblende der Ort und senkrecht
dazu in der dritten Richtung der Impuls scharf gemacht werden. So prapariert man
Teilchenstrahlen. Engt man die Lochblende ein, so macht sich der unscharfe Impuls in
diesen zwei Richtungen als Beugung an der Lochblende bemerkbar.

Spinlose Zusténde auf einem Kreis mit Umfang | sind Strahlen im Hilbertraum der 1-
periodischen Ortswellenfunktionen P (x) = P (x+1), die im Intervall 0 < x < 1 quadratin-
tegrabel sind. Definiert man (X)(x) = x(x) fiir 0 < x < Lund (X¥)(x+1) = (X)(x),
so sind die Wellenfunktionen X1 zwar periodisch, aber normalerweise nicht differenzier-
bar und PX1 ist nicht definiert.

Dafl PXy,, auf dem Kreis nicht existiert, ist die Auflésung des Rétsels, warum fiir einen

1 2mth

normierten Impulseigenzustand auf dem Kreis V), (x) = Weiz%“ mit Impuls p = <=n

5 . (3.33)

der Erwartungswert von [X, P] Zih je nach Rechnung einmal ih und ein andermal O ist.
ih (W[W) £ (W]IX, PIY) = (¥](XP — PX)¥) = (¥] (Xp — pX)¥) = 0

Untersucht man dieselben Rechenschritte statt auf dem Kreis auf der reellen Achse, so
gibt es dort keinen normierten Eigenzustand zu P oder X.
Ortsmessungen auf dem Kreis messen Winkel und gehéren auf natiirliche Art zum
unitdren Operator
U:Wies UY, UW:x s e T4 (x), (3.34)
aus dessen Eigenwerten e sich der Ort x = % bis auf Vielfache von 1 ablesen la8t.
Zu einem periodischen Potential V(x + 1) = V(x) gehort der Operator V¥(x) =

V(x)(x). Das Potential 148t sich als Fourierreihe V(x) = ) cne™ T und der Operator
daher als Reihe in U darstellen
V=> c.ur. (3.35)

3.5 Drehungen und Bahndrehimpuls

Jede Drehspiegelung ist eine Selbstabbildung eines euklidischen, reellen Vektorraum, die

langentreu Geraden auf Geraden und den Ursprung auf sich abbildet. Sie ist daher linear

und erhélt Langen und Winkel, also das Skalarprodukt. Weil sie jede Orthonormalbasis

wieder auf eine Orthonormalbasis abbildet, heifit sie auch orthogonale Transformation.
In einer Orthonormalbasis gilt fiir jede Drehspiegelung D

D(ei):e{:ekai, e{-ej/:ei-ejzéij s
615 = (ex DY) - (e Dlj) =er-e DN Dlj =51 D5 Dlj = D% ij =D"* ij
1=DTD, DT=D"". (3.36)
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Die Bedingungen D*; D¥; = ;5 oder DT D = 1, daf} die Spaltenvektoren von D normiert
sind und zueinander senkrecht stehen, heiflen Orthogonalitatsrelationen.
Mit dem Determinantenproduktsatz und wegen det DT = det D folgt

1 =detl =det(DTD) = (det DT)(det D) = (det D)? , (3.37)
dafl die Determinante einer Drehspiegelung 1 oder —1 sein muf,
detD = +1. (3.38)

Falls det D = 1 ist, heifit die orthogonale Transformation D eine Drehung.

Die Untersuchung der Eigenwertgleichung von orthogonalen Transformationen [7] zeigt
die anschaulich offensichtliche Eigenschaft, dal jede Drehung D4, in dre: Dimensionen
durch einen Drehwinkel o und die Richtung n, n? = 1, der Drehachse charakterisiert
wird. Sie 148t bei jedem Vektor k den Anteil k|| in Richtung von n ungeéndert und dreht
den zu n senkrechten Teil k; in der zu n senkrechten Ebene um den Drehwinkel «,

k:ku—l-kL, k“:TL(TL-k), ki=k—m(n-k),

3.39
Dank =k + (cosa) k + (sinax)n x k. (3:39)

Unabhéngig von der Drehachse geht jede Drehung gegen die identische Abbildung, wenn
der Drehwinkel gegen Null oder 27t geht.

Wegen cos(—a) = cosa und sin(—a«) = —sin o stimmt zudem die Drehung um
die Achse n um den Winkel &« mit der Drehung um —m um den Winkel 2w — «
iiberein. Deuten wir n als Richtung und «/2 als Entfernung, in der man von ei-
nem ausgezeichneten Punkt, etwa dem Nordpol, auf einer dreidimensionalen Kugelfla-
che S3 ={p €¢ R*: (p")?+(p?)?+(p3)?+(p*)? = 1} lings GroBkreisen zum Punkt p ge-
langt,? so entspricht jeder Drehung in drei Dimensionen ein antipodales Punktepaar +p
auf S3 . Das sind die Punkte der Mannigfaltigkeit S3/Z,, der die Gruppe SO(3) bijektiv
entspricht.

Jede Drehung D, ist die Exponentialreihe der linearen Abbildung & : k — an x k,

Don =€ . (3.40)

Denn e’k = eék” +e%k, und eék” besteht nur aus dem ersten Term 6Ok“ = k|, da 0k
verschwindet. Auf k; wiederholt angewendet, ergibt &

Ok, =anxky, 8%k, =a’nx(nxky)=—ok,, 8"k, = (—1)"a®"k, . (3.41)

Teilt man die e-Reihe €°k | wie beim Beweis der Eulerformel e'* = cos o« + isin « in
gerade und ungerade Potenzen von & und bedenkt man §?™*! = §8?™, so erhilt man

= 1 > 1
5k — - (] n an + - (1 n.2n+1 n x k

= (cosa) ki + (sinx)n x k, .

5 Wir bezeichnen die n-dimensionale Sphdre oder Kugeloberfliiche mit S™.
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Da e® und D, auf alle Vektoren k gleich wirken, sind sie gleich.
Es erzeugt also 0 : x — an x x die Drehung D 4, von Orten x um die Achse n und den
Winkel o, und E¥(x) = oceyijnt ¥ ist das zugehorige Vektorfeld. Es ist divergenzfrei.
Der geméB (3.25) zugehorige Operator N ist linear in an, N = oan-L, wobei die
Operatoren L im Hilbertraum der Zusténde die Drehung um die k-te Koordinatenachse
des Ortes erzeugen. Sie sind definitionsgeméafl die Drehimpulsoperatoren. Der Vergleich
der Koeflizienten, die an multiplizieren, ergibt

(L W)(X) = —ihemklxkaubi(x) , Lm = €mk1XkP1 y ﬁ = )2 X ]3 . (343)
Genauer r gesagt, ist dies die Wirkung der Bahndrehlmpulsoperatoren Zum Gesamtdreh-
impuls J = L + S triigt noch der Spin S bei, der in (3.28) die Transformation R(an)
erzeugt, —ian-S/h = 0,R(ean)|,_, .

Mit der Heisenbergalgebra (3.32) folgt, da§ die Komponenten des Bahndrehimpulses
die Drehimpulsalgebra (2.50) erfiillen,

[Li, L] = €ix1€5mn [X*P1, X™Pr] = €ix1€5mn (X, X™ P IPy 4+ X¥ [Py, X™P,.])
= iheik1€jmn (X™OEPL — X6 P) = ih(€ik1€jmk — Eimk€jk1)X™ Py
= iR(81mdy — 81j01m + 8i0m1 — 0i1dmj ) X™PL = ihegjk€xmn X" Pr
= iheﬁkLk .

(3.44)

Die endliche, unitéire Transformation, die zu einer Drehung um den Winkel & um die
Drehachse n gehort, ist
i

(Uan¥)i(x) = (exp(—2-mn-L)¥)i(x) = (D nX) - (3.45)

Drehungen um o« = 27t bilden Orte auf sich ab, D3! x = x. Fiir Bahndrehimpulse
(3.43) gilt daher einschrinkend Uy, = exp(— zmn L) = 1. Fiir L3-Eigenzustéinde
heiflit dies bei Drehungen um die z-Achse exp( 27‘[1m) = 1. Daher konnen die m-
Quantenzahlen des Bahndrehimpulses und in der Folge auch seine 1-Quantenzahlen nur

ganzzahlige Werte haben.

3.6 Kontinuierliche Basis

Man kann geeignet verallgemeinerte Basiselemente Al einfiihren und Zustéinde ¥ formal
wie in (1.8) als Linearkombination von Basiselementen mit den Ortswellenfunktionen als
Entwicklungskoeffizienten schreiben,

Y= Z Jd“x AL (x) . (3.46)

Das Skalarprodukt (3.6) mit einem ebenso zerlegten Vektor @ legt die Skalarprodukte
der Basiselemente fest,

3 [arxdn o100 (AUAL) () = 3 |a i) i) v, ¥

i,j i

& (AYAL) =8 (x —x)di) . (3.47)
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Man liest hieraus ab, da8 AL keine endliche Linge hat und kein Vektor im Hilbertraum
ist, sondern dafl Al eine Distribution ist. Erst das Integral (3.46) mit den quadratinte-
grablen Wellenfunktionen 1;(x) ergibt einen Vektor im Hilbertraum.

Dann kann man allerdings gleich nur mit der Wellenfunktion ¥ : x — 1 (x) arbeiten
und die Basiselemente Al vermeiden.

Verallgemeinerte Basiselemente, deren Skalarprodukte wie in (3.47) durch &-
Funktionen gegeben sind, nennt man kontinuumsnormiert.5

Die Ortswellenfunktionen 1 (x) sind wegen (3.47) die Skalarprodukte von ¥ mit der
kontinuumsnormierten Ortsbasis

hilx) = (ALW) . (3.48)

Insbesondere sind die Ortswellenfunktionen der Basiselemente /\i, Deltafunktionen
5™ (x — x')8!. Die Basiselemente sind verallgemeinerte Eigenvektoren des Ortsoperators

XEAL, =x"*A, (3.49)
Setzen wir in (3.46) ein, so ergibt sich in Bracket-Schreibweise
) = 3 [drx 1AL (A (3.50)

Es 148t sich also analog zu (1.23) mit den Basiselementen AL die Eins kontinuierlich
zerlegen.

1= Z Jd“x ALY (AL (3.51)

Die verallgemeinerten Eigenzustdnde Fg des Impulsoperators

zu den Eigenwerten py, p € R™, bilden wie die Ortszustéinde A} eine kontinuierliche
Basis. Ihre Ortswellenfunktionen (I7).(x) = (AL|l)) sind Losungen der Eigenwertglei-
chung

—ifd, (M), (%) = pr (), (x) (3.53)
und daher, nach geeigneter Wahl von Normierungsfaktoren durch
- . 1 -
ALY = (1)) (x) = ———==0len? X 3.54
AR = ()0 = .54
gegeben. Wie man mit
d™x : ’
—ix* (y—y’) — 6n o
| e v—v) (359)

6Die mathematische Untersuchung von selbstadjungierten Operatoren mit kontinuierlichem Spektrum
vermeidet solche kontinuumsnormierte Zusténde, sondern arbeitet mit Scharen von Projektionsope-
ratoren, E(A), die auf die Unterrdume projizieren, die zu Spektralwerten kleiner als A gehoéren und

sich mit der Kontinuumsbasis als E(A) = fAdu IAW) (Al schreiben wiirden.



40 3 Kontinuierliches Spektrum

sieht, sind die Basiselemente Ffj kontinuumsnormiert
(TAr,) = 8™(p —p')8) (3.56)

und bilden eine kontinuierliche Basis, mit der man die Eins zerlegen kann.

1=) Jd“p Ty (T (3.57)
Analog zur Ortswellenfunktion definiert man die Impulswellenfunktion” eines Zustan-
des ¥ als Skalarprodukt mit der kontinuierlichen Basis von Impulseigenzustinden

o) = () = 3 [ (A (A) (3.58)
Die Impulswellenfunktion ist also die Fouriertransformierte der Ortswellenfunktion und,
bis auf ein Vorzeichen, umgekehrt

N1 ey, ) = [y 1 ke,
Bulp) = a0 e B () ) = [ e )
(3.59)

Wir kénnen also einen Zustand ¥ statt durch die Ortswellenfunktionen ;(x) durch die
Impulswellenfunktionen i (p) darstellen und daraus, wenn wir wollen, die Ortswellen-
funktion rekonstruieren. B

Zu P ¥ gehort wegen <F]1|Pk‘1’> = Ppx (FT’; V) die Impulswellenfunktion pyp;(p). Zu
X*W gehoren die Impulswellenfunktionen ihakaT)j (p)

rixky) = 3 Jd“x (FIAL) (ALX<Y)

i

B d™x —EP XKl () — bs
= Ji(znh)n e X 11)] (X) 1hapkq)] (p) )

(PLW) ™ (p) = picbi(p),  (X¥W)™,(p) = ihdy, Pi(p) - (3.60)

Das Betragsquadrat der Impulswellenfunktion ist die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
Impulsmessungen. Die Wahrscheinlichkeit, den Impuls im Intervall A, zu finden und
den i-ten, diskreten Mefwert a; zu messen, ist

S (3.61)

Ap

Der Bahndrehimpuls L = X x P dreht die Argumente der Impulswellenfunktion ) (p)
genauso wie die Ortsargumente der Ortswellenfunktion (3.45).

(L) (p) = e Pz i(p) (3.62)
. P1
(Uan¥)"4(p) = exp(—n- 1Y) (p) = hi(DAp) - (3.63)

"Zur Unterscheidung von Ortswellenfunktionen markieren wir Impulswellenfunktionen durch ,,”“.
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Transformation der Basiszustande

Eine unitdre Transformation Uy wirkt auf einen Zustand ¥ in der Schreibweise (3.46)
auf die Basiselemente AL, denn U, ist linear

i

Ug¥ =) Jd“x (UgAL) Pilx) (3.64)
Dies stimmt mit dem Zustand mit der transformierten Wellenfunktion (3.17)
n i aM_1y 1 j —1
> Ja Ay X et e SR a1 M) (3.65)

iiberein, wenn die Basiselemente kontragredient zu den Wellenfunktionen transformieren
. OMgx 1 . ; .
j 9Tz AL J

U AL = Ei | det o 2 A« R (9) (3.66)

Dies zeigt sich mit dem Integralsubstitutionssatz, wenn man iiber x = M;1y integriert

oM oM ! .. . .
gX o ¥ —1 berticksichtigt.
ox ‘Maly oy

und
ly

3.7 Mehrteilchenzustande

Die Beriicksichtigung mehrerer kontinuierlicher Mefiwerte, wie etwa die sechs Ortskoor-
dinaten eines Zweiteilchensystems, und die Beriicksichtigung zusétzlicher diskreter Mef3-
werte, wie zum Beispiel der Spins der beiden Teilchen, ist offensichtlich. Solch ein Zwei-
teilchenzustand ¥ ordnet sechs kontinuierlichen Melwerten und zwei diskreten Quan-
tenzahlen eine Wahrscheinlichkeitsamplitude zu

und wird durch Wellenfunktionen i;(X, ) angegeben. Dabei ist
W(l) )_{) dBX) j)gv d3y ) \y) ~ N)i]' ()_{v g) |2d?>X d3y (368>

die Wahrscheinlichkeit dafiir, das erste Teilchen mit Spin i bei X im Bereich d3x und
das zweite Teilchen mit Spin j bei §j im Bereich d3y zu messen. Aus der Wahrscheinlich-
keitsformel liest man das Skalarprodukt ab

(%) = 3 [#xdy o3 51wy (2,9 (3.69)

i

Es handelt sich um identische Teilchen, wenn fiir alle Zweiteilchenzustande die Wahr-
scheinlichkeit, das erste Teilchen bei X mit Spin 1 und das zweite Teilchen bei § mit
Spin j zu messen, mit derjenigen iibereinstimmt, das erste Teilchen bei §j mit Spin j
und das zweite Teilchen bei ¥ mit Spin i zu messen, wenn also fiir alle Zusténde der
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zweil identischen Teilchen die Wellenfunktion ;; (¥, X) mit {;(X,y) bis auf eine Pha-
se iibereinstimmt. Ist diese Phase 1, heiflen die Teilchen Bosonen, ist sie —1 heiflen sie
Fermionen. Genauer gesagt sind bei n-Teilchenzusténden identischer Bosonen die Wel-
lenfunktionen invariant unter jeder Permutation 7t: (1,...,n) — (7(1),...,7(n)).

(ll)Boson)i1 (X1 yoee vxn) — (ll)Boson)iﬂ( (XﬂU )y oo )X'T[(Tl)) (370)

T)seees Lr(n)

Unter ungeraden Permutationen 7t, sign(7t) = —1, gehen n-Teilchen-Wellenfunktionen
identischer Fermionen in ihr Negatives iiber.

(ll)Fermion)i] in (X1 yooee »Xn) - sign(n) (ll)Fermion)iﬂ (XﬂU )RR )X'T[(Tl)) (371)

.....

Als Konsequenz unterliegen Fermionen dem Pauli-Verbot, dafl Mehrfermionenzustédnde
nicht ein Produkt gleicher Einteilchenzustédnde enthalten kénnen oder, umgangssprach-
lich, daf3 nicht zwei Fermionen in demselben Zustand sein kénnen. Es kann aber zum Bei-
spiel die Grundzustandswellenfunktion der zwei Elektronen im Heliumatom ein Produkt
derselben Ortswellenfunktion x sein, weil sie in der Spinquantenzahl antisymmetrisch ist

Py5(X,§) = eyx(X)x(F), ey =—€5, €1, =1, 1L,je{l,l}. (3.72)

Slater-Determinanten sind total antisymmetrische n-Teilchenzusténde. Sie entstehen aus
einem Produkt (5.1) von orthonormierten Einteilchenzusténden x;, das antisymmetri-
siert wird.

1 :
\;I.jn = m;&gn(ﬂ)xﬂ(” ®X7T(2) X ®X7T(n)

1
= \/——eiliz...inXh ®Xi, @ Q Xin (3.73)

n!
Das Pauli-Verbot und die Tatsache, dal Elektronen Spin 1/2 haben, machen die Grund-
ziige des Periodensystem der Elemente verstdndlich, wenn man das Wasserstoffatom
verstanden hat, und sind grundlegend fiir die Chemie. Ebenso wird die Festkoérperphy-
sik vom Pauli-Verbot beherrscht zum Beispiel mit der Folge, dal im Grundzustand
Elektronen alle Einteilchenzusténde bis zur Fermikante besetzen.

Fermionen haben halbzahligen Spin, Bosonen haben ganzzahligen Spin. Dies ist zu-
néchst ein experimenteller Befund. Als Spin-Statistik-Theorem folgt dieser Sachverhalt
aus den Grundannahmen relativistischer Quantenmechanik.

Bei Zusténden identischer Teilchen existieren keine Operatoren, die individuelle Quan-
tenzahlen, etwa den Impuls p; des ersten Teilchens, messen. Denn die Eigenzustéinde A
der Mefloperatoren unterliegen ebenfalls der Bose- oder Fermisymmetrie und die Opera-
toren bewahren die Bose- oder Fermisymmetrie der Zustédnde. Die individuellen Quan-
tenzahlen p; und p, kann man nur bis auf Teilchenpermutation aus den Eigenwerten
der symmetrischen Operatoren Py 4+ P, und P;2 + P,? rekonstruieren.



4 Zeitentwicklung,
Grundzustandsenergie

4.1 Schrodingergleichung

Wir kénnen in Abbildung (1.1) den Abstand zwischen Quelle und Apparat und damit die
Flugzeit variieren und fragen, wie die Verteilung der Meflergebnisse von der Zeit abhéngt.
Diskutieren wir dies zunéchst fiir reine Zustidnde. Am Eingang des MeBapparates liegt
ein Zustand W(t) vor, der von der Flugdauer t abhingt. Er durchlauft also mit der Zeit
eine Bahn t — W(t) im Hilbertraum.
Verwenden wir normierte Vektoren, um den Zustand zu représentieren, so muf fiir
alle Zeiten
(W(t)[¥(t)) =1 (4.1)

gelten. Zudem darf eine Phasendnderung von W(0) hochstens zu einer Phasendnderung
von Y(t) fithren. Mit dieser Einschrankung bildet die Zeitentwicklung die Einheitskugel
im Hilbertraum auf sich ab. Differenzieren wir nach der Zeit, so erhalten wir

(0¥ (t)[¥(1) + (Y(t)[0¥(t)) =0, (4.2)

Die Zeitentwicklungsgleichung sollte eine Differentialgleichung erster Ordnung sein, sonst
wiirde nicht ¥ das System vollsténdig charakterisieren und zusétzliche, nicht in ¥ enthal-
tene Daten wie 0{¥ konnten prépariert werden und wiirden im Laufe der Zeit mefibar.
Der eigentliche Inhalt des Superpositionsprinzips der Quantenmechanik ist die An-
nahme, daf} die Zeitentwicklung linear in ¥ ist. Mit dieser Annahme postuliert man die

Schrodingergleichung,
ihoW=HY, H=HT". (4.3)

Denn wenn 0,¥ = OV fiir irgendeinen linearen Operator O gilt, so ist er nach (4.2) an-
tihermitesch. Die Schrodingergleichung driickt diesen Sachverhalt nach Abspalten von i
und einem mafsystemabhéngigen Faktor, dem Wirkungsquantum h, aus. Dann hat der
Hamiltonoperator die Dimension einer Energie, so wie die Hamiltonfunktion in der Ha-
miltonschen Mechanik. Und so wie in klassischer Physik die Hamiltonfunktion die Bah-
nen erzeugt, die im Laufe der Zeit durchlaufen werden, so erzeugt der Hamiltonoperator
H in der Quantenmechanik die Bahnen, die die Zustdnde im Hilbertraum mit der Zeit
durchlaufen.

Dabei kann man (und tut es) in ein und demselben Hilbertraum die Bahnen, die vom
Hamiltonoperator freier Teilchen erzeugt werden, mit den Bahnen vergleichen, die ein
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Hamiltonoperator mit Wechselwirkung erzeugt. Fiir solch einen Vergleich ist erforder-
lich, dafl die zu vergleichenden Bahnen in demselben Raum verlaufen, nicht in einem
Hilbertraum Hy; und einem anderen Hilbertraum Hyechselwirkend. INicht den Zusténden
und dem Hilbertraum, sondern den Hamiltonoperatoren und den zugehorigen Bahnen,
die im Laufe der Zeit durchlaufen werden, kommen die Eigenschaften ,frei“ und ,,wech-
selwirkend® zu.

Es ist mit den Grundstrukturen der Quantenmechanik durchaus vertréglich, dafl bei
physikalischen Systemen der Zustand zur Zeit t nichtlinear vom Anfangszustand W(0)
abhiangt und durch eine einparametrige Schar invertierbarer Abbildungen @y : W(0) —
W(t) gegeben ist, die Strahlen des Hilbertraumes auf Strahlen abbildet

DAV f (A W)- D (W), WAO0, AN£O, (4.4)

wobei der komplexe Faktor f¢(A, W) € C fiir nichtverschwindendes A nicht Null wird.
Die zugehorigen, allgemeineren Zeitentwicklungsgleichungen solcher nichtlinearer Quan-
tenmechanik heiflen ,nichtlineare Schrodingergleichung®. Beispielsweise wird die Zeit-
entwicklung eines geladenen Teilchens, das in leitenden Flichen Spiegelladungen influ-
enziert, zutreffend von einer nichtlinearen Schrodingergleichung beschrieben, wenn man
die Spiegelladung durch die Wellenfunktion des Teilchens ausdriickt.

Allerdings verletzt eine solche nichtlineare Zeitentwicklung den zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik, dafl die Entropie eines abgeschlossenen Systems im Laufe der Zeit
nicht abnimmt (Seite 104). Nichtlineare Schrodingergleichungen beschreiben daher nur
Systeme, die nicht abgeschlossen sind.

Wir beschranken unsere Darstellung der Quantenmechanik einfachheitshalber auf li-
neare Zeitentwicklung mit einem hermiteschen Hamiltonoperator.

In einem Gemisch p = 3 ;p; [¥;) (¥j| dndern sich als Funktion der Zeit die Zustéin-
de ¥;. Die Wahrscheinlichkeiten pj sind die Produktionswahrscheinlichkeiten, mit der
diese Zustdnde im Gemisch vorliegen. Sie d&ndern sich nicht durch Schrédingersche Zeit-
entwicklung.

p(t) =) p; [¥(t)) (¥s(t)] (4.5)

Differenziert man nach der Zeit, und beachtet man, dafl Bra-Vektoren antilinear sind
(1.13) und demnach

. . (1.18)

iho, (W(t)] = (—ihd (1) = (—HY() "2¥ — (w(oIH (4.6)
erfiillen, so erhélt man aus der Schrodingergleichung (4.3) die Zeitentwicklung der Dich-
tematrix, die von-Neumann-Gleichung

ihdyp = Hp —pH = [H, p] . (4.7)

Die Zeit t ist der Parameter von Bahnen t — W(t) im Hilbertraum. Sie kommt nicht
den Zustédnden zu, sondern der Bahn. Durch Messen eines Zustandes kann man nicht sa-
gen, wie spét es ist, auch wenn man davon sprechen kann, daf§ wihrend des Durchlaufens
der Bahn von W(0) bis zu W(t) die Zeit t vergangen ist.
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Es gibt in der Quantenmechanik keinen Operator, der die Zeit mifit. Das hat die
erfreuliche Konsequenz, dafl es keine Eigenzustinde zu einem Zeitoperator gibt. Diese
Zustande wéren zu einer Zeit und zu keiner anderen, fiir sie wiirde die Zeit nicht laufen.

Die Ableitung ihd; auf der linken Seite der Schrodingergleichung ist kein Operator
im Hilbertraum, sondern differenziert Bahnen im Hilbertraum. Auch wenn die Orts-
wellenfunktionen, die ein Teilchen im Laufe der Zeit durchlauft, durch eine Funktion
YP(t,X) der Zeit und des Ortes angegeben wird, so bestehen zwischen ihren Argumenten
wesentliche Unterschiede: zu jeder Zeit t ist (p(t,X)|?> d3x die Wahrscheinlichkeit, das
Teilchen an einem Ort X im Volumen der GroéBe d3x zu finden. Da Wahrscheinlichkeiten
dimensionslos sind und d3x die Dimension Linge hoch 3 hat, hat {(t,%) die Dimension
Lange hoch —%. Zu jeder Zeit ist die Funktion W(t) : X — U (t,X) eine quadratinteg-
rable Funktion von R3. Aber die Funktion (t,%) — (t,X) ist keine quadratintegrable
Funktion von R* und iiber t wird im Skalarprodukt nicht integriert. Das gilt auch in der
relativistischen Quantenmechanik.

Mehrteilchenzusténde haben Wellenfunktionen mit mehreren Ortsvariablen (pro Teil-
chen einen Koordinatensatz). Die Bahn im Hilbertraum, die solche Zustédnde im Laufe
der Zeit durchlaufen, wird dabei durch eine und nur eine Zeit parametrisiert.

Die Zeit t parametrisiert die Bahn t — W(t) im Hilbertraum zwischen Austritt aus
der Quelle bis zum Erreichen des MeBapparates. Wo genau die Quelle aufhért und der
MeBapparat anfangt, ist dabei unerheblich. Der Aufbau in Bild (1.1) veréndert sich nicht
wesentlich, wenn wir einen Teil der Laufstrecke zur Quelle und einen anderen Teil zum
Apparat zéhlen.

Die Zeit zwischen Préaparation des Zustands und Messung ist immer positiv.

Aus der allgemeinen Unschérferelation (2.22) und der Schrodingergleichung folgt eine
Zeit-Energie-Unschérferelation, wenn man die Zeitunschérfe At als diejenige Zeit defi-
niert, die in einem Zustand vergeht, bis sich der Erwartungswert (A) um die Unschérfe
von A geédndert hat.

At = (4.8)
& (A
Es gilt ndmlich wegen (2.22) und (4.3)
1 h d
> _ - = .
aaan = 3 Ay =14 ()] (1.9)

und mit dieser Definition von At folgt, unabhéngig davon, mit welchem Apparat A man
die Zeit mifit,

h
ATAE > . (4.10)

Ist der Hamiltonoperator zeitunabhéngig und ist zu Beginn der Zustand ¥Y(t = 0)
Eigenzustand zu H, so sind die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Mewerte zeitunabhéngig,
denn aus

ihd, ¥ = HY = EY (4.11)

folgt W(t) = e REWYW(0) und der zu W(t) gehorige Strahl im Hilbertraum #ndert sich
nicht. Energieeigenzustinde heiflen daher auch stationére Zustéande.
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Vertauscht der zeitunabhéngige Hamiltonoperator mit einem hermiteschen Opera-
tor A,
H,Al =0, (4.12)

so sind die Wahrscheinlichkeiten w(i, A, ¥W(t)) (1.1) der MeBwerte zeitunabhéngig. Denn
der zum MeBwert gehorige, normierte Eigenzustand A; hédngt nicht vom Bahnparame-
ter t ab und kann als Eigenzustand zu H gewéhlt werden (2.27), HA; = E{A4. Die
Wahrscheinlichkeitsamplitude (A;|¥(t)) dndert sich daher nur um eine Phase

O (AL W) = (A HY(H)) = (HAW(1) = E; (A [¥()

e (4.13)
(AJY(D) = o 5 (A W(0))

Ist insbesondere W(0) Eigenzustand zu A zum MeBwert a, so bleibt er Eigenzustand
und die Quantenzahl a ist eine Erhaltungsgrofie. Hierauf beruht die iiberragende Bedeu-
tung von Energie-, Impuls- und Drehimpulsoperatoren, denn auflerhalb von Wechselwir-
kungszonen, das heifit vor und nach Streuung, sind Energie, Impuls und Drehimpuls der
einzelnen Stoflpartner erhalten.

Wenn der Hamiltonoperator zeitunabhingig ist und wenn man sein Spektrum
{E1,E2,...,Ei,...} und seine Eigenzustinde A, Ay,...Ay, ... kennt, so ist das Pro-
blem, die Zeitentwicklung eines allgemeinen Zustands zu bestimmen, darauf zuriickge-
fithrt, die Komponenten des Anfangszustands in der normierten Eigenbasis des Hamil-
tonoperators zu bestimmen und den Zustand zur spéteren Zeit mit diesen Komponenten
zusammenzusetzen

Yt) =) e B AN, Py = (A W(0)) (4.14)
Zu gegebenem Hamiltonoperator gehort daher die Standardaufgabe, das Spektrum und
die Eigenzustiande zu bestimmen.
Die Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators

(H—E)A; =0 (4.15)

heifit zeitunabhéngige Schrodingergleichung. Trotz weitverbreiteter, anderer Meinung er-
laubt sie nicht, auszurechnen, in welchem Zustand sich das quantenmechanische System
befindet, denn quantenmechanische Systeme miissen nicht Energieeigenzustédnde sein.
Zum Beispiel sind instabile Teilchen oder Wellenpakete freier Teilchen keine Energieei-
genzustande. Allerdings trennen sich, wenn man geniigend wartet, verschiedene, durch
eine endliche Energiedifferenz getrennte Energieanteile, wenn sie verschieden schnell sind.
Auf diese Art préaparieren sich haufig Energieeigenzustéinde von selbst.

Handelt es sich bei dem Zustand um ein Teilchen ohne Spin, das sich in einer Dimen-
sion bewegt, so kann der allgemeinste Zustand als Linearkombination von Ortseigenzu-
standen A, mit der Wellenfunktion {(x) als Entwicklungskoeffizient (3.46) geschrieben
werden

Y= de A (%) . (4.16)

Der nichtrelativistische Hamiltonoperator fiir die Bewegung im Potential besteht aus
2
kinetischer Energie ZP_m und potentieller Energie V(X). Auf die Ortswellenfunktion wirkt
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der Impulsoperator als Ableitung (PW¥)(x) = —ih%ﬁ:‘) (3.29) und das Potential multi-
pliziert die Ortswellenfunktion (VW)(x) = V(x)(x) (3.8). Also lautet die Eigenwert-

gleichung (H — E)¥ = 0 auf Ortswellenfunktionen

(—5=-75 + V(x) —E)b(x) =0. (4.17)

Die Losungen miissen normierbar sein, wenn ihnen Vektoren im Hilbertraum der quadra-
tintegrablen Wellenfunktionen entsprechen sollen. Zusétzlich sind aber auch alle Lésun-
gen interessant, die fiir x — #o0o nicht anwachsen. Denn aus solchen verallgemeinerten
Losungen lassen sich normierte Wellenpakete ¥ zusammensetzen, die der Eigenwertglei-
chung mit jeder vorgegebenen Genauigkeit € > 0 nahe kommen, ||(H—E)¥||? < e|[¥||?.
Zum Beispiel sind fiir verschwindendes Potential die verallgemeinerten Impulseigenzu-
stande P, (x) = ﬁeiﬁpx verallgemeinerte Energieeigenzustdnde mit E = %. Sie
gehoren zum kontinuierlichen Spektrum der kinetischen Energie, das aus den reellen,
nichtnegativen Zahlen E > 0 besteht.

Um die mathematischen Schwierigkeiten klein zu halten, untersucht man vorzugsweise
die Eigenwertgleichung (4.17) fiir vereinfachte Potentiale, wie den Topf oder die Schwelle.

4.2 Schrodingerbild, Heisenbergbild

In der Quantenmechanik 148t sich nicht unterscheiden, ob sich die Wahrscheinlichkeits-
verteilung von Mefiwerten dndert, weil sich der Zustand ¥ bei unverédndertem Meflappa-
rat im Laufe der Zeit édndert, oder weil sich die Meflapparate &ndern und die Zustdnde
unverandert bleiben.

Im Schrodingerbild, das wir bisher verwendet haben, ordnet man die Zeitentwicklung
den Zustidnden zu und unterstellt zeitlich unveranderte MeBapparate.

Sei als Funktion der Zeit t eine Schar U; von unitdren Operatoren

ul =u;! (4.18)

gegeben. Verwendet man statt der zu vermessenden Zustande W(t) und der Eigenzustan-
de A; der Melapparate A zur Zeit t die Zustidnde und Operatoren

V() =UW(t), Alt)=UA;, A'(t)=UAU", (4.19)

so erhélt man zu allen Zeiten und fiir alle Meflapparate und alle physikalischen Zustédnde
unverdanderte Wahrscheinlichkeitsamplituden und unverédnderte Eigenwerte der zu den
MeBapparaten gehorenden Operatoren

(ALD[W(1) = (WA U () = (A

UfUW() ) = (A ¥(L) -

AA; = A & WAL WA = aiUA, .
Durch Differenzieren 0 (U Uy 1) = 0 mit der Produktregel lernt man

o U = —u (o uu . (4.20)
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Daher und wegen UI = U; " ist U "9, U, antihermitesch
(Uiatut)T - (atU;1 )Ut - —U;1 atut. (421)

Mit der Bezeichnung
U;'ihd Uy = —He , He=HI (4.22)

und aus der Schrodingergleichung fiir W(t) folgt fiir W/ (t) die Zeitentwicklung

ihd W = H,¥ mit H, = Uy(H — H)U; " . (4.23)
Operatoren, die zu MeBlapparaten gehoren, erfiillen die Gleichung

ind A’(t) = —[H, A’(t)] mit H = U H U . (4.24)

Wihlt man insbesondere Ht = H, bestimmt also Uy als Losung von ihoU; = —HU mit
Uy =1, so ist ¥ zeitunabhéngig und H = H. Die gestrichenen Grofen heiflen Zustéinde
und MeBoperatoren im Heisenbergbild und erfiillen die Gleichungen

Fiir t = 0 stimmen Zustéinde und Mefloperatoren im Heisenbergbild und im Schrodin-
gerbild iberein.

Mathematisch dquivalent wie das Heisenbergbild und das Schrodingerbild der Quan-
tenmechanik sind in der allgemein relativistischen Mechanik das Ptoleméische Weltbild,
in dem die Erde téglich von den Sternen umlaufen wird, und das Kopernikanische Welt-
bild, in dem die Erde jahrlich die Sonne umléuft und sich téglich dreht. Beide Weltbil-
der gehen durch eine invertierbare Koordinatentransformation auseinander hervor. Aber
iiber Jahrtausende hat das Ptolemiische Weltbild astronomisches Verstehen verhindert.
Im Kopernikanische System (1543) hingegen wurden die Planetenbahnen einfach be-
schrieben, Kepler (1609), und mit Newtonscher Mechanik (1666, 1687) erklért.

Fiir ebenso unfruchtbar wie das Ptoleméische Weltbild halte ich das Heisenbergbild, in
dem nicht etwa Teilchen aneinander streuen, sondern zeitabhéngige Observable dies vor-
gauckeln. Das Heisenberg-Bild suggeriert mit Feldgleichungen wie Uy ®(0)W(0) U; ' =
U @(0) U T U W(0) U = (1) W(t), daB die Zeitentwicklung von Produktzusténden
das Produkt der zeitentwickelten Faktoren ist, (@ x W)(t) = ®(t) x Y(t). Das ist aber
gerade Kennzeichen der freien Zeitentwicklung der Faktoren: jeder entwickelt sich un-
abhingig vom anderen. Bei Wechselwirkung ist die Zeitentwicklung von Zweiteilchenzu-
standen nicht das Produkt der Einteilchenzeitentwicklung, U, ¢ # Uy ¢ x U .

4.3 Bemerkungen zum Wasserstoffatom

Die Stérke der elektromagnetischen Wechselwirkungen wird durch die Feinstrukturkon-

stante

e? 1

= Areohce 137

(4.26)
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bestimmt. Sie ist eine von MaBeinheiten unabhingige Zahl: Die GroBe e?/(4me,) ist ja
die mit —r multiplizierte potentielle Energie im Wasserstoffatom und hat demnach die
Dimension ,,Energie mal Lange* ebenso wie hc, denn die Wirkung h hat die Dimension
,Energie mal Zeit* oder ,,Impuls mal Linge“.

Daher hat "
A=—=~38610"m (4.27)
mc
die MafBleinheit einer Linge. Sie ist die um den Faktor 27t reduzierte Comptonwellenlédnge
des Elektrons (m = Mglektron) -

Die Zahl, die in der Energieskala des Wasserstoffatoms, in der Rydbergenergie
1
Ry = 7 a?mcta~136¢€V, (4.28)

die Ruhenergie mc? ~ 511 keV des Elektrons multipliziert, mufl «? enthalten. Denn der
Hamiltonoperator enthélt kein ¢ und die Masse m nur im Verhiltnis m/h2.
Aus gleichen Griinden ist die Léngenskala des Wasserstoffatoms der Bohrsche Radius

h

~0,529107"° m . (4.29)
xmec

a =

Das Wasserstoffatom hat ein kontinuierliches, positives Energiespektrum der Schwer-
punktsbewegung. Sie bewirkt bei der Wechselwirkung des Atoms mit Licht nur eine
Dopplerverschiebung des Lichtes.

Die Energien der Bindungszustéinde An 1 m(X) = Rui(1)Y1m (0, @) der Relativbewe-
gung sind diskret

Ry

En,l,m:—ﬁ ,m=12...,1=01,....n—1, m=—1,—-1+1,...;1.  (4.30)

Diese Zustande sind Produkte von Kugelflachenfunktionen Y., mit Radialwellenfunk-
tionen R, des Abstandes r, die nicht von m abhédngen. Durch r geteilt sind diese Ra-
dialwellenfunktionen Eigenfunktionen eines eindimensionalen Hamiltonoperators mit ei-
nem effektivem Potential, das aus dem Coulombpotential und der Zentrifugalbarriere
[2/(2mr?) besteht. Bis auf ein Polynom (Laguerre-Polynom mal ') fillt R,,; exponen-
tiell ab, o< exp (—r/ (n a)). Das Betragsquadrat der Wellenfunktion des Grundzustandes
nimmt also pro halbem Bohrschen Radius a um einen Faktor 1/e ab. Angeregte Atome
mit Hauptquantenzahl n haben, was den e-Faktor betrifft, eine n-mal groflere Langens-
kala: Thre linearen Abmessungen sind n-mal so grof.

Berticksichtigt man den Spin 1/2 des Elektrons, so verdoppelt sich die Zahl der
Zustiande. Bezieht man auch den Spin 1/2 des Protons ein, so verdoppelt sich die-
se Zahl nochmal. Wegen des Pauliverbots ist der Spin des Elektrons entscheidend
fiir das Periodensystem der Elemente. In der Dirac-Gleichung koppelt dieser Spin an
den Bahndrehimpuls und bewirkt dadurch die Feinstruktur. Der gleich grofie Spin
des Protons bewirkt die Hyperfeinstruktur der Energien, die um das Massenverhéltnis
MElektron/ MProton = 1/2000 kleiner als die Feinstruktur ist.

Uber den diskreten Energien der Bindungszustinde schliefit sich das Kontinuum der
positiven Energien der Relativbewegung des ionisierten Elektron-Proton-Paares an.
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4.4 Grundzustandsenergie

Energien, die Eigenwerte des Hamiltonoperators, der die Zeitentwicklung erzeugt, sind
streng genommen nicht mef3bar, sondern nur die Differenzen von Energien. Insbesondere
kann man die Grundzustandsenergie nicht aus der Zeitentwicklung ablesen.

Es lassen sich namlich fiir reelles & Bahnen ¥(t) im Hilbertraum nicht durch Messun-
gen von den Bahnen W'(t) = e!*¥/"Y(t) unterscheiden, denn ¥ und W ergeben zu allen
Zeiten fiir alle MeBlapparate dieselbe Verteilung von Melwerten. Gilt aber die Schrodin-
gergleichung (4.3) fiir die Bahn W(t), so erfiillt auch W'(t) eine Schrodingergleichung,
allerdings mit H' = H — «. Also kann nicht durch Beobachtung der Zeitentwicklung
zwischen H und H — o unterschieden werden.

Im Heisenbergbild erzeugen H und H — « selbstverstédndlich dieselbe Zeitentwicklung
aller MeBapparate A, denn Zahlen o vertauschen mit jedem Operator A.

Zwar nicht aus der Zeitentwicklung, wohl aber aus anderen Griinden, kann durchaus
die Energie absolut festgelegt werden. In der Kosmologie wirkt Energiedichte gravitativ.
Den Befunden nach wirkt schon im Vakuum eine gréfere Energiedichte als im Mittel der
Materie zukommt. Leider haben wir keine erfolgreiche Quantentheorie der Gravitation.

Einem freien, nichtrelativistischen Teilchen mit Impuls P schreibt man die Energie
E=72/(2m) > 0 zu und hat dabei iiber die Grundzustandsenergie so verfiigt, dafl die
Ruhenergie verschwindet.

In relativistischen Theorien mit einer flachen Raumzeit liegt die Grundzustandsenergie
jedoch fest. Der Hamiltonoperator H = cP°® erzeugt die freie Zeitentwicklung und ist
eine Komponente des Viererimpulses P™. Mit den Operatoren M™" = —M"™ die
Lorentztransformationen erzeugen, erfiillt der Viererimpuls die Kommutatorrelationen

M™™ PY = —i(™P™ —n™P™), m,n,1€{0,1,2,3}. (4.31)

Sie erlauben nicht, zu P™ Zahlen hinzuzufiigen, die auf der linken Seite nichts dndern,
wohl aber auf der rechten. Das Vakuum ist invariant unter Lorentztransformationen und
Translationen. Folglich haben sein Impuls p und seine Energie E die Werte des einzigen
Vierervektors, den Lorentztransformationen invariant lassen, Pyawwem = (E, P) = 0.

Ebenso muB fiir freie Teilchen der Masse m der Impuls p mit der Energie E durch
E = /m?c* + P 2c? zusammenhingen.

Es gibt eine durch die ganze Literatur durchgéingige Wahl, dem harmonischen Oszil-
lator die Grundzustandsenergie hw /2 zuzuordnen. Das ist aber mit einer relativistisch
kovarianten Beschreibung von Photonen unvertréglich und wurde schon von Planck bei
der Ableitung seiner Strahlungsformel, mit der im Jahr 1900 die Quantenmechanik be-
gann, besser gemacht. Er ordnete Zustdnden mit n Photonen die Energie nhw zu und
nicht den Wert (n 4+ 1/2)hw,

Da die Grundzustandsenergie nicht aus der Zeitentwicklung quantenmechanischer Sy-
steme abgelesen werden kann, sollte man sie so festlegen, dafl die Berechnungen méglichst
einfach und insbesondere daf sie endlich sind. Jeder Hohlraum 148t Photonen mit un-
endlich vielen Frequenzen w; zu. Ordnet man jeder Frequenz die Grundzustandsenergie
hwi/2 zu, statt sie als Null zu wihlen, so hat schon der Grundzustand ohne Photonen
unendlich viel Energie ) ; hw;/2 = oo.
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4.5 Kanonische Quantisierung, Normalordnung

Schon in der klassischen Physik liegt die Grundzustandsenergie nicht fest. Die Hamil-
tonfunktion des harmonischen Oszillators

2
H= zp—m + %mwzxz
verfiigt durch Wahl des Potentials iiber die Grundzustandsenergie so, dafi der Zustand
niedrigster Energie, der Punkt (x = 0,p = 0) im Phasenraum, die Energie 0 hat. Diese
Wahl macht den algebraischen Ausdruck fiir H einfach, man hétte aber genauso gut das
Potential V(x) = 1/2 mw?x? — hw/2 verwenden kénnen.

Das Mifiverstéindnis, Grundzustandsenergie liege fest, setzt sich fort bei kanonischer
Quantisierung. Kanonische Quantisierung besteht darin, im algebraischen Ausdruck fiir
die Hamiltonfunktion H(p, x) die Symbole p und x als hermitesche Operatoren zu lesen,
die die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen (3.32) erfiillen. Als Operator gelesen
hat (4.32) Eigenwerte (n + 1/2)hw.

Aber so einfach kanonische Quantisierung auch sein mag, sie ist nicht einmal definiert:
sie ist keine Abbildung von Phasenraumfunktionen auf Operatoren. Das Ergebnis kano-
nischer Quantisierung hiangt nicht nur von der Phasenraumfunktion H(p, x) ab, sondern
von der Schreibweise der Funktion.

(4.32)

Mit | = ,/% und mit komplexen Phasenraumkoordinaten

1T x i 1 x i
=—(S+-1lp), af=—(5—=-1 4.33
\/§(I+hp) a \/2(1 =) (4.33)
kénnen wir die Hamiltonfunktion des harmonischen Oszillators als Betragsquadrat
schreiben.

a

H =hwa'a (4.34)

Quantisieren wir die Hamiltonfunktion in dieser Schreibweise, werden a und af
Vernichtungs- und Erzeugungsoperatoren (2.40) und der zu (4.34) gehorige Hamilton-
operator hat FEigenwerte nhw (Kapitel 2.5).

Schreiben wir die Hamiltonfunktion als H = hw((1 — A)a'a + Aaa’) mit beliebigem
A € R, so erhalten wir bei kanonischer Quantisierung jede Grundzustandsenergie Ahw,
die wir wollen.

Unabhéingig vom Wert der Grundzustandsenergie erfiillt der Grundzustand die Glei-
chung aQ =0 (2.47). Das heifit fiir die Ortswellenfunktion

(% +10,)Q(x) =0 . (4.35)

Die Grundzustandswellenfunktion des harmonischen Oszillators ist eine Gauflfunktion

XZ

Qx) = (il 2) e 212 . (4.36)

Als Vorfaktor muB hier 12 auftreten, denn die Wellenfunktion einer kontinuierlichen
Ortsvariablen hat die Dimension , Eins durch Wurzel Lange“ (3.3).
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Wie die Hamiltonfunktion H = huw((1—A)afa+Aaal) zeigt, hiingt das Ergebnis kano-
nischer Quantisierung und insbesondere die Grundzustandsenergie von der Schreibweise
der klassischen Hamiltonfunktion ab. Kanonische Quantisierung bildet Schreibweisen
von Phasenraumfunktionen, nicht die Funktionen selbst, auf zugehorige Operatoren ab.

Es gibt allerdings eine andere, sehr einfache Quantisierung, die analytischen Phasen-
raumfunktionen H Operatoren zuordnet: die Normalordnung :H: . Die Normalordnung
ist linear

ZC1H1+02H22:C1IH]I+C22H2:, 1:=1 R (437)

und ist rekursiv dadurch erklirt, daB Erzeuger a' links und Vernichter a rechts stehen,
:aH: =:Ha: =:H:a, :a'H: =:Ha': = a':H: . (4.38)

Das Argument der Normalordnung sind Zeichenketten in kommutierenden Variablen
a und a', also kommutierende, klassische Variable. Insbesondere kann fiir das Argu-
ment der Normalordnung keine Operatoridentitit wie aa’ — afa = 1 gelten, denn die
Normalordnung von aa’ — a'a verschwindet, :aa’ —afa: =a’a—afa=0#1.

Das Ergebnis der Normalordnung eines Monoms ist ein Produkt von Erzeugungsope-
ratoren a’ und Vernichtungsoperatoren a, wobei die Erzeuger links und die Vernichter
rechts stehen.

Die Definition der Normalordnung erweitert man leicht auf mehrere, verschiedene Er-
zeuger a{ und Vernichter aj, solange die Reihenfolge der Erzeuger und die Reihenfolge
der Vernichter irrelevant ist

[ai> a]] =0 ) [ai) aj] =0 ) [ai) a;i'] = 6]1 . (439>

Normalordnung ist linear, aber die Normalordnung eines Produkts von Faktoren ist
nicht das Produkt der normalgeordneten Faktoren,

‘HyH,: # :Hq::Ha: (4.40)

denn Operatoren vertauschen normalerweise nicht.

Normalordnung von (4.32) fithrt zu verschwindender Grundzustandsenergie. Aber
Normalordnung ist eine willkiirliche Vorschrift zur Quantisierung. Klassische Hamilton-
sche Systeme lassen sich durch kanonische Transformationen verschieden, aber dquiva-
lent, beschreiben. Die Quantisierung in diesen verschiedenen Beschreibungen fiihrt aber
zu quantenmechanischen Modellen, die nicht dquivalent sind.

Die Enttduschung dariiber, daf es keine willkiirfreie Quantisierung gibt, hélt sich bei
mir in Grenzen. Es muf} keinen Zusammenhang von klassischen Systemen und quanti-
sierten Systemen geben. Anderenfalls konnte man einem klassischen System, also dem
quantisierten System nach Vernachlédssigung der Quanteneigenschaften, das zugrunde
liegende Quantensystem ansehen.

Kanonische Quantisierung leitet die Intuition, welche Quantentheorien man untersu-
chen solle. Ob aber ein wie auch immer konstruiertes quantenmechanisches Modell richtig
ist, entscheidet sich daran und nur daran, ob die Konsequenzen des quantenmechanischen
Modells mit den Beobachtungen iibereinstimmen.
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4.6 Zeitentwicklung im Zweizustandssystem

Die Zeitentwicklung im Zweizustandssystem ist einfach genug, um bei zeitunabhéngigem
Hamiltonoperator eine Ubersicht iiber die Zeitabhiingigkeit der Wahrscheinlichkeit fiir
MeBwerte an allen physikalischen Zustdnden und fiir alle Melapparate zu geben.

Wir verwenden zur Diskussion die Eigenbasis des Hamiltonoperators. Dann ist er
diagonal und hat die Form

(E; 0
H_<O Ez) VE,E2€R. (4.41)

Wir wihlen die Eigenzustdande Aj, 1 = 1,2, von H zeitunabhéngig, dann erfiillen die
Komponenten i (t) = (Ai|¥(t)) , i = 1,2, des sich mit der Zeit &ndernden Zustands
die folgende entkoppelte Schréodingergleichung

ihoupi(t) = By (t), i=1,2, (4.42)

mit der Losung

P1(t) =1 (0)e mET | ahy(t) =y (0)e RE2E (4.43)
Die Wahrscheinlichkeit, dafl der erste MeBwert irgend eines MeSapparates angezeigt wird,
wenn zur Zeit t gemessen wird, betrigt

wi(t) = b7 (t) + 3w (1) . (4.44)
Hierbei sind ¢4, ¢, die Komponenten des ersten Eigenvektors des Meapparates. Ein-
faches Rechnen (|A + B2 = |A|?> + |B|]? + 2R A*B) zeigt, daB w(t) die Form

w(t)=a+bcos(wt+a), a>b>0, w,axeR (4.45)
hat mit @ = [ (0)2 + (b3 (0) und bei™ = 2y b33 (02 (0) sowie
E; —E,
= . 4.4
- (4.46)

Die Wahrscheinlichkeit, dafl der erste MeBwert angezeigt wird, oszilliert mit der Rabi-
Frequenz w/2m. Die Frequenz ist durch die Energiedifferenz gegeben. Absolute Energie-
werte treten in der Zeitentwicklung mef3barer Groflen nicht auf.

Die Amplitude b der Rabi-Oszillation verschwindet, wenn W(0) oder der Eigenzu-
stand @ des MeBapparates Energieeigenzustand ist. Rabi-Oszillation der Wahrschein-
lichkeit eines MeBlwertes im Zweizustandssystem zeigt also, dal der vermessene Zustand
eine Superposition, nicht ein Gemisch, verschiedener Energiezustéande ist.

Rabi-Oszillationen treten in physikalisch unterschiedlichen Situationen auf, wenn fiir
die Zeitentwicklung und die Messung nur zwei Zustidnde relevant sind. In der Teilchen-
physik heifit das entsprechende Phénomen Teilchenoszillation. Es wird an neutralen K-
Mesonen und an Neutrinos beobachtet. In der Quantenoptik ist das Phidnomen einge-
deutscht und heifit ,quantum beat“ (englisch beat bedeutet in der Musik Schwebung,
also Schwingung der Lautstirke mit der Differenzfrequenz zweier Tone).

Wird nicht ein reiner Zustand sondern ein Gemisch p mit Eigenwerten p; und Eigenzu-
standen Y vermessen,' behilt die Rabi-Frequenz ihren Wert. Die Parameter a, b und o

!Das Zeichen Y ist der griechische Buchstabe Ypsilon.
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sind a = pya; + p2az und (wenn man (Y7 |Y,) = 0 verwendet) bel® = b1e!* (p; — p,),
wobei ai, by und o zu ¥ = Yy gehoren. Die Amplitude b der Rabi-Ostzillation ist also
proportional zur Differenz der Eigenwerte (p; — p2) und nimmt mit abnehmender Pola-
risation ab. Insbesondere zeigt ein Gemisch von Energieeigenzustinden, anders als eine
Superposition, keine Rabi-Oszillation.

4.7 Energiebander

Wir untersuchen in eindimensionaler, spinloser Quantenmechanik das Spektrum (4.17)
eines Hamiltonoperators mit periodischem Potential [12, Kapitel XIII.16] mit Periodizi-
tatslange 1,

Vix+1)=V(x), Vx. (4.47)

Die Differentialgleichung (4.17) mit periodischer Funktion V/(x) heifit Hillsche Differenti-
algleichung. Sie kommt in der Mechanik bei Schwingungen mit periodisch zeitabhédngiger
Frequenz wie zum Beispiel bei der Bahn des Mondes vor.

Weil das Potential periodisch ist, vertauscht der Hamiltonoperator mit der Verschie-

bung U, (3.27) um die Periodizitétslange 1,

h? d? h? d?

—————+V ww =
T+ VO (W) () =
hZ dZ

2madx?

(HU W) (x) = ( +Vx)¥(x—1)

2m dx? (4.48)

= ( +Vx—1D))¥Yx—-1) =UHY)(x), [HUWl=0.
Demnach konnen der Hamiltonoperator und die unitdre Transformation U; gemeinsam
diagonalisiert werden (2.27). Hieraus folgt mit den nachstehenden Uberlegungen, daB es
Brillouin-Zonen und Energiebdander gibt mit Dispersionsrelationen, die reflektionssym-
metrisch und im Inneren der Energiebdnder monoton sind.

Die Verschiebung ist eine unitére Transformation (3.27) mit komplexen Eigenwerten
vom Betrag 1 (2.10). Diese Eigenwerte schreiben wir als e '*! mit reellem k. Dann lautet
die Eigenwertgleichung U_ ¥y = e*'W

Y (x +1) =Wy (x) . (4.49)

Diese Periodizitédtsbedingung der Wellenfunktion heifit unter Physikern Blochsches Theo-
rem, Mathematiker nennen sie Floquetsches Theorem. Sie ist vertriglich mit der Energie-
eigenwertgleichung und kann zur Vereinfachung der mathematischen Analyse verlangt
werden. Aber sie besagt nicht, dafl jede Ortswellenfunktion im periodischen Potential
bis auf eine Phase periodisch ist. Als Gegenbeispiel denke man an das freie Teilchen mit
verschwindendem Potential. Das Potential V = 0 ist trivialerweise periodisch. Dennoch
sind die Wellenpakete, die freien Teilchen entsprechen, nicht periodisch, sie sind aus
periodischen Funktionen zusammengesetzt.

Der Eigenwert e*! legt k1 nur bis auf Vielfache von 27t fest. Funktionen des Eigen-
wertes sind daher 27t/1-periodische Funktionen von k. Daher kann man k auf Werte aus
der Brillouin-Zone —7mt/1 < k < 7t/1 einschranken.



4.7 Energiebdnder 55

Die Eigenwertgleichung (4.17) ist eine reelle, lineare, homogene Differentialgleichung
zweiter Ordnung fiir die Wellenfunktion W(x). Daher hidngen die Wellenfunktion und
ihre Ableitung bei x = | linear von den Anfangswerten bei x = 0 ab. Fassen wir die
Wellenfunktion und ihre Ableitung zu zwei Komponenten eines Vektors u zusammen,

([ Y(x)
ulx) = (w,(x)) , (4.50)
so gilt mit einer Matrix A

w(l) = Au(0) . (4.51)

Die lineare Abbildung A der Anfangswerte w(0) auf u(l) heifit Wiederkehrabbildung
oder stroboskopische Abbildung.

Die 2 x 2-Matrix A ist reell, denn zu reellen Anfangswerten 1(0) der reellen Differen-
tialgleichung HY = EWY gehort eine reelle Losung w(x)

A:A*:<a b) , a,bc,deR. (4.52)
c d
Die Matrixelemente der Matrix A sind differenzierbare Funktionen der Energie E, denn
die Losung W(x) und ihre Ableitung hangt bei x = 1 differenzierbar vom Parameter E
der Differentialgleichung ab.

Aus der Eigenwertgleichung (4.17) folgt unmittelbar, daf der quantenmechanische
Strom, die Wronski-Determinante, x-unabhéngig ist,

0 —1
1 0)’ (4.53)

2i -
l?mj — WL = W (QW) — (0, W)W = —uf(x)Tu(x) , mit 1:(

Ox (uf(x)Iu(x)) =0.

Insbesondere hat uf(x)Iu(x) fiir x = 0 und fiir x = | denselben Wert. Daher gilt fiir alle
Anfangswerte u = u(0)
(AWTAL =u'Tu Vu (4.54)

und daher
ATIA =1. (4.55)

Diese Matrixrelation ist fiir reelle 2 x 2-Matrizen A genau dann erfiillt, wenn die Deter-
minante den speziellen Wert 1 hat,

ad—bc=1. (4.56)
Die Matrix A ist aus der Gruppe der speziellen linearen Transformationen von R?
A e€SL(2,R) . (4.57)

Die Eigenwerte von A

_a—i—di (a—;d)z_1 (4.58)
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sind reell, falls [tr A| = |a + d| > 2 ist. Wegen det A = 1 sind sie zueinander invers und
der Betrag von einem der reellen Eigenwerte ist grofler gleich 1.

[tr Al > 2 = A\ :Nf:l (4.59)
Az
Losungen u(x), die zu Eigenwerten mit [A| > 1 gehoren, wachsen fiir x — oo wegen
u(x +nl) = AMu(x) exponentiell an. Die zum anderen Eigenwert A, = A~" gehorige
Losung wichst wegen u,(x — nl) = Ay ™Muy(x) in Gegenrichtung fiir x — —oo. Aus
solchen Losungen lassen sich keine normierbaren Wellenpakete zusammensetzen.
Falls der Betrag der Spur von A kleiner als 2 ist, sind die Eigenwerte komplex, zuein-
ander konjugiert und wegen det A = 1 vom Betrag 1

|tI‘A’<2:>)\1:7\3, |)\1|:1 . (460)

Die Periodizitatsbedingung (4.49) besagt, da8 die Eigenfunktion ¥(x) zu Eigenvekto-
ren der Matrix A mit Eigenwerten e'*! gehort

(A —e*) (W,((%D =0. (4.61)

Dies schriankt die Energie E auf Béander ein, fiir die [tr A(E)] < 2 gilt, fiir die also
die Eigenwerte von A auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene liegen. In diesen
Béandern héngen k und E durch

cos(kl) = %trA (4.62)

zusammen, denn nach (4.58) ist 1 tr A der Realteil der Eigenwerte A, = e*1 kL.
In der Umgebung der Bandkante, zum Beispiel bei tr A = 2, hat A die Form

_(a b x
A= <c Z_a)—i—éE <y 6) . (4.63)
Dabei ist 8 die Abweichung der Energie von der Bandkante, die Matrixelemente b und
¢ sind durch det A = 1 eingeschrinkt, bc = —(1 —a)?, und «, B, vy und & sind die

Ableitungen der Matrixelemente a, b, ¢ und d nach der Energie (und durch det A =1
eingeschriankt, (2—a)o+ad —by—cf =0). Hat | tr A|—2 einen Nulldurchgang und ist
d%a trA = + & # 0, dann variieren die Eigenwerte in einer Umgebung der Bandkante

in niedrigster Ordnung in (ZSE)% mit

A1 ~sign(trA) £ \/6E(oc—|— d)sign(trA) . (4.64)

An der unteren Bandkante ist (o 4 8)sign(tr A) < 0 und Energien oberhalb der unteren
Bandkante fiithren zu komplexen Eigenwerten et*! ~ 1 4 ikl. Lost man hier nach der
Energie als Funktion von k auf, so erhélt man am unteren Ende der Bandkante in
niedrigster Ordnung

h2k? h? d

i = ——|-= . 4.
M + mit M leydE tr Al (4.65)

E(k) = E(0) +
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Dies ist die Energie-Impulsbeziehung eines Teilchens mit effektiver Masse M.
Wichst mit der Energie im erlaubten Band der Wert von [k| an, so erreicht er bei
k = £7 die obere Bandkante. Hat dort |tr A|—2 einen Nulldurchgang und ist oc+ 98 # 0,

so verschwindet dort die Ableitung j—i und die Kriimmung g% ist negativ
dE d’E d
— =0, — = 21%|—trAl" . 4.66
dk s dk? s dE (4.66)

Innerhalb jedes Bandes ist k eine monotone Funktion der Energie E. Dies sieht man,
wenn man die Eigenfunktion von (4.17) und (4.49) als Produkt von e'** und einer peri-
odischen Funktion uy (x + 1) = uy(x) schreibt,

Yi(x) = Lﬂeik" u(x) . (4.67)

h2k? —h? d? hk d
H(k) = — — + —(—ith— ) 4.
m)uk, (k) pIS: m( i dx)+V(x) (4.68)

Der Hamiltonoperator H(k) wirkt als hermitescher Operator auf l-periodische Funktio-
nen u und v, deren Skalarprodukt durch

(ulv) = J;dx u”(x) v(x) (4.69)

definiert ist. Dies sind Ortswellenfunktionen auf einem Kreis mit Umfang 1.

Innerhalb eines Bandes ist k(E) eine differenzierbare Funktion, denn k ist eine diffe-
renzierbare Funktion (4.58) der Matrixelemente von A, die wiederum differenzierbar von
E abhéngen. Differenzieren wir den Eigenwert E — hzz—nklz von H(k) nach E, so erhalten wir
wegen (2.84) fiir normierte uy, und mit

d
Puy(x) = —ihd—xuk(x) (4.70)
h2k dk dH(k) . dk h dk
-5t 8 [Py - S 471
moae e e g T (elPud o aE (@.71)
Diese Gleichung schlieft Nullstellen von $¥ aus, denn das Matrixelement (i |P ) ist

endlich. Es ist uy(x) differenzierbar, wenn das Potential V nichtsingulér ist, und das

Skalarprodukt ist ein Integral iiber ein endliches Intervall, also ist das Matrixelement

endlich. Daher ist k(E) innerhalb eines Bandes invertierbar und die Energie ist eine

strikt monotone Funktion von k zwischen k =0 und k = 7.
Die Gruppengeschwindigkeit von Wellenpaketen

dw 19E 1

VGruppe = ﬁ = T_Lﬁ = ;L(hk + <Uk | PLLk>) (472)
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setzt sich zusammen aus dem Impuls, der vom Faktor e** getragen wird und dem Im-
pulserwartungswert innerhalb des Periodizitédtsintervalls. Fiir Werte in der Niahe der

unteren Bandkante ist er proportional zu k

(uk|Puk):hk(%—1)+O(kz), (4.73)
an der oberen Bandkante kompensiert er den Impuls von e'**
T
<u7_1r ‘PLUTT> = —<u_7Tr ‘Pu_%> = _hT . (4.74)
Die Funktionen uy sind periodisch und lassen sich deshalb als Fourierreihe darstellen.
U (x) = Z Cpe™ T (4.75)

27
beziiglich k kontinuumsnormiert, wenn die Wellenfunktionen uy im Periodizitéatsintervall

normiert sind,

Die zugehorigen Eigenfunktionen Wy (x) = /5= e uy (x) mit —T <k < T sind daher

W) = 5 [ (07 3 ™) (05 3 o

2
:lZcflcﬁné(k’—k—I—(m—n)Tﬂ) (4.76)

= (1) chcn) 8(K — k) = (we|up) (k' — k) .

Gehoren die Wellenfunktionen zu demselben Band, so stimmen u, und uj iiberein und
mit (uy |ux) =1 folgt
(Wi [Wyer) = 8(K — k) . (4.77)

Gehoren die Wellenfunktionen zu verschiedenen Béndern, so sind sie orthogonal, weil
bei verschiedenen Béndern und gleichem k die Eigenzustdnde uy und uj zu (4.68) mit
verschiedenen Eigenwerten E — hzz—;‘lz orthogonal zueinander sind.

Hat an der Bandkante | tr A|—2 einen Nulldurchgang, so gibt es zwischen den Bandern
Liicken. Diese Liicke verschwindet, wenn |tr A| = 2 ein lokales Maximum ist.

Zu jedem Energiewert im Band gehoren zwei Eigenwerte e*! und e='*!. Die Disper-
sionsrelation E(k) = E(—k) ist also eine gerade Funktion.

Betrachtet man einen festen Eigenwert e'*' # +1 der Verschiebung (4.49), so gehoren
dazu abzahlbar viele Energieeigenzustinde mit nichtentarteten Energien. Diese Eigen-

zustdnde gehoren zu den verschiedenen Béndern.

4.8 Der kugelsymmetrische, harmonische Oszillator

Der Hamiltonoperator des kugelsymmetrischen, harmonischen Oszillators

H—ﬁ+lmw2>z’2—§hw (4.78)
S 2m 2 2 '
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ist die Summe von drei Hamiltonoperatoren fiir eindimensionale, harmonische Bewegung,
die miteinander vertauschen,

2
Px 2.2 | t
Hx = 5 >y Y - X
2m+2mw X Zhw hwala
Py 2.2 +
L — =
Hy = m + 7 mwty zhw hwajay , (4.79)
pz 2.2 | +
H = z — —_ = e
z 2m+2mw z Zhw hwala, ,
H=H,+H,+H,, [HyHy]=I[HsH,]=[Hy,HJ]=0.
Denn die Erzeuger aI und Vernichter aj, 1,j € {x,v, z},
i= I 3z Pi) i i ) l= ) 4.
a \/Z(l —i—lhp) al = (ai) — (4.80)

—~

geniigen wegen der Heisenbergschen Vertauschungsrelationen (3.32) den Gleichungen

[ai, Cl]T] =5y, [af, a]-T] =0, [a;,aq]=0. (4.81)

Weil Hy, Hy, und H, miteinander vertauschen, gibt es eine gemeinsame Eigenbasis
Any oy, n, der drei Hamiltonoperatoren. Ihre Eigenwerte sind Vielfache der Anregungs-
energie hw (2.11) und addieren sich zur Gesamtenergie

]"lx/\nx,ny,nZ =hw Ny /\nx,ny,nZ y
Hy /\nx,ny,nZ =hw Ny /\nx,ny,nZ y
Hz/\nx,ny,n

HAW g n, = WO AL oL n=n,+n,+n,.

4.82
=hw n; /\nx,ny My ( )

z

Die Besetzungszahlen n,, n,,n, und folglich n sind nichtnegativ und ganzzahlig.
Die Energie des Grundzustandes () = Ay o o verschwindet und seine Ortswellenfunk-
tion ist durch (4.35)

X 0

aXQ:O) (_+l_)Q(X)y)Z):O)
1 ox
y 0
a,Q=0, (T —|—l@)Q(x,y,z) =0, (4.83)
z 0
azQ:()» (_+l_)Q(X)y)Z):O)
1 0z

sowie die Normierungsbedingung festgelegt (4.36)

QR)=m 7172 exp —op - (4.84)

Durch wiederholtes Anwenden von Erzeugern erhélt man die Zustdnde
1

/\nx)ny M —
VxIngIn,!

(al)™(al)™ (al)™=Q (4.85)

X
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mit Energie hw (ny +ny +1n,).

Da Linearkombinationen von Zustdnden gleicher Energie ebenfalls Zusténde dieser
Energie sind, hat jeder Zustand der Form P, (al, aL, al)Q die Energie hw n, falls P,
ein homogenes Polynom vom Grad n ist.

Es gibt k 4+ 1 Zerlegungen einer Besetzungszahl k in zwei Besetzungszahlen, da der
erste Summand in den verschiedenen Fillen die Werte 0, 1,...k haben kann. Wenn in
der Summe n = n, + ny + n, der dritte Summand n, in den verschiedenen Fillen
die Werte n, n — 1 oder 0 hat, sind die ersten beiden eine Zerlegung von k = n —n,.
Daraus ergibt sich die Gesamtzahl der Zerlegungen von n in drei Summanden und der
Entartungsgrad des n-ten angeregten Niveaus als

n n+1
Z(k+1):Zk:(n+”2(n+2) : (4.86)
k=0 k=1

Insbesondere ist der Grundzustand nicht entartet. Das erste angeregte Niveau ist dreifach
und das zweite angeregte Niveau sechsfach entartet.

Da der Hamiltonoperator aus der drehinvarianten kinetischen Energie und einem dreh-
invarianten Potential besteht, ist er drehinvariant und vertauscht mit den Drehimpuls-
operatoren Ly, i € {x,y, z},

H,Li]=0. (4.87)

Daher ist LA Energieeigenzustand zum Eigenwert n hw, wenn A Energieeigenzustand
zu diesen Eigenwert ist: die Unterrdume fester Energie werden von Drehungen auf sich
abgebildet.

Da die Ortswellenfunktion des Grundzustandes Q nur iiber X? von X abhingt, ist sie
invariant unter Drehungen und wird von den Drehimpulsoperatoren L; vernichtet,

L;QQ=0. (4.88)
Unter Drehungen transformieren der Ort und der Impuls wie Vektoren, das heifit,
“—i, X]] =ih €iijk s [Li, PJ] =ih eijkPk . (489)

Demnach transformieren auch die Erzeuger wie Vektoren, denn sie sind Linearkombina-
tionen von Vektoren. Insbesondere gilt

(L, af +ial]l=h(al +ial), [Li+ily,al +iafl=0. (4.90)
Daher ist der m-fach angeregte Zustand
(af +ial)™Q (4.91)
ein [,-Figenzustand zum Eigenwert i m,

L,(al —i—iaL)mQ =[L,, (al —i—iaL)m]Q =hm(al —|—iaL)mQ_ . (4.92)
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Da der Aufsteiger Ly =L, +1iL, diesen Zustand vernichtet,
Li(al +ia)™Q =1L, (af +ial)™OQ =0, (4.93)

ist diese m-Quantenzahl die grofite in dem Drehimpulsmultiplett, die man durch An-
wenden der Drehimpulsoperatoren auf diesen Zustand erhélt, und stimmt mit der 1-
Quantenzahl {iberein, (nicht zu verwechseln mit der Lingenskala /h/(mw))

(ol +iad)'Q=n?11+1)(al +ial)'Q . (4.94)

Die tibrigen Basiszusténde des Drehimpulsmultipletts erhélt man daraus durch Abstei-
gen,

Xim = (Lf)lim(al_f—iaL)lQ y Lzle :thlm y szlm :hz l(l+1)le y
me{l,l-1,1—-2... —1}.
(4.95)
Da aI ai mit allen Drehimpulsoperatoren vertauscht, denn Léngenquadrate von Vek-
toren sind drehinvariant,

Ly, alall =0, (4.96)

sind auch die Zustdnde (aI ai)kxlm Eigenzusténde von L, und [2 mit Eigenwerten hm
und 2 L(1+1).

Die Zustdnde (a}tai)kxlm entstehen aus dem Grundzustand durch Anwenden eines
homogenen Polynoms vom Grad | 4+ 2k in den Erzeugungsoperatoren. Daher gehoren
sie zum n-ten Anregungsniveau mit n = 1 + 2k. Bei festgehaltenem n gibt es daher
fiir 1 die moglichen Werte n, n — 2 und so weiter bis 1 = 0 oder 1l = 1, je nach dem
ob n gerade oder ungerade ist. Folglich enthélt der Unterraum der n-fach angeregten
Zustande jeweils mindestens ein Drehimpulsmultiplett mit

L— { 0,2,4...n falls n gerade ist,

1,3,5...n falls n ungerade ist. (4.97)

Dies sind schon alle Zusténde auf dem n-ten Energieniveau, denn seine Entartung (4.86)
stimmt mit der summierten Dimension dieser 21l 4+ 1-dimensionalen Drehimpulsmulti-
pletts iiberein.?

Welche 1-Werte in energieentarteten Unterrdumen drehinvarianter Hamiltonoperato-
ren auftreten, hdngt, wie der Vergleich mit dem Wasserstoffatom zeigt, vom Potential

ab.

4.9 Der starre Korper

Bei der Bewegung eines starren Korpers bleiben alle Abstdnde seiner Bestandteile un-
verdndert. Bei seiner Bewegung handelt es sich daher um die zeitliche Anderung des

2Ist n = 2q gerade, so auch 1 = 2p, und die Summe der Dimensionen betrigt ZSZO(Z (2p)+1) =

2q(g+1)+q+1= (“H)ZM ; ist n = 2@’ 4+ 1 ungerade, so auch 1 = 2p’ + 1, und die Summe lautet

Yo o22p+ 1)+ 1) =2d (¢ + 1) +3 (g +1) = 2
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Schwerpunktes T und seiner korperfesten Achsen, die jederzeit ein dreidimensionales
Orthogonalsystem €, €; - €; = 8i; definieren. Bezogen auf ein festgewahltes Orthogonal-
system i, € = erkj sind die Komponenten e*; dieser Basisvektoren Matrixelemente
R¥; von Matrizen R, die wegen & - € = &;; orthogonal sind, RT R = 1. Zu jeder Lage des
starren Korpers gehort genau eine Drehmatrix R € SO(3) und ein Ort 7.

In der Quantenmechanik ist folglich der Zustand ¥ eines spinlosen, starren Koérpers
durch eine Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir den Ort des Schwerpunkts und die Lage
der Achsen gegeben,

. {R3 xS0(3) — C (4.98)

(x,R) = W(xR)~

Wir betrachten einfachheitshalber im Folgenden nur starre Kérper mit freier Bewegung
des Schwerpunktes und nur Produktzusténde, in der die Ortsmessung nichts iiber die
Lage der Achsen aussagt. Dann héngt der uns interessierende Teil der Wellenfunktion
nur von R ab. Da die Menge der Drehungen die Mannigfaltigkeit S*/Z, ist [6, Anhang D],
sind die Wellenfunktionen eines starren Korpers die Wellenfunktionen eines Teilchens,
das sich auf der Oberfliche S® der Einheitskugel in vier Dimensionen aufhalten und
bewegen kann. Dabei hat die Wellenfunktion in antipodalen Punkten gleiche Werte,
denn sie ist nur eine Funktion von S$3/Z,, also der Menge der antipodalen Punktpaare.
Dreht man den starren Korper in eine andere Lage, so verdndert sich die Matrix R
durch diese Drehung D in die neue Lage D R, die durch das Matrixprodukt von D und R
gegeben ist. Bezieht man die unverdnderte Lage auf andere gedrehte Basisvektoren fl =
D’ Fk, so wird die Lage bezogen auf die anderen Basisvektoren durch die Matrix RD'~
angegeben, denn auf die Basisvektoren Pk muB man zunichst die inverse Drehung D'~
anwenden, um zu fi. zu gelangen, und dann die Drehung R, die die Lage charakterisiert.

Die Abbildungen
[p:R— DR (4.99)

nennt man Linkstranslation der Gruppe SO(3) oder auch aktive Drehung, die Abbildung
Rp :R—RD' ! (4.100)

Rechtstranslation oder passive Drehung. Hintereinander ausgefiihrte Links- und Rechts-
translationen gentigen derselben Gruppenmultiplikation wie die Drehungen, das heif3t

LDlLDz = LD1OD2 ) RD1RD2 = RD1oD2 . (4101)
Zudem vertauschen Links- mit Rechtstranslationen.
LDRD/ = RD/LD (4102)

Korperfeste Drehungen und raumfeste Drehungen héngen folgendermafien zusammen:
Bezeichne € die Richtung einer Korperachse in der Ausgangslage R = 1. In der Ausgangs-
lage stimmen raumfeste und korperfeste Richtungen iiberein. Veréindert man die Lage
des Korpers durch eine Drehung R, so wird die korperfeste Richtung mitgedreht und
geht in R€ iiber: R€ ist die korperfeste e-Achse. Bezeichnen wir mit R,z die Drehung um
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die &-Achse um den Winkel «, so ist RRyg R~ die Drehung um die kérperfeste e-Achse
um denselben Winkel, denn R R4z R~ Lifit R€ invariant und hat dieselben Eigenwerte,
also denselben Drehwinkel wie Ryz. Eine Drehung um eine korperfeste Richtung € um
den Winkel « dndert die Lage R in RRy# R™' R = RRye, wobei Rye die entsprechende
raumfeste Drehung bezeichnet. Jede korperfeste Drehung bewirkt die Rechtstranslation
der Lage um die inverse raumfeste Drehung.

Auf der Menge der Lagen des starren Korpers, das ist die Drehgruppe SO(3), wirkt
durch aktive und passive Drehungen die Gruppe SO(3) x SO(3) mit den Abbildungen

SO(3) — SO(3
TD,Df:{ R() _ DR(D),1 . (4.103)

Auf quantenmechanische Zusténde wirken diese Transformationen durch die zugehorige
unitére Transformation (3.20)

Upp¥ =¥ =VolpioRp 1, VR =¥D'RD). (4.104)

Die Transformation ist unitdr und benotigt keine Determinanten-Faktoren der Jacobi-
Matrix, wenn das Skalarprodukt der Wellenfunktionen mit einem invarianten Integrati-
onsmaf u(R) d®R auf SO(3) definiert wird, fiir das

1(R)A*R = u(DR)A*(DR) = u(RD")d3(RD’) (4.105)

gilt. Auf kompakten Gruppen wie der SO(3) existiert solch ein links- und rechtsinvari-
antes Ma$B.
Der Hamiltonoperator eines starren Korpers ist

L oo, L
~ o1, o, T (4.106)
Dabei sind Iy, I, I, die Haupttragheitsmomente und —L,, —L,;, —L, die Drehimpulsope-
ratoren, die Drehungen um die korperfesten Haupttrigheitsachsen erzeugen. Folglich sind
Ly, Ly, L, die Operatoren, die die Rechtstranslation erzeugen und, weil Rechtstranslatio-
nen dieselbe Gruppenverkniipfung haben wie Linkstranslationen, der Drehimpulsalgebra
(2.50) geniigen,

(exp(—,riL afi-L) W)(R) = W(RRyr) - (4.107)

Im Spezialfall, auf den wir uns im Weiteren beschrianken, seien zwei Haupttréagheitsmo-
mente des starren Korpers gleich, I, = I, = I. Dann ist der Hamiltonoperator von der
Form

1 1 1. 1 1
H= L+ L)+ L2 =[P+ (5 — -)L2 4.108
21( L)+ 21, 21 (21 21) ( )
und seine Energien
E —h—21(1+1)+h2(i—l) 2 (4.109)
bm T 21, 21 ‘
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ergeben sich aus den Drehimpulsquantenzahlen 1, m der Eigenfunktionen zu [2 und L.,
die im Raum der Wellenfunktionen von SO(3) in C auftreten.

Solche FEigenfunktionen lassen sich einfach angeben, ohne viel von ihnen wissen zu
miissen. In jedem Drehimpulsmultiplett mit Gesamtdrehimpuls 1 sind die Matrixele-
mente

D' (R) = (AL [URA W), mne{l,l—-1---—1}, (4.110)

einer unitiren Darstellung U(R) der Drehgruppe die Funktionswerte von komplexwerti-
gen Funktionen von SO(3),

SO(3) — C
In .
D™ { R (A URAL (4.111)
Insbesondere gilt fiir Drehungen um die z-Achse, da die A, Eigenfunktionen von L,
zum Eigenwert him sind,

Dlnm(Rocéz) — <Al,n‘eiih0d_z/\l,m> - eiim(xénm . (4.112)

Weil U(R) eine Darstellung ist, U(R,) U(R;) = U(R, Ry), sind die Matrizen D' eine
Darstellung
D' (R2Ry) =) D' (Ry) D' (Ry) . (4.113)
k

Daher besagt (4.107) fiir die Funktionen ¥ =D'™, |
(exp(— o Lz) D'"m) (R) = D™ (R Rae,)

- ZDlnk(R) lem(ché’z) :Dlnm(R) e ime ) (4'114)
k
dal diese Funktionen Eigenfunktionen von L, zum Eigenwert hm sind. Dabei ist m
ganzzahlig, denn die Drehung um 27 fithrt jede Lage in sich iiber, Ryre, = 1.
Unter beliebigen Rechtstranslationen gehen Linearkombinationen ) D', W, fiir
festes 1 und festes n in andere solche Linearkombination {iber

D D'm(RRae)¥m = 3 D'™i(R) D' (Rae) Wi - (4.115)
m km
Es ist also der (2l + 1)-dimensionale Vektorraum dieser Funktionen invariant un-
ter Rechtstranslationen. Da er eine Basis von L,-Eigenfunktionen mit Eigenwerten
m=11—1,---—1 hat, sind die Funktionen Eigenfunktionen von [2 zum Eigenwert
R21(1+1).

Man priift ebenso, daf$ die Funktionen D'™,, Eigenfunktionen des Operators L, sind,
der Linkstranslationen erzeugt, und zwar zum Eigenwert —hn . Fiir verschiedene 1 oder
verschiedene n oder verschiedene m sind diese Funktionen daher aufeinander senkrecht.

Der Satz von Peter und Weyl besagt, daf} sie vollstindig sind. Sie spannen den ganzen
Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen von SO(3) auf. Demnach haben wir mit
den D'™,, schon alle Eigenfunktionen von L, und [2 und damit des Hamiltonoperators
gefunden. Thre Energien Ey , (4.109) héngen nicht von n und nicht vom Vorzeichen von
m ab. Also sind sie (21 4 1)-fach entartet, falls m = 0 ist, fiir m # 0 doppelt so oft.
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5.1 Produktraum

Héaufig ist ein quantenmechanisches System aus identifizierbaren Teilen zusammenge-
setzt, zum Beispiel aus zwei verschiedenen Teilchen, deren Eigenschaften getrennt ge-
messen werden kénnen. Dann ist der Hilbertraum I ein Produktraum

H=H,H,, (51)

dessen Elemente Summen von Vielfachen von Paaren u ® v von Elementen u € H; und
v € H, der einzelnen Hilbertrdume sind. Diese Paare sind Produkte, das heifit, fiir alle
uw und W aus H; und fiir alle v und v/ aus H; und fiir alle komplexen Zahlen c gelten
die Distributivgesetze

(cu+u)@v=cluev)+(Wev) , u®(cv+v)=cluv)+(uev). (5.2)

Das Skalarprodukt von Produktzustédnden ist durch das Produkt der einzelnen Skalar-
produkte definiert
Weoviuev, =uu), (vV]v), , (5.3)

wobei wir deutlichkeitshalber die Skalarprodukte durch die Bezeichnungen der Hilbert-
rdume erginzt haben. Da das Skalarprodukt sesquilinear ist, ist es auch fiir alle Line-
arkombinationen von Produktzusténden, also fiir den ganzen Produkthilbertraum H,
definiert.

Die Produkte x; ® ¢, der Vektoren einer Orthonormalbasis x; von H; mit den Vek-
toren ¢4 einer Orthonormalbasis von H; bilden eine orthonormale Produktbasis von
Hy ® H,. Beziiglich solch einer Basis haben Zustédnde 1V die Entwicklung

V=2 xi@batia, Via=(x:®Palb) . (5.4)

Die Komponenten i definieren Abbildungen N : H, — H; und NT: H; — H,,
N dava) =D XD Wiava), NI xw) =) duld Viw), (5.5)

die nicht von der Basis x; von JH; und nicht von der Basis ¢, von H, abhéngen.

Die Abbildung NN : H, — J, ist hermitesch. Ihre Eigenvektoren v,, zu verschie-
denen Eigenwerten A2 , NTNv,, = A2v, | stehen aufeinander senkrecht und kénnen bei
entarteten Eigenwerten senkrecht zueinander gewéhlt werden. Wéhlen wir die v,, nor-
miert, so bilden sie eine Orthonormalbasis von H.
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Fiir m = n besagt (Nvin [Nv,) = (i [NTNv, ) = A28, (keine Summe iiber n),
dafl die Eigenwerte 7\%1 von NN nicht negativ sind und da Nv, = Apu, fir A, > 0
normierte Vektoren w, € JH; definiert. Fiir m # n besagt dieselbe Gleichung, dafl
die u,, aufeinander senkrecht stehen. Falls sie nicht H;, sondern nur einen Unterraum
aufspannen, denken wir uns die u,, zu einer Orthonormalbasis ergénzt.

Demnach definiert jeder normierte Zustand ¢ eine Orthonormalbasis w;,u; ... von
H; und eine Orthonormalbasis vq,v, ... von H;, in der P die Komponenten P, =
Andnm hat (keine Summe iiber n). Denn zu 1V gehort die lineare Abbildung N, die jeden
Basisvektor v,, auf das A,,-fache des Basisvektors u,, abbildet,

d):Z?\nun@)vn, 0< A, Z?\flzh (U [Un) = (Vi [Vn) =8mn - (5.6)

Diese Darstellung eines normierten Vektors 1 € H; ® H, ist seine Schmidtzerle-
gung. Die Orthonormalbasen w;,u;... und vq,v,... dieser Zerlegung sind eindeutig
bis auf unitidre Transformationen U, und V;; = U}, der Unterrdume von H; und I, die
zum gleichen Eigenwert A, # 0 von NN und NNT gehoren. Die Orthonormalbasis des
Nullraumes von N und diejenige des Nullraumes von NT sind eindeutig bis auf unitére
Transformationen Uy und Vp, zwischen denen keine Beziehung bestehen muf.

Koénnen die Komponenten Vi als Produkt a;b, geschrieben werden, so hat die Matrix
Pi« den Rang Eins und ¥ = (3}, x1ai) ® ()_, Pabe) ist ein Produktzustand.

Zustédnde, deren Schmidtzerlegung aus mehreren Termen bestehen, nennt man ver-
schriankte Zustdnde. Die Funktion

V() =—> M A} (5.7)

ist ein Mafl der Verschriankung, das nur bei Produktzustéinden verschwindet und sonst
positiv ist. Wie dieses Maf3 fiir Verschriankung auf Gemische so zu verallgemeinern ist,
daf} es zur Kldrung weiterer Fragen brauchbar ist, ist Gegenstand der Forschung.

Alle Mehrteilchenzusténde identischer Bosonen oder Fermionen, die wie zum Beispiel
Slater-Determinanten (3.73) aus verschiedenen Einteilchenzustdnden zusammengesetzt
sind, sind verschréinkt.

Sei der Operator A ein Melapparat, der das erste Teilsystem vermifit, der also JH; auf
H; abbildet, und sei B ein Meflapparat des zweiten Teilsystems, dann wirkt ihr direktes
Produkt A ® B auf Produktzustdnde durch

(A B)(u®v) =(Au) ® (Bv) (5.8)

und ist allgemeiner durch Linearitét erklért,
(A®B)(D_Xxi ® bathia) = D (AX) ® (Bda) Wi - (5.9)
1o 1o
Die Eigenzustidnde von A ® B sind die Produkte der Eigenzustidnde A; von A mit den
Eigenzusténden x; von B. Der Eigenwert des Produktes ist das Produkt der Eigenwerte.

(A®B) (A1 ®%;) = (AA) @ (Bx;) = ai b; (A1 ®@x5) (5.10)
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Mifit man bei einem Produktzustand { ® ¢ in einer gemeinsamen Messung am ersten
Teilchen mit A und am zweiten Teilchen mit B, so faktorisiert die Wahrscheinlichkeit
w(i,j,A® B, ® ¢) dafiir, dal die Messung mit A den i-ten MeBwert feststellt und die
Messung mit B den j-ten MeBiwert. Denn die Wahrscheinlichkeitsamplitude faktorisiert,

w(i,i,A®@B, Y@ ¢) =[(Ai]) (x;| ) I = w(i, A, ) w(j, B, ) . (5.11)

Dann kann man aus dem Ergebnis der Messung A nichts iiber die Messung B schliefen,
denn die bedingte Wahrscheinlichkeit

w(i,j)

wi(j) = m (5-12>

mit B den j-ten MeBwert festzustellen unter der Bedingung, dafl die Messung mit A den
i-ten MeBwert ergeben hat, héangt bei Produktmessungen an Produktzustéinden nicht
von dieser Bedingung ab,

w(i,j) =u@)v() = Y wiik) =uli), wi(j) =v(j) . (5.13)
k

5.2 Addition von Drehimpulsen

Betrachten wir das quantenmechanische System, dafl von zwei Spin-1/2-Teilchen gebildet
wird, die sich einfachheitshalber nicht bewegen kénnen. Der Hilbertraum der Einteilchen-
zustédnde wird dann einfach von Basiszusténden Ay und A| aufgespannt. Eine Basis des
Produktraumes der Zweiteilchenzustédnde ist

Agps Ay Ay Ay (5.14)

Die Basis ist so gewihlt, dafl die Spinoperatoren fiir das erste und zweite Teilchen S =
(S11,S12,513) und S, durch Multiplikation mit den Paulimatrizen ¢ = (o7, 02, 03)

wirken,

- h - h
S1Ay = z/\kjo-ki y  Sa\y = z/\iko-kj . (5.15)

Alle Spinoperatoren des ersten Teilchens vertauschen mit allen Spinoperatoren des zwei-
ten Teilchens.
[S]a,SZb] =0 a,b€{1,2,3} (516)

Daher sind die Summen S, = S74 + S2« Komponenten von Drehimpulsoperatoren, die
die Drehimpulsalgebra (2.50) erfiillen.

[Sa, Sb] = iheabCSC (517)
Das Spektrum von Sz = Sq3 + S, 3 148t sich unmittelbar ablesen

SsAy =hA;, SsA;;=0hA;;, S3A; =0hA;, S3A; =-hA; . (5.18)
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Demnach gehort Ay zu einem Drehimpulsmultiplett mit Gesamtspin s = 1, denn den
Gesamtspin s kann man am hochsten S3-Eigenwert ablesen (2.62). Ebenso gehort der
Zustand A || mit niedrigstem S3-Eigenwert —h zu Gesamtspin s = 1. Den Zustand mit
s = 1 und S3-Eigenwert 0 erhidlt man mit einem Faktor \/(1 +H(1=1+1) = V2
(2.51c) durch Anwenden des Leiteroperators S_ auf Aqq

T 1.1 1
SA=(S1_+S2)A = \/(z + —)(E —3 + 1) (A + Aqy) (5.19)
1
Ns=1,55=1 =M1, NAso15-0 = —(AlT A, Asmrg—r =AY (5.20)

V2

Diese drei Basisvektoren spannen ein Gesamtspin-1-Multiplett auf. Weitere Gesamt-
drehimpulsmultipletts sind als Eigenzustinde von S? senkrecht zu diesem Gesamtspin-
1-Multiplett, wenn sie zu anderem Gesamtspin gehoren, oder konnen senkrecht zu diesem
Gesamtspin-1-Multiplett gewéhlt werden. Sie sind demnach in unserem Beispiel aufge-

spannt vom Zustand
1

AS:O,S3:O — ﬁ

Er ist Sz -Eigenzustand zum Eigenwert 0. Da der Gesamtspin in einem Drehimpulsmulti-
plett am hochsten und am niedrigsten Sz -Eigenwert ablesbar ist, gehort dieser Zustand
zu Gesamtspin 0. Dies kann man leicht nachpriifen, denn Sz, S, und S_ verschwinden
auf diesem Zustand.

Die Zusténde As—o s;—0 und As—1 ;-0 sind verschrankt.

(A = Aqy) (5.21)

5.3 Unabhdngig zusammengesetzte Gemische

Gemische p von zusammengesetzten Systemen sind unabhingig zusammengesetzt, falls
alle Wahrscheinlichkeiten w((i, &), A®B, p) fiir Ergebnisse gemeinsamer Messungen mit
A ® B faktorisieren,

w((i,a),A® B, p) =wi(i,A,p)w2(x,B,p) . (5.22)

Hierbei ist w((1, ®), A ® B, p) die Wahrscheinlichkeit, dal A den i-ten MeBSwert a; fest-
stellt und B dabei den o-ten Mefiwert b, anzeigt. wq(i,A,p) =), w((i,«),A® B, p)
ist die Wahrscheinlichkeit, dal A den i-ten MefSwert anzeigt, egal was B ergibt. Umge-
kehrt ist w,(«, B, p) = >, w((i, ), A ® B, p) die Wahrscheinlichkeit, da8 B den «-ten
MefBiwert b, anzeigt, egal was A feststellt.

Bei faktorisierenden Wahrscheinlichkeiten 1ét sich aus dem Ergebnis von A nichts
iber den Ausgang der Messung B schlieBen (5.13). Anderenfalls, wenn ein Gemisch
nicht unabhéngig zusammengesetzt ist, nennen wir die Teilsysteme verschrankt.

Dafl Systeme unabhéngig zusammengesetzt sind, bedeutet mathematisch folgendes:
Die Wahrscheinlichkeiten sind durch Hauptdiagonalelemente (A|pA) (1.42) gegeben.
Daher muf} (5.22) insbesondere fiir jeden Eigenzustand A eines Operators A ® B gelten,
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also fiir jeden Produktzustand u® v,

D WV P e Wve = () ulpiy) () Vibapve) - (5.23)
xp

o ij

Beide Seiten der Gleichung sind Bilinearformen in u und in v und sind fiir alle u und v
genau dann gleich, wenn die Koeffizienten gleich sind, wenn also das Gemisch ein direktes
Produkt von Gemischen ist,

Punabhingig = ﬁ® ﬁ y  Piaj,p = ()ij 60([5 y (524>

Nur bei unabhéngig zusammengesetzten Systemen gibt es keine Verschrankung von
Wahrscheinlichkeiten fiir Mefiwerte am ersten und am zweiten Teilsystem. Dann kann
man sich auf ein Teilsystem beschrinken und es in seinen Eigenschaften getrennt vom
zweiten Teilsystem untersuchen. In Abbildung (1.1) ist zum Beispiel zunéchst zu priifen,
ob die Zusammenfassung von zwei Teilchen im Strahl zu einem Zweiteilchensystem nicht
eine Verschrankung sichtbar macht, die bei einer Deutung, der Strahl enthalte wiederholt
hergestellte Einteilchenzustédnde, nicht erfaf3t wird.

Sind die Systeme nicht unabhéngig zusammengesetzt, so sind Meflergebnisse am er-
sten und zweiten Teilsystem verschrinkt. Im Extremfall kann man, wie bei einem
Zweiteilchen-Gesamtspin-0-Zustand, aus dem Ergebnis einer Messung am ersten Teil-
system erschlielen, was sich bei einer geeigneten Messung am zweiten Teilsystem ergibt.

Zu den iiberraschenden Eigenschaften verschrinkter Systeme gehort, dafl ein reiner,
verschrankter Zustand { gemischt erscheint, wenn man nur am ersten Teilsystem mifit.
Unvollstéandige Messung wirkt wie Unkenntnis des zu vermessenden Systems,

wi(L,A ) =D [ (xi ® balb) (5.25)

- Z Am)\n <Xi®d)oc|um®vm> <un ®Vn|Xi®¢o¢> :<Xi|ﬁXi> )

wobei x; die zu A gehorigen Eigenzustidnde seien und p die Dichtematrix
@ - Z(Z <Vn | (boc> <(boc |Vm>))\m7\n |um> <un| = Z 7\% |um> <um| . (526)
mn X m

Diese Dichtematrix gehort nur dann zu einem reinen Zustand u des ersten Teilsystems,
wenn alle Amplituden A,, bis auf eine, zum Beispiel A; = 1, verschwinden. Dann ist
P = u; ® v; ein Produktzustand.

5.4 Quantenkopierer

Wenn man Zustédnde vervielfiltigen kénnte, dann kénnte man Zusténde, die zur Nach-
richteniibertragung genutzt werden, abhéren und auslesen und dem bestimmungsgemé-
Ben Empfanger eine Kopie weiterleiten, an der sich das Abhoren nicht feststellen liele.
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Ein einfaches Argument zeigt aber, dal man Zusténde nicht vervielféltigen kann, dafl
man also nicht mit unitdrer Zeitentwicklung aus einem Produktzustand 1 ® ® ® x fiir
alle 1 einen vervielfaltigten Zustand

Upedex)=ebeyx (5.27)

herstellen kann. Hierbei stehe @ und x fiir die anfdnglichen, normierten Zustéinde von
Kopie und Kopiermaschine und x’ fiir irgendeinen, normierten Endzustand des Kopie-
rers, der von 1 abhéngen kann.

Wenn némlich die Zeitentwicklung unitér ist, so erhélt sie Skalarprodukte. Es gilt aber
fiir verschiedene zu kopierende Zustande 1\ und 1’

W) =W 0exvedax) £ Webex W e ex’) =) &KX",
(5.28)
denn der Betrag von (P |V’) (X' |x”) ist kleiner als Eins.

5.5 Bellsche Ungleichung

Die revolutiondre Erkenntnis der Quantenphysik ist, dafl es auch bei ideal préaparierten
Teilchen immer Messungen gibt, fiir deren Ergebnisse man nur ihre Wahrscheinlichkeit
angeben kann. Wir widerlegen hier die Unterstellung, die Unfdhigkeit, die Einzelergeb-
nisse aller Messungen vorherzusagen, beruhe nur auf unvollsténdiger Kenntnis der Ur-
sachen. Dazu betrachten wir Polarisationsmessungen an Spin-1/2-Teilchen mal in der
einen, mal in der anderen Richtung, also Messungen, die nicht gemeinsam, sondern nur
alternativ erfolgen konnen.

Wenn man in Richtung 6, b2 = 1, den Spin eines einzelnen Spin-1/2-Teilchens mif}t,
das mit Spin in Richtung @, @* = 1, préipariert worden ist, dann tritt nach der Grund-
gleichung (1.1) und wegen (2.71) der Mewert h/2 mit Wahrscheinlichkeit

/ e e/ 2

W(B) = | <Tf5 | Ta) |2 = }cos — cos — + sin = sin jei(@—@’)

2 2 2

(5.29)

auf. Dabei sind 0 und ¢ die Kugelkoordinaten von d = (sin 0 cos @, sin 0 sin ¢, cos 0)
und 0" und ¢’ die Kugelkoordinaten von b = (sin 0’ cos ¢’, sin 08’ sin ¢’, cos 0’). Wegen

9 9/ e e/ e e e/ e/
29 29 50 L0 AP - P - -
cos” 5 cos” + sin 5 sin” 5 + 2cos(@ — @ )smzcoszsm 5 €08 >
= %((] +c0os0) (14 cos0’) + (1 —cos0)(1 —cos0’) + 2 cos(@ — @) sinGsinG')
= %(1 + cos0cos 0’ + cos(@ — @') sin O sin 9') (5.30)

ist dies (14 cos p)/2, wobei p den Winkel bezeichnet, den @ mit b einschliet. Denn das
Skalarprodukt a-b = cos 3 betragt

a-b = sin 0 sin 0 (cos @ cos @’ + sin @ sin ¢’) 4 cos O cos 0’ (5.31)
= sin 0 sin 0’ cos(@ — @') + cos O cos O’ . .
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Also steht bei einem Spin-1/2-Teilchen, das mit Spin in Richtung d prépariert worden
ist, der Spin bei Messung in Richtung b mit Wahrscheinlichkeit

w(ﬁ):%H +

ol

.b) = = (14 cos B) (5.32)

N —

nach oben. Mit der Restwahrscheinlichkeit 1—w(b) steht der Spin in Gegenrichtung —b
w(=b) =1—w(b). (5.33)

Zerfallt unter Bewahrung des Drehimpulses ein Teilchen ohne Spin isotrop, das heif3t
mit drehinvarianter Ortswellenfunktion, in jeweils ein Paar von Teilchen mit Spin 1/2,
so entsteht der Spin-0-Zustand (5.21)

1
V2
Die Wahrscheinlichkeit w(a, ‘5), daBl bei diesem Teilchenpaar beim ersten Teilchen der

Spin in Richtung @ nach oben und beim zweiten Teilchen der Spin in Richtung b nach
oben gemessen wird, betragt

Ary = Aur) (5.34)

- - ,
wia,b) = %' (Ara ® A [ A=A 1P = % o8 g s %e—w — sin g cos %e_“"
/ , ) /
— % (cos2 g sin? % + sin? g cos? % —2cos(¢@ — @') cos g coS % sin g sin %)

1
= g((l +cos0)(1 —cos®) + (1 —cos0)(1+ cos®') —2cos(¢p — (p/)sinesinel))

1
=1 (1 —cosBcos® —cos(p — ¢')sinBsind’) . (5.35)

Also steht bei diesem Gesamtspin-0-Zustand mit Wahrscheinlichkeit

w(&,ﬁ):lu—a-ﬁ):

7 (1 —cosB) (5.36)

Bl =

der Spin des ersten Teilchens in Richtung @ nach oben und der Spin des zweiten Teilchens
in Richtung b nach oben.
Durch Zusammenfassen der beiden moglichen Félle, dafl am zweiten Teilchen der Spin

in einer Richtung b nach oben oder unten steht, erhalten wir hieraus die Wahrschein-
lichkeit

w1 (@) =w(a,b) +w(d,—b) = = (5.37)

dafiir, dafl beim ersten Teilchen der Spin in Richtung d nach oben steht. Sie ist genauso
grofl wie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal er nach unten steht, und sie ist unabhéngig
von @ und b. Ebenso steht beim zweiten Teilchen der Spin in jeder Richtung mit gleicher
Wahrscheinlichkeit w;(b) = w2 (—b) = 1/2 nach oben oder unten.
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Beschriankt man sich auf die Félle, in denen der Spin des ersten Teilchens in Richtung
a nach unten steht, so ergibt sich mit der bedingten Wahrscheinlichkeit

w(—a,b) 1 Lo
D = (1+d-b) (5.38)

—

a

der Wert +h/2 bei Messung des Spins des zweiten Teilchens in Richtung b. Dies ist die-
selbe Wahrscheinlichkeit, wie sie bei (5.32) auftritt. In den Féllen, in denen die Messung
des Spins in Richtung @ am ersten Teilchen den Wert —h/2 ergibt, ist also das zweite
Teilchen wie bei (5.32) prapariert, also mit Spin in Richtung @ nach oben.

Fiir diesen Sachverhalt gibt es die Sprechweise, dal die Messung des Spins des einen
Teilchens augenblicklich das andere Teilchen des Paares, egal wie weit es entfernt sein
mag, in den Zustand mit entgegengesetztem Spin versetze. Der Zustand des Paares
ykollabiere“ oder werde reduziert, und das Ergebnis der Messung am ersten Teilchen
werde auf das zweite Teilchen iibertragen oder, beeindruckender, quantenteleportiert.
Die Zustandsreduktion erfolge augenblicklich und daher mit Uberlichtgeschwindigkeit.

Wer von diesen Behauptungen ungeriihrt bleibt, stellt einfach fest, dal die Messung
an einem Teilchen nichts am anderen Teilchen bewirkt. Dort steht der Spin mit gleicher
Wahrscheinlichkeit nach oben oder unten, egal in welche Richtung man mifit. Durch
keine Messung kann man an einem Teilchen auch nur feststellen, ob am anderen Teil-
chen {iberhaupt gemessen wurde, geschweige denn, in welche Richtung und mit welchem
Ergebnis.

DaBl der Spin am zweiten Teilchen in allen Féllen in Richtung @ nach oben steht,
in denen er beim ersten Teilchen in dieser Richtung nach unten steht, kann man erst
bestatigen, wenn man beim zweiten Teilchen weif3, in welchen Fiéllen der Spin des er-
sten Teilchens in Richtung @ nach unten stand. Diese Information ist hochstens mit
Lichtgeschwindigkeit zu bekommen.

Die offensichtliche Ursache fiir die Zusammenhénge der beiden Spinmessungen ist die
gemeinsame Préparation beider Teilchen als Teilchenpaar. Sie gelingt nur, wenn beide
Teilchen an demselben Ort sind. Da sich die Teilchen nicht schneller als Licht bewegen,
wirkt sich die Préaparation in spiteren Messungen nicht schneller als Licht aus.

Wenn man wiederholt eine Miinze wirft und jeweils an einen Empfénger einen Brief
mit dem Bild der Oberseite und an einen zweiten einen Brief mit dem Bild der Unter-
seite schickt, dann erhélt jeder Empfanger mit gleicher Wahrscheinlichkeit Bilder der
Kopf- oder Zahlseite. Jeder Empfénger weifl augenblicklich, wenn er seinen Brief o6ff-
net, welches Bild der andere erhalten hat. Bei Kenntnis des Ergebnisses kollabiert die
Wahrscheinlichkeit zur bedingten Wahrscheinlichkeit, in diesem Beispiel zur Gewiflheit.

Ebenso ersetzt Zustandsreduktion bei Auftreten eines MeSwertes den vorherigen Zu-
stand durch den bedingten Zustand, der zur bedingten Wahrscheinlichkeit derjenigen
Ereignisse gehort, in denen dieser MeBwert auftritt.

Vor Offnen des Briefes ist der Empfinger unsicher, welches Bild er enthilt, aber der
Inhalt ist eigentlich nicht unsicher, sondern nur unbekannt. Der Inhalt des Briefes liegt
fest, ob man ihn nun 6ffnet oder nicht. Bei der Wahrscheinlichkeitsverteilung (5.36)
hingegen ist ausgeschlossen, dafl die Ergebnisse der Spinmessungen in allen Richtungen
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in jedem Einzelfall vor der Messung feststehen und dafl man das Ergebnis nur deshalb
nicht vorher weif, weil die jeweiligen Ursachen im einzelnen unbekannt sind.

Diese Unterstellung, dafl die Meflergebnisse vorher festliegen, wir aber die Ursachen
nicht geniigend gut kennen, scheint unwiderlegbar, aber sie fiithrt zu einer Ungleichung,
deren Giiltigkeit man messen kann. Die Meflergebnisse verletzen jedoch die Ungleichung
und widerlegen damit die Unterstellung.

Die Ungleichung ergibt sich aus folgender Betrachtung. Wenn eine Spinmessung eine
vorhandene Eigenschaft eines Teilchens abliest, dann hiangt ihr Ergebnis bei Messungen
an Paaren nicht davon ab, was wir am anderen Teilchen zu messen wahlen. Zudem steht
in einer Mefireihe fest, ob bei der i-ten Messung, i = 1,2,..., N, der Spin des ersten
Elektrons in Richtung d nach oben steht. Falls ja, werten wir das Ergebnis a;; = 1, wenn
nicht als a;; = —1. Mit by bezeichnen wir das Ergebnis, das sich im Versuch Nummer i
ergdbe, wenn wir den Spin des ersten Elektrons in Richtung b méfen. Entsprechend
bezeichnen wir mit c;; und d,; das Ergebnis im Versuch mit Nummer i, wenn wir den
Spin des zweiten Elektrons in Richtung ¢ oder d messen.

Weil die Ergebnisse ¢, und d;; entweder entgegengesetzt oder gleich sind, verschwin-
det aji(czi + d2i) genau dann, wenn bqi(cz; — dzi) den Wert £2 hat und umgekehrt.
Dabher ist ihre Summe in keinem Fall groBer als zwei [5]

ajiC2i +aridai +byici —bridyy <2 (5.39)

Der Mittelwert (ajc,) der Produkte ajicy; der Meflergebnisse in N Versuchen ist die
Summe der einzelnen Produkte, geteilt durch N,

N
1
{arcz) = N Z1 ariCzi (5.40)

Entsprechend erhalten wir die Mittelwerte der MeBergebnisse (a;da,), (b1cz) und (b1dz).
Summieren wir die Ungleichungen (5.39), und teilen wir durch N, so erhalten wir eine
Bellsche Ungleichung [2] fiir Mittelwerte von Produkten der MeBwerte

<C11 Cz) + <C11 d2> + <b1C2> — <b] d2> S 2. (541)

Den Mittelwert von ajic;; konnen wir auch ausrechnen, indem wir fiir jeden moglichen
Wert, den dieses Produkt haben kann, namlich +1 oder —1, die Haufigkeit N und N_
zéhlen, mit der er auftritt. Dann ist ZF:] a1iCc2i = Ny —N_ und

N, - N_
-

Es ist aber, wenn N geniigend grofl ist, die relative Haufigkeit N, /N die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, daB ajicz; den Wert 4+1 hat und N_/N die Wahrscheinlich-
keit fiir den Wert —1. Die Wahrscheinlichkeit, mit der a;jcy; den Wert +1 hat, ist
w(d,C) + w(—a,—C) = %(1 — d-C), mit Wahrscheinlichkeit w(d, —¢) + w(—a,¢) =
%(1 + d-C) hat das Produkt den Wert —1. Demnach gehort zur quantenmechanischen
Wahrscheinlichkeitsverteilung (5.36) der Mittelwert

(arcz) = (5.42)

<C1]Cz> =—a-C. (543)
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Als Funktion der Richtungen d und b wird die Summe
<C1]Cz> + <C11d2> + (b]Cz) — <b]d2> =—a-c—a- 3—66—1—6 C_i (544)

maximal, falls @ in Gegenrichtung von ¢ + d zeigt und b in Gegenrichtung von ¢ — d.
Dann hat die Summe den Wert von |C + d| + | — d|. Sie
wird maximal, falls die Einheitsvektoren ¢ und d wie in Ab-
bildung 5.1 aufeinander senkrecht stehen, und verletzt mit
ihrem Wert 2v/2 die Bellsche Ungleichung (5.41).

Zur Herleitung der Bellschen Ungleichung haben wir nur
angenommen, dafl in den Richtungen @, b, ¢ und d fiir je-
de Messung Nummer 1 die Ergebnisse aji,byi,c2¢ und dsy
feststehen und nicht davon abhéngen, in welcher Richtung
am anderen Elektron gemessen wird.

Tatséchlich kann man aber in jedem einzelnen Versuch an
Abbildung 5.1: Richtun- jedem Elektron nur in jeweils einer Richtung a oder bund ¢
gen der Spinmessungen  oder d messen. Man mufl aji und byj oder c; und dyj in

verschiedenen Versuchen i # j ermitteln.

Experimentell iiberpriift man mit Polarisationsfiltern die Bellschen Ungleichungen an
Photonpaaren, statt an Elektronen. Denn Elektronenspins reagieren zu empfindlich auf
Storungen durch andere, geladene Teilchen. Bei den Photonen entscheidet jeweils ein
Zufallsgenerator, in welcher Richtung es gemessen wird [1]. Die Richtung wird erst so
spit gewdhlt, daBl sie auch mit lichtschnellen Signalen zum Zeitpunkt der Messung beim
anderen Photon noch nicht bekannt sein kann.

Dafl die gemessenen Polarisationswerte nicht den Bellschen Ungleichungen geniigen,
ist weltbilderschiitternd. Messungen lesen nicht etwa vorhandene Eigenschaften ab, dann
ldgen die Ergebnisse aller Messungen fest und unterléigen den Bellschen Ungleichungen,
sondern Messungen stellen die Ergebnisse erst fest, die vorher nicht feststanden.

Die Verletzung der Bellschen Ungleichung verbaut die gedankliche Ausflucht, jeder
MeBwert stiinde in jedem Einzelfall fest, nur die Ursache jedes Me3wertes sei unbekannt.

5.6 Mehrfache Messung und Zustandsreduktion

Durchlauft ein Teilchen einen MeBapparat, so bewirkt es eine Anzeige und ist anschlie-
Bend, je nach angezeigtem Mefwert, in einem anderen Zustand. Durchdenkt man die
Zeitentwicklung im Apparat, so mufl man beriicksichtigen, daf§ sich wihrend der Messung
die Anzeige dndert, dafl es sich also bei den Zustédnden, die sich wihrend der Messung
andern, nicht nur um eine Abfolge von Teilchenzustéinden, sondern um Paarzustédnde
des Teilchens und des Apparates handelt, bei dem sich die Anzeige &ndert.

Daher fassen wir das zu vermessende Teilchen mit dem Apparat A zu einem grofleren
System zusammen, das wir mit Apparaten B vermessen. Vor der Messung sei das Teilchen
im Zustand 1 und die Anzeige des Apparats A im Zustand ¢. Zusammen bilden sie den
Paarzustand P ® ¢, in dem alle Eigenschaften des Teilchens unabhéngig vom Apparat
und alle Eigenschaften der Anzeige des Apparates unabhéngig vom Teilchen sind.
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Abbildung 5.2: Mehrfache Messung

Durch unitére Zeitentwicklung im Apparat entsteht hieraus am Ausgang ein Zustand
U ® ¢).

Ist anfanglich das Teilchen im Eigenzustand A; des MeBapparates A, so zeigt im
Zustand U(A; ® ¢) der Zeiger von A mit Sicherheit den i-ten Wert. Der Zeiger ist also
im Eigenzustand ¢; des Apparates A, der die Anzeige von A abliest. Das heifit (keine
Summe iiber 1)

UAi®@d) =x1 @ s . (5.45)

Verschiedene Zustédnde ¢; und ¢j des Zeigers sind zueinander senkrecht, da sie sicher
abgelesen werden konnen (1.5),

(pild;) = 8% . (5.46)

Der sich mit ¢; ergebende Teilchenzustand x; ist normiert, da U unitdr ist und ¢y,
A; und ¢ normiert sind. Damit der Apparat A ein MeBapparat ist, ist nicht erforder-
lich, daf} die x; zueinander senkrecht sind. Insbesondere braucht es sich nicht um eine
nichtstorende (quantum non demolishion) Messung handeln, die aus jedem anfinglichen
Eigenzustand A; den Eigenzustand x; = A zur erneuten Messung prépariert.

Viele Melapparate praparieren nicht Eigenzustdnde zur erneuten Messung. Beispiels-
weise zdhlen Photoschichten und Photomultiplier Photonen, die die Detektorfliche in-
nerhalb einer Nachweisdauer durchstromen, indem sie sie vernichten.

Zerlegen wir einen allgemeineren Teilchenzustand 1\ = Zj Aj 5 in der Basis der Aj
mit komplexen Komponenten 1; = (A;| ), so erhalten wir aus (5.45), weil U linear ist,

)

Uped) =UD Aedl) =) (). (5.47)

Die Zeitentwicklung im Meflapparat verschrinkt das Teilchen mit der Anzeige.

Falls die Zustédnde x; zueinander orthogonal sind, kann man durch Messen des Teil-
chens den Ablesewert von A sicher bestimmen. Dann sind die Teilchenzustéinde Xi und
die Zeigerzustinde ¢; bis auf Wahl der Phasen eine Basis der Schmidtzerlegung (5.6)
von U(Pp @ ¢).

Wenn man im Zustand U(Pp ® ¢), der den Apparat A durchlaufen hat, das Teilchen
mit einem Apparat C mifit und dabei mit A die Anzeige abliest, so gehoren zu diesem
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kombinierten MeBapparat B = C ® A Eigenzustinde T ® ¢;. Nach Grundgleichung
(1.1) ergibt sich der k-te Mefiwert von C und die Anzeige 1 des Melapparates A mit der
Wahrscheinlichkeit

Wk 1) =[N @ bt U @ ¢) 17 = [(Ne@dil ) x5 @5 y)* =1 (Nelxa) bil* . (5.48)
j

Insbesondere zeigt die Anzeige von A mit der Wahrscheinlichkeit \p;? = 3, W(K/,1)
den i-ten Wert an.

Demnach ist fiir jede Messung C am Teilchen die bedingte Wahrscheinlichkeit w; (k),
den k-ten MeBwert unter der Bedingung zu erhalten, dafl A den i-ten Melwert anzeigt,

Wk 1)
Y WK,

als héitte der Apparat den bedingten Zustand x; prapariert.

Der Ubergang von 1 zu x; ist nicht eine unstetige Zeitentwicklung, die in MeBappara-
ten den Zustand reduziert oder kollabiert. Vielmehr éndert sich die Wahrscheinlichkeit W
fiir Paarereignisse stetig mit der Zeit. Die bedingte Wahrscheinlichkeit w; fiir den k-ten
Wert in der zweiten Messung, falls die erste Messung den i-ten Wert ergibt, ist eine von
W verschiedene Funktion w;, die sich auch klassisch nicht durch stetige Zeitentwicklung
aus W ergibt. Wer den Ubergang zu bedingten Wahrscheinlichkeiten und bedingten
Zusténden bei Kenntnis des ersten Meflergebnisses Kollaps der Wellenfunktion nennt,
sollte auch vom Kollaps des Lottospielers reden, dessen bedingte Gewinnwahrscheinlich-
keit sich unstetig mit jeder gezogenen Kugel dndert.

Der bedingte oder reduzierte Zustand x; ist einfach derjenige Zustand, der die be-
dingte Wahrscheinlichkeitsverteilung w; ergibt. Da x; unabhéngig von 1 ist, kann man
durch keine Messung C an den Teilchen, die in der Messung A den nichtentarteten,
i-ten Meflwert ergeben haben, den urspriinglichen Zustand 1 erschlieffen, aus dem x;
prapariert worden ist.

Werden alle Ausgénge des Apparates A nach der Messung zu einem neuen Teilchen-
strahl zusammengefafit, egal was A abliest, so ist fiir jede anschliefende Messung C am
Teilchen die Wahrscheinlichkeit, den k-ten Meflwert zu erhalten, durch

ZW(KU = Z (Pl xu) Wil = (N | p ) = w(k, C, p) (5.50)

wi(k) = [(Nelx) 1P = wlk, C,xi) (5.49)

mit
p=> hbil*Ixi) (xil (5.51)
1
gegeben, als hitte der Meflapparat A aus einem reinen Teilchenzustand 1\ das Gemisch p
erzeugt. Die dazugehorige Entropie entsteht nicht durch die unitdre Zeitentwicklung,
sondern durch unvollstéindige Messung und Verwerfen der Kenntnisse, die man iiber die
Anzeige des Apparates A haben kann.
Fiir die Dekohérenz der Teilstrahlen (x; ® ¢i) ; ist nicht entscheidend, ob der MeBap-
parat mit A abgelesen wird, sondern dafl die Zusténde x; mit Zustéinden ¢; verschrankt

sind, die ein Ablesen ermoglichen.
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6.1 Entropie

Die Entropie einer Wahrscheinlichkeitsverteilung bestimmt bei wiederholten Messungen
die Unkenntnis der genauen Reihenfolge der verschiedenen auftretenden Ergebnisse.
Sei n = ) mn; die Gesamtzahl der Versuche und n; > 0 die Haufigkeit des i-ten

Ergebnisses, 1 =1,..., N, dann strebt n;/n mit zunehmender Gesamtzahl n gegen die
Wahrscheinlichkeit p; # 0. Fiir diese Haufigkeiten gibt es
|
e (6.1)

niny!. . ny!
verschiedene Reihenfolgen der Ergebnisse. Der Kehrwert dieser Anzahl ist die Sicherheit,
mit der wir die einzelne Reihenfolge voraussagen kénnen. Er strebt geméfl der Stirling-

schen Formel
nl=vV2rtnnte " f(n), limfn)=1, (6.2)

n—oo

fiir zunehmendes n bis auf einen Faktor, der gegen Eins geht, gegen

N-1 n n N—1 _ _
V2in (#)(“‘%)...(TN)(“N%) — V2t /Pp1...pnE€ nS +(N—1)/2 Inn
(6.3)
Der im Exponenten bei n auftretende Koeffizient S ist die Entropie der Wahrscheinlich-
keitsverteilung p : i — p;,(ein Funktional der Abbildung p)

Slp] = — Zpilnpi . (6.4)

Die Entropie ist nichtnegativ, da die Wahrscheinlichkeiten p; zwischen Null und Eins
variieren. Falls einige p; verschwinden, sei pi Inp; stetig durch Null ergénzt.

Bei einem Gemisch p sind fehlende Polarisation oder GroSen wie 1 — (tr p?) mégliche
Mafe dafiir, wie sehr p von einem reinen Zustand abweicht. Aber ein giinstigeres Maf}
fiir die Unkenntnis iiber den praparierten Zustand ist die Entropie des Gemisches.

Wir definieren die Entropie des Gemisches als Entropie der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung, die durch die Eigenwerte p; der Dichtematrix p gegeben ist — das ist die
Wahrscheinlichkeitsverteilung von Mefiwerten solcher Apparate A mit nichtentarte-
ten MeBwerten, deren Eigenzustinde auch Eigenzustinde der Dichtematrix p sind,!
w(i, A, p) = (Yi[pYi) = pi,

Slp)=—) pilnpi=—trplnp, pYi=pYs. (6.5)

!Das Zeichen Y ist der griechische Buchstabe Ypsilon.
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Die Entropie eines reinen Zustands verschwindet. Sie addiert sich beim unabhéngigen
Zusammensetzen zweier Systeme, dndert sich nicht wiahrend der Schrédingerschen Zeit-
entwicklung und nimmt beim Mischen und bei zufélligen Stérungen zu. Mifit man das
Gemisch p mit einem Apparat B, dessen Melwerte nicht entartet sind und der nicht mit p
vertauscht, so ist die Entropie ihrer Wahrscheinlichkeitsverteilung grofier als die Entropie
des Gemisches selbst. Diese Eigenschaften zeigen wir mit den folgenden Betrachtungen.

Ist ein Gemisch unabhéngig aus zwei Teilen zusammengesetzt

P=p®p, (6.6)

so sind die Eigenzustdnde Produktzustinde Y ® Y~’]~ von Eigenzustdnden der Dichtema-
trizen p und p. Die Eigenwerte der zusammengesetzten Dichtematrix sind die Produkte
der Eigenwerte der einzelnen Dichtematrizen

py =Pipy, Y pi=1, > pj=1. (6.7)
i j
Daher addiert sich die Entropie unabhéngig zusammengesetzter Systeme,
Sp@pl=—) pif;In(pip;) =— > (psp;Inpi + pif; Inp;)
y —

ij
=—() ;)Y fsilnpi— (D> pi) D pylnp; =SIpl + SIpl .
j i i j

(6.8)

Die Dichtematrix dndert sich im Laufe der Zeit (4.7), allerdings dndern sich nicht
die Eigenwerte p; durch die Schrédingersche Zeitentwicklung. Ubertriigt man in (2.84)
angemessen die Notation, so folgt ndmlich aus (2.84), (4.7) und der Eigenwertgleichung
pYi = piYyi, daB 0¢pi(t) = 0 ist, denn in Eigenzustinden eines hermiteschen Operators
p verschwindet der Erwartungswert jedes Kommutators [H, p].

ihopi(t) = ih (YVi|0¢p(t) Vi) = (Vi (Hp — pH)Yy) = (Vi | (Hps — piH) Vi) =0 (6.9)

Demnach bleibt die Entropie unverdndert, solange sich die Zusténde im Gemisch nach
der Schrodingergleichung entwickeln.

Bei echtem Mischen von Gemischen wéchst die Entropie. Ist ein Gemisch p(A) aus
verschiedenen Gemischen p und p, p # p, gemischt

PA)=Ap+(1—A)p mit O<A<T, (6.10)

so ist die Entropie S[p(A)] um die Mischungsentropie grofier als die anteilige Summe der
Entropien.
S[p(A)] > AS[p] + (1 —A)S[p] . (6.11)

Bevor wir diese Behauptung zeigen, zwei Vorbemerkungen:
Wenn p # p und A # N ist, so ist auch p(A) # p(A').
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Der Nullraum von p(A) hiangt fiir 0 < A < 1 nicht von A ab. Fiir jedes gewihlte A
verschwinden némlich im Nullraum von p(A) auch p und p und demnach auch p(A'),

(Ao +(1=NPA) =0 = (A]pA)=0 und (A[pA) =0

6.12
= pA =0 und PA=0. (6.12)

Die erste Folgerung gilt, weil A und (1 —A) gréfler Null und Hauptdiagonalelemente von
Dichtematrizen nichtnegativ (1.47) sind. Die zweite Folgerung ist richtig, weil Hauptdia-
gonalelemente (A|pA) einer Dichtematrix p nur verschwinden, wenn pA = 0 ist (1.48).

Nach diesen Vorbemerkungen beweisen wir fiir verschiedene Dichtematrizen p und
p’, p # p’, wobei p’ nichtverschwindende Eigenwerte habe, den Hilfssatz

trplnp’ <trplnp . (6.13)

Werten wir namlich die Spur in der Eigenbasis Y; von p aus, konnen wir uns auf die
Eigenvektoren Y; mit nichtverschwindenden Eigenwerten beschrénken. Schieben wir eine
Zerlegung der Eins mit den Eigenzustéinden Y} von p’ ein, so erhalten wir

trp(lnp’ —1Inp) Z<Y‘pY><Y"lnp—lan>

= Z (Y| Y5) [2pi(In pf — In py)

(6.14)
o}
= > 1(n i) Poiln = .
p Pi
ij
Es gilt fiir positive x die Abschitzung
Inx < (x—1), (6.15)

wobei Gleichheit nur fiir x = 1 auftritt. Wenn die Matrizen p und p’ verschieden sind,
gibt es mindestens ein Paar von Eigenwerten pj und pi, pj # pi, mit Eigenvektoren Y}
und Yy, deren Skalarprodukt nicht verschwindet.

Also folgt der Hilfssatz

trp(Inp’ —1Inp) <Zr<Y V) 12 s ( —?— ZW V5 12 (0} — pi) =

—Z<Y/‘pY><Y ‘Y> Z<Y/‘9Y><Y ‘Y>—trp —trp=0.

(6.16)

Wenn p # p und 0 < A < 1 ist, so ist auch p # p(A) # p. Wir verwenden den Hilfssatz,

wobel wir fiir p’ die Dichtematrix p(A) einsetzen und fiir p die Matrizen p und p. Dabei

nehmen wir die Spur iiber den Unterraum, der orthogonal zum Nullraum von p(A) ist.
Aus dem Hilfssatz folgen dann die Ungleichungen

troIn(Ap+ (1 —=A)p) < trplnp, (6.17)
: .

trpln(Ap+ (T—A)p) < trplnp.
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Multiplizieren wir die erste Ungleichung mit A, 0 < A < 1, und die zweite mit (1 — A)
und addieren wir, so erhalten wir

tr(Ap + (1= A)P) In(Ap + (1= A)p) < Atrplnp+ (1 —A) trplnp . (6.18)

Drehen wir schliellich das Vorzeichen um, so erhalten wir fiir die Entropie von Mischun-
gen von p mit p, p #£ p, fir 0 <A <1

S[p(A)] > AS[p] + (1—A)S[p] . (6.19)

Die Entropie eines Gemisches ist grofler als die anteilige Summe der Entropien der
Bestandteile. Entropie nimmt durch Mischen zu.

Das Gemisch p(A) 148t sich aus Gemischen p(A7) und p(A2) mit benachbarten Mi-
schungsparametern 0 <Ay <A <A, < 1 mischen (1.52).

A — A A—A
2" o)+ ‘

A) =
P(A) =55 A — A

p(A2) (6.20)

Demnach ist die Entropie S[p(A)] eine konkave Funktion des Mischungsparameters A.

M A o) 4

Slp(A)] > . N

Slp(A2)] (6.21)

Zufillige Storung der Zeitentwicklung ist ein Mischprozel und erhoht die Entropie.
Stellen wir uns in Abbildung (1.1) vor, daf die
Teilchen im Strahl durch ein unvollkommenes Va-
kuum fliegen, und beriicksichtigen wir nur die bei-
den Alternativen, dafl mit Wahrscheinlichkeit A
kein Atom des Restgases den Strahl stort und daf3
mit Wahrscheinlichkeit (1—A) ein Atom den Strahl
stort. Bezeichnen wir die Gemische, die sich oh-
ne und mit Storung entwickeln als p und p, so
A 1 liegt am Eingang des Meflapparates das Gemisch
Ap+(1—A)p vor, falls die Storung durch das Rest-
atom zufillig, also unabhéngig von der Pripara-
tion in der Quelle, erfolgt.

MiBt man das Gemisch p mit einem Apparat B,
dessen MeBwerte nicht entartet sind und der nicht mit p vertauscht, so ist die Entropie
der Wahrscheinlichkeitsverteilung dieser Werte grofler als die Entropie des Gemisches
selbst. Denn bezeichne A; die Eigenzusténde von B, so tritt der i-te Mewert mit Wahr-
scheinlichkeit p; auf,

Abbildung 6.1: Entropie als konkave
Funktion des Mischungsparameters

/\ |p/\ Z pn in in — | <A1|Yn> |2 . (622)

Das ist die Wahrscheinlichkeit Pi,,, dal der i-te MeSwert auftritt, falls Y, vermessen
wird, mal der Wahrscheinlichkeit py,, dal Y, im Gemisch p = ) pn [Yn) (Yn| vorliegt.
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Die dabei auftretenden Koeffizienten Py, sind Matrixelemente einer doppelt stocha-
stischen Matrix P, deren Zeilen und deren Spalten Wahrscheinlichkeitsverteilungen sind,
das heifit, ihre Matrixelemente sind nicht negativ und sind fiir jedes n eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung iiber den Werten von 1 und fiir jedes i eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung iiber den Werten von n,

Pin 20, Y Piu=1, Y Piu=1. (6.23)

Die Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung der nichtentarteten MeBwerte von B,
die sich beim Vermessen des Gemisches p ergibt, ist S(B,p) = — ) ; pilnpi. Um zu
zeigen, daf} sie grofler ist als die Entropie, wenn wir dasselbe Gemisch mit einem Apparat
vermessen, dessen nichtentartete Eigenzustidnde die Eigenzustidnde von p sind, S(A, p) =
— > . Pnlnpy, untersuchen wir die Differenz, verwenden p; = > pnPin,

S(B,p) —S(A,p) == pilnpi+ ) palnpn =) pn(—()_ Pilnpi)+Inp,)

schieben im zweiten Term ) ; Pin =1 ein,

=3 puPin(—lnp;i +lnpy) an in In(pn/Pi)

und schétzen den Logarithmus nach unten durch Inx > 1—1/x ab (6.15),
>ZP1TL :Z anPin)_Z(piZPin)
_an Zp1—1—120 (6.24)

Also ist, wie behauptet, die Entropie des Gemisches eine untere Schranke fiir die Entro-
pie der Wahrscheinlichkeitsverteilung jeder nichtentarteten Messung, die am Gemisch
vorgenommen wird.

6.2 Gleichgewicht

Wenn in Abbildung (1.1) das zu vermessende System vor der Messung wieder und
wieder gestort worden ist, hingen die Wahrscheinlichkeitsverteilungen der Mefiwer-
te w(i, A, p(t)) nicht mehr davon ab, wann gemessen wird. Nach der von-Neumann-
Gleichung (4.7) vertauscht in solch einer Situation die Dichtematrix p mit dem Hamil-
tonoperator

ihop(t) =[H,p] =0 (6.25)

und beide haben gemeinsame Eigenzustinde A;

H/\i = Ei/\i y p/\l = pi/\i . (626)
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Da bei jeder vorhergehenden Stoérung die Entropie zugenommen hat, erwartet man,
solche Gemische p zu finden, in denen die Entropie so grofl wie méglich geworden ist.
Solche zeitunabhéngige Gemische, deren Entropie so grof3 wie mdglich ist, definieren
thermodynamisches Gleichgewicht.

Wird zum Beispiel Energie des Gemisches mit der Umgebung so ausgetauscht, dafl
der Mittelwert den festen Wert (E) hat — solch eine Umgebung nennt man ein Wér-
mebad — so ist im thermodynamischen Gleichgewicht die Entropie als Funktion der
Eigenwerte p; maximal, wobei die Eigenwerte p; den Nebenbedingungen ) . p; = 1 und
> . piEi = (E) unterworfen sind. Wir berticksichtigen die Nebenbedingungen mit La-
grangeschen Multiplikatoren o« und 3 und maximieren die Entropie einer Dichtematrix,
deren Eigenzustinde Energieeigenzustinde? sind,

S==) pjlnpi+a(1—=) p))+BE) =D pE). (6.27)

Ableiten nach o und B ergibt die Nebenbedingungen und Ableiten nach p; (9,,p; = 8')
fiithrt auf

Demnach ist p; durch die Boltzmannverteilung gegeben,

pi(B) = Z(B)

Den Normierungsfaktor Z(f3) bestimmt man aus der Nebenbedingung ) ; p; = 1. Er
ist die Zustandssumme,

(6.29)

1

Z(B)=) e PE=3 g(E,)e Ptr. (6.30)

Dabei wird im ersten Ausdruck iiber alle Zustéinde summiert. Im zweiten Ausdruck wird
iiber unterschiedliche Energien E, summiert; die mehrfachen Beitrdge von Zustdnden
gleicher Energie werden mit dem Entartungsgrad g(E,.) zusammengefaf3t.

Der Parameter 3 hat die Dimension einer inversen Energie. Sein Inverses nennt man
die Temperatur T der Boltzmannverteilung,

1
=—. 6.31
B=1 (6:31)
Denn setzt man ein abgeschlossenes System aus zwei Boltzmannverteilten Gemischen
mit 37 # 2 zusammen, so hat es noch nicht maximale Entropie und ist noch nicht
im thermischen Gleichgewicht. Hat sich dieses Gleichgewicht mit maximaler Entropie

2 Anderenfalls wire die Entropie des Gemisches kleiner als die Entropie der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung der Energiezustédnde und demnach nicht maximal. Denn die Entropie des Gemisches ist eine
untere Schranke fiir die Entropie der Wahrscheinlichkeitsverteilung der Mefiwerte jeder anderen Mes-
sung am Gemisch.
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nach einiger Zeit eingestellt, so liegt eine Boltzmannverteilung mit einer gemeinsamen
Energieskala T =1/ vor.

Man kann die Temperatur aus der Nebenbedingung > ; piEi = (E) als Funktion des
Energieerwartungswertes (E) implizit bestimmen,

1

e .. 1 .
B)=) pfi=5) e PFBi=—-0p) e PH=—03InZ(p). (6.32)

Im thermischen Gleichgewicht gibt die Ableitung des Logarithmus der Zustandssumme
Z(pB) den Energieerwartungswert. Durch nochmaliges Ableiten nach der Temperatur,

01 = —1/T% 3y, erhiilt man eine spezifische Wirme,
0
57 (E(T)) = B*(3p)* In Z(B) . (6.33)

Die Funktion Z(f) ist die Laplacetransformierte der Dichte g(E) der Energieeigenzu-
stande.

Die Entropie der Boltzmannverteilung héngt eng mit der Zustandssumme und dem
Energiemittel zusammen.

S==) pilnpi=—) e_;Ei (—BEi —InZ) =B (E) +InZ (6.34)

Mit der freien Energie F = (E) — TS gilt daher
Z=ePF (6.35)

und die Boltzmannverteilung schreibt sich als
py=e PIETT) (6.36)

Die Wahrscheinlichkeiten p; hédngen nur von Energiedifferenzen und nicht vom absoluten
Wert der Energie ab. Auch thermodynamisch ist der Wert der Grundzustandsenergie
irrelevant. Die Behauptung ,,Kaltes Helium verfestigt sich nicht, weil die Grundzustands-
energie nicht verschwindet® tduscht Verstdndnis nur vor.

Wenn kein Warmebad den mittleren Energieinhalt des Systems p einstellt, fehlt in
Gleichung (6.27) der Lagrangesche Multiplikator mit B und die Uberlegungen laufen so
ab wie mit 3 = 0. Die Entropie wird maximal bei Gleichverteilung p; = 1/N, wobei N
die Dimension des Hilbertraumes ist. Dann hat die Entropie den Wert

S=InN. (6.37)

Ist die Dimension N unendlich, gibt es keinen Zustand maximaler Entropie.

Wichtige Spezialfille von Systemen im thermischen Gleichgewicht sind der harmoni-
sche Ostzillator und das Zweizustandssystem. Wahlt man eine verschwindende Grundzu-
standsenergie, so ist das Energiespektrum des harmonischen Oszillators

E.=mn& n=0,1,2,... (6.38)
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Die zugehorige Zustandssumme ist eine geometrische Reihe,

00 1
— § —Bén _
ZBoson — € — 1_ o BE . (639)
n=0

Beim Zweizustandssystem hat E,, dieselbe Form, aber n durchlauft nur die Werte 0
und 1. Die Zustandssumme ist dann so einfach, wie sie nicht einfacher sein kann,

ZFermion — ] + e—BS . (640)

Betrachten wir € als die Energie eines Teilchens, dann sind die Energien eines har-
monischen Oszillators diejenigen von identischen Bosonen, deren Energien sich addieren
und von denen n =0, 1, ... in demselben Zustand sein konnen. Das Zweizustandssystem
gehort zu einem Fermion, das keinmal oder einmal, aber wegen des Pauli-Verbots nicht
ofter, denselben Zustand besetzen darf.

Den Energieerwartungswert bestimmt man mit (6.32),

e I
<E>Boson = ﬁ ) <E>Fermion = m .

(6.41)

Kompliziertere Systeme bestehen oft aus mehreren, verschiedenen Bosonen und Fer-
mionen, zum Beispiel aus Photonen mit unterschiedlichem Wellenvektor 12, die wechsel-
wirkungsfrei aus Teilsystemen zusammengesetzt sind.

Wir bezeichnen genauer ein System als frei zusammengesetzt, wenn der Hilbertraum
ein Produktraum H = H; ® H; ist und wenn der Hamiltonoperator H = H1 @ 1+ 1® H,
sich aus Hamiltonoperatoren der Teilrdume zusammensetzt. Dann gibt es Energieeigen-
zustdnde /\; «, wobei 1 eine Basis von H{; und « eine Basis von }, abzéhlt, deren Energie
sich aus den Teilenergien zusammensetzt.

Ei,oc = E] (1) + Ez((X) (642)

Die Zustandssumme des Gesamtsystems ist in solch einem Fall das Produkt der einzelnen
Zustandssummen

7 = Z e BEI(V+E2()) Ze—BEl(i] Ze—BEz(fx] =775, (643)
i, i [0
und die Energieerwartungswerte addieren sich.

(E) = (E1) + (E2) (6.44)

In einigen Systemen, zum Beispiel beim Wasserstoffatom oder beim freien Teilchen,
divergiert die Zustandssumme. Solch ein System, das heifit die Menge seiner Zusténde,
mufl man durch Randbedingungen auf einen Kasten beschréinken: man kann kein unend-
lich ausgedehntes System mit einem Wéarmebad ins thermische Gleichgewicht bringen.
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7.1 Lorentzresonanz

Wir betrachten einen Hamiltonoperator mit kontinuierlichen Energien und kontinuums-
normierten Energieeigenzustédnden Ag ,

HAE,‘p = EAE,‘p </\E,p |AE’,p’> = 5(1:_ — E/)é(p — p/) . (71)

Die Variable p unterscheidet energieentartete Zustande. Stellen wir Zustinde W(t), die
die Schrodingergleichung erfiillen, als Linearkombination dieser kontinuierlichen Basis
dar, so hat W(t) folgende Form

W(t):JdEdp Aep B(E,p)e v B(E,p) = (A |¥(0)) . (7.2)

Ein MeBapparat, der nachpriift, ob der normierte Anfangszustand W(0) vorhanden ist,
findet zur Zeit t diesen Zustand mit der Wahrscheinlichkeit

w(t) = la(t)?, (7.3)
alt) = (¥(0) [ (1)) = [dE[F(E)EeFE, (7.4)

wobei
FE)R = jdp Aty [W(0)) 2 (7.5)

die Wahrscheinlichkeitsdichte ist, bei einer Energiemessung den Wert E zu erhalten.
Diese Wahrscheinlichkeit w(t), das anfangliche Teilchen noch vorzufinden, nimmt mit
der Zeit t exponentiell ab, wenn es sich bei dem Zustand um eine Lorentzresonanz

I 1 1 I
ForenzF— - 53 T = . .7 ForenzF— 2= — ) 7.6
el ®) =\ 37 gy PP = e (76)

handelt. Hierbei ist Ey die Resonanzenergie und I' > 0 die Breite der Resonanzkurve.

Allerdings sind die Resonanzenergie und Breite einer Lorentzresonanz nicht als Ener-
gieerwartungswert (H) und Energieunschérfe AH definiert. Diese Groflen divergieren,
weil die Funktion F(E) nicht schnell genug abféllt (vergleiche Abschnitt (2.2)). Es erfiillt
Y(t) = exp(—iHt/h)¥(0) die integrierte Schrodingergleichung, aber W(t) ist zu keinem
Zeitpunkt differenzierbar, ||[HY(t)|| divergiert.
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Man kann die Amplitude

r e—%Et
aLorentz(t) - E[ JdE (E — Eo)z n FTZ (77)

mit dem Residuensatz auswerten, weil man fiir positive (negative) Zeiten den Integrati-
onsweg in der unteren (oberen) komplexen Halbebene schlieflen kann, und erhélt

aLorentz(t) - e_iﬁEOte_ﬁ . (78)

Es nimmt also die Wahrscheinlichkeit w(t), zur Zeit t > 0 die Lorentzresonanz noch
vorzufinden, exponentiell ab.

Weiorentz (t) =€ YT fir t>0 (7.9)

Die Lebensdauer ist die inverse Breite, T = h/I", was als Unschérferelation
AtAE > h/2 (7.10)

gelesen wird. Diese Unschérferelation ist allerdings problematisch: AE divergiert und
nicht t wird gemessen sondern die Eigenschaft, zur Zeit t noch die Lorentzresonanz W(0)
ZU sein.

Die Breite I ist die Zerfallsrate des exponentiell zerfallenden Zustandes

1 d

Der Gleichung (7.4) entnimmt man, dafl die Phase von ¥ (E,p) ohne Bedeutung ist.
Dies ist verstindlich, denn jede kontinuumsnormierte Basis Ag , = e (BEPIAL  mit
beliebiger, reeller Funktion @(E,p) héitte ebenso gut verwendet werden kénnen. Es gibt
namlich, anders als bei Ort und Impuls, keinen zum Hamiltonoperator konjugierten
Operator T mit Vertauschungsrelation [T, H] = ih. Solch ein Operator wére in einer
Energiebasis T = ihdg und wiirde die relativen Phasen der Basis Ag , fixieren.

Ebenso ist das Vorzeichen von I' ohne Bedeutung, wie man an (7.7) sieht. Die Zer-
fallsrate ist |T'].

7.2 Abweichungen vom exponentiellen Zerfall

Streng genommen gibt es keine Lorentzresonanz, weil jeder realistische Hamiltonopera-
tor ein nach unten beschrinktes Spektrum hat (PY(E,p) = 0 fir E < E,), und weil
der Energieerwartungswert endlich sein muf. Die Lorentzresonanz ist also fiir kleine
und grofle Energien unrealistisch. Es gibt auch streng genommen keinen exponentiellen
Zerfall.

Es gibt keine Zustéande, die der differentiellen Schrodingergleichung ihdo¥ = HY genii-
gen und die zu allen Zeiten einem exponentiellen Zerfallsgesetz geniigen. Es ist ndmlich
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w(t) eine Wahrscheinlichkeit, die differenzierbar ist, wenn W(t) differenzierbar ist, und
die zur Zeit t = 0 maximal ist, w(0) = 1. Daher verschwindet dann ihre Zeitableitung

d
aw(tht:o =0 (7.12)
und exponentieller Zerfall ist fiir kleine Zeiten unméglich.

Alle Abweichungen vom exponentiellen Zerfall beruhen darauf, daf die Zerfallsproduk-
te wieder den urspriinglichen Zustand aufbauen. Dies sieht man mit folgender Zerlegung

der Amplitude
alt+t) = (W0)|¥(t +t)) = <\y(0) ‘e*%Hte*%Ht’xy(ow . (7.13)
Schiebt man zwischen die e-Funktionen eine Zerlegung der Eins!

1= [¥(0)) (W) + > [Va) (Yul , (7.14)

wobei die Zustiande Y, den Anfangszustand W(0) zu einer Orthonormalbasis erginzen
und fiir die Zerfallsprodukte stehen, so sieht man

a(t+t) = a(talt) + Y <\y(0) ‘e_iﬁHtYn> <Yn‘e—%Ht/\y(0)> : (7.15)

Der letzte Term ist die Amplitude fiir Zerfall und Wiedererzeugung des Anfangszustan-
des. Verschwinde dieser letzte Term, so ergibe sich die Relation a(t+ t') = a(t)a(t’)
und daraus exponentieller Zerfall. Da die Zerfallsprodukte den Ort des Geschehens ver-
lassen, wobei ihre Dichte abnimmt, sollte man bei lokalen Wechselwirkungen vermuten,
daBl Abweichungen vom exponentiellen Zerfall nur bei Zeitauflosungen zu beobachten
sind, die klein gegen die Flugdauer sind, innerhalb derer sich die Zerfallsprodukte so
verdiinnen, dafl die Wiedererzeugung vernachléssighar wird.

Auch fiir grole Zeiten mufl es Abweichungen vom exponentiellen Zerfall geben, falls
der zerfallende Zustand durch Wirkung des Hamiltonoperators H wihrend der Zeiten
t < 0 erzeugt worden ist. Die Forderung, dafl die Schrodingergleichung auch zu negati-
ven Zeiten gegolten hat, ist allerdings nicht zwingend: was bei Praparation und Messung
geschieht, hangt vom Aufbau der Quelle und des Meapparates ab und wird nicht un-
bedingt durch den Hamiltonoperator H beschrieben (vergleiche Abschnitt (5.6)).

Akzeptieren wir aber (7.2) fiir alle Zeiten, so ist der Betrag der Amplitude a(t) fiir
positive Zeiten genau dann exponentiell abfallend und durch Ce™** mit positiven Kon-
stanten C und T beschrinkt, wenn |a(t)| < Ce™I*V/T zu allen Zeiten gilt. In diesem Fall
ist die Fouriertransformierte

ooy [ dt _iEt
a(E) —J\/He a(t) (7.16)

!Das Zeichen Y ist der griechische Buchstabe Ypsilon.
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eine analytische Funktion komplexer Energien E im Streifen [J(E)| < h/7, die zudem
fiir reelle Energien E = E* < E,;;, unterhalb der Minimalenergie verschwindet, wenn
die Energie nach unten beschréinkt ist. Daher mufl a(E) verschwinden. Dies steht aber
im Widerspruch zu a(t) = J'\/—efl»Et a(E) und a(0) = 1. Daher kann der Betrag
der Amplitude a(t) nlcht exponentiell beschrankt sein sondern muf fiir grofle Zeiten
langsamer abfallen.

7.3 Goldene Regel

Ein Energieeigenzustand kann nicht zerfallen, da aus W(t) = e~ REYY(0) fiir reelle Energie
E sich w(t) = 1 ergibt. Herleitungen des exponentiellen Zerfallsgesetzes fiir einen Zu-
stand, dem eine definierte Energie zugeschrieben wird, widersprechen sich daher selbst.
Auch kann die Energie E keinen negativen Imaginérteil I'/2 haben. Dies wiirde zwar zu
w(t) = e~ fithren und wird verwendet, um zerfallende Zustdnde zu parametrisieren
ohne die Zerfallsprodukte beschreiben zu miissen. Aber ein Hamiltonoperator, der die
Zeitentwicklung eines zerfallenden Zustandes vollstéindig beschreibt, mufl auch die Zer-
fallsprodukte und ihre Zeitentwicklung beschreiben. Er mufl hermitesch sein, damit W(t)
zu allen Zeiten normiert bleibt, und kann nur reelle Eigenwerte haben.

Betrachten wir einen Hilbertraum, der von einem normierten Zustand Y, beispielsweise
einem angeregten Wasserstoffatom mit n > 2, und von dazu orthogonalen, kontinuums-
normierten Basiszustdnden Ag , mit E > E,;, aufgespannt wird

(i) =1, (YAep) =0, (Aep|Aep)=0dE—-E)3(p—p’). (7.17)

Bei den Kontinuumszustdnden denke man an die Zweiteilchenzustédnde des abgeregten
Atoms und eines Photons. Diese Paarzustdnde gibt es, da die moglichen Energien von
Photonen kontinuierlich sind, mit einem Kontinuum moglicher Energien, unter anderem
mit der Energie des angeregten Atoms.

Die Basiszustdnde seien der Zerlegung des Hamiltonoperators angepafit,

H = Ho + Hin . (7.18)

Der Zustand Y sei ein normierter Hy-Eigenzustand mit einer Energie Eg > E, ;. Der
Anteil H;,; bewirke eine Wechselwirkung (int=Interaction) mit den Zusténden Ag ,,, die
mit einem Entartungsindex p als verallgemeinerte Eigenzustdnde zum kontinuierlichen
Spektrum von Hy gehdren

H()Y - E()Y, HO/\E,p - F—/\E,p y E Z Emin- (719)

Die Energie E der Paarzustinde von Atom und Photon ist kontinuierlich, weil die denk-
baren Energien von Photonen, E = hw = c|p|, kontinuierlich sind. Die Zweiteilchenzu-
stande Ag , von Atom und Photon sind energieentartet, denn das Photon kann in alle
moglichen Richtungen auslaufen.
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Wir betrachten die Amplitude
(Aeple i) (7.20)

fiir den Ubergang des normierten Ho-Eigenzustands Y in dazu orthogonale, kontinuums-
normierte Ho-Eigenzustéinde Ag ;, in niedrigster Ordnung in der Wechselwirkung Hiy
und entwickeln zu diesem Zweck e~ "'t in eine Taylorreihe in tH;,. Die Koeffizienten

der Reihe entnehmen wir durch wiederholtes Differenzieren der Relation

1
dre ) :J dze*A N 9\ A e172IAMN) (7.21)
0

Diese Relation beweist man durch Entwickeln beider Seiten (vergleiche auch (A.48))

Zr]u ZAn Fl0AA)A Zk;ZUJdZZ —2)'AR(A) AL (7.22)

n

mit der kombinatorischen Formel

1 k!l
Jo dzz* (1 —2)' = RCEEIR (7.23)

Entwickeln wir mit (7.21) den Zeitentwicklungsoperator e~ w Mt nach Hiyet, so verschwin-
det die Ubergangsamplitude in niedrigster Ordnung und ist bis auf Terme hoherer Ord-
nung gegeben durch

. ; 1 : :
<AE‘p ‘e—%HtY> - —%t (Ae.p |Hinm>J dze ket k(1-2)tEo | (7.24)
0
Hierbei haben wir die Hy-Eigenwertgleichungen verwendet.
In dieser Ordnung wird die Wiedererzeugung von Y aus den Zerfallsprodukten und
die Wechselwirkung der Zerfallsprodukte nicht erfafit.
Die z-Integration ergibt

e—HEt _ o~ Eot

</\E‘p‘e*%Hw> = Ay V) =g+ - (7.25)

Die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t einen Zustand Ag ;, im Ho-Energiebereich A vorzufin-
den, ist durch das Betragsquadrat dieser Amplitude bestimmt und niedrigster Ordnung
durch

sin? (& (E=Fol
w(At) = J dEdp [ (Agp |Hine ) |2 (giEo )22 )
A
2

gegeben. Wegen (A.8) gilt fiir geniigend grofie Zeiten t etwa

(7.26)

w(A, t) 27
t T h

[ dEdp | (A [Hu) P3(E - Eo (7.27)
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Allerdings darf nicht der Grenzwert t — oo genommen werden, weil sonst hohere Poten-
zen von tH;,; nicht mehr vernachléssigt werden konnen. Insbesondere muf die Zeit t klein
gegen die Lebensdauer des zerfallenden Zustandes bleiben: fiir gréflere Zeiten nimmt die
Wahrscheinlichkeit, Zerfallsprodukte zu finden nicht mehr linear mit der Zeit zu. Fiir
kleine Zeiten t, die grof§ genug fiir die Naherung (A.8) sind, deuten wir M als Ablei-
tung —‘3—”: der Wahrscheinlichkeit, den zerfallenden Zustand noch vorzufinden, und lesen
die Zerfallsrate ab.

rGoldene Regel — 27 JdEdp | <AE,‘p |HintY> |2 6(E - EO) (728)

Die Zerfallsrate setzt sich additiv aus partiellen Zerfallsraten dI" von verschiedenen Pro-
zessen zusammen

Al = 27t 8(E — Eo) [ {Ag,p | Hine Y) > dEdp . (7.29)

Bei dieser Standardherleitung der Goldenen Regel ist die Zeit t geniigend grof}, denn
kein quantenmechanisches System kann fiir kleine Zeiten exponentiell zerfallen (siehe
Abschnitt (7.2)). Zusétzlich ist diese Zeit t klein gegen die Lebensdauer t. Es ist be-
merkenswert, wie gehorsam die Textbuchherleitung der Goldenen Regel von Studenten
akzeptiert und von Dozenten vorgetragen wird. Die Annahmen {iiber t schliefen sich
im Grenzfall gegenseitig aus und Fehler, die man fiir mittlere Zeiten macht, die sowohl
geniigend grof} als auch geniigend klein sind, sind nicht leicht abzuschétzen.

7.4 Zerfall ins Kontinuum

Man kann die Zeitentwicklung des zerfallenden Zustandes ohne Naherungen exakt durch
Integrale angeben. Die Goldene Regel ergibt sich im Grenzfall kleiner und nichtresonanter
Ubergangsamplituden.

Ein allgemeiner Zustand schreibt sich mit einem Entwicklungskoeffizienten 1y =
(Y|¥) und einer Wellenfunktion P(E,p) = (Ag,|¥) in der Basis (7.17) als Linear-
kombination

Y=Y+ [dEdp Ac, G(E D), B(EP) =OHrE<Ew. (T30

Die Wahrscheinlichkeit wq (A, W), bei einer Messung von ¥ die zu Hy gehérende Ener-
gie im offenen Intervall A zu finden, betragt

2 f
wolA ) { JAdEdp W(E, p)| alls Eo ¢ A

2 dEd Ep)? falls Esg €A (7:31)
[Wol* + [,dEdp [W(E,p)|* falls Eo €

Es tragt also der Anteil Yo zur Wahrscheinlichkeitsdichte der Energie eine scharfe Linie
bei Eq bei, die schiirfer als jede Detektorauflosung A ist und deren Fliche \po|? betrigt.

Die Wechselwirkung Hi, = HiTnt bewirkt Ubergéinge vom normierten Ho-Eigenzustand
Y ins Kontinuum und umgekehrt

MY = [dEdp Ac, v(E D), HinAey =V (ED)Y, (7.32)
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V(E,p) = (Aep [HimY) - (7.33)

Die Matrixelemente (Y|HinY) und (Ag p |HineAgp) verschwinden in unserer Mo-
dellrechnung. Dies ist keine wesentliche Einschrankung, wir konnen uns solch einen
Teil der Wechselwirkung in Hy absorbiert vorstellen. Ebenso verschwindet v(E,p) =
</\E,p |HintY> fiir E < Epin.

Der Operator Hyy ist auf Y nur definiert, falls |[H;, V|| < oo ist.

JdEdp V(E,p)* < oo (7.34)

Wie klein die Amplitude v(E,p) fiir Uberginge ins Kontinuum auch ist, wenn sie
bei einer Energie E; nicht fiir alle p verschwindet, so gibt es keinen normierbaren
H-Eigenzustand mit dieser Energie. Die Gleichung (H — E;)¥ = 0 bestimmt namlich
die Energiewellenfunktion

v(E, p)
E,p) =— 7.35
ll)( )p) E_ E‘] 11)0 ( )
und die Energie E; durch die gap-Gleichung (Energieliickengleichung)
00 E 2
By —Eo = —J aeap MEPI (7.36)
Emin E - E1

Nur wenn [dp [v(Eq,p)|* verschwindet, ist P(E,p) eine quadratintegrable Funktion.
Ist die Wechselwirkung v(E,p) gentigend grof3, so gibt es unterhalb der kontinuierli-
chen Energien, dort verschwindet v(E, p), einen normierbaren H-Eigenzustand, denn die

Energieliickengleichung (7.36) hat fiir E; < Ei, genau eine Losung, wenn

. o v(E,p)?
- > — i .
eE%E—J dEdp E—Enint+€ ™ Eo = Euin (7.37)

Emin

ist. Es ist ndmlich die linke Seite von (7.36) eine monoton steigende Funktion von E;
und die rechte Seite fillt monoton ab. Zudem ist fiir stark negative E; die linke Seite
von (7.36) kleiner als die rechte, fiir By = E,;, ist die linke Seite grofler als die rechte,
wenn die Wechselwirkung v(E, p) geniigend grof3 ist.

Wir untersuchen nun die Zeitentwicklung des Zustandes W(t) = e*ithY’, der zur Zeit
t = 0 als normierter Eigenzustand Y des ungestérten Hamiltonoperators Hy prépariert
worden ist. Die Amplitude a(t) dafiir, dafl bei Messung zur Zeit t der Anfangszustand
gefunden wird, ist das Matrixelement

a(t) = <Y‘e—%HtY> . (7.38)

Wir nutzen den Residuensatz und stellen e wHt als Wegintegral iiber einen Weg I' dar,
der das Spektrum von H in der komplexen Ebene gegen den Uhrzeigersinn umlauft.

i 1 i 1
—gHt _ d —=tz )
¢ zmi zen z—H (7.39)
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Die Formel kann mit dem Residuensatz fiir den Fall eines diskreten Spektrums
HAL = EqAn mit W(0) = ), Az leicht bestétigt werden

und gilt auch fiir kontinuierliches Spektrum.

Die negative Resolvente (z—H)~" kann als geometrische Reihe geschrieben werden. Es
gilt namlich fiir Operatoren A und V, wenn A invertierbar ist und |A~'V| < 1 geniigend
Kklein ist,

A-V)'=A01-ATV) ' =1-ATV)TAT = i(A_]V)“A_] . (7.40)

n=0

Wir schreiben daher

1 1 L. a1
z—H:z—Ho—Hint:T;)(Z—HOHM) z—Hy

(7.41)

Die Potenzen von (z — Hg) ™ "Hjy sind auf Y leicht anzuwenden, da Y Eigenzustand zu
((z—Ho) "Hin)? ist. Mit der Notation

IV(E)]? = Jdp v(E, p)I? (7.42)
gilt
1 v(E,p)
. - 4
— Hine Y JdEdp Aep——F (7.43a)
1 2 1 IV(E)]?
. = E . 4
(Z—HoHlm) Y — Jd — 7 (7.43b)

Zum Matrixelement <Y‘ (z— H)_]Y> tragen demnach nur die geraden Potenzen von
(Z — ]"[0)_1 H;,; bei.

<Y 1 Y>=Z( 1 JdEIV(ENZ)n 1 —(z—Eo—JdEW(E)E'z)] (7.44)

z—H z—Ey z—E’ z—EFy z—
Fir a(t) folgt dann wegen (7.38) und (7.39)

n

1 i 1
a(t) = —% dze n=t ) 7.45
e e A v (74

Wir wihlen den Integrationsweg I' gegen den Uhrzeigersinn um das Spektrum so, dafl
wir mit festem Imaginérteil € > 0 die Punkte z = x + ie von x = 00 zu x = —o0
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durchlaufen und danach die Punkte z = x —ie von x = —oo0 bis x = co. Dann ist das
komplexe Wegintegral die Differenz zweier Integrale iiber die reelle Achse.
Das Integral hingt nicht von € ab. Wir werten es im Grenzfall € — 0+ aus.

i [ i - 1

a(t) = lim —J dx (e wt(x+ie) — (e = —¢€) 7.46
e—0+ 270 Jg ( x +ie —Eo + [dE é\i(f,)'lze ) (40

Wie in Anhang A.1 gezeigt, hat der Nenner

V(E)]?
f(x) = x + ie — Eo + JdEL”. (7.47)
E—x—ie
fiir e — 04 den Grenzwert
V(E/ 2

f(x) =x — Eo + J[ dE"(%X)' +inV(x)]? | (7.48)

wobei § das Hauptwertintegral bezeichnet.

Falls V(x) geniigend klein ist, so dafl kein gebundener Zustand existiert, der die gap-
Gleichung (7.36) 16st, so verschwindet der Nenner f nirgends.

Der zweite Beitrag zu a(t), den man durch die Ersetzung von € durch —e erhilt,
ergibt den konjugiert komplexen Nenner f*. Daher ist der Integrand von der Form

P o o
—stx(_ _ — —ztx
R () me () (7.49)
und a(t) ist
a(t) = JdEe%EtyF(E)F (7.50)
E
F(E) = \V/(E/)E _ . (7.51)
E—Eo + f dE/MELEE 4 imv(E) 2

Der zerfallende Zustand ist durch die Ankopplung an das Kontinuum nicht ldnger ein
Energieeigenzustand, sondern eine Resonanz dhnlich der Lorentzresonanz, denn fiir klei-
ne Ubergangsamplitude V(E) ist F(E) nahezu die in (7.6) gegebene Funktion Fropent(E).
Die Abweichungen von der Lorentzresonanz fithren zu Abweichungen vom exponentiellen
Zerfall.

Im Nenner von F(E) dominiert der Realteil

V(E'+E)1

= (7.52)

Rf(E) =E—Ey —f—J[dE’
auBer in einer kleinen Umgebung der Nullstelle E von Rf(E). Der Zihler V(E) beseitigt
die unphysikalischen Ziige der Lorentzresonanz. Er sorgt dafiir, dafl die Energiewellen-

funktion fiir E < E,;, verschwindet und verbessert das Hochenergieverhalten, so dafl
HY endliche Norm hat. Es existieren dann (H) und AH, allerdings hingen diese Groéfien
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vom Verhalten von V(E) fiir E # E ab und brauchen nicht mit der Resonanzenergie und
der Breite iibereinstimmen.

Wenn sich in der Umgebung der Nullstelle von PRf(E) der Imaginérteil des Nenners
von F(E) nicht stark verdndert, kénnen wir ihn dort durch 7t/V(E)|? nihern und erhalten

ungefahr
F(E) ~ V(E) (7.53)
(E—E)(1+0¢ dE’M) + i V(E)2

mit der Resonanzenergie E, die durch die Energieliickengleichung RFf(E) = 0 implizit
definiert ist, und der Breite

27 [dp [v(E, p)I?

== . (7.54)
1+ 0; f dE/dpMELER
In niedrigster Ordnung ist dies die Goldene Regel.
rGoldene Regel — 27 JdEdp 6(E - E) | <AE,‘p | HintY> |2 (755)

Die Zerfallsrate eines Zustands, der durch Ubergiinge in ein Kontinuum von Energiezu-
standen zerféllt, ist das 27-fache des Integrals der Betragsquadrate der Ubergangsam-
plitude v(E, p) bei der Resonanzenergie E mal einer Deltafunktion fiir Energieerhaltung.
Genauer zeigt Gleichung (7.51), da8 der zerfallende Zustand kein Energieeigenzustand,
sondern eine Resonanz dhnlich der Lorentzresonanz ist.

Diese Herleitung der Goldenen Regel zeigt, dal eine genaue Berechnung der Uber-
gangsamplitude (Ag ;, |HinY) in hoherer Ordnung Stérungstheorie durch eine genaue
Berechnung des Zeitverhaltens des zerfallenden Zustands ergéinzt werden muf}. Die Gol-
dene Regel gilt in niedrigster Ordnung der Ubergangsamplitude.

Die Approximation (7.53) unterstellt nicht nur, dal V(E) klein ist, sondern auch, daf
V(E) glatt ist und nicht selbst eine Lorentzresonanz mit Resonanzenergie E; und Breite
I ist. Sonst unterdriickt zwar in (7.51) der Nenner f(Eq) ~ (E; — Ep) den Beitrag der
Resonanz bei Ey, wenn aber die Breite Iy klein gegen 27t[V(E)J? ist, so zerfillt zunichst
der Zustand Y schnell als Resonanz mit Energie E bis auf einen kleinen, langerlebigen
Rest der Resonanz mit Energie E; und Breite I7.

7.5 Allgemeingiiltigkeit

Erstaunlicherweise haben wir in (7.50, 7.51) ganz allgemein die Amplitude dafiir ausge-
rechnet, daf} irgendein normierbarer Zustand W(t), der als Wellenpaket aus kontinuierli-
chen Energieeigenzustanden zusammengesetzt ist, mit dem Zustand W(0) {ibereinstimmt.
Sei ndmlich der normierte Anfangszustand Y = W¥(0) aus kontinuierlichen Energieeigen-
zustdnden des Hamiltonoperators H zusammengesetzt. Der Projektor

P=")(Y|,PP=P, 1=P+(1-P), (7.56)
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werde zur Definition des ungestérten Hamiltonoperators
Ho = PHP + (1 — P)H(1 — P) (7.57)
verwendet. Der Zustand Y = PY ist ein normierter Eigenzustand zu Hy
HoY = PHPY =Y (Y |HY) = E,Y (7.58)

mit Eigenwert Eo = (Y|HY), der im Kontinuum der Eigenwerte von Hy liegt.
Die Wechselwirkung

Hie = H— Ho = PH(L — P) + (1 — P)HP (7.59)

macht Uberginge von Y zu dazu orthogonalen Zusténden.

Jeder Zustand Y und jeder Hamiltonoperator H mit kontinuierlichem Spektrum erfiil-
len also die Annahmen, die wir in Abschnitt (7.4) gemacht haben. Durch Wahl des belie-
bigen Zustands Y kann die Funktion F(E) in (7.50) mit den Einschrénkungen F(E) = 0
fiir E < Eppip und [dE IF(E)|?> = 1 beliebig vorgegeben werden. Die Amplitude a(t) nimmt
daher normalerweise nicht exponentiell ab.

Der Zustand zerfillt exponentiell, wenn die Amplitude v(E,p) fiir den Zerfall in das
Kontinuum der Zerfallsprodukte klein ist und nicht selbst resonantes Verhalten zeigt.

7.6 Zerfall bewegter Teilchen

In relativistischer Quantenmechanik ist der Hamiltonoperator H = c¢P° eine Komponente
des Viererimpulses. Zu Lorentztransformationen A, die A% > 1 erfiillen und daher die
Zeitrichtung nicht umdrehen, gehoren unitire Operatoren U(A), die auf Zustdnden mit
ganzzahligem Spin die Lorentztransformationen darstellen.

U(A2A7) = U(A2)U(A4) (7.60)

Fiir halbzahligen Spin und fiir Lorentztransformationen, die die Zeitrichtung spiegeln,
sind die Verhéltnisse verwickelter [15, Kapitel 2]: Zeitumkehr ist als antiunitire Transfor-
mation realisiert und auf Zusténden mit halbzahligem Spin ist die Uberlagerungsgruppe
SL(2, C) der Lorentzgruppe dargestellt. Diese Komplikationen wirken sich aber hier nicht
aus.

Die unitdren Transformationen U(A) bewirken zeitrichtungstreue Lorentztransforma-
tionen der Viererimpulse

U (A)P™U(A) = A™,P™ . (7.61)

Auf einen Viererimpulseigenzustand @, mit P™®, = p™®,, angewendet ergibt U(A)
daher einen Eigenzustand mit lorentztransformiertem Viererimpuls.

PPU(A)D, = U(A)A™, P D, = A™ p"U(A)D, (7.62)
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Fiir zerfallende Teilchen, die sich mit Geschwindigkeit v bewegen, folgt hieraus, daf3
ihre Lebensdauer T, durch Zeitdilatation vergréfert ist.

L (7.63)

Die Relation ist aus quantenmechanischen Griinden nicht mathematisch exakt. Es kann
namlich streng genommen kein Teilchen in Ruhe prapariert werden, dazu wiirde eine kon-
stante, und daher nicht normierbare Ortswellenfunktion gehoren. Arbeitet man, um die
Lokalisationsenergie klein zu halten, mit Wellenfunktionen, die in einem groflen Raum-
gebiet konstant sind und auflerhalb des Gebiets schnell gegen Null gehen, so sieht ein
lorentztransformierter Beobachter in diesem grofien Raumgebiet den Zustand vor langer
Zeit und nach langer Zeit. Hat man schon die Idealisierung vollzogen, dafl der Zustand
exponentiell zerfillt, so entspricht diesem Zerfall fiir einen lorentztransformierten Beob-
achter eine Wellenfunktion, die entgegen der Geschwindigkeitsrichtung exponentiell an-
wichst. Ahnlichen Schwierigkeiten begegnet man, wenn man einen zerfallenden Zustand
als Impulseigenzustand und als Eigenzustand eines nichthermiteschen Hamiltonoperators
beschreiben will. Hat die Energie einen negativen Imaginérteil, so hat der lorentztrans-
formierte Zustand einen komplexen Impulseigenwert. Die entsprechende Wellenfunktion
wéchst dann in einer Richtung exponentiell an.

Betrachtet man Wellenpakete und arbeitet man mit normierten Zusténden, so ist die
Amplitude a(t) (7.4) schon fiir stabile Teilchen zeitabhéngig. Denn Wellenpakete freier,
massiver Teilchen zerflieen, weil sie aus Anteilen mit unterschiedlichen Impulsen und
daher unterschiedlichen Geschwindigkeiten zusammengesetzt sind. Abgesehen davon ist
die Amplitude

(W, (0) [ Wy (1) (7.64)

eines mit Geschwindigkeit v bewegten Zustands aber einfach deshalb zeitabhéingig, weil
er sich mit Geschwindigkeit v bewegt und daher weniger und weniger mit dem Wellen-
paket zur Zeit t = 0 iiberlappt. Um fiir ein nahezu monochromatisches Wellenpaket die
Amplitude dafiir zu bestimmen, dafl der Zustand noch zur Zeit t vorhanden ist, muf}
daher ¥, (t) mit dem um x = vt verschobenen Zustand (3.27) e"®FV*W (0) verglichen
werden.

a,(t) = <e*%ﬁ“wv(0) “Pv(t)> - <wv(0) e%""“te*%'*twv(o» (7.65)

Die mit Geschwindigkeit v bewegten Zustdnde ¥, erhélt man aus ruhenden Zustan-
den Wy, sie sind Eigenzustdnde des rdumlichen Impulses P¥Yy = 0, durch die unitéare
Transformation

Y, =UWAW))Y, , (7.66)
die zur drehungsfreien Lorentztransformation A(v) gehort, zum Beispiel

1 (1 E)
v \Y
A(v) = z \c¢

] (7.67)
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fiir einen in x-Richtung bewegten Zustand. W, ist kein Impulseigenzustand, wenn W,
instabil ist, da Wy kein Energieeigenzustand ist.

Setzen wir (7.66) in (7.65) ein und verwenden wir (7.61), so ergibt sich mit der Notation
Uy, = (ct,—vt,0,0)

<\yo ‘u—1e—%um"mu\yo> - <\yo ‘e—%umuf"’“‘uxyo> - <\yo ‘e—%UmA’“nP“\yo> . (7.68)

Wegen u, y A™, P = /1 — ‘C’—i tcP® und cP°® = H erhalten wir

W v2
e mVITa \yo> = aoy/1-5t). (7.69)

Nimmt die Uberlebenswahrscheinlichkeit des ruhenden Teilchens exponentiell mit einer
Lebensdauer T ab, |ag(t)[? = exp (—t/7), so zerfillt das mit Geschwindigkeit v bewegte
Teilchen langsamer, |a,(t)]? = exp (—/1 —Vv2/c2t/7). Es hat die Lebensdauer

a(t) = <wo

T, = —— . (7.70)

Auf die Frage, ob Beschleunigung die Lebensdauer beeinflufit oder ob quantenmecha-
nische Teilchen ideale Uhren sind und die Wegldnge der Weltlinie messen, gibt es keine
universelle Antwort. Man mufl erwarten, dafl die Art der Beschleunigung wesentlich ist.
So greift zum Beispiel ein Magnetfeld in die Energieverhéltnisse von atomaren Niveaus
ein und Beschleunigung in einem Magnetfeld dndert den Gang von Uhren, die Zeit mit
atomaren Ubergéngen messen. Vergegenwirtigt man sich, daf der Begriff Eigenzeit von
der Lokalisation der Uhr auf eine Weltlinie Gebrauch macht, dafl solch eine Lokalisation
zu verschiedenen Zeiten aber im Widerspruch zur Quantenmechanik steht, erkennt man,
daf} schon die Frage, ob quantenmechanische Uhren die Weglédnge ldngs einer Weltlinie
messen, problematisch ist.






8 Das Wigner-Theorem

8.1 Wahrscheinlichkeitstreue und unitdre Abbildungen

Da die Wahrscheinlichkeit w(i, O, ¥) dafiir, dal der i-te Mewert a; auftritt, wenn der
Zustand ¥ ~ e*¥ mit dem Apparat O vermessen wird, durch (1.1)

W(ly O,ll)) = | </\1|\y> |2 ) O/\l - ai/\i ) (81)

gegeben ist, laBt jede unitére Abbildung U, Uf = U~', der Hilbertraumvektoren ¥
und A; auf UY und UA; sowie der Operatoren auf UOU™" alle Wahrscheinlichkeiten
invariant, denn alle Skalarprodukte und Eigenwertgleichungen bleiben ungeéndert

(UA|UY) = (A|Y) . (8.2)

Ebenso bleiben alle Wahrscheinlichkeiten durch jede antiunitédre Abbildung A erhalten,
das heifit, durch jede invertierbare Abbildung des Hilbertraumes, die

(AAN|AY) = (Y|A) VALY (8.3)
erfiillt. Da das Skalarprodukt im linken Argument antilinear ist,
(AAJAQY) = (aY|A) = a" (Y|A) = a” (AA|AY) = (AA]a*AY) | (8.4)
ist A nicht linear, sondern antilinear,
Ala¥) =ad"A¥Y, AV +A) =(AY) + (AA) . (8.5)

Das Wigner-Theorem besagt: Zu jeder invertierbaren Abbildung T von Zustdnden auf
Zustande, also von Strahlen im Hilbertraum {¥} = {AW,A € C} auf Strahlen

(W) — T(Y}, (8.6)
die alle Wahrscheinlichkeiten erhélt,

(TY|Tx) 2 ¥
(T T) (Tx[Tx) (%) () 0% 8.7)

gehort (falls der Hilbertraum mindestens dreidimensional ist) eine unitdre Abbildung U
oder eine antiunitdre Abbildung A des Hilbertraumes. Dabei ist U oder A durch T bis
auf eine Phase, U’ = ¢!*U oder A’ = e!*A, eindeutig festgelegt.
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Diesem Theorem von Wigner entspricht der elementargeometrische Sachverhalt, daf3
jede lingentreue Abbildung Dreiecke dreht (unitér) oder drehspiegelt (antiunitér). Man
beachte, dal T eine Selbstabbildung der Menge der Strahlen ist, wdhrend U oder A eine
Selbstabbildung des Hilbertraums ist.

Beim folgenden Beweis des Wigner-Theorems wéhlen wir jeweils normierte Représen-
tanten der Strahlen, (W |¥) = (TY|TY) = 1. Wir betrachten eine Orthonormalbasis X;.
Die Strahlen T{x.} = {x1} definieren, bis auf Phasen ¢!*' eindeutig, eine Orthonormal-
basis. Denn aus den Betrigen der Skalarprodukte | (X} |x{) | = | (xx|x1)| = 8% kénnen
die Skalarprodukte

(X Ix1) = 8 (8.8)

eindeutig abgelesen werden, da z = 0 aus |z| = 0 folgt und sich, weil Langenquadrate
positiv sind, (x} |X%) =1 aus | (X% |Xk)| =1 ergibt.

Weil T invertierbar ist, sind die Vektoren X/ nicht nur ein Orthonormalsystem, sondern
eine Basis. Anderenfalls gébe es einen nichtverschwindenden Vektor W', der senkrecht
auf allen xj stiinde, dessen Strahl ein Urbild hétte, {¥'} = T{W¥}. Dann verschwénden
aber alle | (W|xx) | =1 (¥ |xk) | =0, und die ) wiren keine Basis.

Fir k =2,3,..., legen wir die Phasen von x}, relativ zu X} durch das Transformierte

des Strahls

T = {%m +xw)) (8.9)

fest. Die Komponenten cy von T{Y} sind durch

T(YVi) = (V) = {e’Px Z XiCuk} (8.10)
1

bis auf Phasen ePx eindeutig bestimmt. Insbesondere ist fiir k # 1 # 1

[ YD =1 x| V) [ =0 (8.11)
und ]
e =1 YV =1 Vi) | = ﬁ )
] (8.12)
el = 1 Xk [ Vi) 1 =[x [ Vi) | = ﬁ )
also 1
i = {ﬁ(xﬁ e 4 xjee! ™)} (8.13)
Wir wihlen die Phasen der Basis X7, X5, ... so, dafl
1
M) = {E(Xﬁ + 1)} (8.14)

gilt. Diese Wahl 148t eine gemeinsame Phase aller xj, k =1,2,..., unbestimmt.
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Jeder Strahl {¥} = {3, xxWx} wird von T auf einen Strahl {W'} = {3, xi Wi} abge-
bildet. Hierbei sind die Betréage der Komponenten 1y und 1} gleich, denn

Wil = [ {(xx W) | = (X5 W) | = Rl - (8.15)
Weiter gilt

1 1

Tt b = (V) = LYW = b+ (8.16)
Geometrisch bilden die komplexen Zahlen ¢, Py und —(; + Py ) die Seitenvektoren
eines Dreiecks A in der komplexen Ebene, (V1) + (Vi) — (V1 + i) = 0. Die komplexen
Zahlen V7, P und —(P; + Py)’ sind die Seitenvektoren eines zweiten Dreiecks A’
mit gleichen Seitenléngen. Bis auf eine Drehung und Verschiebung, mit der man einen
Eckpunkt und eine Seite in Ubereinstimmung bringt, sind daher beide Dreiecke gleich
oder ihr Spiegelbild.

Algebraisch sieht man das im Fall {7 # 0 folgendermaflen ein: wir multiplizieren mit

V2/lil = V2/1|

N4+a=[1+d], |a?=Id*, wobei a= i3 , a = qi‘ ) (8.17)
Py P
Wegen |1+ al?> =1+ |al* + 2%%a besagt dies
Ra = Ra' (8.18)
und zusammen mit |al® = |a’|?
(Ja=3Jd" oder Ja=-Jd'). (8.19)
Fiir jedes k gilt also, falls 1 # 0,
/ x
% = % oder % = ll)}:* . (8.20)

Schreibt man a = re!® als Produkt einer Streckung um r und einer Drehung um ¢,
so sieht man aus alp; = Py, dal diese Drehstreckung die Dreiecksseite 17 auf die
zweite Dreiecksseite 1y, abbildet. Die Alternative a = a’ gilt, wenn die Léngen beider
Seiten und ihr eingeschlossener Winkel mit den Léngen und dem Winkel im Dreieck
A’ iibereinstimmt, gilt a* = a’, so hat der Winkel im Dreieck A’ das entgegengesetzte
Vorzeichen und A’ hdngt mit A durch eine Drehspiegelung zusammen.

Gruppieren wir die beiden Fille, so gilt insgesamt

{T‘P}Z{Z/X%%lbwr Z/x"‘" —{11)1(2 ""MZ” "‘“)J. (8:21)
k 1

Dabei erstrecken sich die Summen iiber diejenigen Werte von k oder 1, fiir die die eine
oder andere Alternative gilt.
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Tatséchlich kann aber fiir alle k nur eine der Alternativen gelten, wenn sie sich unter-
scheiden. Gébe es nédmlich ein Paar k und 1 mit

WL e, W Wi, b
— =—%#— und 8.22
TR RE W w7 W 822)
dann wére der Betrag des Skalarproduktes mit
1
¢ = ﬁ(X] + Xk +X1) (8.23)

~—

nicht invariant unter T. Gemé&$ (8.21
abgebildet. Aus

V3I{P W) | = b1 + P+ i = V3D [Y) | = W) + W + (8.24)
ergébe sich nach Ausklammern von || = |

T+a+b?=[T4+a+b**, wobei a="% o ynd b:%#b*. (8.25)
1

Yy

wird {¢} von T auf {p'} = {%(X% + X +xU))

Ausmultiplizieren ergibt
T+ al® +[b* +2Ra+2R%b+2R(ab*) = 1+|al* +|bl* +2Ra+2Rb* +2R(ab) , (8.26)
das heif3t
R(ab*) =R(ab) & RaRb+TJaJb =NRaRb—TJaJb < TJaTb =0 (8.27)

im Widerspruch zur Annahme a # a* und b # b*.
Es gilt also fiir jedes W

TW ={) xib} oder TW}={D xiwi}. (8.28)
k K
Von beiden Alternativen muf} bei allen Strahlen
(A =lsba +iud), k=23, (5.29)
dieselbe realisiert sein, sonst géibe es ein k und ein | mit
TIA = (50 +ix) . Tl = (=l — i) (530

Der Strahl {I'} = {%()ﬁ + ixx + ix1)} wird auf {I'"} = {%(xﬁ + ix} +ix})} abgebildet
oder auf {I"} = \/ig()(’1 —ix} —ix(). Im ersten Fall ist der Betrag des Skalarproduktes mit
/Ay nicht invariant,

\/_| ol T|AY =11 +ixx +ixuxs +ixy | =

oA (8.31)
7é‘/7| 6 (T |/\1> | = <X1 +1Xk+1X1|X1 _1X1> =0
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im zweiten Fall der Betrag des Skalarproduktes mit Ay. In jedem Fall miissen I' und alle
Ay linear oder antilinear transformieren.

Dann aber miissen alle Strahlen {¥} genauso linear oder antilinear transformieren wie
die {Ayx}. Denn gibe es ein {V} mit {¥'} = {1} le’l(%)*} mit einem % + (%)*,
wéhrend {A]} ={ \/—(x1 ix})} gilt, dann ergébe sich

V2L (ALY [ = 1 —iti] = (a1 —1117 = V2 (ALY | = [y =] = [i][1 —1(3‘) ¥
(8.32)

also |1+ al?> = [1—a*|? mit a = —ip /APy, und demnach 14|al®> +29Ra = 1+|a]? —2%Ra,
also 0 = Ra = J(P/WP1) im Widerspruch zur Annahme (%)* + %

Ebenso untersucht man die verbleibenden Félle mit {7 = 0.

Wir haben damit das Wigner-Theorem bewiesen: Zu jeder invertierbaren, wahrschein-
lichkeitstreuen Abbildung T von Strahlen auf Strahlen gehort eine unitédre Abbildung U
oder eine antiunitdre Abbildung A von Hilbertraumvektoren,

W:ZXkll)k HUW:ZX;JI)k

oder i b (8.33)
Y=) xabk— A=) Xy -
k k

Die Selbstabbildung des Hilbertraumes, U oder A, ist bis auf eine gemeinsame Phase aller
X} eindeutig durch die wahrscheinlichkeitstreue Selbstabbildung T des Zustandsraumes
bestimmt.

Es ist U linear, U(a¥ 4+ bA) = a(U) + b(UA), und unitér, (UA|UY) = (A|Y),
wéhrend A antilinear, A(a¥+bA) = a*(AY)+b*(AA), und antiunitér ist, (AA|AY) =
S A} = (W]A)

Da A? linear und unitér ist, gehtren zu Transformationen T, die sich als Quadrat
T = T’? schreiben lassen, unitidre Operatoren U im Hilbertraum, denn auch wenn T’
antiunitér realisiert wére, wire das Quadrat dieser Realisierung unitér. Insbesondere
gehoren zu allen Transformationen, die sich wie Translationen und Drehungen durch
wiederholtes Anwenden infinitesimaler Transformationen erzeugen lassen, wenn sie alle
Wahrscheinlichkeiten invariant lassen, unitédre Operatoren im Hilbertraum.

In endlichdimensionalen Réumen hat jede lineare Abbildung einen Eigenvektor. Da die
Transformation A? unitér ist, haben ihre Eigenwerte den Betrag 1 und ein Eigenvektor
erfiillt A2y = e?i*y.

Wenn A%x = X ist, so wird ¥ + Ay auf sich abgebildet. Falls zudem A¥X = —¥ ist,
definieren wir den Hilbertraumvektor als x = ix, falls nicht als x = x + Ax . Er ist nicht
Null und wird von A invariant gelassen

AX=X. (8.34)

Der von x aufgespannte eindimensionale Unterraum wird von A gespiegelt, VA € C :
A(Ax) = A*x, der dazu senkrechte Unterraum wird auf sich abgebildet.
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Wenn der Eigenwert e?'* nicht 1 ist, dann bezeichnen wir Ax als e='*¥, und A wirkt
2o

wegen A2y = e?*x auf diese Zustdande durch

AX =e %y Ay =e%y. (8.35)

Der Zustand ¥ steht senkrecht auf ¥, denn A ist antiunitéar, (x|Ax) = (A(AX)|AX),
und wegen A2Y = e?i*y folgt (1 — e 21%) (x| Ax) = 0. Zudem haben ¥ und ¥ dieselbe
Norm, (|X) = (AX| AX).

Der Unterraum der Vektoren A, die senkrecht auf x oder ¥ und ¥ stehen, wird durch
A auf sich abgebildet, da A antiunitér ist,

(x|N) =0 & (AAJAX) =0 < (AA]x) =0, und ebenso
((X|A) =0und (x|A)=0) < ((AA|AX) =0 und (AA|AX) =0) (8.36)

& ((AA]X) =0und (AA[X) =0) .
Da in diesem Unterraum wiederum ein Eigenzustand zu A? existiert, auf dem A durch
(8.34) oder (8.35) wirkt, finden wir so durch vollstdndige Induktion eine Orthonormal-

basis, Xk, Xi, Xi, in der A auf Singuletts Xy oder auf Dubletts Xi, Xi wirkt. Auf einen
beliebigen Zustand ¥ mit Komponenten 1V, by, Py wirkt A als

AY= Z Xk‘bk"‘Z ()211])1 +)Zi1l_)i) — Z Xkﬂ)i‘FZ ()A(iei“iﬂ_)}k +Xie_i“i1j)}k) . (8.37)
K i K i

Mit den entsprechenden Uberlegungen zeigt man, daf in endlichdimensionalen Réiu-
men die Eigenvektoren x; jeder unitire Abbildung U, Uy = e'*kxy, als Orthonormal-
basis gewahlt werden kénnen und dafi U folgendermafien wirkt

Us¥=3 xihk— ) xee' ™ i . (8.38)
k k

8.2 Nichtlineare Schrédingergleichung

Nichtlineare Zeitentwicklung verletzt den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik, dafl
die Entropie eines abgeschlossenen Systems im Laufe der Zeit in keinem Fall abnimmt.
Dies folgt durch Betrachtung von Gemischen p zweier normierter Zustande, [u) und |[v),

p= 3 ) (ul 3 ) (o (5.39)

die nicht notwendig senkrecht aufeinander stehen.
Da 2p den Vektor [u) auf 2p u) = [u) T+v) (v|u) und |[v) auf 2p [v) = [u) (u|v)+|v) 1
abbildet, gehort zu p in dieser Basis des von [u) und |v) aufgespannten Unterraumes die

Matrix p:l ( 1 <u|v)) (8.40)
> 1
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mit den Eigenwerten pL = (1+a)/2, a =|(u|v)], 0 < a < 1. Die Entropie (6.5) dieses
Gemisches, S = —p, Inp, — p_Inp_, ist maximal, wenn |u) senkrecht auf |v) steht,
a = 0, und nimmt monoton auf Null ab, wenn a auf Eins anwéchst.

Damit die Entropie mit fortlaufender Zeit in keinem Fall abnimmt, darf also kein
Betrag eines Skalarproduktes normierter Zustéinde zunehmen,

t>t: ) v(t) [ <[ (ut)|v(t))] . (8.41)

Insbesondere miissen Paare aufeinander senkrechter Zustédnde im Laufe der Zeit senk-
recht bleiben, und jede Orthonormalbasis A;(t’) bleibt eine Orthonormalbasis A;(t) .

Aber dann erzwingt die Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit (1.29), da8 sich kein
Betrag eines Skalarproduktes mit der Zeit dndert. Denn zerlegen wir den Zustand v(t’)
in eine Orthonormalbasis A;(t') mit A;(t’) = u(t’) und v(t) in die Basis A;(t), die sich
daraus im Laufe der Zeit entwickelt, so gilt

1= AP P <Y A )P =1. (8.42)

Da keiner der Summanden zunimmt und die Summe gleich bleibt, bleibt jeder Term
ungeédndert, insbesondere ist | (u(t)|v(t))| = | {u(t")|[v(t"))].

Demnach ist, wenn die Entropie (6.5) im Laufe der Zeit in keinem Fall abnimmt,
die Zeitentwicklung eine wahrscheinlichkeitstreue Abbildung (8.7) von Strahlen des Hil-
bertraumes, zu der nach dem Wignertheorem eine unitére oder antiunitdre Abbildung
des Hilbertraumes gehort. Da das Produkt zweier antiunitdrer Abbildungen unitér ist
und sich jede Zeitentwicklung als hintereinander folgende Entwicklungen in Teilzeiten
schreiben 148t, ist Zeitentwicklung unitéar und die Schrodingergleichung linear.

Dennoch wird die Zeitentwicklung von beispielsweise einem geladenen Teilchen, das in
leitenden Flachen seine Spiegelladung erzeugt, zutreffend von einer nichtlinearen Schro-
dingergleichung beschrieben, in der die influenzierte Ladung durch die Wellenfunktion
des Teilchens ausgedriickt ist. Die Entropie eines Gemisches solcher geladenen Teilchen
darf durchaus abnehmen, nur nicht die Entropie des abgeschlossenen Gesamtsystems,
das auch die Spiegelladungen umfafit. Die Schrodingergleichung des Gesamtsystems ist
linear.






O Relativistische Quantenmechanik

Relativistisch ist Quantenmechanik, in deren Hilbertraum eine unitére Darstellung der
Uberlagerung derjenigen Poincaré-Transformationen existiert, die stetig mit der Identitét
zusammenhéngen.

Dabei heifit die Zeitentwicklung, die vom Hamiltonoperator H = P° erzeugt wird, frei.
Einfachheitshalber verwenden wir Einheiten h =1, ¢y =1 und ¢ = 1 [7, Kapitel 25].

9.1 Poincaré- und Lorentztransformationen

Poincaré-Transformationen T, 4 sind linear inhomogene Transformationen der Raumzeit

R* — R4
TA)Q.{ X = X —=Ax+a - (9.1)

Als Matrixgleichung gelesen sind dabei X, x und a = (a°, a', a?, a®) Spaltenvektoren,

auch wenn wir sie im laufenden Text des Druckbilds wegen als Zeilenvektoren schreiben.

Die Translation T, = Ty 4 ist eine Verschiebung um den Vierervektor a. Die lineare
Abbildung Ty = Ta o ist eine Lorentztransformation, 148t also die Skalarprodukte von
Vierervektoren

w-v=u —ulv —u?v? —ud? (9.2)
invariant,
(Au)-(Av)=u-v, Vuv. (9.3)
Weil das Skalarprodukt in Matrixschreibweise die Form
u-v=u'nv (9.4)
hat, wobei n die Matrix
1
—1
n= 1 (9.5)
—1
ist, erfiillen Lorentztransformationen die Matrixgleichung
ATMA =1 (9.6)

Zum Beispiel bewirkt in einer Zerlegung in (1 + 3) x (1 + 3)-Blocke die Matrix

ST

1 v
;= <\/1‘7v2 \/1‘)%.\77) , mit a(\)) =+/1 -2 (1T+ V1 —\)2) (97)

?
it Lot oy
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die drehungsfreie Lorentztransformation, die die Weltlinie I : s — x(s) = (s,0,0,0)
eines im Ursprung ruhenden Teilchens auf die Weltlinie 7 : s +— x/(s) = \/S—(1,\7)

1—v2

eines Teilchens abbildet, das sich mit Geschwindigkeit ¥, ¥? < 1, bewegt.

Die drehungsfreie Lorentztransformation Ly bildet den Vektor eq = (1,0,0,0) auf
Lyey = ﬁﬂ , V) ab und I8t die Vektoren w invariant, die senkrecht auf ey und Ly eq
stehen, also nur einen rdumlichen Anteil haben und der senkrecht auf V steht.

Die Poincaré-Transformationen bilden eine Gruppe, denn hintereinander ausgefiihrte

oder invertierte Poincaré-Transformationen sind wieder Poincaré-Transformationen
T/\z,(lzT/\1,(11 (X) - T/\z,az(/\1x + a] ) - /\2(/\1X + a]) + az - T/\z/\] N (12+/\2(1] (X) )
(T/\,ar1 =Ta 1 _A1q - (9.8)

Die Lorentzgruppe besteht aus vier Zusammenhangskomponenten. Mit dem Determi-
nantenproduktsatz det(AB) = (det A)(det B) und wegen det AT = det A folgt namlich
aus ATmA =1 die Gleichung (det A)? =1, also

det A=1 oder detA=-1. (9.9)
Zudem folgt aus der 0-0-Komponente von ATqA =1,
(A%)F = (A%)? = (A%)? = (A%)P =1, (9.10)
die Ungleichung (A%)% > 1, also
A% >1 oder A%< -—1. (9.11)
Daher kénnen nicht die 1-Matrix, die Raumspiegelung P und die Zeitumkehr T,
1 —1
P= ! r , T= ] 1 , (9.12)
—1 1

sowie ihr Produkt PT durch stetige Abénderung ihrer Matrixelemente innerhalb der Lo-
rentzmatrizen ineinander verformt werden, denn A% und det A sind stetige Funktionen
von A.

Jede Lorentztransformation ist daher entweder von der Form

A oder TA oder PA oder TPA, (9.13)

wobei A eine eigentliche Lorentztransformation ist, also orientierungstreu, det A = 1,
und zeitrichtungstreu, A% > 1.

Die eigentlichen Lorentztransformationen bilden die Gruppe SO(1, 3)!. Zusammen mit
den Translationen bilden sie die Gruppe der eigentlichen Poincaré-Transformationen.

Jede eigentliche Lorentztransformation A 148t sich auf genau eine Art als Produkt
schreiben von einer Drehung R, die R% = 1 und det R = 1 erfiillt, und einer symme-
trischen Matrix L = LT, das ist eine drehungsfreie Lorentztransformation Ly (9.7) [6,
Anhang D]

A=1L3R. (9.14)
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Da die Menge der drehungsfreien Lorentztransformationen Ly und die Menge der Dre-
hungen R mit det R = 1 zusammenhingend sind, ist SO(1, 3)" zusammenhéngend.
Jede Transformation

A=e¥ (9.15)

ist eine Lorentztransformation, wenn
nw = —(Mnw)’ (9.16)

erfiillt ist. Denn dann gilt nw™ = (—w")™n und Ne® = e “'n, also erfiillt e® die
definierende Relation (9.6) von Lorentzmatrizen, (e®)™n(e®) = e win=m.
Umgekehrt ist (9.16) notwendig, damit A = e*® fiir jeden Wert von A € R eine
Lorentztransformation ist. Denn (9.3) besagt in erster Ordnung in A (9.16).
Mit Koeffizienten w®® =n°°w?, lassen sich die infinitesimalen Lorentztransformatio-
nen als Linearkombination %wablab einer Basis schreiben, die wir, um Verwechslungen
mit dem Kronecker-Delta 6%, zu vermeiden, mit 1y, bezeichnen

lavee = €allbe — €vTac = ed(édanbc - 6dbnac) . (917)

Wir zéhlen diese Basis lq, = —lpq durch antisymmetrische Indexpaare ab, wobei a < b
die natiirlichen Zahlen von 0 bis D — 1 durchlaufen und D die Dimension der Raumzeit
benennt. Die Basis ist so gewahlt, dafl die Matrixelemente %(w‘lblab)r s = W' mit den
Komponenten beziiglich der Basis iibereinstimmen.

Der Kommutator zweier infinitesimaler Lorentztransformationen ist

[lab, lealer = lap (€cnar — €aNcs) — lea(€aNbr — €pNar) =
= (eaNbe — €bMNac)Naf — (€aNlbd — €pNad)Ner —ab < cd = (9.18)
= (_naclbd +Nvclaa + Naalve _nbdlac)ef .

Die infinitesimalen Lorentztransformationen geniigen also der reellen Liealgebra

[lab) lcd] — _naclbd +nbclad +nadlbc - T]bdlac . (919>

0.2 Massenschalen

Die Massenschale eines (Vierer-)Impulses p € RP ist die Menge aller Punkte p = Ap,
die durch eigentliche Lorentztransformationen A € SO(1,D — 1)1 aus p erzeugt wird.
Im einfachsten Fall, p = (0,0, ...,0), besteht sie nur aus einem Punkt, dem Ursprung.
Er ist invariant unter allen Lorentztransformationen und weil er der einzige invariante
Viererimpuls ist, ist er der Viererimpuls des Vakuums, das fiir alle Beobachter gleich ist.
Bei einem Teilchen der Masse m > 0, das in Ruhe den Viererimpuls p = (m,0,...,0)
hat, ist die Massenschale die Schale eines Hyperboloids B

Mmz{pz(po,p‘,---,pf’):poz m2+ﬁ2} : (9.20)
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Sie wird durch die drehungsfreien Lorentztransformationen (9.7)

_ o = D 21
LD <ﬁ m1+ nf_tlo y P ms+pe, (9 )

aus p erzeugt, L,p = p. Denn jede Lorentztransformation A ldft sich eindeutig in das
Produkt einer Drehung R und einer drehungsfreien Lorentztransformation L, zerlegen.
Die Drehgruppe H = SO(D—1) c SO(1,D—1)" ist die Stabilititsgruppe von p,Rp =p.

Die antihermiteschen Erzeugenden Li; = —Z;;,1,j € {1,..., D=1}, w(e®) = e%wﬁzii,
der Darstellung w von H =SO(D — 1) erfiillen die Unteralgebra von (9.19)

[Zi5, il = 0 Zju — durZj — O3 Xir + 051X - (9.22)

Da sie eine kompakte Gruppe erzeugen, sind sie vollstdndig reduzibel und ihre irredu-
ziblen Unterrdume sind endlichdimensional.

So sind fiir D — 1 = 3 die unitédren Darstellungen der Drehgruppe, wie unsere Unter-
suchung der Drehimpulsalgebra (2.51) gezeigt hat, 2s + 1-dimensional, wobei der Spin s
ganz- oder (wenn man die Uberlagerungsgruppe SU(2) darstellt) halbzahlig ist.

Als Koordinaten fiir die Massenschale M, bieten sich die rdumlichen Impulse p =
(p',...,p°P ")

Die Massenschale eines masselosen Teilchens ist topologisch nichttrivial. Sie wird durch
Lorentztransformationene beispielsweise des Viererimpulses p = (1,1,0,0) erzeugt

al.

Mo ={p=°p",p:p?):p° = V52 >0, F£0} (9.23)

ist also der Vorwirtslichtkegel, p2 = 0, p® > 0, ohne die Spitze. Der Ursprung ge-
hort nicht zur Massenschale eines masselosen Teilchens, denn Lorentztransformatio-
nen sind invertierbar und bilden keinen nichtverschwindenden Vektor, also auch nicht
p = (1,1,0,0), auf 0 ab. In der Folge hat M, die Topologie von (ist bijektiv stetig ab-
bildbar auf) R x S%, denn zu jedem nichtverschwindenden Impuls P gehért ein Betrag
P] = e*, « € R, und eine Richtung € € S2.

Der Viererimpuls p = (1, 1,0,0) wird von infinitesimalen Lorentztransformationen der
Form

0 0a b
wla,b,c) = 2 _2 ¢ _z (9.24)
b —b « 0

auf Null abgebildet, bleibt also unter der Gruppe der zugehorigen endlichen Transfor-
mationen e invariant. Dabei erzeugt w(0,0, &) Drehungen R, um den Winkel «,

1

Roc = exp —a| cosa —sinx |’ (9.25)

o sin & COS &
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und w(a,b,0) vertauscht mit w(a’, b’,0), erzeugt also Translationen T(a,b) = e®(®0.0)

T(a,b)T(d,b’) =T(a+ d’,b+b’). Da sie von R, gedreht werden,

1 P a’\  [cosax —sina) (a
R I O

so wie die Translationen in der Euklidischen Ebene, ist die Stabilitdtsgruppe des lichtar-
tigen Viererimpulses p = (1,1,0,0) die Euklidische Gruppe E(2) in zwei Dimensionen.
Ebenso erschlieft man in D-dimensionalen Raumzeiten, daf E(D — 2), die Euklidische
Gruppe in D — 2-Dimensionen, die Stabilitdtsgruppe des lichtartigen Viererimpulses
p=(1,1,0,...) ist (D > 3).

~ Jede endlichdimensionale, unitire Darstellung von E(D — 2) stellt die Translationen
T € E(D — 2) trivial durch U(T) = 1 dar [10]. Die antihermiteschen Erzeugenden der
Darstellung von SO(D — 2) C E(D — 2) erfiillen (9.22), wobei der Laufbereich der In-
dizes 2,...,D — 1 ist. Fiir D = 4 sind die irreduziblen Darstellungen von R, € SO(2)
eindimensional und durch U(Ry) = e '"* gegeben. Dabei ist h, die Helizitiit, ganzzahlig
oder, bei Darstellungen der Uberlagerungsgruppe halbzahlig.

Auch auf der Massenschale My kann man die rdumlichen Impulse auflerhalb p = 0 als
Koordinaten verwenden. Allerdings sind nur geniigend kleine Koordinatenumgebungen
einfach zusammenhéngend.

Fiir D = 4 ist auf allen Massenschalen (p°)?—$? = konst (auerhalb von (p°, ) = 0)!

- 43
dp:( L

_ 27
27)3 2pO (9.27)

ein Lorentzinvariantes Mafl. Es ist offensichtlich drehinvariant. Unter infinitesima-
len, drehungsfreien Lorentztransformationen Ly (9.7) &ndert sich der Viererimpuls um
(5p°, 69) = (V-P,Vp°). Dabei transformiert die Dreiform d*p mit der Determinante

der 3 x 3-Matrix %—7; in erster Ordnung durch d3p’ = det %—2’ dBp = (1+tr aggo ) d3p =

(1+ 2—0]3) d3p, wobei p® = £+/P2 + konst als Funktion von P aufzufassen ist. Diese

Anderung von d3p im Produkt d3p/p°® wird von der Anderung von 1/p° aufgehoben,
5(p°)~" = —V-P/(p°)?. Daher ist (9.27) unter infinitesimalen Lorentztransformationen
und folglich auch unter endlichen Transformationen invariant.

Verwenden wir als Koordinaten fiir die Massenschale von massiven oder masselosen
Teilchen die rdumlichen Impulse, so ist das invariante Maf explizit (fiir m = 0 sei p # 0)

- d3p

dp = .
P 2 J/mitpe

9.3 Induzierte Darstellungen

(9.28)

Ist eine Gruppe G durch Transformationen My einer Mannigfaltigkeit M realisiert und
stellt R die Gruppe G durch lineare Transformationen in C¢ dar, so sind die Transfor-

1Der Faktor 2(2m)3 ist weitverbreitete Konvention.
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mationen (3.17) 2

(UgW)(p) =D 1/pg(x)R(g) (M, "p) (9.29)

von Wellenfunktionen ¥ : M — C¢ unitére Darstellungen von G.

Solche Darstellungen von G sind normalerweise reduzibel, insbesondere, wenn die Man-
nigfaltigkeit M aus mehreren Orbits der Transformationsgruppe G besteht. Denn der
Unterraum der Wellenfunktionen, die auf einer Teilmenge der Orbits verschwinden, ist
unter Ug invariant. Untersuchen wir eine irreduzible unitére Darstellung von G auf den
Wellenfunktionen einer Mannigfaltigkeit M, so konnen wir daher unterstellen, dafl sie
nur aus einem Orbit M ={Myp, g € G} besteht, der sich durch Anwenden aller Trans-
formationen My auf einen Punkt p ergibt.

Dieser Punkt definiert durch die Transformationen, die ihn invariant lassen, seine
Stabilitdtsgruppe H = {h : My,p = p} C G.

Verschiedene Transformationen T\7lg und My ergeben denselben Punkt Mgp = Mgyp
genau dann, wenn g’ = gh mit h € H ist. Also gehort zu jedem Punkt des Orbits genau
eine Linksnebenklasse gH und die Abbildung gH +— Mgp , ist bijektiv. Wir kénnen also
den Punkt p als seine Stabilitdtsgruppe H auffassen und jeden anderen Punkt des Orbits
als Linksnebenklasse gH. Auf diese Linksnebenklassen wirkt G durch Multiplikation von
links, M4/ (gH) = g'gH.

Fiir eine unitidre Darstellung von G auf Wellenfunktionen von M = G/H ist aber
nicht erforderlich, dafl im d-dimensionalen Bildraum der Wellenfunktionen eine unitére
Darstellung von G existiert. Es reicht eine Wigner-Rotation W, das ist eine Abbildung
von G x G/H in die unitdren Abbildungen von d-dimensionalen Vektorrdumen, die

W(g2 g1,p) = W(g2,91p)W(g1,p) (9.30)

erfiillt. Die Wignerrotation W(g, p) bildet auf eine mit der Transformationsgruppe ver-
tragliche, invertierbare Art den d-dimensionalen Raum V, am Punkt p auf einen d-
dimensionalen Raum Vg, am transformierten Punkt gp ab.

Ist W eine Wignerrotation, so ist

(Ug¥)(gp) = pglgp) W(g,p) ¥(p) (9.31)

eine unitdre Transformation von Wellenfunktionen ¥, die jeden Punkt p € G/H auf
einen Vektor ¥(p) € V,, abbildet.

Die Transformation Uy stellt g € G dar: Ug,Ug, = Ug,q,. Wenn wir zunédchst der
leichteren Lesbarkeit wegen die Mafifaktoren pg in der folgenden Gleichung unterschla-
gen, so gilt

(ng(ugl‘i’))(gzgm) =W(g2,91p) (Ug,¥)(g1p) = W(g2,91p)W(g1,p)¥(p)
=W(g291,p)¥(p) = (Ug,q,¥)(g201P) ,

2Um das Formelbild einfach zu halten, verwenden wir Matrixschreibweise und unterdriicken Indizes,
die Komponenten und Matrixelemente numerieren.

(9.32)
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und das Produkt der MaBfaktoren erfiillt (3.19)

Pa20:(9291P) = Pg,(9291P) Pg, (91P) - (9.33)

Aus (9.30) folgern wir W(e,p) =1 und

W(g~',gp) W(g,p) =Wle,p) =1, W(g~",gp) = (W(g,p)) " . (9.34)
Fiir hy, h; € H und am Punkt p ergibt (9.30), daf
w(h) = W(h,p) (9.35)
eine d-dimensionale, unitére Darstellung der Stabilitdtsgruppe H des Punktes p ist,
w(hy)w(hy) =w(hyhy) . (9.36)

Sei nun U(p) an jedem Punkt p eine unitéire Transformation des dortigen Vektorrau-
mes V, und sei W eine Wigner-Rotation, dann ist auch die eichtransformierte Wigner-
rotation

W/ (g,p) = U(gp) "W(g,p)U(p) (9.37)

eine Wigner-Rotation.

Wiéhlen wir nun mit einer Abbildung L : G/H — G fiir jeden Punkt p eine Transfor-
mation L, € G, die p auf p abbildet, L,p = p, wobei L,, = e sei. Wahlen wir zudem die
Eichtransformation U(p) = W(L,,p). Dann gilt U(p) = W(e,p) = 1 und die zu (Ly,p)
gehorige Wigner-Rotation wird umgeeicht zu (9.34) B B

W/(L,,p) = (W(L,,p)) "

W(L,,p)1=1. (9.38)

Um den Strich am W zu sparen, unterstellen wir, daf die Eichbedingung W(L,,,p) =1
schon gilt. Dann gilt auch W((L,)~",p) = 1 (9.34). Diese Eichung ist mit Parallelver-
schiebung in Riemann-Normalkoordinaten verwandt, die auf Strahlen vom Ursprung die
Komponenten von Vektoren unveréndert 1483t.

In dieser Eichung besagt (9.30) fiir die Transformation ng gLy, die p auf p, dann auf
gp und danach zuriick auf p abbildet, die also aus der Stabilitdtsgruppe H ist,

w(lgagl,) = W(L ) gLy, p) = W(L,), gp)W(g, p)W(L,,p) =TW(g,p) T (9.39)

daBl die Wigner-Rotation
W(g,p) =w(Ly) gL;) (9.40)

durch die unitdre Darstellung w von H gegeben ist. Dafl w eine unitdre Darstellung
von H ist, sichert umgekehrt, dal W(g,p) = W(ng gL, ) eine Wignerrotation ist (9.30).

Jede unitére, d-dimensionale Darstellung w der Stabilitatsgruppe H eines Punktes p
induziert so eine unitére Darstellung U4 (9.31, 9.40) der Gruppe G auf dem Hilbertraum
der d-komponentigen, quadratintegrablen Wellenfunktionen ¥ des Orbits G/H.
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9.4 Induzierte Darstellungen der Poincaré-Gruppe

Die Untersuchungen von George Mackey [10] zeigen das

Mackey Theorem: Jede irreduzible, unitdre Darstellung der eigentlichen Poincaré-
gruppe wirkt in einer geeigneten Basis des Hilbertraumes auf die Wellenfunktionen der
Massenschale eines Viererimpulses k und stellt die Erzeugenden P™ der Translationen
To multiplikativ dar

WT) =€, (P™Y)(k) =k™Y(k) . (9.41)

Die Darstellung der Lorentztransformationen (9.31) ist durch eine irreduzible, unitdre
Darstellung w der Stabilititsgruppe H des Viererimpulses k induziert (9.40).

Wir vereinfachen die Transformation der Impulswellenfunktionen der Massenschalen
indem wir von ihnen einen Faktor abspalten, so dal das Skalarprodukt die Form

(@) = 3 [dp 0;(p)¥:(p) (9.42)

i
mit dem Lorentzinvarianten Maf dp (9.27) annimmt. Zwar ist dann (fiir m > 0) nicht

Y(p) sondern ¥(p)/1/(27)32+/m2 + P2 der Wert der Impulswellenfunktion, deren Be-
tragsquadrat die Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt, das Teilchen mit Impulswert p im
Bereich d3p zu messen. Aber in der unitiren Transformation (9.31) eriibrigt sich dann
der MafBifaktor p4(p).

Das induzierte Transformationsgesetz der Funktionen W unter Lorentztransformatio-
nen A lautet dann

(UAW)(Ap) = w(LALAL,) ¥(p) . (9.43)

Als Transformationen L, die den Ruheimpuls p = (m,0,0,0) massiver Teilchen auf
p abbilden, wihlen wir die drehungsfreie Lorentztransformationen L, (9.7). Sie ist sym-
metrisch, (L,)T = L,,, und geht unter der zu Drehungen D = D' T adjungierten Trans-
formation wieder in eine symmetrische Matrix DLpD_1 mit DLpD_1p = Dp tiber. Also
ist DL,D~! = Lp,. Dies kann man auch leicht mit (9.7) nachrechnen.

Aus DL, = Lp,D folgt dann aber fiir die von Drehungen A = D induzierte Wigner-
rotation,

w(L5,DL,) =w(D) (9.44)

daf sie unabhéingig von p die d-dimensionale Darstellung w(D) ist.

Die infinitesimalen Transformationen folgen aus A = e und U, = e2 AWmaM™"
durch Ableiten von (9.43) nach A bei A = 0. Die linke Seite ergibt

(5P) 0P + 3 o (M™"¥) (p) (9.45)

Dabei lduft die Summe des Indexpaares 1 iiber drei Koordinaten, mit denen wir die Mas-
senschale parametrisieren. Die Anderungen dieser Koordinaten (8,,p)! und die partiellen
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Ableitungen 9; hdngen zwar vom verwendeten Koordinatensystem ab, nicht aber der Dif-
ferentialoperator (8,,p)'0;. Er ist das Tangentialvektorfeld an die Kurven e**p durch
die Punkte p und ergibt angewendet auf ¥ eine Funktion der Massenschale, deren Wert
am Punkt p unabhéngig von den Koordinaten ist, mit denen wir p bezeichnen. Als Ko-
ordinaten der Massenschale M, verwenden wir die raumlichen Impulse p = (p', p?,p3).
Sie dndern sich um (8,p)" = whp! + wiop®, p° = /M2 +p2.

Auf die rechte Seite gebracht ergibt der Koeffizientenvergleich bei w" und w®?, 1,j €
{1,2,3}, den Ableitungsanteil der Operatoren My; und Moy,

1M1]‘F:—(pla]—p’al)‘l’+ R iMoj‘P:\/m2+ﬁ26j‘l’+... . (946)

Die durch Punkte angedeuteten multiplikativen Terme stammen von der Entwicklung
von W(L/_\L/\Lp) und verschwinden bei einem spinlosen Teilchen mit w = 1. Mit wenig
Aufwand rechnet man nach, da die Differentialoperatoren auf der rechten Seite die
Algebra (9.19) darstellen und beziiglich des Skalarproduktes (9.42) antihermitesch sind,
also im Skalarprodukt der Wellenfunktionen partiell integriert werden kénnen.

Schreiben wir Drehungen als D = e*® und w(e?®) = e%wuzii, wobei die Erzeugenden
Li; = —L;; antihermitesche d x d-Matrizen sind, die der Liealgebra (9.22) geniigen, so
wirken im Hilbertraum der Wellenfunktionen die antihermiteschen Erzeugenden i My;
von Drehungen durch

iMij\P = —(piaj — p’al)‘i’ + Zij\y . (947)

Fiir drehungsfreie Lorentztransformationen A = e ®,
3T . o .
w= {5 , Wo=w"{ =V, (9.48)

ist die Ableitung des Arguments L;L/\Lp der Darstellung w nach A bei A = 0 miihsamer.
Die Ableitung des mittleren Faktors A ergibt nach der Produktregel L; TwL,. Fiir die
Ableitung von L gilt 9(L~") = —L~" (dL)L~". Folglich gilt

A(LapALy) =L (w — (8wp) 0Ly )L, (9.49)

Wirkt eine Gruppe G als Transformationsgruppe einer Mannigfaltigkeit M mit mehr
als einem Orbit, so sind die Transformationen Adg : f — Ngofo M; (3.15) von Funk-
tionen f : M — N von M in einen Vektorraum N nicht irreduzibel, denn die Funktionen,
die auBerhalb des Orbits verschwinden, bilden einen invarianten Unterraum. Sucht man
irreduzible Darstellungen von G, so reicht es daher, Funktionen auf einem Orbit G/H
(Seite 32) zu betrachten. Ihnen entsprechen Funktionen von G, die auf Linksnebenklassen
konstant sind,

geG, heH: Y(gh) =Y¥(g), (9.50)

und auf die G durch Linksmultiplikation wirkt, Myg’ = gg’. Fiir solche komplexwertigen
Funktionen ¥ definiert die Vorschrift

(Ug¥)(g') =V¥(g "¢ (9.51)
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fiir jedes g € G eine unitéare Transformation der auf H-Nebenklassen konstanten Funk-
tionen, wenn ihr Skalarprodukt durch

W) = L/Hu(k) v (k) (k) (9.52)

gegeben ist. Hierbei bezeichne k die Punkte des Orbits und p(k) = p(gk) ein Maf}, das
unter den Transformationen invariant ist.

Betrachten wir nun Funktionen von G, die auf den H-Nebenklassen nicht konstant
sind, sondern die aus einem Unterraum sind, der unter Rechtsmultiplikation mit h € H
in sich {ibergeht und

Y(gh) = (R(h)¥)(g) (9.53)

erfiillen, wobei R(h) eine unitére, irreduzible Darstellung von H ist. Die Werte ¥(g) sind
aus (endlichdimensionalen) Hilbertraumen Hgyy, die ldngs jeder Faser iibereinstimmen,
aber von Faser zu Faser nur zueinander isomorph sein miissen. Es ist also W ein Schnitt
in einem Vektorbiindel iiber G.

Da R(h) unitér ist, ist das JHgy-Skalarprodukt der Funktionswerte

(Y(9)l@(g)) = (Y(gh)@(gh)) (9.54)

konstant auf jeder Faser, also eine Funktion von G/H. Definieren wir das Skalarprodukt
im Raum der Schnitte des Vektorbiindels durch

Wio) = L/H&k (W(o(k)@(o(k) | (9.55)

so héngt es nicht vom Schnitt o des Biindels G ab.
Die Bedingung (9.53) ist invariant unter Linksmultiplikation, also definiert

(Ug¥)(g') = (9.56)

0.5 Basiszustande und Wellenfunktionen

Eine unitire Darstellung der Poincaré-Transformationen im Hilbertraum JH ordnet jeder
Transformation TA 4 einen unitdren oder antiunitéren Operator Ux 4 : H — H zu, wo-
bei das Produkt der Operatoren hintereinander ausgefiihrten Poincaré-Transformationen
entspricht

u/\z‘azu/\ha] - u/\z/\1,az+/\2a1 . (957)

Insbesondere gilt Ua oU7 oUx-1 o = Ua oUa-1,a = Uj Aq Schreiben wir kiirzer fiir
Lorentztransformationen U, statt U o und fiir Translationen U, statt U, 4, so besagt
(9.57) insbesondere

UaU UL =Upn, . (9.58)

Da das Produkt von zwei antiunitdren Operatoren unitér ist, und da sich jede Trans-
lation und jede eigentliche Lorentztransformation als Quadrat schreiben 14t, gehoren
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zu eigentlichen Lorentztransformationen und zu Translationen unitdre Operatoren Ux
und U,. Lediglich zur Raumspiegelung P oder zur Zeitumkehr T kann ein antiunitérer
Operator TT oder T gehéren. Wir werden sehen, dafl der Paritédtsoperator TT unitdr und
die Zeitspiegelung T antiunitéir sein muf.

Da sich Translationen, Drehungen und drehungsfreie Lorentztransformationen als Ex-
ponentialreihen schreiben lassen, lassen sich die zugehorigen unitdren Operatoren als
Exponentialreihe mit hermiteschen Operatoren P™ = P™T und M™" = M™" T, den Er-
zeugenden von Translationen, Drehungen und drehungsfreien Lorentztransformationen,
schreiben? '

Uy =€ P Uy =ezwmeM™ (9.59)

Die Erzeugenden P', i = 1,2, 3, der rdumlichen Translationen in a-P = a°H — aP sind
definitionsgeméf die drei Komponenten des Impulsoperators. Der Hamiltonoperator
H = P° (9.60)

erzeugt die wechselwirkungsfreie Zeitentwicklung.
Aus (9.57) folgt UsUp = Ugyp = UpUg. Differenzieren nach a und nach b bei
a = b = 0 zeigt, daf die Viererimpulsoperatoren miteinander vertauschen,

[P™,P"]=0. (9.61)

In einer geeigneten Basis wirken sie in jeder unitdren Darstellung der Poincaré-Gruppe
[10] multiplikativ auf (mehrkomponentige) Impulswellenfunktionen ¥

(P™Y) (k) = k™¥(k) . (9.62)

Thr Definitionsbereich M C R* ist ein Orbit, der durch Anwenden von Lorentztransfor-
mationen A auf einen Punkt k € R* entsteht, Mk = Ak.
Beispielsweise fiir k = (m, 0,0,0), m > 0, ist M die Massenschale

My = {k:k®=1/m2+k2, ke R?} (9.63)

Da k unter Drehungen invariant ist, ist M,, =SO(1,3)"/SO(3).
Der Orbit des lichtartigen Vektors k = (1,1,0,0) ist der Vorwértslichtkegel

Mo = {k: k% = VK2, K£0}. (9.64)

Da die Spitze des Lichtkegels, k = 0, nicht zum Orbit gehort, hat er die Topologie
S? x R, mit anderen Worten, jeder Impulswert k des masselosen Teilchens hat eine
Richtung € S? und einen Betrag K| = 0. Die Stabilitdtsgruppe von k wird von Matrizen
w mit (Mw)’ = —nw (9.16) und wk =0

b C
b c
w = b —b ol (9.65)
c —Cc a

3Wir verwenden die Einsteinsche Summationskonvention: ein in einem Term doppelt vorkommender
Index enthiilt die Anweisung, iiber seinen Laufbereich zu summieren.
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erzeugt. Fiir b = ¢ = 0 erzeugt w Drehungen um den Winkel a. Die fiir a = 0 erzeugten
Transformationen kommutieren wie Translationen. Die Drehungen um den Winkel a
drehen die Vektoren (b, c¢) € R?. Also ist die Stabilitdtsgruppe des lichtartigen Vektors k
die Euklidische Gruppe E(2) der zweidimensionalen Ebene.

Auf dem Vakuumzustand Q) wirkt die Poincaré-Gruppe trivial UnQ = Q, U,Q = Q:
das Vakuum ist Poincaré-invariant. Insbesondere ist es daher Eigenzustand des Vierer-
impulses P™Q = 0 mit verschwindenden Impulswerten. In relativistischer Quantenme-
chanik verschwindet die Vakuumsenergiedichte, auch wenn jedes Lehrbuch der Quanten-
feldtheorie dem Rezept der , kanonischen Quantisierung“ folgend unendlich ausrechnet.
Dieses Rezept mufl man fiir relativistische Quantenmechanik geeignet abéndern, zum
Beispiel durch Normalordnung der Operatoren.

In erster Ordnung in a besagt (9.58) UA(P - a)UR1 = P-(Aa) Dabei ist die linke Seite
(UAPUL") - a, denn Uy, ist linear. Die rechte Seite ist (A~'P) - a, denn das Skalarprodukt
ist Lorentzinvariant. Da dies identisch in a gilt, besagt der Koeffizientenvergleich

U P™U T =A™ P (9.66)

Die Koeffizienten wmn = Nmiw'n = —Wnm sind die Matrixelemente der antisymme-
trischen Matrix nw (9.16), wobei A = e® gilt. Wegen wmn = Nmiw'n = —Wnm gilt
auch M™" = —M"™™_ ein eventueller symmetrischer Anteil wiirde in der Doppelsumme
WmnM™™ nicht beitragen. Die Operatoren M°* erzeugen drehungsfreie Lorentztransfor-
mationen, die Operatoren M'? = —J,, M?3 = —J, und M3'! = —Jy erzeugen Drehungen
und sind definitionsgeméaf die drei Komponenten des Drehimpulsoperators J.

Weil Translationen vertauschen, UUp = Ugyp = UpUg, vertauschen die Kompo-
nenten des Viererimpulses

[P™ P"] =0 (9.67)

und die Operatoren P™ haben gemeinsame Eigenzusténde X,

Pmchr = mepcr y (968>

die eine Basis des Hilbertraumes aufspannen. Der Index o ist ein Entartungsindex, den
wir im Vorgriff auf das Ergebnis unserer Betrachtung als Spin des Zustandes X, mit
Impuls p bezeichnen.

Mit Lorentztransformationen werden Translationen transformiert,

UaU U =Ung (9.69)

. 9.57 9.57 . L

denn es gilt Up oUs oaUp-10 = UaadUa-10 = Ujaa, und fiir den Viererimpuls

P folgt Upel® PUL! = Upq = el(Aa) P = gilAa) (AATTP) 73 gia (ATTP) Wei] fiir jede

Potenzreihe Uf(P)U~" = f(UPU™") gilt, folgt also elia” UAPULT) — gia- (ATTP) oder, fiir
die inverse Lorentztransformation ausgeschrieben,

U P™Up =A™, P™ . (9.70)
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Daher ist UaXpo ein Zustand mit Viererimpuls Ap .
Pm(u/\ch) - uA(uK1 Pmu/\)XpU - u/\/\mnPnXpU - /\mnpn(u/\XpU) (971)

Im letzten Schritt ist die Eigenwertgleichung (9.68) verwendet worden, und die Multi-
plikation mit den Zahlen A™, p™ ist mit der unitdren Transformation U, vertauscht
worden. Weil der Zustand (UaXpo) Vierimpuls Ap hat, ist er eine Linearkombination
von Basiszusténden mit diesem Impuls

u/\XpO‘ - Z X(/\‘p)cr/Mo'/ o (972)

Wenn es, wie wir im weiteren unterstellen wollen, Zustidnde Xgrune o gibt, die zu einem
ruhenden Teilchen gehoren, dessen Energie seine Masse ist, p® = m, und dessen Impuls
P = 0 verschwindet, dann gibt es auch Zustédnde Uy Xruhe s des bewegten Teilchens mit
Energie p° = —== und Impuls § = \/%, p=/P°P")" =Ls(m,0,0,0)7, die man
durch drehungsfreie Lorentztransformation (9.7) des ruhenden Teilchens erhélt. Dabei
ist m eine feste Zahl und nicht ein Eigenwert aus einem Kontinuum moglicher Energien,
die Mehrteilchenzustdnde mit verschwindendem Gesamtimpuls p haben kénnen. Die

moglichen Impulseigenwerte p, die dieses Teilchen haben kann, bilden die Massenschale

p?=p°? —p*=m?. (9.73)

Auf diesen Einteilchenzustéanden wirkt H als der Operator

H=P%=4y/m2+P2, (9.74)

Weil das Spektrum von P dreidimensional kontinuierlich ist und die unitdren Trans-
formationen U, differenzierbar von A abhéingen sollen, kénnen die Eigenzustédnde nicht
normierbar sein, sondern miissen kontinuumsnormiert sein. Wir verlangen daher

<XDO|XD’U’> = 63(ﬁ_ﬁ/)500/ (9'75)
und setzen aus den Basiszustdnden normierbare Wellenpakete zusammen

) = 5 [ xpe) balp) (9.76)

o

Dabei ist Py (F) die Impulswellenfunktion fiir Spin o, das heiBt, die Wahrscheinlichkeit,
bei einer Messung des Zustandes [¥) den Spin ¢ zu messen und dabei den Impuls P in
einem Bereich A, zu finden, ist

w(o, 8, P 0) = | &p el (9.77)

Ap
Ist A, eine kleiner Bereich bei P von der GriBe d®p, so gilt niherungsweise

w(o, B, d*p, W) ~ [ (F)I* d°p . (9.78)
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Die Ortswellenfunktion Wq(X) = (Axs|W) ist das Skalarprodukt des Ortseigenzustan-
des Ays mit Spin o mit dem Zustand W. Es ergibt sich aus den Ortswellenfunktionen
der Impulszustéande

1 ipx
(Axo|Xpor) = 2n)3/2 Soor €™ (9.79)
als
2 1 iPR.T (=
Po(X) = Jd3p W e s (P) . (9.80)

Dafl die Ortswellenfunktion die Fouriertransformierte der Impulswellenfunktion ist
(3.59), gilt immer, wenn die Orts- und Impulsoperatoren die Heisenbergschen Vertau-
schungsrelation [X',P] = i8Y (2.36) erfiillen. Wir verwenden diese Vertauschungsre-
lation, die daraus folgt, dafl P Translationen von X erzeugt, um den Ortsoperator in
relativistischer Quantenmechanik zu definieren.

Es 148t sich in relativistischer Quantenmechanik kein Operator X° definieren, der die
Zeit miflt und mit den anderen Orts- und Impulsoperatoren Heisenbergsche Vertau-
schungsrelationen

[X™,P"] = —in™" (9.81)

erfiillt. Solche Relationen sind zwar vertraglich damit, daf§ X und P unter Lorentztrans-
formationen wie Vierervektoren transformieren, sie hiatten aber zur Folge, dafy das Spek-
trum von H so wie das Spektrum der Operatoren Py, P, und P, kontinuierlich ist und
auch bei festgehaltenen Werten der anderen Impulsoperatoren aus allen reellen Zahlen
besteht. Das Spektrum moglicher Energien wére also nach unten unbeschriankt. Zudem

wire (9.81) unvertriglich mit P® = v/m2 4 P2 (9.74), denn jede Funktion von P ver-
tauscht mit X°, wenn X° mit P vertauscht.

Da kovariante String-Theorien die Relation (9.81) enthalten, sind sie meiner Ein-
schiatzung nach physikalisch unhaltbar. Zwar enthalten sie eine Auswahlregel, daf}
fiir physikalische Zustinde p? = m? gelten muf}, wobei fiir m? eine diskrete Menge
von Zahlen zuléssig ist. Es lassen sich aber aus kontinuumsnormierten Basiszustdnden
Xp | Xp) = 8*(p —p’), wie sie zur Realisierung von (9.81) erforderlich wéren, keine nor-
mierbaren Wellenpakete zusammensetzen, deren Impulswellenfunktionen 1L(p) nur bei
p? = m? von Null verschieden sind: Durch Ab#ndern des Funktionswertes der Wel-
lenfunktion in einzelnen Punkten eines Kontinuums dndert man den Zustand nicht,
denn alle Skalarprodukte bleiben unverdndert. Folglich gehdrt eine Wellenfunktion, die
nur fiir p> = m? von Null verschieden ist und im iibrigen in einem vierdimensionalen
Kontinuum von Impulswerten verschwindet, zum Nullvektor des Hilbertraumes H und
nicht zu einem physikalischen Zustand. Enthielte die Wellenfunktion eine Deltafunktion
P(p) = 8(p°—+/m2 + p2)f(P), so wire (¥ |W) nicht Null sondern unendlich und gehérte

wiederum nicht zu einem physikalischen Zustand.
Das Problem wird von String-Theoretikern ignoriert.

Wegen H = v/m2 + P2 (9.74) ist die Zeitentwicklung von Einteilchenzusténden und
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ihrer Ortswellenfunktion einfach

W(t)) = ZJdgp Xpo) €V (F) (9.82)
1 (B8R 2. 324) T
Po(t,X) = de’p 2 HPX=VMIPT Y )y (B) . (9.83)

Auch wenn hier X und t im Lorentzinvarianten Skalarprodukt p -x auftreten, so haben
sie doch wesentlich verschiedene Eigenschaften: ¥ sind mogliche Mewerte von Ortsope-
ratoren )2, t parametrisiert die Zustdnde im Ablauf der Zeit. Die Wahrscheinlichkeit, das
Teilchen mit Spinwert o in einem ortlichen Bereich A zu finden, ist

w(o, A, X, ¥) = J A3x [Po (t, X)) . (9.84)
A

Auch in relativistischer Quantenmechanik sind Ort und Zeit konzeptionell grundver-
schieden.

Durch inverse Fouriertransformation 148t sich die Impulswellenfunktion durch die
Ortswellenfunktion ausdriicken

ﬁ)a(ﬁ)zjdgx Lty (%) (9.85)

Dies gilt fiir alle Zeiten t. In (9.83) eingesetzt ergibt sich (x = (t,%X), y = (v°, 7))

1 e o =
alx) = [y Dlx,y) Paly) mit Dix,y) = [¢¥p o5 s el IFF 9 VT
(9.86)
Die Funktion D(x,y) verschwindet nicht, wenn x raumartig zu y liegt. Sie hangt

nur von x — Yy ab und schreibt sich mit dem Lorentzinvarianten Integrationsmaf [6,
Kapitel 5.6]

- d3
dp = (7*’ p® = /m2 tp2 (9.87)

27m)32p°
als Ableitung
~ . fo) ~ .
o 0 ip*x __ : ip*x
D(x) = Jdp 2p e X = _21a—x0 Jdp eP X, (9.88)

Im Anhang A.4 zeigen wir, dafl das Integral fiir groffe raumartige Absténde r wie e™™"
abnimmt.

Dafl D(x) fiir raumartige Abstiande nicht verschwindet, besagt nur, dafl man in relati-
vistischer Quantenmechanik Zustdnde hochstens zu einem Zeitpunkt strikt lokalisieren
kann. Das Problem ist die Zeitableitung der Ortswellenfunktion. Wenn die Wellenfunk-
tion zu einem Zeitpunkt auflerhalb eines Gebietes verschwindet, so ist in diesem Au-
genblick schon die Zeitableitung der Wellenfunktion auch auflerhalb dieses Gebietes von
Null verschieden. Kénnte man nédmlich zu einer Zeit t = 0 die Ortswellenfunktion (0, X)
und ihre Zeitableitung (0, X) auf ein Gebiet lokalisieren, so wire P (t,X) eine Losung
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der Klein-Gordon-Gleichung (O + m?){p = 0 mit lokalisierten Anfangsbedingungen, und
diese Losungen verschwinden auflerhalb des Vorwiérts- und Riickwértslichtkegels des Lo-
kalisierungsgebietes.

Das Problem der Lokalisierung relativistischer Einteilchenzusténde zeigt sich auch
beim Wahrscheinlichkeitsstrom. Auch wenn wegen der Schrodingergleichung die Wahr-
scheinlichkeit erhalten ist, so gehoren dennoch zu den Ortswahrscheinlichkeitsdichten

Po(t,X) = o (t,X)I? (9.89)

keine lokalen Strome 74 (t, X), die Kontinuitatsgleichungen ps +divyy = 0 erfiillen und zu
lokaler Erhaltung von Wahrscheinlichkeiten gehoren. Es ist ndmlich definitionsgemaf ein
lokaler Strom aus den Funktionen 4 (t, x), W% (t, x) und endlich vielen ihrer Ableitungen
gebildet. Er mufl, wenn er zu p, gehort, linear in Ableitungen von 1, und linear in
Ableitungen von 1 sein und ist dann wegen (9.83) von der Form

=

PP () o (F) To (7, B) - (9.90)

Jo(x) = stp’df’p Pk

Der Strom ist lokal und macht nur Gebrauch von endlich vielen Ableitungen von 1, und
¥, wenn ], polynomial von P und p’ abhéngt. Dann ist auch divy, von dieser Form

i ; / -

e D) bolP) (5B o0, ) (9.91)

divTulx) = | 'y
und (F—7") - Jo (7, P) ist polynomial in P und p’. Es ist aber in
—i(p—p') X T\ * (2, (= 0o__ .70
e Y5 (P Ve (P) (p° —p'°) (9.92)

Po(x) = stp/dgp (27)3

die GroBe p® — p’® = /m2 + P2 — y/m2 + P2 nichtpolynomial. Der Strom mit

R o m2+p2 — /m2 + p'2
Jo(P,7) = (F+7) v = _%{2 (9.93)

erfiillt zwar eine Kontinuitétsgleichung, ist aber nichtlokal.

Diese unausweichlichen Schluifolgerungen sind hinzunehmen. Genau betrachtet gibt
es in der Quantenmechanik keinen Operator im Hilbertraum, der zur Messung eines
Wahrscheinlichkeitsstromes gehort. Auch in nichtrelativistischer Quantenmechanik ge-
hort zum Wahrscheinlichkeitsstrom

- h g h * [ K
T = (7 ) = o (B — (3 )) (9.94)
2im 2im
kein hermitescher Operator. Gemessen werden Impulse, daraus werden Geschwindigkei-
ten und Strome rekonstruiert. Die quantenmechanische Impulsmessung aber ist nichtlo-
kal.
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9.6 Unitare Darstellung der Stabilitatsgruppe

Die Untergruppe H, aller Lorentztransformationen, die einen Impuls p invariant lassen,
H, ={A: Ap = p}, nennen wir Stabilitdtsgruppe von p oder auch kleine Gruppe.

Weil zu Lorentztransformationen gehorige unitédre Transformationen U, Zusténde X,
mit Impuls p auf Zustédnde mit Impuls Ap abbilden (9.72), werden die Unterrdume von
Zustinden mit festem Impuls p durch die zur Stabilitétsgruppe H,, gehdrigen unitéren
Transformationen auf sich abgebildet.

Die Stabilitéitsgruppe des Viererimpulses ruhender Teilchen p = (m,0,0,0) besteht
aus Drehungen R. Die zugehérigen unitéiren Transformationen drehen die Basiszustinde
XRuhe o i Linearkombinationen

uRXRuheo‘ - ZXRuhe O'/DO'/O'(R) . (995>

0—/

Die hierbei auftretenden Entwicklungskoeffizienten Dy (R) sind die Matrixelemente
einer unitdren Darstellung der Gruppe der Drehungen! Denn fiir hintereinander ausge-
fiihrte Drehungen gilt

uR1 uRZXRuheU - uR1 Z XRuhe G’DU’U(RZ) = Z XRuhe G”DU//G’(R1 )DO'IO"(RZ)

o’ (9.96)
- uRlRZXRuhecr — ZXRuhe U”DG//U(R] RZ) y

0—//

und D(R) ist folglich eine Darstellung

ZDG//U’(Rl)Do’U(RZ) — Dc//U(R1R2) . (9-97)

Die Darstellungsmatrizen D(R) sind unitér, denn Uy ist unitar und 148t Skalarprodukte
invariant

9.75 9.72

63 (ﬁ/)‘so’c — <URXp’G’ |uRXRuhe 0) - Z <XRp’v’ |XRuhev> Mj//o‘/DVO'(R)

v (9.98)
= Zég(Rﬁ/)év’vM:ﬂg/Dvo(R) .
Wegen f(x)8(x) = f(0)8(x) kénnen wir den Faktor bei 83 (Rp’) bei p’ = 0 auswerten. Dort
ist My/or = Dyior(R) (9.95). Zudem ist 63(Rp’) = &3(p’)/|det R| = 83(§’). Vergleichen
wir nun die Koeffizienten der Deltafunktion, so lesen wir ab, dafl D, , Matrixelemente
einer Matrix sind, die DD = 1 erfiillt, also unitér ist

dotg = Z D'T/o'/(R)DVO'(R) - (D*TD)O"O‘ . (999>

Dafl die Darstellung der Drehgruppe unitér sein muf3, schrinkt sie nicht wesentlich ein.
Denn da die Drehgruppe kompakt ist, ist jede ihrer irreduziblen Darstellungen in geeig-
neter Basis unitér.
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Der Unterraum der Zustédnde des ruhenden Teilchens zerfillt, wie wir mit (2.51) gezeigt
haben, in Drehimpulsmultipletts. Da verschiedene Multipletts nicht ineinander transfor-
mieren, reicht es, jeweils nur ein Multiplett zu betrachten, also einfachheitshalber zu
unterstellen, dafl D eine Darstellung mit Spin s ist mit 2s + 1 Basiszustéinden. Diese
Basiszustdnde wahlen wir als Eigenzustéinde von J, und bezeichnen sie mit ihrem Spin
in z-Richtung (2.51)

J2XRube o = O XRubeo , O E{s,s—1,...,—s}. (9.100)

Die Leiteroperatoren J = J £ iJ, erhohen und erniedrigen den Spin in z-Richtung

]i XRuhe o = \/(S + G)(S +o + ])XRuheUil . (9101)

Mit Jx = (J4 +J-)/2 und Jy = (J+ —J-)/(2i) 148t sich durch Auswertung der Exponen-

tialreihe eii&TXRuheo' =) o XRuhe o’ Do (R) die Darstellungsmatrix derjenigen Drehung
R bestimmen, die um die Achse &/|& um den Winkel |&| dreht.

9.7 Induzierte Darstellung

Die Darstellung D der Stabilitdtsgruppe H,, auf den Zusténden mit einem festen Im-
puls p induziert die Darstellung U aller Lorentztransformationen. Sie wirkt auf dem
Hilbertraum, der von Zusténden aufgespannt wird, deren Impulse auf der zu p gehorigen
Massenschale liegen, also aus p durch Lorentztransformationen hervorgehen.

Um dies zu zeigen, betrachten wir die drehungsfreie Lorentztransformation L, die den
Viererimpuls p = (m, 0,0, 0) des ruhenden Teilchens auf p abbildet

Lip=p. (9.102)

Sie ist durch Ly (9.7) mit ¥ = §/p° gegeben. In einer Zerlegung in (1+3) x (1+3)-Blocke
ist sie .
=P P ] wobei p° = VP (9.103)
L, pi mey + ‘ppolT_pT]TL ) P = pPe. .

Hierbei zahlen i und j, 1,j € {1, 2, 3}, die raumlichen Zeilen und Spalten ab. Eine Drehung
R hat in derselben Zerlegung die Form

(10 (10
(). (1) 0108

wobei R eine dreidimensionale Drehung ist, RT = R~'. Man rechnet elementar nach
RL,R™' = Lg, . (9.105)

Der zur Lorentztransformation L, gehdrige Operator Up  transformiert die Basis
XRuhe o der Zustédnde in Ruhe in eine Basis der Zustéinde mit Impuls p. Wir denken uns
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die Basis Xpo schon so gewiahlt, dafl sie bis auf positive Normierungsfaktoren N(p, o)
mit Up XRuheo iibereinstimmt

Xpo = N(p, 0)UL, XRuhe o - (9.106)

Jede eigentliche Lorentztransformation A, angewendet auf eine drehungsfreie Lorentz-
transformation L, 1488t sich als drehungsfreie Lorentztransformation L,,, angewendet
auf eine Drehung W(A, p), schreiben,

UAULp = uL/\puL/\p_]u/\uLp = uLAqu mit W(/\,p) = I_/\-p_1/\l'_p . (9107)

Denn W(A,p) ist eine Lorentztransformation, die p zunéchst mit L, auf p abbildet,

dann auf Ap und schlieBlich drehungsfrei mit L ! o zuriick auf p. Sie 148t also p invariant
und ist eine Drehung, die sogenannte Wigner- Rotatlon Folglich wirkt jede eigentliche
Lorentztransformation durch

UaXpo = N(p, 0)UAUL XRuheo = N(p, 0 )uLAquXRuheG
9.95 ) 9106
- N(D» G)ul—/\p ;XRUheO’IDO‘/ Z N /\p 0_, XAp G’DG’G(W(/\>p)) .

(9.108)
Aus der Normierungsbedingung (9.75) folgen die Normierungsfaktoren N(p, o),

8°( —P)dve = (Xav | Xpo) = <Xqv \UL XRuheU>N p,0) =N(p,0) (U, "Xqv|XRrube o)

Z N L 1q 'V ) <XL§IqV’ XRuhe0'> D‘T//’V(W(L;])q))

N(p,o)N(q,V)
N(L;'q,V)

=63(L;1q)

LWL, q) . (9.109)

Wegen f(x)d(x) = f(0)d(x) kann der Faktor bei der d-Funktion dort ausgewertet werden,
—_—

WO If1 g verschwindet, also bei q = p. Dort ist die Wigner-Rotation W(L; 1 q) wegen

L, 1p p die Identitét, LL 1pr L, =L .1, =L, =1, nmlich diejenige drehungsireie

Lorentztransformatlon dle p auf sich abblldet Sie erd durch D(1) = 1 dargestellt,
D5 (W(L1,p)) = 6.
Die Normierungsfaktoren vereinfachen sich bei ¢ =p zu N(p, 0)2, denn N(p,v) =1.

—_—

Vom Argument der 8-Funktion ziehen wir 0 = p=1L, p ab

_— —— _ 1

(L 'g—L'p) =8 (L, (g —p)) = FESi

53( —P) (9.110)

—=

Dabei ist | die 3 x 3-Matrix der partiellen Ableitungen von Lg] q (9.103),

L 'q)ti=—-=— 24 §24+qt+ ——— 9.111
(L, a) S Vmi4atg +(p0+m)q : (9.111)
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nach den Komponenten von d bei g = p. Sie hat die Matrixelemente
p'p’

pPo(po+m)

Ihre Determinante ist das Produkt ihrer Eigenwerte. Von denen sind zwei 1, denn Vek-

toren, die senkrecht auf p stehen, werden durch ] auf sich abgebildet Zudem ist p
Eigenvektor, Jp = ——p Die Determinante von | hat also den Betrag

Fiir N(p, o) erhalten wir schlieflich

Ji =8Y — (9.112)

m
N(p,o0) = F . (9.113)
Die Wirkung von eigentlichen Lorentztransformationen und Translationen auf Einteil-
chenzusténden,

0 .
u/\XDU - ZX/\p G’DU’G(W(A»p)) y uaXpG =e ¢ poU ) (9-114)

ist, wie behauptet, vollstiandig durch die Masse und den Spin des Teilchens festgelegt.
Wegen (9.105) ist die Wigner-Rotation, die zu einer Drehung R gehort, unabhéngig
von p und einfach R selbst

W(R,p) = Lg, 'RL, = Lg, "(RL,R"HR =1, 'Lg,R=R, (9.115)

und die Wirkung von Drehungen R auf Basiszusténde vereinfacht sich zu

uRXpG - ZXRp O‘/DO'/O'(R) » (9'116)

sie dreht Spin und Impuls, gehort also zum Gesamtdrehimpuls.
Die Ortswellenfunktionen V4 (t,X) = (Azo|¥(t)) normierbarer Wellenpakete (9.76)

W) =Y stp Xp o) Wolp) e ™™ (9.117)

o

werden unabhéngig vom Spin durch Translation verschoben

UW(t) =) Jdgp Xpo) olp)e® @™

o ] (9.118)
(Ualo(t,%) = [ e b p) o 2o "t =t = a2 )

und durch Drehungen R im Spin und Ort gedreht

Ue(0) = 3 [ heper) Do (RIalple ™
1 e
(Urp) o (t, %) ZDM J Welmp)xwg(p)e_m t (9.119)

_ZDG/ +(t,R7%),
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wobei wir verwendet haben, dafl sich das Skalarprodukt unter Drehungen nicht dndert
(RP)X = (RP)(RR'X) = B(R'X).

Unter Lorentztransformationen transformieren die Ortswellenfunktionen nicht als Fel-
der,

(Uat)o(Ax) %ZDW Mo (x) (9.120)

wobei D(A) Darstellungen der Lorentzgruppe sind, sondern nichtlokal. Um dies zu zei-
gen, unterstellen wir, daf3 es sich bei den Darstellungsmatrizen D der Drehgruppe, die
bisher auftraten, um die Einschrinkung einer Darstellung der Lorentzgruppe auf die
Untergruppe der Drehungen handelt und schreiben den Einteilchenzustand

W= Y |Epxnabalp) = )% a0 %00 DL (L ) (9.121)

mit dem Lorentzinvarianten MaB dp (9.87) nach Abspalten der Matrixelementen
Dq,(l_p) als Superposition reskalierter Basiszusténde

Xpo =V 21320 Xp.o ,  (Xpro | Xpoo) = (21)° 2p° 8% (F' — F) dorr (9.122)
die einfacher transformieren
UnXp.o = ) Xap.o' Dora(W(AD)) . (9.123)

Damit ist ¥ durch Koeffizientenfunktionen

Z (271)32p° Do (L o (P) (9.124)
ausgedriickt, die wie Felder transformieren,
u/\\y - Z Japf(/\‘p,O'DO'O"(W(A)p)) 0"0‘”( )11)0'”( ) . (9-125)

UO—/ U//

Das Produkt der Darstellungsmatrizen ist nach Definition der Wignerrotation gleich
D(L/_\]]D) D(A). Integrieren wir statt iiber p iiber p’ = Ap, so dndert sich das Integra-
tionsmaf} nicht, und wir erhalten, wenn wir zudem den Strich ’ weglassen,

uw= Y Japxp,aDW(L;)Dgla//(A)&)au(A‘p) , (9.126)

0-0—/ 0—//

woraus wir das Transformationsgesetz der Koeffizientenfunktion ablesen

(Uath)o Z Doo (A) P (A Tp) . (9.127)

Die Fouriertransformierte Koeffizientenfunktion

Polx) = J&p P o (p) (9.125)
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transformiert folglich lokal,

(Uad)o ZDW J o (Ax) . (9.129)

Aber sie ist nicht die Ortswellenfunktion (9.83), sondern die Ortswellenfunktion ist die
Fouriertransformierte der Impulswellenfunktion

d3 . ~ ~ . o
bolty) = | b e ™ alp) = [dpe P VRTDLL (L) be(p)  (9.130)

also die Fouriertransformierte eines Produktes und demnach ein Faltungsintegral der lo-
kal transformierenden Funktionen 1 (x) mit den Fouriertransformierten der Funktionen

2p°D L (L,).

oo’

9.8 Quantenfeldtheorie
Wenn es Operatoren ¢(x) mit dem Transformationsgesetz von Feldern
Un,a®u(x)UL', =Dop(A™1) @g(Ax+ a) (9.131)

gibt, wobei U\ 4 die unitdren Operatoren im Hilbertraum sind, die die Poincaré-Gruppe
darstellen und D(A) eine Matrixdarstellung der Lorentzgruppe ist, dann folgt schon aus
diesem Transformationsgesetz, dafl die Felder ¢4(x) Teilchen erzeugen und vernichten.
Um dies einzusehen, betrachten wir Translationen U, = e'F¢

Pl (x)e P = dy(x + a) (9.132)

in erster Ordnung in a oder, gleichwertig, die Ableitung nach a™ bei a = 0,

[iPm> d)oc(x)] - amd)oc(x) . (9133)
Fiir die Fourierzerlegung
d*q ... -
balx) = | S bala) (9.134)
besagt dies
d*q . ~ d*q . :
| ks P, bala)) = | Gty e i )bala) (9.135)

denn sowohl der Kommutator als auch die partielle Ableitung wirken linear und kénnen
unter das Integral gezogen werden. Beide Fourierintegrale sind gleich, wenn die Fourier-
transformierten gleich sind, also gilt

[P, $ol(d)] = dmdulq) (9.136)



9.8 Quantenfeldtheorie 129

Demnach sind ¢«(q) Operatoren, die auf einen Impulseigenzustand X, angewendet,
PmXp = PmXp, einen Eigenzustand mit Eigenwert p,, + qm ergeben, wenn ¢4 (q)x,
nicht verschwindet,

Pin®al(@)xp = ([Pm, ®al(@)] + Pu(@)Pm)Xp = (dm + Pm)Pald)Xp - (9.137)
Wie Adjungieren von (9.136) zeigt, [P, (d(d))T] = —dm(dal(a))’, ist (d«(q)) X, Null

oder ein Zustand mit Viererimpuls p — q.
Solche Operatoren koénnen beispielsweise in einem Hilbertraum wirken, der einen
Poincaré-invarianten Zustand, das Vakuum Q enthélt,

UpnoQ =0, PnO=0, MnQ=0, (Q|Q)=1, (9.138)

und Einteilchenzusténde einer Masse m, poz —p! ? —pzz —p3 > = m2. In einem solchen
Raum ergibt cf)oc(p) , angewendet auf das Vakuum, einen Zustand mit Viererimpuls p,
der nur dann von Null verschieden ist, wenn p der Viererimpuls eines Teilchens ist.
Auf einen Einteilchenzustand angewendet ergibt ((T)“(p))T das Vakuum, wenn —p der
Viererimpuls des Teilchens ist. Wir betrachten daher Felder, deren Fourierzerlegung nur
fiir p2 = m? von Null verschieden ist und die demnach die Form haben

balx) = |dp (™ B (p) + e ™ b)) (9.139)

Hierbei ist dp = d3p/((27)32p°) mit p® = /m? + P2 das Lorentzinvariante Maf$ (9.87).
Der Anteil

by (x) = J&p e P d(p) (9.140)

besteht aus ebenen Wellen exp(—ipx) = exp(i(kX — wt)) mit positiver Frequenz w = p°
und heifit daher positiver Frequenzanteil von ¢4 (x). Der Anteil

by(x) = Jap eP* b (p) (9.141)

ist der negative Frequenzanteil. Auf das Vakuum angewendet fiigen die Operatoren
d) (p) Impuls P und Energie \/m2 + P2 hinzu, sie erzeugen Teilchen mit Impuls P
und Energie p° . Die Operatoren d)j‘( ) sind Vernichtungsoperatoren, die, auf Teilchen
mit Impuls P und Energie p® angewendet, das Vakuum ergeben, denn sie vermindern
die Energie. Diese Operatoren konnen nicht als Erzeugungsoperator von Teilchen mit
Impuls —p und Energie —p°® mifideutet werden, denn das Vakuum ist nach Annahme
der Zustand niedrigster Energie, es gibt keine Teilchen mit negativer Energie.

Da die Operatoren ¢ (x) nur aus ebenen Wellen exp +ipx mit p?> = m? bestehen,
erfiillen sie die Klein-Gordon-Gleichung

(O +m?)dyu(x) =0. (9.142)

Umgekehrt gibt (9.139) alle Losungen der Klein-Gordon-Gleichung, die man als Fourier-
integral schreiben kann.
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Das Feldtransformationsgesetz (9.131) legt fest, wie die Fourierkomponenten transfor-
mieren

Unda(x)Uy" = J&p (e P Uad L (p)UL" + P Undy (p)UL)

=3 Da(A ) 0p(A%) = 3 Dapl” ) [aple ™ b )+ P b))

(9.143)
Schreiben wir die Integrationsvariable als p = Ap’, verwenden wir, daf§ das Mafl und
Skalarprodukte Lorentzinvariant sind, dp = dp’, p Ax = p’x, und lassen wir schlieflich
den Strich ’ an der Integrationsvariablen weg, so heifit dies

J&p (P UAPL (PIUL" + P Undy (p)U,L)

(9.144)
-3 Dualn” ) [ap (e ™ (AR + ey (AP)
also, da die Integrale nur iibereinstimmen, wenn die Integranden gleich sind,
Uadf(p)U, = ZDaB Di(AP), Uady(pUy' = ZDaB ") g (Ap) .
(9.145)

Hermitesches Adjungieren zeigt, dafl die Erzeuger ((T)g(p))Jr mit der konjugiert komple-
xen Darstellung D* transformieren

UA(L(p)) U, = Z Dig (A1) (df (AP (9.146)

9.9 Zeitumkehr und Raumspiegelung

Die Zeitumkehr mufl; wenn iiberhaupt, im Hilbertraum als antiunitdre Operation T
realisiert sein, wenn der Hamiltonoperator ein nach unten beschranktes und nach oben
unbeschrianktes Spektrum hat.

Wegen (9.69) gilt ndmlich

TUaT’1 = Uqq , Tela PT-1 = eT(ia-P)T” _ (ilTa) P _ jia:(TP) (9'147)

also
TEPO)T ' =—iP°, THP)T ' =iP. (9.148)
Falls nun T linear wire, wiirde TP°T~" = —P° folgen. Zu jedem Energieeigenzustand ¢

mit Energie E, POx¢ = Exg, giibe es dann den Zustand Tyxg mit Energie —E.

PO(Txe) = —(TP°T ")(Txe) = —TP%%e = —E(Txe) (9.149)
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Wenn das Energiespektrum nicht spiegelsymmetrisch zu Null ist, wie das in allen physi-
kalisch akzeptablen Theorien der Fall ist, so ist T antilinear

T(c¥Y)=c*(TY¥Y), VceCWeH. (9.150)
und erfiillt in relativistischer Quantenmechanik
TPOT ' =P° TPT ' =P, (9.151)

Die Zeitumkehr dreht also Impulse um und 148t Energien unveréndert.

Wegen U, U, = Up,a, folgt TUAT™! = Ugpg1 und damit das Transformations-
verhalten der Erzeugenden M°' und MY von drehungsfreien Lorentztransformationen
und Drehungen. In beiden Fillen ist Uy = e2¥mM™ wobei A die Matrix e® ist. Ei-
nerseits gilt TAT! = eTwT ' = alw") pjt Wg; = —wo;i und wj; = w;i; und andererseits
TezWmnM™ 1 T3 WmaM™ T S wmn TM™ T

=e'2 , da T antilinear ist, und folglich

TMOT-T = MOt | TMUT T = MY | (9.152)

Es werden also Spins umgedreht, nicht aber Schiibe (boosts). Dafl die Geschwindigkeit
von drehungsfreien Lorentztransformationen Ly umgedreht wird, folgt aus der Antilinea-
ritdt von T.

unvollsténdig
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A Anhang

A.l lime_ o, —— =PV 1 —imd(x)
1 x—ie

zu untersuchen, wenden wir —— = X5 auf eine
xX+ie X“+e€

Um den Grenzwert lime_ o4
reelle Testfunktionen t(x) an.
Der Imaginéarteil wird durch Variablensubstitution identifiziert.

x+ie

det(x) _c __ Jd—" t(ez) % - —sign(e)det(ex)

x? 4 €2 € 1+ (%) 1+ x?

Bei stetigen, beschrankten Testfunktionen t(x) strebt dies fiir € — 0+ gegen

—t(0) L —(ii—xxz = —mt(0) = —det(x) 7o(x) . (A.1)

Der Realteil 77— ist eine ungerade Funktion von x. Auf eine Testfunktion t(x) ange-
wendet, die fiir grofle x geniigend schnell abfillt, trigt daher nur deren ungerader Anteil
xt(x) bei.

t(x) — t(—x) = 2x t(x) (A.2)

x? + €2 2 x24e€? 1+%
. xy 1 . x
_ B x x A3
det(x) |€|Jd(€)1+’é—§t(€(€)) (A.3)
. t(ex) .
= [dxt(x) — d — |dxt
Jextn — el |t — [axtix)

Fiir differenzierbare Testfunktionen t ist t stetig erginzbar bei x = 0 und hat dort den
Wert g—i. Das Integral iiber t ist der Hauptwert (principal value) PV% integriert mit
einer Testfunktion t(x).

del L6 b D (Jedx LI Joo ax 9y J;dx@ (A.4)

2 X e—0+ X te X X

—00

Damit ist die Behauptung

. 1
lim -
e—0+ X +1€

—pv ) ims(x) (A.5)
X

gezeigt.
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.2
A.2 lim o0 = 75(x)

Das Integral mit einer Testfunktion f(x) schreibt sich als

tx . sin? tx x . sin® x
de f(

sin? (tx) B
T) (tx)2 €) x2 (4.6)

def(x) v, :Jtdxf(

und strebt, falls f eine stetige, beschrinkte Testfunktion ist, fiir t — oo gegen

.2
£(0) de X —fo)m. (A7)
X
Es ist also )
_osin”(tx)
tlLIEo o2 o (x) . (A.8)

A.3 Ableitung der Determinante

Die Determinante einer Matrix M ist eine polynomiale Funktion der Matrixelemente
M. Aus ihrer Definition

det M = ey,4,. i, M M2, .. .M (A.9)

folgt durch Differenzieren

3 det M . ) ) .
ML €y iy in M M M M (A.10)
)

Multipliziert man das Ergebnis mit M'; und summiert iiber 1, so erhilt man wieder
die Determinante, wenn 1 = j ist. Im anderen Fall 1 # j erhélt man Null, weil in der
Summe mit dem e- Tensor schon My steht und € total antisymmetrisch ist. Damit ist
die Ableitung % identifiziert.

0detM

— = detM(M 1)), A1l
aMlj € ( ) ( )

Die Ableitung der Determinante einer einparametrigen Schar von Matrizen M(«) ist
daher nach Kettenregel

do det M(a) = det M(M "), 9, MY . (A.12)

Ist fiir « = 0 die Matrix M(0) = 1, so ist dort die Ableitung der Determinante die Spur
der abgeleiteten Matrix 0oM__,

OgdetM _, =1 -8 a(xMiﬂ“:O = a(xMiﬂ(X:O =tr 0,M,_, (A.13)
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A.4 Der Propagator des Skalarfeldes

Der Kommutator des positiven und des negativen Frequenzanteil eines reellen, skalaren
Feldes

b = () +dT(x), b (x) = J&ke““ d(®), & () = J&ke‘”‘" a(®) (A.14)

definiert die Distribution A(x), A*(x) = A(—x),

3
AX) = [¢" (), & (0)] = J(zf)% N (A15)

Wir [3, § 15] werten das Integral in Kugelkoordinaten aus, k-x = v/m2+kZx° —
k1 cos 0. Die Integration iiber den Winkel ¢ gibt einen Faktor 27,

(27.[)3 A(X) JOO dk kZ 27 J_Hd 0 ikt cos® —ivm2+k2x°
= oy cosuoe (§]
0o 2vm? +k? 1

B JOO dk k? 1 (eikr B e—ikr)efi VmZITKZ x0
0o vV TTL2 + kZ (ikT)
s Joo dk k ei(kr— m24+k2x0)
. /mZ + kZ
21 9 0 0 1 (% dk —i(vVm2Z+kZx°—kr)
A(x)——Taf(Xﬁ), f(x»r)—ﬁjmme ‘

Das Integral erhilt seine Standardform durch die Substitution

(A.16)

k=msheo . (A.17)
Dann ist vm? +k? =mche, dk =de mch @, und

IR
f(x°,r):ﬂj dg om0 oTshe) (A.18)

Fiir x° > 7, falls also x im Vorwirtslichtkegel liegt, konnen wir x° als v/A ch @¢ mit
A=x-x=x—1 (A.19)

und r als v/Ash @ schreiben, den Exponenten mit dem Additionstheorem der hyperbo-
lischen Funktionen auswerten, die Integrationsvariable verschieben und schliefllich das
Integral auf Besselfunktionen Jo und Ng zuriickfithren [4, Gleichung 3.714],

1 [

0 —im+v/A(ch @ ch @o—sh ¢ sh @g)

x° >r: f(x°,r)==— dpe

= — | deeimvAdile—eo) (A.20)

_ 7 qpeimvRane _ —%(No(m\/X) +iJo(mvA)) .
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Fiir r > [x°|, fiir raumartige x also, setzen wir v = v/—Ach @o, x° = vV—Ash @, und
erhalten den nichtverschwindenden Wert

1 (® : 1
r> X% f(x%, 1) = —J de e mVAshe — K (myv—A) . (A.21)
21 ) U
Fiir x aus dem Riickwértslichtkegel, —x° > 7, und mit x® = —v/A ch @ und r = vAsh @q

erhalten wir ebenso

—x°>r: f(x° )= %TJ demVAcde — —%No(m\/ﬂ + %]o(m\/X) . (A22)

—00

Die hierbei und spéter auftretenden Funktionen Jo, Ng, Kg, sowie J;(z) = —%]o(z),
Nq(z) = —%No(z) und K;(z) = —%Ko(z) verhalten sich fiir grole Argumente asymp-
totisch wie [4, Abschnitt 8.45]

2sinz 2sinz 2

: = 2RE D Nplz) = 2 Kelz) = -
Z— 0 IO(Z’) \/E ) O(Z) \/7T_Z ’ O(Z) \/Ee ) (A 23)
Ih(z) = 2cosz N;(z) = ~ 2cosz (2) = 2 -
N e Y T
Fiir kleine Argumente gilt [4, Abschnitt 8.40]
z? 4 z 3
IO(Z):]_Z+O(Z)) ]1(2)22—1_0(2))
2 2 2 2
No(z) = 2(1—=Z)mZ +2C+0(2mz), Ny(z)=——+Z2 ln— +0(zlnz),
4 2 m v 2
22z N 1
Ko(z) = —(1+ Z) lnz —C+0(z°Inz), Ki(z) = —— + > ln2 +0O(zlnz) .
(A.24)
Dabei ist C = 0,577214 ... Eulers Konstante [4, Abschnitt 8.367]
C= —J dte ' Int. (A.25)
0

Verwenden wir zu Berechnung der Distribution A(x), dafi die Besselfunktionen von r
iiber A abhéngen, 0/0r = (—2r)9/0A, und beriicksichtigen wir die Fallunterscheidungen
von raumartigem, zukiinftigem und vergangenem x durch die Stufenfunktion 0(A), die fiir
negatives A verschwindet und fiir positives A den Wert 1 hat, und die Vorzeichenfunktion
e(x%), die fiir negative Zeiten —1 und fiir positive Zeiten +1 ist, so erhalten wir

A(x):Lﬂ;uﬂ%(%ew(—l\lo(mmm Jo(mvA)) + 8(-\) L Ko(my/A))
2

( )( Ny +ig(x )]o——Ko)‘f—
T

Si% DN (V) —ie068) Ty (mvA) = 201Ky (my/ )
(A.26)
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Die Funktionen, die 6(A) multiplizieren, konnen bei A = 0 ausgewertet werden,

i (—No(z) + 1) Jolz) — ~Ko(2))) = ie(x) (A.27)

z—0

Damit erhalten wir schliefilich

Ax) = " e(x®)5(A) + o T (N3 (mvA) — ie(x°) Ty (my/A))—

an . 8 VA (A.28)
———0(—-A)K vV—=A) .
Fiir kleine m+/|A| ist dies bis auf Fehler der Ordnung O(m Al In(m I?\!))
i o 1 m?  my/Al  om?
~— — — O(A A2
A(x) 471€(X )O(A) Py + 5 In > 1]67'[8(X JO(A) (A.29)
und fiir masselose Teilchen
i o 1
= — ——. A.
Do (x) = (0NN — (A.30)

Die Distribution A(x) hat unabhéngig von der Masse auf dem Lichtkegel eine d-Funk-
tions-Singularitét und einen Pol —1/(47% x - x) . Zudem hat sie proportional zum Massen-
quadrat eine logarithmische Singularitit In y/|x - x| und eine Unstetigkeit 0(x -x)e(x°).

Der Vakuumerwartungswert des zeitgeordneten Produktes von zwei Skalarfeldern, der
Propagator, ist fiir positive Zeiten durch A und fiir negative Zeiten durch A(—x) gegeben

(TH(x)P(0)) := (Q|Td(x)p(0)Q) = 8(x°) J&ke“‘" +0(—x°) J&ke“‘" . (A31)

Er ist eine symmetrische Funktion von x, die auch fiir raumartige Absténde, x-x < 0,
nicht verschwindet, z = m+/|A,

(TO)0(0)) = 50+ =200 (N1 (2) =11 (2)) ~ 5 =Bl MK (2] - (A32)

Im Gegensatz dazu ist der Kommutator eine ungerade Funktion, die fiir raumartige
Absténde verschwindet,

(b (x), H0)] = Alx) — Al—x) = ~—e(x®)5(N) — = oA e(x®) T (mVA) . (A.33)
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A.5 Definitheit des Skalarproduktes

In Eichtheorien treten Fockrdume mit nicht-definitem Skalarprodukt auf. Solch ein Fock-
raum kann nicht der Raum der physikalischen Zusténde sein, denn die Definitheit des
Skalarproduktes (1.4)

0< (YY) , (WW)=0sVY=0. (A.34)

folgt, wie wir jetzt zeigen wollen, schon aus der Grundgleichung (1.1) fiir die Wahrschein-
lichkeit

daBl bei Messung des Zustands ¥ mit dem Apparat A der i-te Mewert festgestellt wird.

Hierbei sind nach Definition die Eigenzustinde A; diejenigen Zustédnde, bei denen mit
Sicherheit der zugehorige MeBwert a; auftritt. Also sind verschiedene A; zueinander
orthogonal und demnach linear unabhéngig (1.5)

(A|N) =0, fallsi#j. (A.36)
Fiir i =j ist das Skalarprodukt der Eigenvektoren reell (1.2b) und vom Betrag 1.
</\1|/\]>:T]1], n:dlag(1,1,,—1,—1,) (A37)

Im Raum, der von den Eigenzustinden aufgespannt wird, ist das Skalarprodukt daher
von der Form

(AlY) = (AnY) (A.38)

wobei (A[Y) ein definites Skalarprodukt ist und n die lineare Abbildung, die A; auf
Zj /\jn]’i abbildet.
Die Eigenzustande A; des MeBlapparates A sind Eigenzustdnde der Abbildung n.
Ebenso miissen die Eigenzusténde [} jedes anderen Meflapparates C Eigenzusténde
von 1 sein, denn bei ihnen treten die zugehorigen Meiwerte ¢; mit Sicherheit auf

(MiMG) =7y, nhi= Z GMji - (A.39)

)

Es ist aber die Superposition I' = aA; + bA; fiir ab # 0 kein Eigenzustand von 1, falls
die Eigenwerte 177 und 132 nicht iibereinstimmen. Falls keine Superauswahlregeln den
Raum der Eigenvektoren moglicher Meflapparate einschréanken, falls also alle Superposi-
tionen I' von Eigenvektoren A; Eigenvektoren moglicher Melapparate sind, dann hat n
in diesem Raum nur gleiche Eigenwerte und das Skalarprodukt ist (positiv oder negativ)
definit.
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A.6 Baker-Campbell-Hausdorff-Formel

Sei X eine lineare Selbstabbildung eines endlichdimensionalen Vektorraumes V. Sie defi-
niert durch ihren Kommutator eine adjungierte Abbildung adx von Matrizen Y (2.32),

adx 1 Y — [X,Y] . (A.40)

Die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel [9] stellt fiir geniigend kleine X und Y das Pro-
dukt eXeY als Exponentialreihe e(*>Y) dar, wobei Z ein Element der von X und Y erzeug-
ten Liealgebra ist, ndmlich bis auf X + Y eine Potenzreihe in adyx und ady, angewendet
auf [X,Y].

Als Folge gehort zu jeder Darstellung einer Liealgebra die Gruppe, die aus den Pro-
dukten der exponentierten Darstellungsmatrizen besteht.

Die durch den Kommutator bewirkte Abbildung adx erzeugt die zur invertierbaren
Matrix g = X adjungierte Transformation Ad, : Y — gYg~' (3.15),

X Ye X =Xy, (A.41)

Denn als Funktion einer reellen Variablen t erfiillen A(t) = e*Ye™** und B(t) = etadxY
dieselbe Differentialgleichung erster Ordnung %A(t] = [X,A(t)] und %B(t) = [X, B(t)].
Da ihre Anfangswerte A(0) = B(0) =Y iibereinstimmen, gilt A(1) = B(1) und folglich

Ad(eX) = eadx . <A42)

Sei Z(t) = X+ tY + ... eine Kurve im Raum der Matrizen, die fiir t = 0 den Punkt
Z(0) = X in Richtung des Tangentlalvektors =Y durchliuft. Die Ableitung von eZ(t)
fiir t = 0 bezeichnen wir mit

d X+tY
— =AX)Y). A4
dt\t:oe ( ’ ) ( 3)

Sie ist linear in Y, A(X,aY) = aA(X,Y) und stimmt fiir X = 0, am Einselement, mit Y
iiberein, A(0,Y) =Y.

Bis auf einen Faktor eX ist A(X,Y) eine Potenzreihe in adyx angewendet auf Y. Denn
fiir jede natiirliche Zahl m gilt

XY (e%—b—t%)m (A.44)

und das Differenzieren der m Faktoren ergibt nach der Produktregel

d
dt|.

X

m—1
D M EARA TS
k=0 (A.45)

e X %mz (Ad_ :1,\().

3=

3\><
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Wegen - Zk o q* mz;f:) und wegen (A.42) strebt fiir m — oo die Summe von
Abblldungen gegen

— adx ] e~ adx

Tll’l Z Ade (]1_—eeadx) - _adx - Z (_”n.(adX)n ' (A.46)

3\><

Die anderen Faktoren in (A.45) gehen fiir m — oo gegen X und A(0,Y) =Y, und da
(A.45) stetig in diesen Faktoren und unbhéngig von m ist, gilt

d Xty _ x 1 —e N

— =" ——Y A.47

dt|tzoe ¢ adX ( )
oder 1 ] 1 47

Aoz _ 21z ™ dz A4

dat° ¢ Tadz dt- (A.48)
Fiir Z(t), das sich bei Einschalten von Y ergibt,

eZt) — XtV | (A.49)

besagt dies
2w d g _ 1 —e e dZ

T ady  dt
Dabei ist die Reihe in adz invertierbar, wenn X und Y und daher Z geniigend klein sind.
Der Kehrwert von 17:75 ist lfe . Also ist

e =Y. (A.50)

dZ B In e2dz

a a 1 - e_adZY = g(eadZ)Y ) (A51>

wobel die Funktion

(s) = Ins  slns  (1+(s—1))In(1+(s—1))
98_1—5*‘_5—1_ s—1
n+1 (A52)

_1+Z n+1 -

im Bereich |s — 1| < 1 analytisch ist.
Wegen €1z = Ad(.z) = Adexeer = Adex Adgy = e?¥xet2dY st schliefllich

dZ eadx et ady ln(eadxet ady)

e B (A.53)

Integrieren wir dies iiber t mit Z(0) = X, so erhalten wir mit Z = Z(1) die Baker-

Campbell-Hausdorff-Formel fiir Z in e = eXeY

1 adx tadyl adx ~tady
Z:X+Jdte e Inferre )y
0 eddxetady — 1
o )n+1 (A54)

( J‘ dx tad
—X4+Y ~ 7| dt (eddxetady _ 1)y
+ +T;n(n—H) 0 (e*e )
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Hierbei ist e*¥xet2dy — 1 yon mindestens linearer Ordnung in adx und ady

1 t?
[1+adx +5(adx)? +...1[1 + tady +—=(ady)? +...] — 1
2 2
: o (A.55)
= adx +tady +§(adx)2 + tadx ady +7(ady)2 + ...

Durch Ausmultiplizieren von (e*ixet2dy — 1)™ ergeben sich Monome mit Faktoren adx
und k Faktoren tady, k = 0,1,..., deren t-Integration einem Koeffizienten 1/(k 4 1)
ergibt. Bis auf Terme mit drei und mehr Kommutatoren folgt so

1 1 1
Z=X4Y 45XV 4 S0 XV = S XV (A.56)

0 —1 0 1
(i 0) (o)
10 11 1 -1 (A.57)
X _ [ Y _ Xy __ [ -
S IR RES ()RR )

zeigt, dafl die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel wirklich nur fiir geniigend kleine X
und Y gilt. Denn in diesem Gegenbeispiel kann eXeY nicht als Exponentialfunktion ir-

gendeiner Matrix
z— <§ 3) (A.58)

geschrieben werden. Denn det eXe¥Y = 1 = e Z erfordert d = —a. Dann folgt aber

10 1 0\ sh(vaZ+ be)
Z? = (a® + be) <o 1) , e“ =ch(v/ a2+ bc) (o 1)+WZ. (A.59)

Damit das (1,2)-Matrixelement von Null verschieden ist, darf der zweite Term nicht
verschwinden. Aber nur fiir a = d hat Z gleiche Hauptdiagonalelemente und wegen
a = —d verschwinden a = d = 0. Zudem ist ¢ = 0, damit das (2,1) Matrixelement

et = <(]) ?) (A.60)

Das Gegenbeispiel

von e verschwindet. Aber dann ist

verschieden von eXeY.

A.7 Das Schursche Lemma

Eine Menge von linearen Abbildungen K, die einen Vektorraum V auf sich abbilden und
dabei einen echten Unterraum U, {0} # U # 'V, auf sich abbilden, heift reduzibel. Wahlt
man die Basis fiir V so, daf} die ersten Basisvektoren U aufspannen, so haben die zu den
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reduziblen Abbildungen gehorigen Matrizen einen gemeinsamen Block verschwindender
Matrixelemente und sind von der Form

K = (3 :) : (A.61)

Eine Menge von linearen Abbildungen K heifit irreduzibel, wenn keine anderen Unter-
raume als {0} und V von allen Abbildungen K auf sich abgebildet werden.

Ist bekannt, dafl eine Menge linearer Abbildungen K nur mit Vielfachen der 1 ver-
tauscht, dann ist sie irreduzibel. Denn jeder Projektor auf einen invarianten Unterraum
vertauscht mit jedem K und kann, weil er ein Vielfaches der 1 und ein Projektor ist,
nur 1 oder 0 sein. Folglich ist der invariante Unterraum V oder {0}.

Wenn eine Abbildung W mit einer Abbildung K vertauscht, wenn also WK = KW
gilt, so bildet K fiir jede Zahl o den Nullraum von W — o1,

Ne={veV:(W-0l1)v=0}, (A.62)

auf sich ab. Denn aus (W — o1)v = 0 folgt 0 = K(W — o1)v = (W — o1)(Kv).
Ist die Menge von linearen Abbildungen K, die mit W vertauschen, irreduzibel und
hat W einen Eigenvektor zu einem Eigenwert A, dann ist der zugehorige Nullraum Ny

ein invarianter Unterraum und mindestens eindimensional, und folglich ist N =V, das
heifit W = Al. Demnach gilt das (Issai Schur, 1875-1941)

Schursche Lemma: Wenn eine lineare Selbstabbildung W' eines Vektorraumes einen
Figenvektor hat und mit einer irreduziblen Menge von linearen Selbstabbildungen K ver-
tauscht, dann ist W = A1 ein Vielfaches der Eins.

Die Bedingung, einen Eigenvektor zu haben, ist fiir jede lineare Selbstabbildung eines
komplexen, endlichdimensionalen Vektorraumes erfiillt, ebenso fiir alle symmetrischen,
reellen Matrizen.

Sei eine Menge von linearen Selbstabbildungen K eines Vektorraum V irreduzibel und
gebe es eine lineare Abbildung W von V in einen Vektorraum W. Wenn jedes K durch W
mit einer linearen Selbstabbildung K’ von W verflochten ist,

K'W = WK | (A.63)

und die Menge dieser K’ ebenfalls irreduzibel ist, dann ist W entweder invertierbar und K
und K’ sind einander dquivalent, K = WKW~ oder W = 0 verschwindet.

Denn das Bild WYV ist ein invarianter Unterraum der Abbildungen K’ und der Nullraum
von W ist ein invarianter Unterraum der Abbildungen K. Falls nun W nicht verschwindet,
so ist, weil die Menge der K’ irreduzibel ist, WV = W, und der Nullraum von W ist
nicht V, sondern {0}, da die Menge der K irreduzibel ist. Also ist W invertierbar, oder W
verschwindet.

A.8 Das Hopfbiindel

Jede Untergruppe H C G einer Gruppe G zerlegt sie in Mengen von Linksnebenklassen
gH, g € G, die entweder iibereinstimmen, gH = ¢'H < Jh € H: ¢’ = gh, oder
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elementefremd sind,
gHNgH#AgH < gHNgH=0. (A.64)

Dies zeigt, dal G ein Biindel iiber der Basismannigfaltigkeit G/H = {gH : g € G} ist
mit Fasern, die diffeomorph zu H sind. Mit anderen Worten: es gibt eine Projektion
n:G — G/H, g — gH des Biindels auf die Basismannigfaltigkeit G/H und das Urbild
jedes Punktes von G/H ist diffeomorph zu H, 7' (gH) ~ H.

Betrachten wir beispielsweise die Gruppe G = SU(2), also die Menge der unitéiren
2 x 2-Matrizen, deren Determinanten den speziellen Wert 1 haben. Sie haben die Form

B z+is —x+1iy)\ 3 4 2, .2 2., .2 _
SU(Z)_{<x+iy z—is) t(s,x,y,z) € SPC R, s“"+x“"+y~+z —1}. (A.65)

Da die komplexen Zahlen z + is und x + iy die Komponenten des Bildes des ersten
Basisvektors sind und die Matrix unitér ist, hat er Einheitslinge. Das Bild des zweiten
Basisvektors steht darauf senkrecht, seine Komponenten sind also ein Vielfaches von
(—(x +iy)*, (z+ is)*). Dieses Vielfache ist durch den Wert der Determinante festgelegt.

Die Mannigfaltigkeit SU(2) kann also als die dreidimensionale Kugeloberfliche S3 an-
gesehen werden. Fiir ihre Punkte (s, x,y, z) verwenden wir stereographische Koordinaten
(u, v,w) (Stidkoordinaten fiir alle Punkte auier dem Nordpol (0,0,0, 1)) und (v, v',w’)
(Nordkoordinaten fiir alle Punkte auer dem Stidpol (0,0,0,—1)),

S X Yy
u:1—z’ v:]_z, W:1—z’
Y R v X e y (A.66)
14z 142z 14z

AufBlerhalb der Pole héngen sie durch Inversion am Einheitskreis zusammen,

u/ . u _v/ . v W/ . w
w2 viw?’ CuZ v 4w’ w2 viw?’
u/ V/ W/ (A67)
_u/2+v/z+w/2’ v:u/2+v/z+w/2’ W:u/z+v/z+w/z '
Die Gruppe G = SU(2) enthéilt die Untergruppe H = U(1)
el 0
U(l)=<h:h= 0 ode) > @€ [0,2m) » C SU(2), (A.68)

einen Kreis S' auf S3. In stereographischen Koordinaten ist er zur Geraden entartet

TRP 0,0) = (cot 2,0,0) . (A.69)

(u)v)w)(Sin(p)O)O)COS(p) - ( 2)

1 —cosqg’

Er wird durch Linksmultiplikation mit g € G — das ist wegen SU(2) C SO(4) eine
Drehung von R* — wieder auf einen Kreis, die Linksnebenklasse gH, abgebildet.
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Die Menge der Linksnebenklassen SU(2)/U(1) ist die Mannigfaltigkeit S?, denn mit
c =+Vz2+s2,0<c¢ <1, und s = V1 —c? und mit einer Phase « 1at sich jede

Nebenklasse als
c —se ®\ [ 0

schreiben. Der Kreis g. «H besteht aus Punkten mit den stereographischen Koordinaten

csing@  scos(@+ ) ssin(@ + «)
1—ccosp’ T—ccosp ' 1T—ccosq@

(w,v, w)(ge,H) = { ( ), 0< @ <2m}. (A7)
Insbesondere gehort ¢ = 1 zum o-unabhéngigen Kreis (A.69) und ebenso unabhéngig
von « besteht go «H aus den Punkten

(u,v,w)(go.«H) = {(O,cos((p + o), sin (@ + oc)) ,0< o< 27(} . (A.72)

Die Projektion m : G — G/H,
g — gH, die jeden Punkt g von
G ~ S3 auf den Kreis abbildet, in
dem er liegt, verleiht S die Struk-
tur eines Biindels iiber der Basis-
mannigfaltigkeit S ~ SU(2)/U(1).
Die Urbilder (k) jedes Punktes
k € S?, die Faser iiber k, sind je-
weils ein Kreis S'.

Aber dieses S'-Biindel iiber S?,
das Hopf-Biindel, ist kein Produkt
S?xS'. Denn das Produkt ist anders
als S3 nicht einfach zusammenhin-
gend, enthélt also geschlossene We-
ge, die sich nicht auf einen Punkt
zusammenziehen lassen.

Jeder dieser Kreise m~'(k) um-
windet wie in Abbildung (A.1) in
stereographischer Projektion darge-
stellt, jeden anderen Kreis 7t='(k’)
einmal. Es schneidet ja (A.71) fiir
0 < ¢ < 1 die u=0-Ebene in

Abbildung A.1: S'-Fasern von S3 [13]

—S COS & —ssinoc)
14c¢c ' 1+c

(A.73)

$Ccos o Ssin &
© )

"1—¢’ 1—c und (0,

einmal auBerhalb und einmal innerhalb ((1 —c)? < s? < (14 ¢)?) des Kreises (A.72),
umwindet ihn also einmal. Gleiches gilt fiir jedes andere Paar von Kreisen, denn durch
Linksmultiplikation kann man das Paar auf den Kreis (A.72) und einen Kreis (A.71)
abbilden, ohne an dieser Windungszahl etwas zu dndern.
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