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1 Vektorraume

Vektorrdume V sind Mengen, deren Elemente, die Vektoren, man sinnvoll addieren und
vervielfiltigen kann.

Die Formulierung: ,,Ein Vektor ist eine Grofle, die Richtung und Betrag hat.“ beschreibt
Vektoren wie zu Beispiel Verschiebungen, Geschwindigkeiten, Stromdichten, Kraft, Im-
puls und Beschleunigungen scheinbar anschaulicher. Aber sie lenkt die Aufmerksamkeit
auf Figenschaften, die nicht allen Vektoren zukommen — der Nullvektor hat keine Rich-
tung —, die sich bei Addition uniibersichtlich verhalten, und die Gréfen besitzen kénnen,
ohne Vektoren zu sein. So haben Drehungen D 4,, eine Richtung n, die Drehachse, und
den Betrag des Drehwinkels «. Aber da man Drehungen nicht sinnvoll addieren und
vervielfiltigen kann, Do, = Dy, sind sie keine Vektoren.

Viele GroBlen werden auf dieselbe Art addiert und vervielfiltigt wie Ortsvektoren,
beispielsweise Einkaufszettel oder Warenpreise. Man kann sie genauso als Vektoren be-
greifen wie Parallelogramme und Stromdichten, die Parallelogramme durchstromen.

Der Begriff Vektor ist nicht daran gebunden, dafl wir Vektoren in einer zweidimen-
sionalen Ebene oder in einem dreidimensionalen Raum anschauen kénnen. So ist bei
Ereignissen oder bei Verabredungen nicht nur wichtig, wo sie stattfinden, sondern auch
wann. Sie werden also durch vier Angaben, drei Ortsangaben und die zugehorige Zeit
bezeichnet. Diese vierdimensionale Menge von Ereignissen, die Raumzeit, kann in Ab-
wesenheit von Gravitation als Vektorraum begriffen werden. Verschiebungen in dieser
Raumzeit, Vierergeschwindigkeiten, Viererbeschleunigungen und Viererimpulse bilden
zugehorige vierdimensionale Vektorrdume, mit denen es sich genauso rechnen und den-
ken 148t wie mit dreidimensionalen Vektoren.

Dafl dabei dem einen oder anderen die geometrische Anschauung abhanden kommt,
sollte man nicht {iberschiatzen. Viele geometrische Sachverhalte in hoherdimensionalen
Réaumen werden schon in zweidimensionalen Grundrissen, Liangs- und Querschnitten
oder Minkowskidiagrammen sichtbar und verstéandlich.

Die reellen oder komplexen Funktionen eines Bereichs bilden unendlichdimensionale
Vektorrdume. Auch sie kann man geometrisch begreifen. Wenn man eine Funktion durch
einen einfacheren Ausdruck nahern will, bewertet man die Giite der Ndherung mit der
Summe der Quadrate der Fehler und verwendet im Raum der Funktionen den gleichen
Abstand, ¢? = a? + b?, wie ihn Pythagoras fiir rechtwinklige Dreiecke formulierte. Im
unendlichdimensionalen Raum der Funktionen kann man wie in Kapitel 17 sinnvoll da-
von reden, dafl zwei Funktionen weit voneinander entfernt sind oder daf sie zueinander
senkrecht sind.

Keine Vektoren sind zum Beispiel die Verschiebungen auf einem Zylinder oder einer
Kugeloberflache, die Steigungen von Stralen oder die Temperaturen von Flammen. Eine
Kugeloberflache ist keine Ebene, 100 Prozent Steigung und 100 Prozent Steigung ergibt
nicht 200 Prozent Steigung, und wer mit einer Kerze eine zweite anziindet, verdoppelt
nicht die Temperatur.



2 1 Vektorraume

Mathematische Struktur von Vektorraumen

Die mathematischen Strukturen von Vektorrdumen sind kinderleicht. Jedes Kind kann
aus zwei Einkaufszetteln einen zusammenschreiben oder das doppelte von dem besor-
gen, was aufgeschrieben worden ist. Dabei hat es die grundlegenden Rechenoperationen
in Vektorrdumen angewendet, die Addition und Vervielfaltigung. Sie geniigen fiir alle
Vektoren u,v und w und alle Zahlen A und « (in der Physik reell oder komplex) den
Regeln !

ut+v=v+u Kommutativitét (Parallelogramm) (1.1)
(u+v)+w=u+(v+w) Assoziativitét, (1.2)
u+0=u Existenz eines Nullvektors 0, (1.3)
u+(—u)=0 Existenz des entgegengesetzten Vektors, (1.4)
Alku) =(Axk)Ju, lu=u Einfaches und Vielfaches von u, # Torus (1.5)
A+kJu=Au+«ku Distributivgesetz, (1.6)
Alu+v) =Au+Av Strahlensatz. (1.7)

Nicht zu den mathematischen Operationen in Vektorrdumen gehort die Division, auch
wenn in einigen Féllen Verhéltnisse von Vektorkomponenten (6.25, 9.18) physikalische
Bedeutung haben.

Basis, Komponenten

Inhalte von Einkaufswagen oder Einkaufslisten

w = 2 kg Mehl + 5 kg Zucker + 1,2 Pfd Kartoffeln + ...
oder Preise fiir Waren in €

u = 0,36 pro kg Mehl + 1,48 pro kg Zucker + 0,85 pro Pfund Kartoffeln + ...

sind alltidglich auftretende Vektoren in hochdimensionalen Vektorrdumen.

Der Vektor w = e; w! + e;w? + ... ist eine Linearkombination (also eine Summe
von Vielfachen) von Basisvektoren e, e;... mit Komponenten w!, w?... Dabei ist
e; = 1 kg Mehl, e, = 1 kg Zucker, ... die Basis und (w!,w?,...) = (2,5,...) die Kom-
ponenten. Die hochgestellten Zahlen (gelesen ,w eins, w zwei,...“) bezeichnen in dieser
Notation nicht Exponenten, sondern numerieren Komponenten, untenstehende Zahlen
numerieren Basisvektoren. Die Notation ist niitzlich, solange Exponenten nicht auftreten
oder aus dem Zusammenhang klar ist, ob die zweite Komponente des Vektors w oder
sein Léngenquadrat gemeint ist.

Es ist ungewohnlich, aber fiir die Matrixrechnung sehr praktisch, die Komponenten
wh w? ... rechts von den Basisvektoren e, es... zu notieren. Wegen des Druckbildes
schreiben wir die Komponenten von Vektoren im laufenden Text als Zeilen, auch wenn
wir sie bei Matrixmultiplikation in Spalten anordnen.

A und « sind die griechischen Buchstaben lambda und kappa.



Bei der Addition und skalaren Multiplikation von Vektoren addieren und vervielfilti-
gen sich die Komponenten,

u+w=(equl+eul+.. )+ (e;w +eaw?+..)

L2) (e;ul +e;wh) + (eau? +esw?) + ...

(;6) € (ul—i—wl)—i—eg (u2+w2)—i— s

(u4+wl=ul+w!, (u+wi=u+w?, ... (1.8)

—

Au=Alegul +eau®+...) (L) el Aul Fes AuZ 4.
Aw)l=Aaul, QAuw?=Au?, ... (1.9)

Statt die Komponenten einzeln anzugeben, verwenden wir einen Index i, der die Werte
annehmen kann, mit denen wir die Basisvektoren abzihlen und notieren die Gleichung
als

(u+w)li=u'+w', Au)i=Au', i=12.... (1.10)

Eine Gleichung in Indexnotation ist genau dann richtig, wenn sie fiir jeden Wert, den der
Index i annehmen kann, erfiillt ist. Beispielsweise ist die Vektorgleichung u = Aw genau
dann richtig, wenn jede Komponente ut = Aw?' erfiillt. Dieselbe Gleichung kénnen wir
auch als W = Aw schreiben, wobei j ein Index ist, der jeden der Werte annehmen kann,
mit denen wir die Basisvektoren abzdahlen. Was eine Gleichung mit einem Index besagt,
andert sich nicht, wenn wir ihn in allen Termen gleich umbenennen.

Der Vektor w = Y . e;w' = e; w! + e;w? + ... ist eine Summe von Vielfachen der
Basisvektoren. In ihr tritt der Summationsindex i doppelt auf, einmal oben und ein-
mal unten, und durchlduft den Laufbereich der mdéglichen Werte. Die Summe héngt
nicht vom Namen i des Summationsindexes ab, ), e; w' = 2 € W . Wir verwenden
als Kurzschreibweise die Einsteinsche Summationskonvention: Ein Indexpaar bezeichnet
auch ohne Summenzeichen die Anweisung, iiber den Laufbereich des Indexes zu sum-
mieren,

eewii=erw +eaw? Fesw 4. (1.11)

Fiir einen doppelt vorkommenden Index kann kein Wert eingesetzt werden, denn das
Indexpaar steht fiir die Summationsanweisung, iiber seinen Laufbereich zu summieren.

In Indexnotation kommt in einer Gleichung jeder Index, der nicht paarweise auftritt,
in jedem Term in gleicher Hohe vor: Die Gleichung u' = a, alsou! = a, u> =a ..., ist
meist nicht gemeint, sondern zeigt normalerweise einen Fehler an.

Dimension und lineare Abhangigkeit

Vektoren ey, e, . .. e, heiBen linear unabhiingig, wenn jede Linearkombination e; At (Ach-
tung Summe!) nur dann verschwindet, wenn alle Koeffizienten A', 1 = 1,2... Null sind.

Ein Vektorraum V ist n-dimensional, dimV = n, wenn er n, nicht aber n + 1, linear
unabhéngige Vektoren e, es...e, enthilt. Jedes geordnete n-Tupel von linear unab-
héngigen Vektoren e, es ... e, heifit eine Basis.



4 1 Vektorraume

Jedes Element w des n-dimensionalen Raumes V kann als Linearkombination einer

Basis e;,e;...e, geschrieben werden, w = e;w'. Dabei sind die Komponenten w'
eindeutig. Denn w, e;,e;...e, € V sind linear abhingig, wA + e; A' = 0, wobei A # 0,
sonst wiren schon ey, es, ...e, linear abhingig. Also gilt w = e; w! mit w! = —Al/A.

Ist zudem w = e; W'l so gilt 0 =w—w = egwh —e; W't = ¢; (W —w'1), also wt =w't
firi=1,2...n, da die Basisvektoren e, e ... e, linear unabhéngig sind.

Bei gewéhlter Basis ey, es . . . e, kann jeder Vektor w durch das n-Tupel seiner Kompo-
nenten w' angegeben werden: V ist isomorph (in den betrachteten Strukturen gleich) zu
R™ oder C™. Auch wenn Vektorrdume so verschieden sein moégen wie Waren und Preise,
was ihre Addition und skalare Multiplikation angeht, sind sie alle einander gleich, wenn
ihre Dimensionen {iibereinstimmen.

Ort und Geschwindigkeit

Orte konnen in drei Richtungen verschoben werden. Die hintereinander ausgefiihrten
Translationen @ bilden einen dreidimensionalen, reellen Vektorraum,

al 1 0 0
a= é’iai s a= a2 s _’1 =10 , _»2 =11 R _’3 =10 , (112)
a’ 0 0 1

wobei €, die Verschiebung in x-Richtung, €; die Verschiebung in y-Richtung und €3 die
Verschiebung in z-Richtung um eine Einheitslange bezeichnet und + fiir Hintereinander-
ausfiithren steht.

Das ist ein mathematisches Modell der Wirklichkeit: der Raum ist dreidimensional, ist
kein Torus, hat keine Torsion, keine Kriimmung und keine Locher. Anderes ist denkbar
(Allgemeine Relativitétstheorie, string-Theorie) und kann sich als richtig erweisen.

Im Ortsraum gehort zu jedem Paar von Punkten A und B genau eine Translation
A_B>, die A nach B verschiebt. Wahlt man einen Punkt O, den Ursprung, dann kann man
jeden Punkt A durch die Translation OA bezeichnen, Sie heifit Ortsvektor. Ortsvektoren

héngen von der Wahl des Ursprungs ab, Differenzvektoren AB nicht.
— —_— — — —_— —
OB=0A+AB < AB=0B—-0A
_— —
O'A =00+ 0A (1.13)
— - — — —
OB—-—0'A=0'0+0B—(0'0+0A)=0B—-0A

Ein Punktteilchen durchliuft mit der Zeit t seine Bahnkurve f. Sie ist eine Abbildung
der Zeit, die von einer Startzeit t zur Ankunftszeit t zunimmt, I ={t:t <t < t}, in
den Ortsraum,
ICR — V

t = f(t)=¢&fi(t)
Glatte Bahnen konnen differenziert werden. Thre Ableitung nach der Zeit ist die Ge-
schwindigkeit,

Kurve f: { (1.14)

- -

df f(t — flt
(1) = 3y, fEF e AL
dt e—0 €

<i

(1.15)



Falls die Basisvektoren zeitunabhéngig sind, sind die Komponenten der Geschwindigkeit
die Zeitableitungen der Komponentenfunktionen der Bahn,
d . dft

V= —(&f)=¢&—.
V (e; ') edt

i (1.16)

Sei 1?0 die Bahn eines bewegten Ursprungs O relativ zu einem ruhenden Ursprung O’
und gebe f den Verschiebungsvektor vom bewegten Ursprung zu einem Teilchen. Es
hat beziiglich O die Geschwindigkeit V = df/dt und durchliuft beziiglich des ruhenden
Ursprungs O’ die Bahn fo + f mit der Gesamtgeschwindigkeit

o (8) = lin [ EETTOH O ZIOFIOM) _g 4 5000y (1)

Also bilden Geschwindigkeiten einen Vektorraum.

Genau genommen ist diese Geschwindigkeitsaddition falsch. Sie unterstellt, dafl die
Zeit t fiir den bewegten Ursprung und den ruhenden Ursprung gleich ist. Aber Zeit ist,
was Uhren messen, und verschieden bewegte Uhren ordnen, wie wir noch sehen werden,
denselben Ereignissen verschiedene Zeiten zu.

Dualraum V*

Inhalte von Einkaufswagen bilden einen Vektorraum V. Preise der Waren bilden einen
dazugehorigen, aber anderen Vektorraum V*. Man kann Preise mit Zahlen, etwa der
Mehrwertsteuer 0,19, multiplizieren und Kostenanteile, etwa fiir Transport und Grof-
handel, addieren.

Preise sind lineare Abbildungen von Waren: Der Preis in €,

p =0,36 pro kg Mehl + 1,48 pro kg Zucker + 0,85 pro Pfund Kartoffeln ,
angewendet auf den Warenkorb
w = 2 kg Mehl + 5 kg Zucker + 1,2 Pfd Kartoffeln ,
ergibt die Zahlung
Pw)=0,36%x2+148«5+0,85%x12=9,14 .
Die Zahlung p(w) ist linear im Wageninhalt, w,x € 'V,
pw+x) =pW)+p(x), PAW)=Apw). (1.18)

Ebenso bewirkt jede (rdumlich konstante) Kraft F eine lineare Abbildung von Verschie-
bungen um X = €;x' auf die dabei verrichtete Arbeit F: X — F;x', F(&;) =F;.

Der Dualraum V* ist die Menge der linearen Abbildungen von V in die reellen (oder
komplexen) Zahlen. Im Dualraum sind Addition und Vervielfachung von p und q € V*
durch die Addition und Vervielfachung der Funktionswerte erklart ,

(p+a)w)=pw)+qw), Ap)w)=Apw). (1.19)
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Summen und Vielfache linearer Abbildungen sind lineare Abbildungen.
Jede lineare Abbildung p eines n-dimensionalen Vektorraumes V ist durch ihre Wir-
kung auf eine Basis ey, es...en,

plei) =ps (1.20)
festgelegt. Sei nimlich w = e; W' ein beliebiger Vektor aus V, dann gilt

pw) =plegw!) =ple)w =piw =piw +paw? + ... . (1.21)

Betrachte bei gegebener Basis ey, e ... e, die linearen Abbildungen 1, 2. . f* € V*,
die jeden Vektor w € V auf seine erste, zweite ... n-te Komponente abbilden,

filw) =wh,  fi(e) =0Y, (1.22)
(1 falls i=]
% _{ 0 falls i4j (1.23)

Das hierbei auftretende Kronecker-Delta & hat den Wert Eins oder Null, je nachdem,
ob der Wert von i mit dem Wert von j iibereinstimmt,

8 =08%=08%...=1, §,=8=0%=...=0. (1.24)

Summen mit einem Kronecker-Delta vereinfachen sich. Es hat ja die Summe Z]. 8% o
nur einen nichtverschwindenden Summanden, weil &'; verschwindet, wenn j die Werte
durchlauft, die vom Wert von i verschieden sind. Wenn der Wert von j den Wert von 1
durchléuft, hat 8% den Wert 1, demnach ist 3_; 60’ =3 ;8% ) = a".

)=t

éljaj:511a1—|—612a2—|—613a3—|—...:1a1—|—0a2—|—0a3—|—...:a1,
5200 — 52, a 2 2 2 3 Al 2 3 _ 2 (1.25)
ja’ =0"1a +06%a"+063a°+...=0a +1a"+0a’+...=a",

85 ad =a. (1.26)

Zum Formelbild: bei einer Summe von Komponenten @’ mit einem Kronecker-Delta 6%
verschwinden das Kronecker-Delta und das Summationsindexpaar. An die Stelle des
Summationsindexes tritt bei a der andere Index von &, als wiren 6 und das Summa-
tionsindexpaar eine Angelschnur, die man von a aus einholt: sie verschwindet auf der
Rolle und der Fisch, der an der Schnur héangt, der Index 1, landet an Bord.

Der Sachverhalt gilt unverdndert, wenn statt a’ GroSen summiert werden, die mit
weiteren Indizes abgezihlt werden, beispielsweise gilt §% 87y = &% .

Eine Fallgrube ist die Summe 8% ! Sie ergibt die Gro8e des Laufbereiches des Indexes 1,
dessen Werte die Basis abzéhlen,

8 =01 +8%+...=1+1+...=n = Laufbereich = dimV . (1.27)

Jede lineare Abbildung p € V* ist eine Linearkombination p = p; f' der Abbildun-
gen ft, _ '
pif'(w) =piw' =pw) . (1.28)



Die Abbildungen f!, f2.. . f™ sind linear unabhingig, denn die Abbildung p; f* verschwin-
det genau dann, wenn p; f'(w) = py w' fiir alle w € V verschwindet, also falls alle p; = 0
sind. Demnach bilden die f' eine Basis des Dualraumes V*, die Dualbasis zu e; .

Die Komponenten p; eines Dualvektors p = p;if' numerieren wir mit einem unteren
Index, die Vektoren f' der Dualbasis mit einem oberen.

Der Dualraum (V*)* eines endlichdimensionalen Dualraumes V* kann mit dem ur-
spriinglichen Vektorraum V identifiziert werden, denn jedes w € 'V definiert die lineare
Abbildung w : p — w(p) := p(w) von V* in die reellen (komplexen) Zahlen. Am Dual-
raum kann man daher wie in einem Spiegel den urspriinglichen Vektorraum erkennen,
so wie man das Spiel eines Tennisspielers am Spiel seines Gegners ablesen kann.

Lange

Viele Vektorrdume haben zusétzliche Struktur, nédmlich L&nge und damit Richtung.
Geniigt die Linge dem Satz des Pythagoras, so heiflen die Vektorrdume euklidisch.

Sei @ senkrecht zu b, @ L b, und sei ¢ = @ + b ihre Summe, die Hypotenuse des
rechtwinkligen Dreiecks mit Katheten d und b. Dann gilt in der Euklidischen Ebene,
weil dort Flachen und Léngen bei Drehen und Verschieben ungeéndert bleiben, fiir ihre
Lingen a,b und ¢ der Satz des Pythagoras, ¢ = a? + b2.

a

c2+4ab/2=
a’?+ b2+ 2ab

a b a b

Abbildung 1.1: Satz des Pythagoras

Seien €71, €3, €3... eine Orthonormalbasis, das heifit eine Basis aus aufeinander senk-
recht stehenden Vektoren mit Einheitslinge, dann hat jeder reelle Vektor ¢ = &ct das
Léngenquadrat (dessen Wurzel, die Linge von €, auch Betrag von ¢ heifit)

="+ ()P + (P 4. =clct, g =Ve2. (1.29)

Aus dem Zusammenhang sollte klar sein, welche hochgestellten Zahlen Komponenten
bezeichnen und welche das Quadrat.

Die Funktionen cos und sin sind cos x ‘ sinx m
|

im rechtwinkligen Dreieck die Kathe- — \></ -
tenldngen, bezogen auf die Lange der ‘ 2

Hypotenuse, als Funktion des Win-

kels zwischen Ankathete und Hypo- Abbildung 1.2: Sinus und Cosinus
tenuse,

cos ot +sinx =1 . (1.30)
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Der Winkel « ist die Lange des Kreisbogens, geteilt durch den Radius. Da ein Kreis
mit Radius v einen Umfang 27tr hat, ist er ein Kreishogen mit Winkel 27t. Das sind 360
Winkelgrade, demnach ist ein Grad die Zahl

7t
360° =2 1° = — =~ 0,0174533 . 1.31
m, 10= om0, (1.31)

Skalarprodukt

Die Lange ¢ der Summe zweier Vektoren d und b, die den Winkel & = <((@, b) einschlie-
Ben, (dann liegt v = m— & der Seite d + b

itb . gegeniiber) lesen wir aus Abbildung 1.3 ab.

5 |b| sin o In ihr ist d+b die Hypotenuse eines recht-

— winkligen Dreiecks mit Katheten der Langen

a bl cos & @ + |blcos & und |b|siné. Nach dem Satz
Abbildung 1.3: Lénge von @+ b des Pythagoras und wegen der Summenre-

gel (1.30) gilt der Cosinus-Satz

(@+ )2 = (|@ +[b|cos §)% + (|b| sin §)? = |a@*> + |b]*> + 2/@l|b| cos 5 ,

1.32
c>=a*+b*—2abcosy . (1.32)

Andererseits ist das Lingenquadrat in jeder Orthonormalbasis die Summe der Quadrate
der Komponenten (1.29)

(@+1b)2=(a'+b")(a* +b') =a'a’ + bib! + 2a'b = |@] + |b]> + 2a'b'.  (1.33)

Also ist die Summe a'b' der Produkte der Komponenten a' und b' beziiglich einer
Orthonormalbasis gleich dem Cosinus des eingeschlossenen Winkels § mal den Betridgen
der Vektoren. Diese Summe nennt man das Skalarprodukt von @ und b,

d-b=ab' +a®’+a’v’+... (1.34)
ab
@b
Den Cosinus des eingeschlossenen Winkels zweier Vektoren kann man mit dem Ska-
larprodukt (1.34) mit den Grundrechenarten berechnen: Multiplizieren, Addieren und
Wurzelziehen beim Berechnen der Betréige.

Das Skalarprodukt zweier von Null verschiedener Vektoren verschwindet genau dann,
wenn sie senkrecht zueinander stehen, also einen Winkel von 90° = 7t/2 einschlielen.

Mit Hilfe des Skalarprodukts kann man leicht jeden Vektor @ in seine Anteile parallel
und senkrecht zu einer Richtung 7, 2 = 1, zerlegen,

d@-b=|dlblcosd, cos(<(a,b))=

(1.35)

G=d +d,, d=mf-a,d =d—ni-a. (1.36)

Das Skalarprodukt in einem reellen Vektorraum ist reell, symmetrisch und bilinear,
das heifit, linear in jedem der beiden Faktoren,

a-b=b-a, 1.37)
G- MD+AT) =MaEb+Ad T, MT+AE) -b=M\a b+A<b. '



Die Bilinearitét ist aus (1.34) unmittelbar ersichtlich, wihrend man sie dem Produkt
(1.35) der Betréige mit dem Cosinus des eingeschlossenen Winkels nicht ansieht.

Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich ist sein Langenquadrat. In einem Euklidi-
schen Vektorraum, nicht aber in der Raumzeit, ist es positiv definit,

a-a>0, a-d=0&d=0. (1.38)
Das Skalarprodukt ist eine Differenz von Langenquadraten,
— 1 — — — —
a-b:Z((*+b)~(a+b)—(a—b)-(a—b)). (1.39)
Metrik
Da y/u-u die Lénge des Vektors u ergibt, heifit das Skalarprodukt auch Metrik,
g:VxV—->R, (uv)—gluv)=u-v. (1.40)

Sie ist permutationssymmetrisch und bilinear

glu,v) =gv,u), glu,v+w) =gu,v) +g(u,w), glu,Av) =Agu,v), (1.41)
und daher durch ihre Werte fiir Basisvektoren festgelegt,

g(u,v) = gleiu',e;V) = glei, g) u'v = gyu'v', gy =glei,e) =gji . (1.42)
Die Skalarprodukte der Basisvektoren sind die Komponenten der Metrik gi; = ei-ej.
Hierbei treten zwei Indizes 1 und j auf, weil wir Paare von Basisvektoren abzéhlen, die als
erstes und als zweites Argument der Metrik auftreten. Die verschiedenen Indizes kénnen
unabhéngig voneinander Werte annehmen, mit denen wir die Basisvektoren abzéhlen.

Wenn wir in der Metrik g(u, v) die Summen 1 = e; u* und v = e; v* einsetzen, miissen
wir zunéchst ein Paar Summationsindizes umbenennen, denn die Summen, aus denen u
und v bestehen, sind unabhéngig voneinander. Hétten wir falschlicherweise die Summe
v = e; V' nicht umbenannt, so wire der undefinierte Ausdruck g(e;, e;) ut vt mit einen
vierfach auftretenden Index entstanden, der zum Beispiel den Term g(e;, e2) u! v? nicht
enthélt. Ein mehr als zweifach in einem Term auftretender Index zeigt in Indexschreib-
weise einen Fehler an.

In einem Raum mit Skalarprodukt gehort zu jedem Vektor u € V der Dualvektor
u € V*, die lineare Abbildung, die jedem Vektor v sein Skalarprodukt mit u zuordnet,

w:V—R, v g(uv) =g(uev)=gue)V (1.43)
mit Komponenten 1; = g(u,e;) = giu, @ = gy ut ). Umgekehrt sind dann die
Komponenten von u eine Linearkombination der Komponenten von 1, ut = g™ .

Da u = e; g™, und 1 eindeutig und invertierbar miteinander zusammenhéngen, spart
man sich die unterscheidende Notation und l&8t das Zeichen ™ bei den Komponenten weg.
Man erkennt an der Indexstellung, ob es sich um die Komponenten des Vektors (oberer
Index) oder des dualen Vektors (unterer Index) handelt. Sie hingen durch ,,Herauf- und
Herunterziehen des Indexes miteinander zusammen

uw=guut, ut =g uy . (1.44)

Wie man die Koeffizienten g'* der inversen Metrik berechnet, klirt erst (3.73).
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Orthonormalbasis

Ist das Skalarprodukt positiv definit, dann gibt es eine Orthonormalbasis €; (und viele
andere mehr). Thre Vektoren haben Einheitsldnge und stehen aufeinander senkrecht,

€i-¢ = 61]' . (145)

Das hierbei auftretende Kronecker-Delta &;; ist permutationssymmetrisch, 85 = 81,
und hat den Wert Eins oder Null, je nachdem, ob der Wert von i mit dem Wert von j
iibereinstimmt,

1 falls 1=
5”_{0 falls i (1.46)
611:522:633:...:1, 612:621:513:631:...:0.

Nur in einer Orthonormalbasis stimmen die Komponenten jedes Vektors u mit denen
des zugehorigen Dualvektors iiberein,

u; = 511' uj = ui . (147)
Sie sind folglich die Skalarprodukte mit den Basisvektoren

U =u-€e;, u:ei(ei-u). (148)
Die Doppelsumme g(u,v) = gi; utV’, die das Skalarprodukt angibt, vereinfacht sich

zur schon bekannten Einfachsumme g(u,v) = 8;; utv = utvt (1.29),
u-v=uvt. (1.49)
Bisher bestand in unseren Gleichungen jedes Summationsindexpaar aus einem oberen
und einem unteren Index. Jeder Index, der nicht zu einem Summationspaar gehorte,
trat an jedem Term in gleicher Stellung auf. Bei Komponenten beziiglich einer Ortho-
normalbasis treten auch Summationsindexpaare gleicher Indexstellung auf, wie (1.49)

zeigt. Indizes, die nicht paarweise auftreten, konnen an den verschiedenen Termen wie
in u* = u; = d;; W oben oder unten vorkommen.

Dreiecksungleichung
Definiert man durch @-b = a*b* = v/aJ @ v'b* bk cos § den Winkel & zwischen @ und b,

so mufl man zeigen, dafl der so definierte Cosinus in jedem Fall zwischen —1 und 1 liegt.
Dies gilt genau dann, wenn die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
@ B2 < |a?b? (1.50)
gilt. Sie ist richtig fiir bl = 0. Fiir [b| Z0und A = —@-b/[b]? betrachtet man
0<|d t7\ Blzlﬁli: (a+ 7\?) (a+ 7:5) o] 23\2 [b|* + 2} (@-b) [b]* + |al’bf? (151)
= (Aol +a-b)* +aP/b’ — (a-b)* =[aPb]* — (a-b)?

und ist fertig. Wegen |@+ b2 = @2 + b% + 2a-b < a2 + b2 + 2/@|b| = (|l + [b|)? folgt
die Dreiecksungleichung, |@ + bJ? < (|@| + [b])?. Im Dreieck ist die Verbindung iiber Eck
langer als die gerade Strecke.
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Das Langenquadrat der Raumzeit

In der Raumzeit definieren die Weltlinien von kréftefreien Teilchen und von Lichtpulsen
Geraden. Dabei ist die Geschwindigkeit ¢ von Licht

im Vakuum unabhéngig von der Geschwindigkeit der B B

Quelle. Es gibt nicht schnelleres oder langsameres t
Licht. Licht tiberholt nicht Licht! [4]

Die Weltlinien von Lichtpulsen in dieselbe Richtung
schneiden sich demnach nicht: sie sind in Raumzeit- Licht Licht
diagrammen parallel. T

Michelsons und Morleys Messungen zeigen das

Relativitatsprinzip: Im Vakuum [afit sich, wenn
man gravitative Effekte vernachldssigt, Ruhe nicht von
gleichformiger Bewegung unterscheiden. Abbildung 1.4: Beobachter mit

Insbesondere kann man nicht anhand der Geschwin- auslaufenden Lichtstrahlen
digkeit des Lichts einen gleichférmig bewegten Beobachter von einem ruhenden Beob-
achter unterscheiden. Es gibt keinen nachweisbaren Ather, dessen Bestandteile ein Ruh-
system definierten, und es gibt keine me3bare Weltzeit, die Ereignissen an sich zukéme.

Gibt man Lénge einfach in Laufzeit von Licht an, so ist eine Sekunde die Lénge
(Tabelle 25.2)

1 Sekunde = 299792458 Meter . (1.52)

Geschwindigkeiten sind dann dimensionslos und ¢ hat den natiirlichen Wert ¢ = 1. Meter
pro Sekunde ist ein Zahlenfaktor wie Kilo oder Milli und bedeutet etwa 3,3 Nano

Meter 1 Meter

Sekomde 200702458 W28 oo e T (1.53)

Wir verwenden dieses Mafisystem und vermeiden alle Faktoren c. Denn sie erschweren
unnotigerweise das Lesen der Gleichungen und lenken vom Wesentlichen ab.

Sendet ein Beobachter B, dem seine mitgefithrte Uhr die Zeit t_ anzeigt, einen Licht-
puls zu einem Ereignis E und sieht er den reflektierten Puls zur Zeit t,, soist t, —t_ =
thin+ther = 2 trautzeit die doppelte Lichtlaufzeit von B zu E und definitionsgeméfl die dop-

pelte Entfernung r des Ereignisses E vom

B o B’ Beobachter,

t, +

r=(ty —t.)/2. (1.54)
ther

t Da es keine anderweitig mefibare Welt-
T E zeit gibt, die dem Ereignis E an sich
thinl zukame, verwendet jeder Beobachter als
Zeit t, zu der ein Ereignis stattgefunden
t hat, den Mittelwert von Sende- und Emp-
fangszeit, die ihm seine eigene Uhr an-

zeigt,
Abbildung 1.5: relativ gleichzeitig & t=(t.+t)/2. (1.55)
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Die Zeit t liegt um die Lichtlaufzeit nach t_ und vor t,. Gleichzeitig zu E ist das
Ereignis t auf der Weltlinie des Beobachters, das mitten zwischen t_ und t, liegt.
Umgekehrt gilt — und rechtfertigt nachtriaglich die Notation —

ty=t+r, t_=t—r. (1.56)

Geometrisch konstruiert man in einem zweidimensionalen Raumzeitdiagramm bei ge-
gebener Weltlinie des Beobachters B die zu einem Ereignis E gleichzeitigen Ereignisse als
Diagonale in einem Rechteck von Weltlinien von Lichtpulsen,
die wir Lichtstrahlen nennen. Das Rechteck heifit Lichteck [13].

Die bei E ein- und auslaufenden Lichtstrahlen schneiden die
Weltlinie des Beobachters [7, 16] in den Ereignissen t_ und t,.
Die von t_ auslaufenden Lichtstrahlen bilden mit den bei t,
einlaufenden Lichtstrahlen ein Lichteck t_Et,E’. Da fiir die Er-
eignisse E und E’ die Zeiten t_ und t, iibereinstimmen, finden
E und E’ fiir diesen Beobachter gleichzeitig, in gleicher Entfer-
nung und in entgegengesetzter Richtung statt. Wie man durch
Vergréfern und Verkleinern des Lichtecks bei festgehaltenem
Schnittpunkt der Diagonalen bestétigt, sind alle Ereignisse auf Abbildung 1.6: gleich-
der Geraden E'E fiir den Beobachter gleichzeitig. ortig und gleichzeitig

Wie man durch Verschieben des Lichtecks t_Et, E’ lings der im Lichteck
Weltlinie des Beobachters sieht, finden die Ereignisse, die auf ei-
ner Parallelen zu seiner Weltlinie liegen, fiir ihn in gleicher Entfernung und mit gleicher
Richtung der Lichtstrahlen, also am gleichen Ort X statt. Ebenso sind fiir ihn die Ereig-
nisse, die auf einer Parallelen zur Geraden durch E’ und E liegen, einander gleichzeitig.

Die Weltlinie des Beobachters und die fiir ihn zu einer Zeit stattfindenden Ereignis-
se bilden in Raumzeitdiagrammen die Diagonalen eines Lichtecks. Die eine Diagonale
besteht aus gleichortigen Ereignissen, die andere aus gleichzeitigen.

Gegeneinander bewegte Beobachter stimmen nicht darin iiberein, welche nacheinan-
der liegenden Ereignisse am gleichen Ort stattfinden. Denn die Weltlinien gegeneinander
bewegter Beobachter sind nicht parallel. Da dann auch die anderen Diagonalen in den
Lichtecken beider Beobachter nicht einander parallel sind, stimmen gegeneinander be-
wegte Beobachter auch nach Beriicksichtigung von Laufzeiteffekten nicht darin {iberein,
welche verschiedenen Ereignisse zur gleichen Zeit stattfinden.

In der Raumzeit definiert die Zeit, die auf einer gleichférmig bewegten Uhr zwischen
zwei Ereignissen vergeht, die zeitliche Entfernung dieser Ereignisse.

Um diese Zeit zu bestimmen, liest ein Beobachter B wie in Diagramm 1.7 die Zeit auf
einer Uhr U ab, die sich gleichférmig bewegt, und vergleicht mit der eigenen Uhr [7, 16].

Einfachheitshalber mégen die Uhr und der Beobachter sich im Ereignis O treffen und
dabei ihre Uhren auf Null stellen. Dann zeigen die Uhren in jedem Ereignis die zeitliche
Entfernung zum Ursprung O an. Wenn der Beobachter auf die Uhr U schaut, die sich
gleichméBig in Sichtlinie von ihm entfernt, und eine Zeit ty; abliest, so ist dies die Zeit,
die auf U bis zum Abstrahlen des Lichtes vergangen war, das der Beobachter gerade
sieht. Dabei zeige ihm seine eigene Uhr die Empfangszeit ty an. Sie ist der Sendezeit
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proportional
tg =k(B,U)ty fiir tyy >0, (1.57)

mit einem Faktor k(B,U), der nicht von der Sendezeit abhingt [4]. Denn wenn der

Beobachter spéter auf der bewegten Uhr die Zeit ty,

abliest, so ist das Dreieck Ot t}; dem Dreieck Otyts

ghnlich und in allen Abmessungen um denselben Fak-

tor vergrofert. Daher sind die Verhéltnisse tg/ty und
/1ty gleich.

Schwingt in der Zeit ty ein von der Uhr mitgefiihr-
ter Quarz n-mal mit einer Frequenz? vy = n/ty, so
sieht der Beobachter diese n Schwingungen, wahrend
auf seiner Uhr die Zeit tg vergeht. Er beobachtet also

die Frequenz
1

k(B,U)
Die sichtbare Frequenzénderung der Uhr, die sich in
Sichtlinie entfernt, ist der longitudinale Dopplereffekt.
Er ist dem akustischen Dopplereffekt verwandt, den
man als jaulendes Abfallen der Tonh6he vorbeifahren-
der Polizeisirenen oder Rennwagen hort.

Da sich gleichférmige Bewegung nicht von Ruhe unterscheiden l48t, héngt k nur von
der Relativgeschwindigkeit von U und B ab und nicht wie bei Schall auch von ihrer
Geschwindigkeit gegeniiber einem Medium. Zudem héngt k davon ab, ob die verwendeten
Uhren gleich gehen. Das kann man einfach able-
sen, wenn sie ruhen. Bewegen sie sich, so mufl man
die Laufzeiten beriicksichtigen, die das Licht von
beiden Uhren bis zu demjenigen braucht, der sie
abliest. Solch eine Laufzeitkorrektur eriibrigt sich
aber fiir einen Schiedsrichter 8, der wie in Ab-
bildung 1.8 stets mitten zwischen den Uhren ist.
Lichtpulse, die er zu einer Zeit zu B und U aussen-
det, und die jeweils zuriickgestreut werden, tref-
fen beide immer zur gleichen Zeit wieder bei ihm
ein. Da er stets gleich weit von beiden Uhren ent-
fernt ist, sind die Lichtlaufzeiten von beiden Uh-
ren zum Schiedsrichter gleich [7, 16]. Beide Uhren
gehen gleich, wenn sie dem Schiedsrichter gleiche
Zeiten anzeigen:

Vg = vy - (1.58)

Abbildung 1.7: Strahlensatz

Abbildung 1.8: Uhrenvergleich T =r. (1.59)

Dies definiert geometrisch, welche Léngen auf geraden Weltlinien gegeneinander be-
wegter Beobachter und Uhren gleich sind, und stimmt ausnahmslos in allen Beobach-
tungen mit dem physikalischen Verhalten gleicher, realer Uhren {iberein.

2v und 7 sind die griechischen Buchstaben nii und tau. T ist von T und v von v zu unterscheiden.
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Wir verlangern die Weltlinien des Lichtpulses, der von der Uhr U empfangen und
reflektiert wird, wenn sie die Zeit T anzeigt, bis zur Weltlinie des Beobachters B und
bezeichnen in Abbildung 1.9 mit t_ und t, die
Zeiten, die die Uhr von B anzeigt, wenn er den
Lichtpuls zu U aussendet und wieder empfangt.
Wegen (1.57) zeigt die Uhr von B die Zeit

v =k(B,8)k(8,B) t_ (1.60)

an, wenn der Lichtpuls wieder einlduft, der zur
Zeit t_ ausgesendet wurde und der von 8 reflek-
tiert wurde. Denn T’ ist ein Vielfaches der Zeit,
zu der der Lichtpuls von 8 reflektiert wird, und
diese Zeit ist ein Vielfaches der Zeit t_, zu der der
Lichtpuls von B ausgesendet wurde. Ebenso folgt

t, = k(B,8)Kk(S,B) T . (1.61)

Also ist T/ das geometrische Mittel von t_ und t

Abbildung 1.9: Satz des Minkowski Tt
T TP=t,t, (1.62)

und wegen 7' =1 (1.59) gilt der

Satz des Minkowski: Durchlaufen zwei gleichférmig bewegte Beobachter B und U ein
Ereignis O und stellen sie dabei ihre gleichen Uhren auf Null, so ist die Zeit T, die auf der
Uhr von W bis zum Durchlaufen eines spdteren Ereignisses E vergeht, das geometrische
Mittel derjenigen Zeitt_, die die Uhr des Beobachters B anzeigt, wenn er einen Lichtpuls
zu B aussendet, und der Zeit t, die sie anzeigt, wenn er den Lichtpuls von E empfingt,

=t it =t+r)t—1)=t>—17. (1.63)

Durchlduft eine gleichférmig bewegte Uhr die Ereignisse (0,0,0,0) und (t,x,y,z) =
(x%,x!,x2,x3), so definiert die Zeit T, die dazwischen auf der Uhr vergeht, die raumzeit-
liche Entfernung beider Ereignisse,

=t =t -2 =1 X™x", mnei0,1,2,3}, (1.64)

]l m=n=0
Mmn=4¢ —1 m=nec{l 23} . (1.65)
0 m#n

Das Langenquadrat in der Raumzeit ist nicht positiv definit, sondern hat p = 1 Plus-
zeichen und q = 3 Minuszeichen. Die Differenz p — q heifit Signatur der Metrik. Sie ist
basisunabhéngig und hat in der Raumzeit den Wert —2.
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Longitudinaler Dopplerfaktor und Geschwindigkeit

Nach dem Raumzeitdiagramm 1.9 ist v//t_ = t, /7 und v = 7, also gilt T/t_ = t, /7.
Es ist aber T/t_ das Verhéltnis von Empfangs- zu Sendezeit (1.57) von Lichtpulsen, die
von B zu U ausgesendet werden, und t, /T ist das Verhéltnis fiir den Riickweg. Also
stimmen beide Verhiltnisse iiberein

k(U, B) = k(B,U) . (1.66)

Der Dopplerfaktor, mit dem B Frequenzen von U verschoben sieht, stimmt bei Be-
wegung in Sichtlinie mit dem Dopplerfaktor iiberein, mit dem U Frequenzen von B
verschoben wahrnimmt.

Wegen t; =k(B,U) T und T =k(U, B) t_ gilt
t. =kt (1.67)

fiir alle Ereignisse E, die nach dem Ursprung von der Uhr U durchlaufen werden, wenn
sie sich vom Beobachter B entfernt. Mit (1.56) heifit dies

kzzt_Jr:t—H”: 1+7/t
t_ t—1r 1-—71/t

(1.68)

Das Verhéltnis r/t ist definitionsgeméafl die Geschwindigkeit v, mit der sich die Uhr U
vom Beobachter B entfernt, also hangen der Dopplerfaktor k

u B und die Geschwindigkeit v durch
ts 1+v 1+v k*—1
(V) 1 —v m ? v k2 + 1 ( )
tu zusamien.
Bei einer Uhr U, die auf den Beobachter B zufliegt, sich also
O mit negativer Geschwindigkeit entfernt, ist der Dopplerfaktor
der Kehrwert
tp
t t 1

K(—v)=—2 == _—_ (1.70)

Cts ts k(v
ts

Eine Uhr, die sich gleichférmig von einem Beobachter ent-
fernt, erscheint langsamer, er sieht auf ihr die Zeit ty = tg/Xk,
Abbildung 1.10: Auf- wenn ihm seine eigene, gleiche Uhr tg anzeigt. Dabei ist k(v)
einander zu und von- fiir v > 0 grofler als Eins. Wenn sich die Uhr einem Beobach-
einander weg ter gleichféormig néhert, erscheint sie ihm schneller, denn der
Dopplerfaktor wihrend der Annéherung ist bei Bewegung in

Sichtlinie der Kehrwert des Dopplerfaktors beim Wegfliegen.

Mit (1.69) kann man die Geschwindigkeit v bestimmen, indem man, wie alltdglich in
der Verkehrsiiberwachung, den Dopplerfaktor k mifit. Da er gleich bleibt, wenn man Be-
obachter und beobachtete Uhr vertauscht (1.66), messen zwei in Sichtlinie gegeneinander
bewegte Beobachter dieselbe Relativgeschwindigkeit (in entgegengesetzte Richtung).
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B, By By Wir bestimmen aus (1.69), wie sich Relativgeschwindigkeiten
mehrerer Beobachter verhalten. Die Zeiten, zu denen drei in glei-
che Richtung bewegte Beobachter By, B, und Bj einen Lichtpuls
t registrieren, sind einander proportional

to=kaut, ts=Kkgpty, tg=ks1 t; . (1.71)

Abbildung 1.11: Addi- Hieraus liest man unmittelbar ab
tion von Geschwindig-

keiten kai = ksa ko - (1.72)

Der Dopplerfaktor ks;, um den Bj die eigene Uhr schneller als die von B; gehen sieht,
ist das Produkt des Dopplerfaktors kzs, um den Bs seine Uhr schneller als die Uhr von
By gehen sieht, mit dem Dopplerfaktor ko;, um den By seine Uhr schneller als die Uhr
von B; gehen sieht.

Durch die Geschwindigkeiten ausgedriickt (1.69) und quadriert heifit dies (im MaBsy-

stem mit ¢ = 1)
1+V31 B 1+V32 1+V21

= 1.73
]_—V31 1—\)32 ]_—V21 ( )
und, nach vs; aufgelost,
V32 + Va1
Vg = ———— . 1.74
T+ V32 Vo1 ( )

Die Geschwindigkeit v3;, mit der Bs den Beobachter B, sich entfernen sieht, ist nicht
die Summe v35+vo; der Geschwindigkeit v3o, mit der B3 den Beobachter B, sich entfernen
sieht, und der Geschwindigkeit vo;, mit der B, den Beobachter B; sich entfernen sieht.
Die naive Geschwindigkeitsaddition ist nur ungefdhr richtig, solange, wie im téglichen
Leben, v3s und vs; klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 sind.

Geschwindigkeiten addieren sich bis auf das Vorzeichen im Nenner wie Steigungen:
Ist die Ladefldche eines Lastwagens um einen Winkel « gekippt, so hat sie die Steigung
m; = tan «. Befdhrt dieser Lastwagen eine Strafle mit Neigungswinkel 3 und Steigung
my = tan 3, so ist die Ladefliche gegeniiber der Horizontalen um o+ 3 gekippt und hat
die Gesamtsteigung

sin(oc+ ) cososinf +sinacosP  tano+tanP  my +my

57 cos(o+ B) cosxcosP —sinasinB 1 —tanaxtanpP 1 —mymy

(1.75)

Definieren wir die Schnelligkeit (Rapiditét) als Logarithmus des Dopplerfaktors k,

11 °—¢°
c=lnk=-In—"Y =29
2 1—v e® e ©

= tanho , (1.76)

so entspricht der Multiplikation der Dopplerfaktoren k = e die Addition der zugehorigen
Schnelligkeiten. Es sind die Schnelligkeiten o, nicht die Geschwindigkeiten tanh o, die
sich bei Bewegung in einer Richtung von Beobachter zu Beobachter addieren.
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Eine Gruppe ist eine Menge G mit einem assoziativen Produkt

GxG —G

@ b ab a(bc)=(ab)c, (2.1)

und einem Einselement e, dessen Produkt alle Gruppenelemente a unverandert 1483t,

ea=ae=a (2.2)

und in der jedes Gruppenelement a ein Links- und Rechtsinverses hat. Es wird mit a*

bezeichnet.
ala=aa'l=e (2.3)

Die Menge der invertierbaren Selbstabbildungen jeder Menge M, die Transformationen
von M, bildet eine Gruppe, die Transformationsgruppe von M. Dabei ist die Gruppen-
multiplikation das Hintereinanderausfithren und die identische Abbildung das Einsele-
ment, id =e.

Gerade und ungerade Permutationen

Invertierbare Selbstabbildungen 7t der natiirlichen Zahlen bis n oder von anderen Mengen
mit n Elementen heiflen Permutationen,

mw:{1,2..n}—{1,2...n} ,i— 7(i) , invertierbar . (2.4)

Beispielsweise ist 2,1, 5,4, 3 eine Permutation von 1,2, 3,4, 5. Permutationen der natiir-
lichen Zahlen bis n bilden die Permutationsgruppe von n Elementen, die auch symme-
trische Gruppe heifit und die wir mit S,, bezeichnen.

Jede Permutation kann als Produkt zyklischer Vertauschungen geschrieben werden,
bei der beispielsweise 1 auf 7t(1), 7t(1) auf 7t(7t(1)) und so weiter abgebildet wird bis
man nach einigen Schritten mit 7t%(1) wieder 1 erreicht. Dieser Zykel besteht also aus
dem Bild von 1 unter wiederholter Anwendung von 7t. Er heiffit auch Orbit von 1 unter
der Wirkung der zyklischen Gruppe

Zn ={mn*,... N =e} | (2.5)

wobei N das kleinste gemeinsame Vielfache der Langen der Zykel ist, aus denen 7t be-
steht. Jede Zahl 1’, die nicht im Orbit von 1 vorkommt, definiert einen weiteren Zy-
kel (1/,7t(1"), (1) ... 7 1(1’)) in dem jede Zahl zyklisch auf ihren Zykelnachfolger
abgebildet wird. Zahlen, die noch nicht in beiden Zykeln sind, definieren weitere Zy-
kel. Beispielsweise bildet die Permutation 7w = (1,2)(3,5)(4) die Zahlen 1,2,3,4,5 auf
(1), 7(2), (3),t(4), n(5) = 2,1,5,4,3 ab.
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Sei ' = (1)(2,5)(3,4), dann bildet das Produkt 7w’ o 7t = (1)(2,5)(3,4)(1,2)(3,5)(4)
von rechts nach links gelesen, 1 zunéchst auf 2 ab. Diese 2 wird durch die davon links
stehenden Zykel auf 5 abgebildet, insgesamt wird also 1 auf 5 abgebildet. 5 wird, wieder
von rechts nach links lesend, auf 3 und 3 danach auf 4 abgebildet, also 5 auf 4. So
fortfahrend erschliefit man das Produkt der hintereinander ausgefiihrten Permutationen
(1)(2,5)(3,4)(1,2)(3,5)(4) = (1, 5,4, 3,2). Zykel der Léange 1 braucht man nicht notieren,
da sie nichts verdndern. Die inverse Permutation besteht aus den riickwérts gelesenen
Zykeln, (1,3,4)"! = (4,3,1).

Die Permutationsgruppe wird von Nachbarvertauschungen (1,14 1) erzeugt. Sie bilden
Le{l,2,...,n—1}auf 141 und 141 auf 1 ab und lassen alle anderen Zahlen unverindert.
Jede Permutation kann als hintereinander ausfithrte Nachbarvertauschungen geschrieben
werden.

Die Fehlstellung a(7t) zéhlt in 7t(1),7t(2) ...7t(n) ab, wie oft von links gelesen ein 7t(1)
grofler als ein rechts davon stehendes 7t(j) ist. Soist a(2,1,5,4,3) = 14+04+2+1+0, denn
2 ist grofler als 1, 5 ist groBer als 4 und 3, und 4 ist grofler als 3. Mit der Stufenfunktion

0, falls x <0,
9(")_{ 1, falls x>0, (2.6)

schreibt sich die Fehlstellung als

a(n) = )_O(n(i) —n(j)) . (2.7)

i<j

Wenn die Fehlstellung a(7t) gerade ist, heifit die Permutation 7t gerade, sonst ungerade.
Das Signum

sign(m) = (—1)e™ (2.8)

einer Permutation 7t ist 1, wenn die Permutation 7t gerade ist, sonst —1.

Jede Paarvertauschung (k, 1), die k auf 1, 1 auf k und die iibrigen Zahlen auf sich abbil-
det, verandert die Fehlstellung um eine ungerade Zahl, sign((k, 1) o7't) = —sign(7) . Dies
sieht man zunéchst fiir Nachbarvertauschungen (k, k+1) ein: sie &ndern die Fehlstellung
um =+1, weil sie in genau einem Paar aus (7t(1),7t(2)...7t(n)) dndern, ob eine linksste-
hende Zahl grofier als eine rechtsstehende ist. Aus (L, k+1) = (k,k+1)o(l,k)o (k,k+1)
folgt dann durch Induktion, daf} jede Paarvertauschung die Fehlstellung einer Permuta-
tion um eine ungerade Anzahl dndert.

Es 148t sich jede Permutation 7t aus Paarvertauschungen zusammensetzen. Allerdings
ist diese Zusammensetzung nicht eindeutig, wie das Beispiel (1,2)(2,3) = (1,2,3) =
(1,3)(2,3)(1,2)(1,3) zeigt. Ob aber die Anzahl der Paarvertauschungen gerade oder
ungerade ist, das kann man eindeutig an der Fehlstellung a(7t) ablesen. Ist sie gerade
(ungerade), so ist die Zahl der Paarvertauschungen gerade (ungerade). Also gibt sign(7)
an, ob die Permutation 7t aus einer geraden oder ungeraden Anzahl von Paarvertau-
schungen zusammengesetzt ist, und fiir hintereinander ausgefiihrte Permutationen 7/
und 7t gilt

sign (7t o 7t) = sign(7') sign(m) . (2.9)

Zyklische Vertauschungen einer geraden Zahl von Elementen sind ungerade, zyklische
Vertauschungen einer ungeraden Zahl von Elementen sind gerade.
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Parallelogramme

Bei Inhalten von Warenkorben iibersiecht man, dafl sie Elementen eines Vektorraumes
entsprechen, wenn man nur an positive Anzahlen denkt und Warenriickgabe oder An-
lieferung als etwas ganz anderes als Einkaufen ansieht, als ob man das nicht gegenseitig
verrechnen konnte.

Ebenso denkt man bei Addition von Flachen gewohnlich nur an positive Fliachen. Es
gibt aber auch negative Flachen, zum Beispiel Locher in der Hose, die man genauso
wie Stoffflecken addieren kann. Flickt man mit einem Flecken ein Loch, so hebt sich die
Lochfliche und die Fleckenfliche gegenseitig weg und es bleibt ein Rest Flecken oder
Loch je nach GroBe der beiden. Die Fliache von Lochern ist negative Flidche von Flecken.

Welche der Flachen, Loch oder Flecken, man als positiv betrachtet, kann man frei
wihlen. Bei einer Lochblende zihlt man die Offnung — das Loch in der Kamera, durch
das Licht einfallen kann — gemeinhin als positiv. Ein Flecken auf der Linse vermindert
die Offnung. Er wirkt als Loch in der Lochblende.

Auch bei Funktionsgraphen rechnet man mit Flédchen beider Vorzeichen und z&hlt die
Flidche oberhalb der x-Achse als positiv, unterhalb negativ und definiert das Integral
iiber ein Intervall als Negatives des Integrals iiber das riickwérts durchlaufene Intervall
(12.7).

Der Einfachheit wegen betrachten wir Parallelogrammflachen. Solch ein Parallelo-
gramm besteht aus den Punkten

x: x=e+Aa+xb, 0<A<1, 0<x<1}, (2.10)

die man durch Verschiebung um Bruchteile der Kantenvektoren a und b von einem
Eckpunkt e aus erreicht. Seine Fléche ist translationsinvariant und hé&ngt nicht von e
ab. Wir bezeichnen sie mit

aAb (2.11)

(gesprochen ,a Dach b“ oder ,a Keil b“ oder ,a mal b“) und vereinbaren, daf§ dies
Produkt positive Fliche bezeichnet, wenn b so wie die y-Achse zur x-Achse links von
a liegt, und daf es sich um Lochflache handelt, also um negative Flidche, wenn b rechts
von a liegt. Da diese Vertauschung von a und b die Punktmenge des Parallelogramms
auf sich abbildet, sind die Flachen a A'b und b A a einander entgegengesetzt

aAb=—-bAa (2.12)

mit der offensichtlichen richtigen Folge a A a = 0, dafl die Flidche von entarteten Paral-
lelogrammen verschwindet.
Vervielfiltig man eine Kante, so vervielfaltigt sich die Fléche,

aAAb) =AaAb)=(Aa)Ab . (2.13)

Dies gilt bei Flachen und Lochflichen auch fiir negative Faktoren. Vergréflert man beide
Kantenvektoren, wiichst die Fliche quadratisch, (Aa) A (Ab) =A%(a/ADb).
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Flachengrofie unterliegt dem Cavalierischen Prinzip: sie bleibt bei Scherungen ungeén-
dert. Eine Scherung des Parallelogramms a /A b fiigt dem Kantenvektor a ein beliebiges
Vielfaches von b hinzu oder dem Kantenvektor b ein beliebiges Vielfaches von a

aAb=(a+Ab)Ab=aA(b+Na). (2.14)

Dabei bleibt die Flachengrofle unverdndert, denn die Dreiecke, die man bei der Scherung
an einer Seite abschneidet und an der Gegenseite anfiigt, gehen durch eine Translation
um einen Kantenvektor ineinander {iber und haben daher gleiche Flache.

Abbildung 2.1: Cavalierisches Prinzip

Mit dem Cavalierischen Prinzip konnen wir die Flache a /A b auf die Fliche des Ba-
sisparallelogramms e; /A e; beziehen, das von zwei Basisvektoren e; und e gebildet wird,
die die Ebene aufspannen, in der a und b liegen, a = ax + ay, ay =€ al, ay = esa?,
entsprechend ist b = b, + b, . Das Parallelogramm a A b in Abbildung 2.1 ist eben-
so grof wie a’ A'b, wobei @’ = a + Ab mit A = —a?/b? in die e;-Richtung zeigt,
a’ =e(a' — b a?/b?). AnschlieBend scheren wir b in b’ =b +na’ = e;b? = by, in die
Richtung von e, . Folglich hat das Parallelogramm a A b die Gréfle a’ Ab’,

bla?

aAb=c¢ (a' - =

) Aesb”=e; Aey(a'b®>—a’bl) . (2.15)

Der Faktor bei e /\ ey ist die vorzeichenbehaftete Summe iiber die beiden Permutatio-
nen 7 von 1 und 2 oder, wegen a?b! =b'a?, von aund b,

aAb=¢e Aey Z sign(mr) @™ b2 =, Ae, Z sign(mt) m(a)! (b)? . (2.16)

TTES TTES,

Wie man mit (2.15) bestétigt, ist die Flichengrofie antisymmetrisch (Mathematiker sa-
gen alternierend oder schiefsymmetrisch) und bilinear (zumindest solange a,b und ¢ in
einer Ebene liegen),

aAb=-bAa, (a+b)Ac=aAc+bAc, Aa)Ab=A(a/ADb). (2.17)
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Dabei folgt die Linearitdt im zweiten Argument schon aus der Antisymmetrie und der
Linearitdt im ersten Argument.
Insbesondere wechselt die Flachengrofle das Vorzeichen, wenn man eine Kante spiegelt,

aA(—=b)=—(aAb)=(—a)ADb (2.18)

oder die Faktoren vertauscht. Lochflache ist das Spiegelbild von Fliche. Dies stimmt mit
unserer Festlegung iiberein, dafl a Ab Flache bezeichnet, wenn der zweite Kantenvektor
links vom ersten liegt, und Lochflache, also negative Fliache, wenn er rechts vom ersten
liegt. Daher ist unerheblich, welchen der Eckpunkte des Parallelogramms man verwendet,
um seine Fliche durch das geordnete Paar auslaufender Kantenvektoren zu bezeichnen,
wobei der zweite Kantenvektor an allen Ecken links, bei Lochflichen rechts, vom ersten
liegt,

aAb=(-b)Aa=(—a)A(=b)=bA(—a). (2.19)

Ohne Rechnung mit rein geometrischen Konstruktionen ist die Flachengrofle (2.15) aus
der Abbildung 2.2 nur mit Miihe abzulesen. Das durch die zwei Scherungen entstehende
Rechteck a’ A'by ist um einen Streifen kleiner als das Rechteck a, Aby,. Dieser Streifen
hat die Flache des Rechtecks a, /\by, wie die mittlere Abbildung von 2.2 zeigt. Dort sind
die gegeniiber liegenden Rechtecke gleich grof3, weil sie zu gleich groflen Dreiecksflachen
gehoren, deren Unterdreiecke paarweise gleich grofl sind. Daher ist die Parallelogramm-
fléiche die Differenz ayAby —byAay = ayAby+ay,Aby = (ax+ay)A(bx+by) = aAb.
Hierbei haben wir die Additivitat (2.17) verwendet, wie sie aus (2.15) fiir Vektoren a,
b und c folgt, die in einer Ebene liegen. Zudem verschwindet die Fléche von entarteten
Parallelogrammen, a, Ab, = a, Aby =0.

............

Abbildung 2.2: Parallelogrammfléche

Allein schon aus der Additivitdt in beiden Argumenten und daraus, dafl die Fléche
a /\ a von entarteten Parallelogrammen verschwindet, folgt die Antisymmetrie,

0=(a+b)A(a+b)=aANa+aAb+bAa+bAb=0+aAb+bAa+0. (2.20)

Abbildung 2.3 zeigt die Additivitdt (2.17) der Flichen von Parallelogrammen mit
einem gemeinsamen Kantenvektor c, der gestrichelt dargestellt ist. In der rechten Ab-
bildung wird zu der Fliche a /A c die Lochfliche b A ¢ addiert. Das Ergebnis kann, nach
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Verrechnung von Restloch mit Restflache, in (a+b) /A c geschert werden, falls a, b und
c in derselben Ebene liegen.

Falls allerdings a /A ¢ und b /A ¢ zwei Flidchen eines Giebeldachs bezeichnen, so hat,
wie jeder Dachdecker weif, die Dachfliche nicht die gleiche Grofle wie die Grundflache
(a+ b) A c. Die Additivitéat (2.17) gilt fiir die Querschnittsflache, wie sie fiir Strome
durch Parallelogrammfléchen entscheidend ist. Die Regenmenge, die auf ein Dach fallt,
héngt nur von der projizierten Grundfliche ab, nicht von der Dachneigung. Ebenso gilt
(2.17), wenn wir das Volumen eines Spats bedenken, der von parallelen Parallelogrammen
berandet wird. Was ein spatférmiges Haus im Dach an Volumen mehr hat, fehlt im Keller.
In beiden Fillen gilt das Cavalierische Prinzip, dafl wir die Flachensumme a Ac+bAc
in Richtung von (a 4+ b) A ¢ scheren kénnen, ohne den Flufl durch die Fliache oder das
Volumen des Spats zu dndern.

Abbildung 2.3: Addition von Parallelogrammfldchen

Ohne diese Einschrankung auf Querschnittsflachen, beispielsweise fiir die Grofle der
Fléche selbst, gilt (2.17) nur mit einem Fehler, wenn die Fléchen nicht in derselben Ebene
liegen. Ndhert man eine glatte, gewolbte Fléache durch die Summe kleiner Dreiecksflichen
(halbe Parallelogramme), deren Ecken auf der gewolbten Fliache liegen (Parallelogramme
wiirden normalerweise nicht mit allen Ecken auf der gewdlbten Fliche liegen, sondern
wie ein Stuhl auf unebenem Boden kippeln), so wird der Fehler umso kleiner, je feiner
man die Zerlegung der gewolbten Flache wéhlt und verschwindet bei glatten Fléchen
im Grenzfall immer feiner gewéhlten Zerlegungen. Demnach gilt (2.17) auch, wenn man
die Grofle von glatten, gewolbten Flichen mit feiner und feiner gewéhlten Zerlegungen
in Dreiecksflichen ermittelt. Daher findet man die Linearitidt des Keilproduktes oft erst
bei Differentialformen.

Mit seiner Linearitdt und seiner Antisymmetrie 148t sich die Parallelogrammflédche
a/A\Db leicht als Vielfaches der Fliache e; A ey zweier Vektoren e; und e; angeben, die die
Ebene aufspannen, in der a und b liegen. Denn in der Doppelsumme (e; a') A (e; b)) =
(ei A\ej) a‘b’ fallen wegen e; A e; = —ej /\ ey die Terme mit e; /A e; und ey A\ ey weg
und wegen e; A\ e; = —e; /\ ey erhilt man (2.15).

Liegt die Fliache in einem hoherdimensionalen Raum nicht in der Richtung der er-
sten beiden Basisvektoren, so folgen aus der Linearitét in jedem Kantenvektor und der
Antisymmetrie (2.17), e; A e; = —e; A ey,

aAb=(e;a’)Ale;b) Zel/\e] a'bl) :Zei/\ej(aibj—ajbi). (2.21)

i<j
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Spate

So wie es Fliache mit beiden Vorzeichen gibt, so gibt es Volumen mit beiden Vorzeichen:
es gibt Raum und Hohlraum, mit Bergen kann man Téler zuschiitten. In einer Ebene, in
der Kies abgebaut und gelagert wird, gibt es Kieshaufen und Kiesgruben. Ihr Volumen
ist entgegengesetzt und hebt sich gegenseitig auf, wenn man Gruben verfiillt.

Wir betrachten der Einfachheit wegen das Volumen eines Spats, eines Korpers, der von
parallelen Parallelogrammen berandet wird. Er wird auch Parallelotop oder Parallelflach
genannt. Jeder Spat wird von einen Eckpunkt e ausgehend von Kantenvektoren a, b und
¢ aufgespannt und und besteht aus einer Punktmenge

{x: x=e+Aa+xb+nc, 0<A<1,0<x<1,0<n<1}. (2.22)

Wir vereinbaren, dafl wir mit a /A b A ¢ positives Volumen meinen, wenn a, b und ¢ in
dieser Reihenfolge rechtshindig sind, das heifit, nach Translation und Drehung wie Dau-
men, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand liegen. Sind a, b und c linkshéndig,
so bezeichne a/Ab/Ac Hohlraum, negatives Volumen. Das Volumen a/\b/Ac wechselt sein
Vorzeichen, wenn man das Vorzeichen von ¢ wechselt, also an der a-b-Ebene spiegelt,
oder wenn man ein Paar Kanten vertauscht. Hohlraum ist das Spiegelbild von Raum.

Fiir das Volumen a/Ab/\c von Spaten mit
Kantenvektoren a, b und c gilt das Cavalie-
rische Prinzip, dal man jeden Kantenvek-
tor in der Ebene der beiden anderen scheren
kann, ohne das Volumen zu verdndern. Denn
bei einer Scherung eines Kantenvektors in
Richtung eines anderen wird das Volumen,
das an einer Seite abgeschnitten wird, an der
Gegenseite, um einen Kantenvektor verscho-
ben, angesetzt.

Ebenso bleibt der Strom J(a,b) unver-
dndert, der ein Parallelogramm mit Kanten
a und b quert, wenn man einen Kanten-
vektor in Richtung der Stromdichte (in der
nebenstehenden Abbildung der Vektor c) Abbildung 2.4: Cavalierisches Prinzip
schert, denn diese Scherung verédndert nicht
die Querschnittsfliche, und ebenso wenn man die Stromdichte in Richtung der Kanten-
vektoren des Parallelogramms schert, denn eine zusétzliche Stromdichte in der Ebene
des Parallelogramms bewirkt keinen zusétzlichen Strom durch das Parallelogramm.

Wir benutzen das Cavalierische Prinzip, um das Volumen des Spats mit Kantenvek-
toren a, b und c als Vielfaches desjenigen Spats zu schreiben, dessen Kantenvektoren
e1, €2 und eg eine Basis fiir den (Unter-)Raum bilden, in dem a, b und c liegen. Unter-
stellt, daB die Komponente c¢? nicht verschwindet, scheren wir a Ab A ¢ volumentreu in
a Ab'Ac,sodaB a’ =a+Acund b’ =b +mnc in der e;-ex-Ebene liegen. Das ist fiir
A= —‘Cl—: und n = —lc’—: der Fall. Anschlieend scheren wir ¢ in der e;-e; Ebene, so daf
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¢’ = e;c? in e3 Richtung zeigt. Dann gilt a AbAc = a’ Ab’ Ac’ mit

a3 a3 b3 b3
a =e(a'— gcl) +e(a®— gcz) , b =e (b'— gcl) +ey (b”— gcz) . ¢/ =es3c®
(2.23)
Nach (2.15) ist @’ Ab’ =e; Aey(a’tb'? — a’?b’'!). Damit erhalten wir
AbAC = e AesAese? (@t~ L) (- 2 — (22— L) ('~ 2 . 229)
a c=eAeyAesc ((a—5c ¢ a’— 3¢ ac)) - (2

Ausmultipliziert heben sich die zwei Produkte weg, die ¢! c? enthalten, und mit alpha-
betisch oder nach Komponenten geordneten Faktoren ergibt sich

aAbAc=c(a'b’c’+a’b’c' +a’b'c? —a'b’c® - a’b' ¢’ — a’ b’ )

2.25
=e(a'b’c’+c' b’ +b'c?a’ —a'c®b’ —b'a’c® —c' b7 a?) (2.25)

wobei ¢ das Volumen des Basisspats bezeichnet,
e =€ A €9 A €3 . (226)

Die Summe erstreckt sich iiber alle sechs Permutationen 7t von 1, 2,3 oder von a,b,c,
gewichtet mit dem Vorzeichen von 7t (2.8)

aAbAc=¢ Z sign(mr)a™V p™® 3 = ¢ Z sign(m)mt(a)t (b)?m(c)® . (2.27)

TES3 TES3

Das Volumen des Spats ist linear in jedem Kantenvektor. Es wechselt sein Vorzeichen,
wenn man a in —a spiegelt oder a mit b vertauscht oder b mit ¢ und ist demnach total
antisymmetrisch. Spatvolumen ist eine alternierende Multilinearform der Kantenvekto-
ren.

Weil das Volumen eines Spats in drei Dimensionen in den drei Kantenvektoren line-
ar ist, ist es eine Dreifachsumme iiber Produkte der Komponenten der drei Vektoren
multipliziert mit dem Volumen des Basisspats, und mit Koeffizienten, die wir mit dem
e-Symbol zusammenfassen,

aAbAc=ceeyrabck. (2.28)

Von den 3% = 27 Termen der Dreifachsumme mit einem jeweiligen Laufbereich iiber drei
Werte tragen in (2.25) oder (2.27) nur die Terme bei, bei denen 1i, j und k verschiedene
Werte annehmen, also eine Permutation von 1, 2 und 3 sind. Dann sind die Koeffizienten
1 oder —1, je nachdem, ob diese Permutation gerade oder ungerade ist. Sie definieren
das e-Symbol,

1, falls ijk eine gerade Permutation von 1,2, 3 ist,
€ijk = ¢ —1, falls ijk eine ungerade Permutation von 1,2, 3 ist, (2.29)
0, fallsijk keine Permutation von 1,2, 3 ist.
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Stromdichte

Jede Fléchenstromdichte | ordnet einem Parallelogramm mit Kantenvektoren a und b
den Strom J(a,b) zu, der es durchfliefft. Ist die Stromdichte konstant, so ist der Strom
linear in den Kantenvektoren,

JAa+Db,c)=AJ(a,c)+J(b,c), J(a,Ab+c)=AJ(a,b)+J(a,c) . (2.30)

Der Strom durch entartete Parallelogramme verschwindet, J(a,a) = 0, und wechselt
daher sein Vorzeichen, wenn man a und b vertauscht (2.20),

0=]J(a+b,a+b)=]J(a,a)+J(a,b)+]J(b,a)+]J(b,b) =0+]J(a,b)+]J(b,a)+0. (2.31)

Da der Strom sein Vorzeichen wechselt, wenn man a in —a spiegelt oder wenn man a
und b vertauscht, rechnen wir mit Strom durch Fldchen und Lochflichen, die man mit
entgegengesetztem Vorzeichen miteinander verrechnen kann. Beispielsweise wirkt sich
eine Abdeckung in der Querschnittsfliche negativ auf den Strom aus.

Schreiben wir a und b als Linearkombinationen der Basisvektoren ey, es, . . ., so erweist
sich der Strom, weil er bilinear ist, als eine Doppelsumme

J(a,b) =J(eia', eb)) =J(ei,e5) a'b =Ji;a' b, Jiy =]J(ei,e5) =—Jji . (2.32)

In ihr verschwinden wegen der Antisymmetrie J;1 = —J;1 =0, Jog = —J2 = 0,... und
wegen J12 = —Jo1,J13 = —J31,... sind die Komponenten Ji; = J(ei, e;), das sind die
Strome durch Parallelogramme mit Basiskanten, nur fiir i < j unabhéngig Ji; = —Jji .

Der Strom durch (a, b) ist daher expliziter

J(a,b) =) Ji(a'bl —d b
i<j (2.33)
=TJi2(a'b®—a’b") +Ji3(a' b’ —a’b') + Jo3 (a®b® — a®b?) + ... .

Wie alle linearen Abbildungen kann man Stromdichten sinnvoll addieren und verviel-
féltigen, dabei addieren und vervielfiltigen sich ihre Komponenten, (J +J')i; = Jij + Ji;
(AJ)iy; = AJi5. Stromdichten bilden einen n(n — 1)/2-dimensionalen Vektorraum. Er ist
dual zum Vektorraum A?(V) der Parallelogrammfliichen.

In n = 3 Dimensionen wechseln wir die Bezeichnungen. Mit dem Volumen des Basis-

spats ¢ = e; /A ey /A ez (2.26) als Proportionalitétsfaktor definieren wir die Komponenten
(31,32,33) der Stromdichte j = e;j! + esj% + e5j® durch

Jio=¢i®, Jiz=—¢j*, Jos =¢j', Jij = ceijij® . (2.34)
So notiert bewirkt die Stromdichte den Strom
J(a,b) =jAaAb =¢(j' (a®b*—a’b’)+j* (a’b'—a' b%)+j° (a' b*—a’b')) . (2.35)

Er ist das Volumen (2.25) des Spats, der von j, a und b aufgespannt wird.
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Der Faktor e in (2.34) ist erforderlich, damit J(a,b) = j A a A'b, wie die Notation
behauptet, eine Funktion der drei Vektoren ist und nicht davon abhingt, in welcher
Basis man die Vektoren angibt.

In 3 Dimensionen ist jede Funktion, die wie a /A b A ¢ linear von 3 Vektoren ab-
hangt, beispielsweise die Ladung Q(a,b,c) im Spat mit Kantenvektoren a, b und c,
und die total antisymmetrisch unter Paarvertauschungen ist, durch ihren Wert auf dem
Basisspat festgelegt. Sie sind ja durch ihre Werte auf Basisvektoren ey, e;, ey bestimmt,
von Null verschieden aber nur, wenn die Argumente e;, e;, ex eine Permutation 7t von
€1, €2, €3 sind und haben dann den Wert, Signum dieser Permutation mal dem Wert fiir
e1, e, €30 Q(ex(1), en(2), n(3)) = sign(m) Q(ey, e, e3). Das Verhiltnis von Q(ey, es, e3)
zum Basisvolumen e /\ e; /\ e3 ist die Ladungsdichte p, Q(a,b,c) =paAbAc.

Teilchen in einem homogenen Teilchenstrom, die mit Geschwindigkeit v das Paral-
lelogramm a /A b in einer Zeit t queren, fiillen das Volumen tv /A a /A b. Ihre Anzahl
N(tv,a,b) = ptv/A a/Ab) ist dieses Volumen, multipliziert mit der Teilchendichte p.
Der Teilchenstrom ist diese Anzahl pro Zeit, J(a,b) = pv /A a /A b. Also ist die Teil-
chenstromdichte (wir schreiben der Deutlichkeit wegen Vektorpfeile) Teilchendichte mal
Teilchengeschwindigkeit,

j=pVv. (2.36)

Dies ist richtig fiir eine Teilchensorte. Beim elektrischen Strom mehrerer Teilchensor-
ten mit unterschiedlicher Geschwindigkeit miissen die einzelnen Strome addiert werden.
Diese Summe ist nicht die Gesamtladungsdichte mal einer mittleren Geschwindigkeit. So
ist beispielsweise Kupfer ungeladen, pronen + PElektronen = 0. Dennoch flieit im Kupfer-
draht wegen der unterschiedlichen Beweglichkeit von Ionen und Elektronen bei angelegter
Spannung Strom.

Kreuzprodukt

Im dreidimensionalen Euklidischen Raum kann man (2.35) auch so lesen, dafl das orien-
tierte Parallelogramm a /\'b einen Vektor a x b = —(b x a) definiert, das Kreuzprodukt
von a mit b (Mathematiker kennen es als das Hodge-Duale der Zweiform a Ab), dessen
Skalarprodukt mit der Stromdichte den Strom durch das Parallelogramm ergibt,

c-(axb)=cAaAb, (2.37)

axb=ce gleyabs. (2.38)

Dabei sind g'* Koeffizienten, die mit gmi = em - €, summiert 8,,' = gmig't ergeben
(man berechnet sie mit (3.73)).

c™ (em . el) 4 gueﬁk Clj bk =ec™ gmlgueﬁk Clj bk =ec™ 6mi€1jk Clj bk = € €ijk Ci Clj bk

Der Ausdruck fiir das Kreuzprodukt ist komplizierter als in vielen Lehrbiichern, damit
er, wie die Notation behauptet, nur von den Vektoren a und b abhéngt und nicht davon,
in welcher Basis man a und b angibt. In jeder Orthonormalbasis ist gi; = 8;; = gV und
¢ = 1. Dann vereinfachen sich die Komponenten des Kreuzprodukts zu

(a x b)? a’?b?® —a®b?
(axb)?| =[a®b!—alb? | . (2.39)
(axb)? alb? — a?b!
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Wegen ¢ - (axb) = ¢c/Aa/Ab steht das Kreuzprodukt senkrecht auf jedem seiner Faktoren,
0O=a-(axb),0=b-(axb). (2.40)

Sein Betrag ist, wie wir gleich bestétigen werden (2.52), das Produkt der Betrdge von a
und b mal dem Sinus des eingeschlossenen Winkels

la x b| = |a||b| sin(<t(a, b)), a,b,a x b rechtshindig . (2.41)

Das Kreuzprodukt der beiden Vektoren a und b ist also derjenige Vektor, der sie, falls
sie linear unabhéngig sind, zu einer rechtshéndigen Basis a, b, a x b ergénzt, und dessen
Betrag der Betrag der Fliche des von ihnen aufgespannten Parallelogramms ist.
Das Kreuzprodukt charakterisiert nicht nur orientierte Parallelogramme. Es tritt bei-
spielsweise bei jeder Drehung D 4z um eine Achse 7, i? = 1, um einen Winkel « auf.
Drehungen sind linear. Zerlegt man einen Vektor U in seinen zur Drehachse 1 paral-
lelen und senkrechten Anteil (1.36),

U=+, O =af-0), 4, =0—a[-q, (2.42)

so bleibt 1 unverdndert und 1, wird in der zu f senkrechten Ebene, die von 1i; und
N X U =1 X U, aufgespannt wird, auf (cos &)t + (sin &) i x U gedreht,

Dot U — R - 1) + (cos o) (6 — fL(fi- 1)) + (sin o) i x 10 . (2.43)

Ebenso tritt das Kreuzprodukt in der Lorentzkraft F(t,X,¥) = q (E(t,X) +V x B(t, X))
auf, die das elektrische Feld E(t,%) und das magnetische Feld B(t,%) auf ein Teilchen
mit Ladung q ausiiben, das zur Zeit t mit Geschwindigkeit V den Ort X durchlauft.

Der Drehimpuls [ =7x P eines Teilchens ist das Kreuzprodukt seines Orts mit seinem
Impuls. Die Anderung des Drehimpulses wird vom Drehmoment M = 7 x F bewirkt.

Falls das Drehmoment jederzeit verschwindet, ist der Drehimpuls erhalten, das heifit,
er stimmt zu jeder Zeit t mit seinem Startwert {iberein, f(t) = f(O) Dann ist die Bahn
t — 7(t) eben. Denn das Kreuzprodukt steht senkrecht auf jedem seiner Faktoren, also
ist 7(t)-L(t) = 0. Wegen L(t) = L(0) ist 7(t) jederzeit senkrecht zu L(0), also aus der
Ebene durch den Ursprung mit Normalenvektor f(O).

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren dreht sich so wie ein Vektor, genauer: das Kreuz-
produkt gedrehter Vektoren ist das gedrehte Kreuzprodukt der Vektoren. Dabei sind
Drehungen Transformationen D, die Langenquadrate, und daher Skalarprodukte, und
Volumen invariant lassen.

Denn weil sich das Volumen von irgend drei Vektoren c AaAb =¢- (@ x b) und das
Skalarprodukt zweier Vektoren c - d nicht bei einer Drehung D &ndern,

— —

¢-(@xb)= (D¢ - (Da) x (Db), T (@xb)=(D&)-D(@xb), (2.44)

verschwindet (DC) - ((D&) x (Db) — D(@ x 6)) fiir alle Vektoren ¢’ = DC. Daher ver-
schwindet (D@) x (Db)—D(a@x b) und es ist das Kreuzprodukt von gedrehten Vektoren
dem gedrehten Kreuzprodukt der Vektoren gleich,

(D@) x (Db) =D(a@ x b) . (2.45)
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Unter der Spiegelung am Ursprung, TT : @ — —d, die Vektoren auf ihr negatives
abbildet, &ndern sich ihre Kreuzprodukte nicht.

(—@) x (-b)=axb (2.46)

Sie verhalten sich also unter der Paritatstransformation IT anders als Vektoren und hei-
Ben deshalb zur Unterscheidung Axialvektoren, wihrend Vektoren, die bei Spiegelung
ihr Vorzeichen &ndern, zur Betonung dieser Eigenschaft auch polare Vektoren heiflen.
Daf} Axialvektoren mit ihren unterschiedlichen Eigenschaften Elemente anderer Vektor-
raume sind, wird oft schon an ihren Mafleinheiten deutlich, die verbieten, sie zu polaren
Vektoren zu addieren.

Drehwinkel und Drehachse bleiben bei Spiegelung unveréindert, TTD o511 = Dy -

Zur Berechnung von (d X b)? und anderer GréBen mit mehreren Kreuzprodukten
benotigen wir eine Formel fiir das Produkt zweier e-Symbole. Bezeichne 7t je eine der 6
Permutationen von 1, m,n oder 1i,j, k, so gilt

€ijk€lmn = Z sign(7t) 81 (1) 05 me(m) Ok re(n) = Z sign(7t) Oe(i)1 Ome(j) m Oy n (2.47)

7T 7T

= 0110jmOkn + dimdjndkt + 0indj1dkm — di1djndxm — dindjm Okt — dimdj10kn

Das sind, da jeder der sechs Indizes drei Werte annehmen kann, 3¢ = 729 Gleichungen.
Man zeigt sie entweder durch stumpfsinniges Ausschreiben aller Gleichungen oder durch
das Argument, dal beide Seiten total antisymmetrisch in ijk und in lmn sind und
demnach durch ihre Werte firi =1, j =2und k =3 sowie l=1, m =2 und k =3
festgelegt sind. Fiir diese Werte stimmen beide Seiten iiberein.

Die Antisymmetrie der rechten Seite bei Vertauschen von i und j etwa, zeigt sich,
wenn wir sie mit umgekehrtem Vorzeichen und 1 mit j vertauscht aufschreiben und mit
der urspriinglichen Summe vergleichen.

— 5jl‘sim6knl_ 6jm51n6kll_ 6jn6116kn11+ 5j15in5kml+§jn5im5kl +§jm5u5kn

-~ -~

1 2 3 4 5 6 (2.48)
= 8110jmOxn + dimOjndkt + 0indj1dkm — 01185nd0km — dindjmdrt — dimOj10kn
G 5 Dt 3 2 T

Die auf beiden Seiten gleich gekennzeichneten Terme sind gleich, weil sie sich nur durch
die Reihenfolge von Zahlenfaktoren (jedes & hat den Wert 0 oder 1) in einem Produkt
unterscheiden.

Summiert man die Gleichung (2.47), so folgt mit (1.26) und, Achtung, d,, = 3 (1.27),

€ijn €lmn = 6116)'111 - 5im5jl ) (2-49)
€imn€imn = 25il ) (250)
Elmn€lmn = 6. (251)

Damit ergibt sich die Lénge des Kreuzproduktes, das wir einfachheitshalber in einer
Orthonormalbasis auswerten,

€nij @b €nima'b™ = (8:18jm — 5im6jl)aibjalbm = a'a'b’'b) —a'brat’

S ﬁ N S 5 2.52
(@ x b)?=a?b?— (d-b) = |dP [b? sin?(«(a, b)) (2:52)



29

Ebenso ergibt sich das wiederholte Kreuzprodukt. Es ist nicht assoziativ.

(@x (b %)) = eijndenmb et = (8151 — Suds)a’bct = bt dic/ — ¢t dlb (2.53)
dx(bx¢€)=b(d-c)—c(a-b) '

Dichten

In n-dimensionalen Vektorrdumen V sind p-Spate (p < n), auch Parallelflach oder Par-
allelepiped genannt, Punktmengen, die von einem Eckpunkt e ausgehend von p Kanten-
vektoren uy, Uy, ... u,, aufgespannt werden,

P
xix=e+) A mit 0<A <1}, (2.54)

i=1

Das p-Volumen u; Aus A ... Au, des p-Spats definieren wir analog zum zwei- und
dreidimensionalen Spat als linear in jedem der Kantenvektoren u; = e;wi,i=1,2,...p.
Es wechselt sein Vorzeichen, wenn wir eine Kante, etwa u; in —uy, spiegeln oder wenn
wir zwei Kantenvektoren vertauschen. Wir betrachten also Volumen und Hohlvolumen,
die man miteinander verrechnen kann.

Wegen der Multilinearitit ist das p-Volumen p-Spats eine p-fache Summe! der Volumi-
na von Basis-p-Spaten e, ey, .. ./\eip mit i; <1iy...<1,. Die Spate mit permutierten
Kanten sind nicht linear unabhéngig, sondern unterscheiden sich nur um das Vorzeichen
der Permutation,

w AU AU, =e Aey, . Al utu . Uy (2.55)
= E €, VAN €i, ... A ei, E sign(7t) utrm; utn@, .ulrr(p]p )
11<ia<...<ip TES)

Jede vorzeichenbehaftete Summe iiber alle Permutationen 7 € S,,

TES)

stimmt fiir jedes ' € S, bis auf das Vorzeichen sign(n’) mit der Summe iiber alle
Permutationen 7t o 7t iiberein, denn mit 7t durchlauft auch 7t o 7t alle Elemente von
Sp - Zudem gilt sign(m o 7') = sign(m)sign(n’) (2.9). Daher ist die vorzeichenbehaftete
Summe total antisymmetrisch unter Vertauschung irgend eines Indexpaares

f— ] / ] . . . f— ] / . . .
Xili%iv = sign(7r') Z sign(7) Yln(rr/(l))‘rr(n’un---ln(n/(p)) = sign(7t )X‘rr/mln'u)---ln'(p) )
TESY

(2.57)

1Zur Notation der p-fachen Summe braucht man p verschiedene Indizes. Statt verschiedener Buchsta-
ben schreiben wir verschieden indizierte Buchstaben, i1,15...1p .



30 2 Inhalte

Die Produkte e;, ey, ...Aey, mit iy <iy... <1, sind linear unabhéngig und bilden
demnach eine Basis des n!/((n — p)!p!)-dimensionalen Vektorraumes AP(V), der von
den Volumina von p-Spaten aufgespannt wird.

p-Dichten F sind dual zu p-Spaten und ordnen ihnen ihren F-Inhalt zu. Der F-Inhalt
ist linear in jeder Kante des p-Spats

F(u1 Auy. .. /\up) = F(eil A e, ... A eip)uilluiQQ o uipp
= Z Fiiisoi, Z sign (71) utny utez, oyt Pl (2.58)

11<ia<...<1p TTES
Er ist linear in den Komponenten

Filig iy = F(eil AN 612 Ce /\ eip) = mgn(ﬂ) F (259)

tr(in(2) -+ ln(p)

der p-Dichte, die total antisymmetrisch unter Permutationen 7 € S, sind, und linear in
den Komponenten jedes Kantenvektors.

Das Volumen eines n-Spats u; A us /A ... /A u,, im n-dimensionalen Vektorraum V
ist linear in jedem der n Kantenvektoren und total antisymmetrisch unter Vertauschung
zweier Vektoren. Daher verschwinden in der n-fachen Summe

u; A uy VAN /\'LLTL = ey, A €y, VANRRIWAN einuillubg .. .ui“n (260)

alle Terme, in denen i, 1is,...,1, keine Permutation von 1,2,...m sind. Im {ibrigen
stimmt ei, ey, A.../A e, bis auf das Vorzeichen dieser Permutation mit

e=e Ney/\...Nep (2.61)
iiberein. Der Vorzeichenfaktor definiert das e-Symbol in n Dimensionen,

€, A €i, VANRRIVAN i, = €ijiz--+in €1 A €9 VANRRIWAN €en . (262)

1, falls iy ...1n gerade Permutation von 1,2...n ist,
€i,iyi, = ¢ —1, fallsiiy ... 1, ungerade Permutation von 1,2...nist, (2.63)
0, fallsijiy...i, keine Permutation von 1,2...n ist.

Damit schreibt sich das Volumen des n-Spats als

WAUA. AUy =e€q, Ui U ulty, =e E sign(m) W u @, T

TTESH

(2.64)
Jede im Spat enthaltene Ladung Q(uy, Uy, ..., 1w, ) ist bei konstanter Ladungsdichte p
proportional zum Volumen,

Qui,ug, ..., un) =pw AU A...AU, . (2.65)



3 Lineare Abbildungen

Lineare Selbstabbildungen L : V — 'V eines Vektorraums V beispielsweise Drehungen,
Streckungen, Scherungen, Lorentztransformationen, bilden gerade Linien auf gerade Li-
nien ab. Daher stammt ihre Name , linear®.

Die Bilder dreier sich schneidender Geraden sind (in mindestens zwei Dimensionen)
drei sich schneidende Geraden. Also werden Dreiecke auf Dreiecke abgebildet und die
Bilder ihrer Kantenvektoren a, b und a + b, das sind Differenzvektoren, erfiillen

Lla+b)=L(a)+L(b), L(Aa)=AL(a) . (3.1)

Wegen dieser Linearitéitseigenschaft ist die Abbildung L dadurch festgelegt, wie L auf
eine Basis ey, ey...e, wirkt, L(a) = L(e;a’) = L(e;)a’. Dabei ist L(e;), das Bild des
j-ten Basisvektors, eine Linearkombination der Basis,

L(ej) =e LYy,

L(Cl) = I_(ej Clj) = L(e]-) Clj = €4 Lij Clj . <32)

Also ist L in dieser Basis vollstéindig durch die Koeffizienten L; gegeben. Man ordnet
sie als Matrix in Zeilen und Spalten an,

Ly rly - Ty
L2 % - P

L = . . . . (33)
LYy L -+ LMy

Dabei steht das Matrixelement LY; in der Matrix L in der Zeile Nummer 1 und der Spalte
Nummer j. Der von links erste Index numeriert die Zeile, der zweite die Spalte. Die Ma-
trixelemente so mit ihrer Zeilen- und Spaltenzahl zu bezeichnen, stammt von Gottfried
Wilhelm Leibniz, (1646 -1716) [18], dem Namenspatron der Universitdt Hannover.

Die j-te Spalte der Matrix L enthélt die Komponenten des Bildes des j-ten Basisvek-
tors, L(e;) = e;LYj. Zum Formelbild dieser Gleichung: wenn man das Symbol L von
links durch den Basisvektor e; zieht, dann schiebt es wie ein Schneerdumer den Index j
vor sich her und ein nebeneinander stehendes Summationsindexpaar i verbindet wie ein
Abschleppseil die Basisvektoren mit den Matrixelementen.

Notiert man die Komponenten des Vektors L(a) als eine Spaltenmatrix, so hat sie in
der Zeile i die Komponente a’* = L(a)! = LY oJ, also das Produkt der i-ten Zeile der
Matrix L mal der Spalte der Komponenten von a.

a’t Lhat4+1ha?+...+1L an Ly Yy -+ LY, al
a’ 2 al+1%a?+...+ 1%, a™ L2, % --- 12, a?

[\

!/

3

Lnl al + Lng Cl2 + ...+ Lnn a™ Lnl LnQ s Lnn a™
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Bei gegebener Basis gehort zu jeder linearen Abbildung genau eine Matrix und zu jeder
Matrix genau eine lineare Abbildung. Daher verwendet man die Begriffe lineare Abbil-
dung und Matrix oft austauschbar. Aber ihre Entsprechung héngt von der Basis ab.

Da Summe und Vielfache von linearen Abbildungen wieder lineare Abbildungen sind,
konnen sie sinnvoll addiert und vervielfaltigt werden, sie bilden Vektorrdume,

(L+M)(a) =L(a) +M(a), (AL)(a)=AL(a),

i i i i i (3:5)
(L+M)5 =15+ MYy, (ALY =ALY.

Matrizen werden wie Vektoren komponentenweise addiert und mit Zahlen multipliziert.
Hintereinanderausfiihren von linearen Abbildungen definiert das Produkt der Matrizen,*

L(M(e])) = L(ek Mkj) = L(ek) Mkj = e Lik Mkj = ei(L M)ij . (36)

Die Matrix L M, die zu den hintereinander ausgefiihrten Abbildungen M gefolgt von L
gehort, hat die Matrixelemente

(LM)y =Lh MY =LY MYy 4+ LM+ (3.7)

Bei der Produktmatrix LM steht in der Zeile Nummer i und der Spalte Nummer j das
Produkt der i-ten Zeile von L mit der j-ten Spalte von M.

Beim Matrixprodukt wird Zeile mit Spalte multipliziert.

Im Formelbild (L M)Y; = LYy M¥; ist 1 auf beiden Seiten der erste und obere und j der
letzte und untere Index. Rechts in der Mitte ist das Indexpaar unmittelbar benachbart
und bezeichnet eine Summation.

Beispiele: n = 2, Spiegelung an der x-Achse,

L(e;) =e1, L(es) =—ey,
Lie;a'+e,a?) =e;al + ey (—a?),

al=d', d?=-a?, (3.8)

aly /1 0\ [/d
a?) \0 —1)\a?) "
Spiegelung an der Diagonalen,

M(e)) =ey, Mley) =e;,
M(e;a' +ey;a?) =eyal +e1a?,
at=a*, d?*=ad', (3.9)

aty (0 1) [a
a?) \1 0)\a?)
Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ. M L, hier die Drehung um 90°,
0 1\ /1 O 0 —1
()G - )

1Bei rechts notierten Vektorkomponenten bleiben die Summationsindexpaare unmittelbar benachbart.
Notiert man die Komponenten links von den Basisvektoren, wird das Formelbild uniibersichtlicher.
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ist nicht L M, hier die Drehung um —90°
1 0\ /0 1 0 1
(- (0). -

[A,B] = AB — BA (3.12)

ist der Kommutator von A mit B. A vertauscht oder kommutiert mit B, falls AB = BA
gilt, also falls der Kommutator [A, B] = 0 verschwindet.
Matrixmultiplikation ist assoziativ, A (B C) = (A B) C, und distributiv

(A(BC))Yy =A% (BC)S =AH B CY = (AB) CY =((AB)C)Y (3.13)
AB+C)=AB+AC, A(AB)=AAB. (3.14)

Zur identischen Abbildung, 1 : a — a, gehort die 1-Matrix. Wegen 1(e;) = e; = e; 8%
(1.26) sind ihre Matrixelemente

Die Differenz

10 --- 0
i )1 falls i=j B 01 --- 0 - -
1j_6j_{0 falls 1#j 1= : S 1A=A1=A. (3.15)
o0 --- 1

Jede Abbildung A vertauscht mit jedem Vielfachen der 1, AA = AA.
Zur Nullabbildung, 0 : a — 0, gehort die 0-Matrix

= |, oA=A0=0. (3.16)

Permutiert eine lineare Abbildung D, die Basisvektoren, D, (e;) = ex(j), T € Sy, so
sind ihre Matrixelemente

Dty =8ty =87 ;. (3.17)
Es ist ja 71(j) = 1 genau dann, wenn j = 7t (7t(j)) = 7t~ 1(i) ist. Eine Permutationsmatrix
hat in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1 und sonst Nullen. Das Produkt zweier
Permutationsmatrizen D, und D, 7t, 7' € S,,, ist die Permutationsmatrix D, die zu
den hintereinander ausgefiihrten Permutationen, 71’/ = 7t o 70, gehort,

i a i (i i
DDy = Dot s (DnDy)5 =8 Wy 85050 =08" W) =8y - (3.18)

Permutationsmatrizen sind eine Darstellung der Permutationen.
Drehungen D in n = 2 Dimensionen um einen Drehwinkel ¢, D(a) = a’, sind gegeben

durch

e, = cos@e;+singesy, D_ (cose® —sin @
e, =—sin@e;+cos@es, sin @ cos@ )’

a’t cosqp —sing) [a! cos @ a' — sin ¢ a?
12 ] — : 2 ) = |\ g 1 2 - (3-19)
a sin @ Cos @ a sim@a +cosea
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Das Liangenquadrat ist invariant unter Drehungen, (¢ :=cos ¢ , s :=sin @),
(ca'—sa?)? + (sa' +ca?)? = (a")?(c? +s?) + (a®)?(c? +5?) = (a')? + (a?)* . (3.20)

Demnach sind auch alle Skalarprodukte invariant, denn sie sind Differenzen invarianter
Léngenquadrate (1.39). Liangen und Winkel werden durch Drehungen nicht geéndert.

Inverse Matrix

Zu manchen linearen Abbildungen L existiert das Inverse L~!, L7'L =1,
L 1Y =68Y (3.21)

zum Beispiel bei Drehstreckungen M die inverse Streckung und Riickdrehung M !

—gj 1 '
(e ey (e ey
sin @ COos @ T \—Sm@ cos

Aber eine inverse Matrix existiert nicht immer, wie

(e 8)@o)-6 ) (323

zeigt. Egal, wie man hier die Matrixelemente a,b,c,d wéhlt, erhélt man als Produkt
nicht die 1-Matrix.

Wenn die Bilder einer Basis L(e;) = e/ ... L(en) = e, eine Basis bilden — dazu reicht
in endlich dimensionalen Réumen, dafl die e/ linear unabhéngig sind — dann existiert
die inverse Abbildung L™!. Denn man kann jeden Basisvektor e, als Linearkombination
der neuen Basis e; schreiben, e; = €] NJ; und durch N(e}) = e NJ; eine Abbildung N
definieren, die €/, €}, ... auf ey, e, ... abbildet. Aber dann lafit NL die Basis ey, e, ...
und daher alle Vektoren invariant, NLe; = Nej = e; . Ebenso lafit LN die Basis e, €5, . ..
und daher alle Vektoren invariant. Es ist also NL =1=LN und N = L%,

Einen unendlich dimensionalen Vektorraum V kann L auf einen Unterraum abbil-
den und linksinvertierbar sein, ohne dafl ein Rechtsinverses existiert, zum Beispiel im
Vektorraum aller Polynome ) a,x™ einer Variablen x mit Zahlenkoeffizienten a,, die
Abbildung L(}_ anx™) = Y a,x™"!, die jedes Polynom mit x multipliziert. Ein Links-
inverses ist die Abbildung L7'(}_b,x") = > b, 1x™. Ein Rechtsinverses kann nicht
existieren, da L(R(ag)) nicht das x-unabhéngige Polynom ag sein kann, egal auf welches
Polynom R die Zahl ay abbildet.

Sind die Bilder der Basisvektoren e;, e, ... linear abhiingig, sind also in 0 = L(e;) At
nicht alle A' Null, dann wird wegen L(e;) A' = L(e; A') der Vektor A = e; At # 0 ebenso
wie 0 auf 0 abgebildet, und L kann nicht invertierbar sein, weil 0 mehrere Urbilder hat.

Sind L und M invertierbar, dann auch LM ,
ML = (LM, (3.24)
denn ML) (LM) =M L' L)M=M"M=1.
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Determinante

Ob in einem n-dimensionalen Raum n Vektoren linear unabhéngig sind, zeigt sich an
dem Volumen, das sie aufspannen. Es verschwindet genau dann, wenn die Vektoren linear
abhéngig sind.
Die Determinante einer linearen Abbildung L ist der Faktor, um den sie das Volumen
vergroflert,
L(ei) AL(eg) A...AL(en) =detL-e; Aea A...Nen , (3.25)

zum Beispiel det1 = 1. Der Wert der Determinante von L bestimmt, ob L invertier-
bar ist. Es existiert L™! (in Zeichen JL~') genau dann, wenn die Determinante nicht
verschwindet,

L < detL#£0 . (3.26)
Deshalb heifit die Determinante Determinante. Sie ist durch (2.64) gegeben.
detL = eqi,.1, LM L2 .. Liny = ) sign(m) L™, 172, LY, (3.27)
TTESH

Zum Beispiel ist die Determinante einer 2 x 2-Matrix L (2.15)
det Loy = L1 1% — L2 1Y (3.28)
und, dies ist die Flaschenregel? von Sarrus, die Determinante einer 3 x 3-Matrix L (2.25)
det Lsyz = L1 3L+ 13 2L s+ 13 L2 — 1% L3 — 1 L% — 1% L2 1 s . (3.29)

Die Determinante einer n x n-Matrix besteht aus n! Summanden. Fiir Dreiecksmatri-
zen A, die unterhalb der Diagonalen verschwinden, (A = 0 fiir i > j), vereinfacht sie
sich zu einem Term det A = A'y A%, - - A™,, .

Das Volumen ist antisymmetrisch in jedem Paar von Faktoren, a Ab = —b A a
(2.17). Also veréndert jede Permutation 7t der Faktoren L(e;) A ... A L(e,) den Wert
des Volumens um das Vorzeichen der Permutation,

L(eﬂ(l)) VAN L(eﬂ(Q)) VANAN L(eﬂ(n)) = sign(ﬂ) L(el) VAN L(QQ) VANAN L(en) . (330)

Da in der Spalte j der Matrix L die Komponenten des Vektors L(e;) stehen, zeigt dies, da8§
das Vertauschen zweier Spalten das Vorzeichen der Determinante wechselt. Ist j1,jo, . .. jn
keine Permutation von 1,2,...m, so stimmen mindestens zwei Werte iiberein und das
Volumen verschwindet. Mit dem e-Symbol (2.63) zusammengefafit, gilt also (2.62)

L(e;,) AL(ej,) A...AL(es,) = €j,5,.5. Ller) AL(ea) A ... AL(eyn) (3.31)

und . . .
€. in Ly L5, oo L'y, = €55,.5, det L. (3.32)

2Schreibt man die 3 x 3-Matrix auf ein Etikett, das eine Flasche umhiillt, dann ist ihre Determinante
die Summe der Produkte des oberen Matrixelements mit dem rechts darunter stehenden und dem dar-
unter rechts stehenden Matrixelement minus der Summe der Produkte der schrig links untereinander
stehenden Matrixelemente.
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Damit zeigt man den Determinantenproduktsatz: Bei verketteten linearen Abbildungen
vergroflert sich das Volumen um das Produkt der Vergréferungsfaktoren der einzelnen

Abbildungen,
det(LM) = (det L)(det M) . (3.33)

Zum Beweis schreibt man die Determinante des Produkts aus, ordnet Faktoren um und
verwendet (3.32)

det(LM) = €41, 1, L', MUYy L2, M2y - Uiy MUn =
= €10, LY, L2y, - Uiy MO MU, oo MU = (3.34)
= (det L) €55, .5, MI'y M2y oo MIn = (det L) (det M) .
Aus det(L7'L) = det1 =1 folgt 1 = (det L !)(det L), also
1
~detL”

Die lineare Abbildung D, (3.17), die Basisvektoren permutiert, D e; = ex(i), T €Sy,
andert das Volumen des Basisspats um das Vorzeichen der Permutation, det D, =
sign(7t). Thr Produkt LD, mit einer Matrix L permutiert die Spalten von L, (LD,)% =
L) In umgedrehter Produktreihenfolge D, L werden, wie 8ty = 67 (V5 zeigt, die

det(L™1)

(3.35)

Zeilen der Matrix L invers permutiert, (D L)% = L™ 'V, . Nach dem Determinantenpro-
duktsatz wechselt daher die Determinante jeder Matrix beim Vertauschen zweier Zeilen
ebenso wie beim Vertauschen zweier Spalten ihr Vorzeichen.

Der Determinantenproduktsatz zeigt, dal die Determinante einer linearen Abbildung L
nicht von der Basis ey, ey ... e, abhiingt, die die Matrix L durch L(e;) = e;J; definiert.
Sei namlich

e; = N(e;) (3.36)

eine zweite Basis, dann ist die Matrix N invertierbar. Die Matrixelemente von L in der
zweiten Basis erhélt man als Komponenten von

L(ef) = LN(ei) = N((NT'LN)ei) = N(e;(NT'LN);) = € (NT'LN); (3.37)

Es hat also L in der Basis N(e;), N(es), ... dieselben Matrixelemente wie
LI'=N"'LN (3.38)
in der Basis ey, e, . ... Die Determinanten der Matrizen L’ = N~'LN und L stimmen
nach Determinantenproduktsatz iiberein,
det(N"TLN) = (det N) "' (det L) (det N) = det L . (3.39)
Entsprechend gilt fiir jeden Vektor
v=NN"v=N(N"ev') =N(e;)N"Vv' =ejv | (3.40)
daB er in der Basis N(e;), N(es), ... dieselben Komponenten hat wie N~'v in der Basis

€1,€9,...,
Vi = NU (3.41)
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Korperfeste Transformationen

Die Lage eines festen Korpers kann man angeben durch den Ort eines herausgegriffenen
Punktes, etwa des Schwerpunktes, den man als korperfesten Ursprung verwendet, und
durch drei mit dem Korper verbundene orthonormale Basisvektoren. Sie definieren kor-
perfeste Achsen e}, e/, und ej. Sie gehen aus einer gewahlten Ausgangslage e;, e; und e
durch eine Drehung N hervor, die die Lage des Korpers charakterisiert,

e; = N(ei) . (3.42)

Als korperfest bezeichnet man diejenige Drehung D = NDNL, die auf die korper-
festen Achsen e] genauso wirkt wie D (genannt die raumfeste Drehung) auf ey, mit
anderen Worten, in der e’-Basis hat D dieselben Matrixelemente wie D in der e-Basis,

D(e}) =NDN7!N(e;) = ND(e)) = N(ep)D¥| = e, D¥, . (3.43)

Die korperfeste Drehung D = NDN! wirkt daher auf N, die Lage des Koérpers, durch
Multiplikation mit D von rechts, R

DN =ND. (3.44)
Folgt einer ersten korperfeste Drehung Dl eine zweite, Dg = N;DsN 1_1 mit Ny = NDq,
so geht die Lage Ny in ND;D; iiber. Dabei dndern sich die korperfesten Komponenten

eines Vektors v, der nicht gedreht wird, weil er beispielsweise zu einem Fixstern zeigt, in
v = (D5 "Dy (N

Die Spur einer linearen Abbildung

Ebenso wie die Determinante héngt bei einer Matrix die Summe iiber die Hauptdiago-
nalelemente, die Spur,

SpL=1L%, (3.45)
nicht von der gewiihlten Basis ab. Denn wegen A% B¥; = B¥; Al gilt
Sp(AB) =Sp(BA), (3.46)

und die Spur ist folglich zyklisch,
Sp(ABC) =Sp(A(BC))=Sp((BC)A)=Sp(BCA) . (3.47)
Aber demnach hat in einer anderen Basis SpL’ = Sp(N7!LN) = Sp(NN~!L) = SpL

die Spur denselben Wert. Da sie, anders als die Matrixelemente L'; , nicht von der Basis
abhéngt, ist sie eine Funktion der linearen Abbildung L.

Rechteckmatrizen, Transponieren

Lineare Abbildungen L eines n-dimensionalen Vektorraumes V in einen m-dimensionalen
Vektorraum W sind durch ihre Wirkung L(e;) auf die Basisvektoren ey, e, ..., e, von 'V

festgelegt,
vV — W
L ’ { a =— L(a) = ]-_(e1 ai) = L(el) ai — éT‘ LTi a"L . (348)
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Die Bilder der Basisvektoren sind Linearkombinationen der Basisvektoren €1, €s,...€mn
von W, die Komponenten von L(e;) bilden die i-te Spalte der Rechteckmatrix, die L in
diesen Basen von V und 'W darstellt,

Ly - L',
oo m=dimW,n=dimV . (3.49)

L‘.“l L,

Die Zeilenzahl m der m x n-Matrix ist die Dimension des Zielraumes W, die Spal-
tenzahl n die Dimension des Urbildraumes m. Rechteckmatrizen konnen multipliziert
werden, wenn die zugehorigen linearen Abbildungen hintereinander ausgefiihrt werden
kénnen, wenn also der Zielraum der einen Abbildung der Urbildraum der néchsten Ab-
bildung ist. Dann stimmt im Matrixprodukt die Zeilenzahl der rechten Matrix mit der
Spaltenzahl der linken Matrix iiberein.

Der Dualraum V* eines Vektorraumes V besteht aus den linearen Abbildungen u :
V — C des Vektorraumes V in die reellen (oder komplexen) Zahlen,

w:ve—uv) =uleivt) =ule)) v = u vt . (3.50)

Zu jedem Dualvektor u gehort demnach eine einzeilige 1 x n-Matrix mit Komponenten
u(e;) = uy, also ein Zeilenvektor, der durch Matrixmultiplikation, Zeile mal Spalte, auf
den Spaltenvektor der Komponenten von v € V angewendet wird, u(v) = u; vt.

Auch jeder Spaltenvektor v kann als Matrix einer linearen Abbildung v begriffen wer-
den. Sie bildet R nach V ab, insbesondere A € R auf Av.

Wendet man u € V* auf linear transformierte Vektoren Lv an, so ist u(Lv) = u/(v)
eine lineare Abbildung u' = wo L von Vektoren v in die Zahlen, wobei U linear von u
abhingt. Die Abbildung u — 1’ ist die zu L transponierte Abbildung LT

L"Tu=uolL. (3.51)

Transponieren wilzt die Abbildung L von V auf V* ab, (LTu)(v) = u(L(v)) .
Die zugehorige Matrix wird bei Transponieren an der Hauptdiagonalen gespiegelt,
denn
u(lv) =u; LYV = (LTu); v = LT V) | (3.52)

und da dies fiir alle w und v gilt, enthilt die transponierte Matrix LT in Zeile j und
Spalte i dasjenige Element, das in L in Zeile i und Spalte j steht,

Lt =14 . (3.53)

Das Transponierte eines Produktes ist das in der Reihenfolge gespiegelte Produkt der
transponierten Faktoren, ((3.51) oder (3.53), Ubungsaufgabe)

(LM)T =MTLT. (3.54)

Aus 1T =1 und 1 = LL~! folgt (L™')TL"T = 1. Das Transponierte des Inversen ist das
Inverse des Transponierten,

(L HT = (L"), (3.55)



39

Die Determinanten von L und LT stimmen iiberein,
detL =detL" . (3.56)

Stellt man ndmlich mit (3.32) det L durch n! gleiche Summanden dar,

1

detL = —1€jjs.in ity in A A L (3.57)

so ist dies wegen L'; = LT auch die Determinante der transponierten Matrix.
Offensichtlich #ndert Transponieren nicht die Spur, SpL = SpL™T.

Metrische GroBe von Volumen

Stehen in einem Euklidischen Vektorraum V die Kanten u;,usp,...u, eines p-Spats
senkrecht aufeinander und haben sie die Léngen l; = u-uy,... L, = /U, 1y,
dann ist sein Volumen das Produkt dieser Léngen, uy Aus AL Au,l =141, ...1,. Es
ist die Wurzel der Determinante der Skalarproduktmatrix g,,, deren Matrixelemente die
Skalarprodukte der Kantenvektoren sind,

s Aus AL AW = v/|det gul, (gu)iyy =uwi-y; . (3.58)

Dies bleibt richtig, auch wenn die Kantenvektoren schiefwinklig sind, denn dann sind sie
die Bilder u; = L(e;) = exL*; von senkrecht aufeinander stehenden Vektoren e;, die um
den Faktor det L weniger p-Volumen aufspannen.

Die Skalarproduktmatrix g, hingt wegen w;-u; = (e - e )L*LY = LTi*(ex - er)LY
durch g, = L"g.L mit g zusammen und nach dem Determinantenproduktsatz gilt

VIdet g = v/Idet(LTg.L)| = [det L|\/|det(ge)| = |det Llley A ... A eyl
=|detLe; A...Aepl=I[L(er) A...AL(ep))=lus Ao Al .

(3.59)

Im Raum AP(V), der von p-Spaten aufgespannt wird, ist durch

(W AU - Al ) - (ViAVA-- Ay, ) = Z sign(7) (g - V(1)) (U2 - Vir2)) -+ - (Wp - Vie(p))

TES,

ein Skalarprodukt definiert, das ihn zu einem Euklidischen Raum macht.

Drehungen

Lineare Selbstabbildungen eines euklidischen, reellen Vektorraum, die alle Langen — und
demnach Skalarprodukte und Winkel — invariant lassen, heiflen orthogonale Transfor-
mationen oder Drehspiegelungen. Wenn sie zudem das Vorzeichen des Volumens nicht
dndern, handelt es sich um Drehungen.

In einer Orthonormalbasis gilt fiir jede Drehspiegelung D

D(ei) = e{ = €x Dki , e{ : ej' =eie = 61]' , (361)
5ij = (ex Dki) (e Dlj) =€k € Dki Dlj = 11 Dki Dlj = Dki ij = DTik ij (3-62>
1=D'D, D'=D". (3.63)
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Die Bedingungen D*; D¥; = ;5 oder DT D = 1, daf} die Spaltenvektoren von D normiert
sind und zueinander senkrecht stehen, heiflen Orthogonalitatsrelationen.
Drehspiegelungen lassen alle Skalarprodukte, nicht nur diejenigen der Basis invariant,

(D(a))-(D(b)) = (D(e;a')) - (D(eb))) =e{-e/a'b =8;;a'b) =a-b.  (3.64)
Mit dem Determinantenproduktsatz (3.34) und wegen det DT = det D (3.56) folgt
1 =detl=det(DTD) = (det DT)(det D) = (det D)?, (3.65)
dal die Determinante einer Drehspiegelung 1 oder —1 sein mu$,
detD = +1 . (3.66)

Falls det D =1 ist, heifit die orthogonale Transformation D eine Drehung.

Die Gruppe der Drehungen in n Dimensionen heifit SO(n), die Gruppe der speziellen,
orthogonalen Transformationen. Denn ihre Determinanten haben den speziellen Wert 1.

Da die Determinante eine stetige Funktion der Matrixelemente ist, gibt es keine stetig
von einem Parameter A abhéngende Schar von Drehspiegelungen Dy mit det Dy—y =1
und det Dy—; = —1: Drehungen h&ngen nicht stetig mit Spiegelungen zusammen.

Ist die Dimension des Vektorraumes V ungerade, so existiert, wie wir weiter unten
zeigen, fiir jede Drehspiegelung stets eine Richtung n, n? = 1, die Drehachse, die punkt-
weise invariant gelassen oder gespiegelt wird. Auf einen beliebigen Vektor k in dre:
Dimensionen angewendet, 148t eine Drehspiegelung D den Anteil kj in Richtung der
Drehachse n, n? = 1, ungeéndert oder spiegelt ihn. Der zu n senkrechte Teil k| , wird
in drei Dimensionen in der zu n senkrechten Ebene um den Drehwinkel o« gedreht,

k=kj+kr, kj=nn-k), ki=k—m(n-k),

3.67
Dynk = (det Dyn) K + (cos o) k. + (sinax)n x k. ( )

Unabhéngig von der Drehachse geht jede Drehung gegen die identische Abbildung, wenn
der Drehwinkel gegen Null oder 27t geht.

Wegen cos(—a) = cos « und sin(—a«) = —sin o stimmt zudem die Drehung um die
Achse n um den Winkel o mit der Drehung um —m um den Winkel 27t — o iiberein.
Deuten wir n als Richtung und «/2 als Entfernung, in der man vom Nordpol auf einer
dreidimensionalen Kugelfliche S? = {p € R*: (p!)2+(p?)?+(p>)2+(p*)? = 1} lings eines
GroBkreises zum Punkt p gelangt,® so erreicht man mit o = 27t den von n unabhiingigen
Stidpol, die Drehung Ds,n = 1. Es entspricht so jeder Drehung in drei Dimensionen ein
antipodales Punktepaar +p auf S® . Diese Punktpaare bilden die Mannigfaltigkeit S/Z,,
der die Gruppe SO(3) bijektiv entspricht (zu Zs = {1, —1} siehe (2.5)).

Numerische Berechnung der Determinante

Wegen der Antisymmetrie und der spaltenweisen Linearitdt der Determinante dndert
sie nicht ihren Wert, wenn man zu einer Spalte der Matrix ein Vielfaches einer anderen
Spalte addiert. Dieses Cavalierische Prinzip benutzt man bei der numerischen Berech-
nung der Determinante der n x n-Matrix L und berechnet sie in weniger als n! Schritten
als Determinante einer Dreiecksmatrix.

3 Wir bezeichnen die n-dimensionale Sphire oder Kugeloberfliche mit S™.
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Zunéchst bringt man der numerischen Stabilitdt der Berechnung wegen das Matrix-
element mit dem grofiten Betrag in die rechte, untere Ecke. Dazu vertauscht man, falls
erforderlich, die n-te Zeile mit derjenigen des gréfiten Matrixelements und dann seine
Spalte mit der n-ten Spalte. Dabei dndert jede erforderliche Spalten- oder Zeilenver-
tauschung das Vorzeichen der Determinante. Dann schert man wie bei der Berechnung
der Parallelogrammfldche (2.15) und des Spatvolumens (2.25) jeden der ersten n — 1
Spaltenvektoren léngs des n-ten Spaltenvektors, so dafi die n-te Komponente der ge-
scherten Vektoren verschwindet, L'Y; = L'y — L' ¢; mit ¢; = L™j/c und ¢ = L™, # 0,
fir 1 <j <mn. In der Matrix L” verschwinden alle Elemente in der Zeile links von L™,
und L’ hat bis auf das Vorzeichen dieselbe Determinante wie L.

In der resultierenden (n — 1) x (n — 1) Untermatrix der ersten (n — 1)-Zeilen und
(n — 1)-Spalten verfahrt man entsprechend. Man erhélt so schlieflich eine Matrix, die
unterhalb der Diagonalen verschwindet. Ihre Determinante stimmt mit der urspriingli-
chen Determinante bis auf die Minuszeichen von den erforderlichen Zeilen- und Spalten-
vertauschungen iiberein.

Die Determinante solch einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente.
Sie verschwindet genau dann, wenn ein Diagonalelement verschwindet. Dann gibt es,
wie dieses Verfahren zeigt, eine nichtverschwindende Linearkombination der Spalten der
urspriinglichen Matrix, die sich zu einer Nullspalte kombiniert. Die Determinante von L
verschwindet genau dann, wenn die Bilder L(e;) einer Basis linear abhingig sind.

Berechnung der inversen Matrix

Die Determinante (3.27)

det L = eqq,..1, LM L2y o Liny = ) sign(m) I L7, - L9V 0 (3.68)

TTESH

ist ein Polynom der Matrixelemente. Vom Matrixelement in der k-ten Zeile und der l-ten
Spalte, x = L¥{, hingt sie linear inhomogen ab, det L = ax+Db, denn sie ist linear in jeder
Spalte. Der Koeffizient a héngt natiirlich von k und 1 und anderen Matrixelementen ab,
. o - . L
Ok = €iyip. iy g kiggin L1 L2 o L1 — | R WINEEE B (3.69)
Lkl fehlt

Fiir den Fall k = n und | = n ist der Vorfaktor a die Determinante der Untermatrix
von L, die man durch Weglassen der n-ten Zeile und der n-ten Spalte erhélt.

detL = Z (sign(ﬂ) | ILEDP (AP -)L”(“)n + Z sign(mr) LW, L2, Lo

(n)=n i(n)#n

a= Y sign(m) L™V, L7, Ll (3.70)

Falls k oder 1 nicht n sind, bringen wir L*, durch zyklisches Vertauschen von n—k Zeilen
und n—1 Spalten in die rechte untere Ecke der Matrix L. Dabei d&ndert die Determinante
ihr Vorzeichen um (—1)**Y. Der Koeffizient a in det L = ax + b ist demnach (—1)*+YV
mal der Determinante der Untermatrix, die man durch Streichen der Zeile k und der
Spalte 1 aus L erhélt. Diese Determinante heifit Minor der Zeile k und der Spalte 1.
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Multipliziert man die Koeffizienten a'y mit L*; und summiert iiber k, so erhélt man

1Tk o7 i K i i
a L =€y i g kiggin L L2 oo Lt Ly Lty oo Ly o (3.71)
~—
eingefiigt

Das ist Null, wenn j nicht mit | {ibereinstimmt, denn dann stimmt j mit einem der
Werte 1,2...1— 1,1+ 1... iiberein und alkij ist die Determinante einer Matrix mit
zwei gleichen Spalten Falls j =1 ist, ergibt sich die Determinante,

Cllkl_kj = 61]' detL . (372)

Dies ist der Determinantenentwicklungssatz. Die Determinante ist die Summe iiber k
der Produkte der Matrixelemente L*; der Spalte j mit ihren Minoren und dem schach-
brettartigen Vorzeichen (—1)0+%).
Fiir uns ist entscheidend, daf (fiir det L # 0) a'y/ det L die Matrixelemente L1y der
inversen Matrix L~! sind,
a'y =L ' detL . (3.73)
Die Matrixelemente von L' sind rationale Funktionen der Matrixelemente von L. Die
Matrix L™! enthilt in der Zeile 1 und der Spalte k den Minor der Zeile k und der Spalte 1,

mal (—1)**Y | geteilt durch die Determinante von L.

Komplexe Zahlen

Die Matrizen

_(* Y
Z_<y x)’ x,yeR, (3.74)

z=x+iy ,1:(1 1) ,i:<1 _1) : (3.75)

schreiben, bilden einen reell zweidimensionalen Vektorraum,
(x +iy)+ (u+iv)=(x+u)+i(y+v). (3.76)

In Polarkoordinaten, x = rcos @, y = rsin @, r = /x?> +y?, @ = arctany/x, erweisen
sie sich fiir z # 0 als invertierbare Streckung um r und Drehung um ¢

die wir kiirzer als

- . __[cos@ —sin@

z=r1(cos@+ising)=r (sin(p o (p) (3.77)

mit dem Inversen ]

. x—liy
= — 3.78
x2 4+ y? (3.78)
Da ihr Produkt

(x+iy)(u+iv)=(xu—yv)+i(xv+yu) (3.79)

assoziativ, distributiv und kommutativ ist, erfiillen sie die Rechenregeln von Zahlen.
Die Nullabbildung und die Drehstreckungen in zwei Dimensionen sind ein Modell der
komplexen Zahlen C ={x+1iy , x,y € R}.

Die komplexe Zahl i ist eine Wurzel aus —1, i> = —1. Sie ist reell linear unabhingig
von allen reellen Zahlen, da jede reelle Linearkombination x +iy nur dann verschwindet,
wenn auch 0 = (x+iy) (x—iy) = x?+y? gilt, wenn also sowohl x als auch y verschwinden.
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Komplexe Konjugation, Betragsquadrat

Die komplexe Konjugation komplexer Zahlen ist die Spiegelung an der reellen Achse (an
der x-Achse)

i x+iy — (x+iy)f=x—1iy. (3.80)
Auf Polynome und Potenzreihen wirkt Konjugation additiv, (f + g)* = f* 4+ g*, bei
Produkten wird jeder Faktor konjugiert, (f g)* = f*g*.

Die komplexen Zahlen bilden einen reell zweidimensionalen Fuklidischen Vektorraum,
die komplexe Ebene, mit positiv definitem Betragsquadrat und der Orthonormalba-
sis e =1 und e; =1,

iz =z'z=|(x+iy)f = (x—iy) (x+iy) =x*+y* >0, [zZP=0<2z=0. (3.81)

Statt durch z zu teilen, multipliziert man oft einfacher mit z*/|z|? (3.78).

Inz=x+iy ist x = R(z) = (z+2*)/2 der Realteil von z und y = J(z) = (z—2z*)/(2i)
der Imaginarteil von z, z = R(z) +173(z) .

Reelle Zahlen 1 sind komplexe Zahlen mit verschwindendem Imaginérteil, J(r) = 0.

Additionstheoreme der Winkelfunktionen

Auf die Punkte z = x + iy angewendet bewirkt die Addition einer komplexen Zahl w
eine Translation und die Multiplikation mit w eine Drehstreckung. Insbesondere gehen
die Zahlen cos o« 4 isin « auf dem Einheitskreis durch eine Drehung um einen Winkel f3,
also durch Multiplikation mit der komplexen Zahl w = cos3 4 isin 3, in die Zahlen
cos(ax+ B) +isin(a+ B) iiber,

(cosox +isina)(cosP +isinB) = (cos xcosp — sin aesin B) + i(cos oesin B + sin o« cos 3)
cos(oc+ ) = cos xcos B —sin axsin 3 (3.82)

sin(ax + ) = cosaxsin 3 + sin occos 3 .

Die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen merkt man sich durch Aus-
multiplizieren komplexer Zahlen der Form cos o« 4 isin «.

Das Additionstheorem fiir sin( + ) kann man aus der Gleichheit der Fliche des
Parallelogramms, a bsin(c+ f3), und des Rechtecks, absin & cos 3 +absin 3 cos «, der
folgenden Zeichnung entnehmen [19]. Mit cos &« = sin(a + 71/2) folgt daraus cos(x + ).

—

a x|p b | bcosf3 =acosx

asin « bsin f3

Abbildung 3.1: Additionstheorem sin(x + 3)
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Fundamentalsatz der Algebra

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra, von Carl Friedrich Gauf (1777 - 1855) [18]
bewiesen, von uns nur verwendet, hat jedes Polynom P,(z) = z"™ + Zk 0 ax z¥ vom
Grad n in einer komplexen Variablen z und mit komplexen Koeffizienten ag, a; ... an,_1
n komplexe Nullstellen z, z5 ...z, wobei mehrfache Nullstellen mehrfach zéihlen,4

n—1

z“—I—Zakzk:(z—zl)(z—zg)u-(z—zn). (3.83)
k=0

Fiir n = 2 berechnet man die Nullstellen, indem man z? + pz zum Quadrat von z+p/2
erginzt und die Differenz von Quadraten faktorisiert, a?> — b%? = (a +b) (a — b),

2
z+pz+q—(z+z)2—3T q_(+E)2_(\/PZ7_q)z
F 3 P ooz, (389

1=—2+ —q, =——\7 9

Dabei merkt man sich leichter das Stichwort ,,quadratische Ergédnzung® und fiihrt sie aus
als die Formel fiir beide Nullstellen.

Bei Polynomen héherer Ordnung, n > 4, kann man die Nullstellen z;,zy ... nicht
als algebraischen Ausdruck in den Koeffizienten ag, a; ... schreiben. Man kann aber
die Nullstellen bei gegebenem Polynom numerisch mit jeder gewiinschten Genauigkeit
bestimmen, nicht anders als die Wurzeln bei der Losung quadratischer Gleichungen.

DaB sich das Polynom P, (z) als Produkt von Faktoren z — z;,z — z,... schreiben
1a8t, liegt daran, daf§ man jedes Polynom P(z) bis auf einen Rest R als Produkt eines
Faktors (z — z;) mit einem Polynom kleineren Grades ls(z) schreiben kann, wobei der
Grad des Restes kleiner als der von (z — z;) ist. Der Rest ist also eine Konstante,
P(z) = (z—z1)P(z)+R. Ist nun z; eine Nullstelle von P(z), 0 = P(z;) = (z;—z1)P(z1)+R,
so verschwindet diese Konstante und P(z) = (z — z;)P(z) 148t sich restlos durch (z —z;)
teilen. Ebenso enthélt P(z) einen Faktor (z — z,) und so weiter.

Eigenwertgleichung

Die Eigenwertgleichung bestimmt bei gegebener linearer Abbildung M die speziellen
Richtungen v # 0, die Eigenvektoren v von M, die von M lediglich um einem Faktor A,
den zu v gehorigen Eigenwert von M, gestreckt werden,

Mv=Av & M—A1)v=0 = det(M—A1)=0. (3.85)

Damit (M —A1)v = 0 gilt und v nicht verschwindet, darf (M —A1) nicht invertierbar sein,
sonst folgte 0 = (M — A1)"}{(M — Al)v = v. Also muf die Determinante von (M — A1)

4In diesem Zusammenhang bezeichnen hochgestellte Zahlen natiirlich Potenzen, nicht Komponenten.
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verschwinden. Verschwindet sie, so hat (M — A1) einen Nullvektor v # 0, also M einen
Eigenvektor zum Eigenwert A.

Da die Eigenvektorgleichung linear homogen in v ist, ist jedes nichtverschwindende
Vielfache eines Eigenvektors v auch Eigenvektor zu demselben Eigenwert. Die Eigen-
wertgleichung legt nicht die Normierung und das Vorzeichen des Eigenvektors fest.

Die Determinante det(M — A1) = (—1)™A™ + 3 1~} i A¥) ist ein Polynom vom
Grad n = dimV in A. Sie heifit charakteristisches Polynom von M. Die Eigenwertglei-
chung det(M — A1) = 0 hat nach dem Fundamentalsatz der Algebra (3.83) n komplexe
Losungen,

det(M —A1) = (—1)™A = A) A= Ag) - (A—An) . (3.86)

Da det M der Wert dieses Polynoms fiir A = 0 ist, erweist sich die Determinante als
Produkt der Eigenwerte,

Wie der Vergleich des Koeffizienten von A"~ ! auf beiden Seiten von (3.86) zeigt, ist
die Spur jeder Matrix M die Summe ihrer Eigenwerte, SpM = ) . A;.

Eigenvektoren ey, e; ... e, von M zu verschiedenen Eigenwerten Ay, As ... Ay sind line-
ar unabhéngig. Das ist richtig fiir k = 1. Waren k > 2 Eigenvektoren, aber nicht schon
k — 1 Eigenvektoren, zu verschiedenen Eigenwerten linear abhéngig, so gilte

e =e1a; +e9as + ...+ ex_1ax_; (3.88)

mit linear unabhéngigen ey, es ... ex 1 und Koeffizienten a;, die nicht alle verschwinden.
Wenn wir M — A1 anwenden, widerspricht aber die Eigenwertgleichung

0= €1 ay ()\1 — Ak) + egay ()\2 — Ak) + ...t ex_1ax_q ()\k,1 — Ak) (389)

der linearen Unabhéngigkeit der Eigenvektoren ey, es...ex 1.

Das heifit nicht, dafl es bei jeder n x n-Matrix n linear unabhéngige Eigenvektoren
gibt, denn es konnen Nullstellen des charakteristischen Polynoms zusammenfallen, das
heifit mehrfach, etwa p-fach, auftreten. Solch einen Eigenwert nennt man p-fach entartet.
Zu einem p-fach entarteten Eigenwert gibt es nicht unbedingt p linear unabhéngige
Eigenvektoren, wie ein Gegenbeispiel zeigt,

M = (8 é) . (3.90)

Bei nicht entarteten Eigenwerten gibt es (zumindest im Raum der komplexen Linear-
kombinationen der Vektoren) n Eigenvektoren vi, i =1,2...n. Sie sind linear unabhén-
gig, also eine Basis. In dieser Eigenbasis gehort zu M wegen M v; = A; v; (keine Summe
iiber 1) die Diagonalmatrix

Ay

Ao
M = . . (3.91)
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Eine lineare Abbildung A heifit diagonalisierbar, falls eine Basis ey, s, ... von Eigen-
vektoren existiert, Ae; = aje; (keine Summe iiber 1). Beispielsweise sind reelle, symme-
trische Matrizen diagonalisierbar. Verschwindet der Kommutator (3.12) zweier diagona-
lisierbarer linearer Abbildungen, [A, B] = 0, so bildet B jeden Eigenraum V, von A zum
Eigenwert A auf sich ab, denn (A —A)e =0hat 0 =B(A—A)e =(A—A) (Be) zur Fol-
ge, und B kann in V, diagonalisiert werden. Dann existiert eine Basis von gemeinsamen
Eigenvektoren, Ae; = a;ei, Be; = bie; .

Falls ein Eigenwert A = r(cos « + isin ) einer reellen Matrix M = M* nicht reell
ist, rsin & # 0, dann ist der Eigenvektor w = u + iv eine komplexe Linearkombination
reeller Vektoren u und v, die linear unabhéngig sind. Wére ndmlich v = cu mit einer
Zahl c, so wire (1 + ic)u # 0 und demnach auch u Eigenvektor der reellen Matrix M
zum komplexen Eigenwert A. Dann aber wiirde aus dem Imaginérteil von (M —A)u =0
folgen, daf§ A im Gegensatz zur Voraussetzung reell ist.

Verwenden wir v = e; und u = e, als Basisvektoren, so besagt die Eigenwertgleichung,

M (e; +1ie;) =1 (cosx +isin )(es +ieq) , (3.92)
nach Real- und Imaginéarteil getrennt,
Me; =1(cosax)e; +r(sina) ey, Mey, =—r(sinx) e, + r(cosx) e, . (3.93)

Also wirkt M in der von e; und e, aufgespannten, reell zweidimensionalen Ebene als
Drehstreckung

M — T <cosoc —smoc) (3.94)

sin « COS &

und bildet Kreise um den Ursprung auf Kreise um den Ursprung ab.

Eigenrdume von Drehungen

Reelle Eigenwerte A einer Drehspiegelung D, DT D = 1, kénnen nur 1 oder —1 sein,
denn die Skalarprodukte der reellen Eigenvektoren n bleiben unveréndert,

n-n=(Dn)-(Dn)=An-n, (3.95)

demnach ist (A2 — 1)n-n = 0 und weil das Lingenquadrat eines nichtverschwindenden
Vektors im Euklidischen Raum nicht verschwindet, gilt A> = 1 und A = £1. Reelle
Eigenvektoren sind invariant oder werden gespiegelt.

Wir betrachten den Unterraum U, der Vektoren, die auf den reellen Eigenvektoren
senkrecht stehen. Er wird durch D auf sich abgebildet,

un=0=0=(Du)-(Dn)=%(Du)-n. (3.96)

Eingeschriankt auf diesem Unterraum U, ist D eine orthogonale Transformation, die nur
komplexe Eigenvektoren w = u + iv und komplexe Eigenwerte A £ A* hat.
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Wegen der Orthogonalitétsrelationen DYDY = &y (3.63) und der Eigenwertgleichung
gilt fiir komplexe Eigenvektoren w = u +iv und w* =u —iv

(DW*)- (DwW) —w* - w=0=ANA—1w"-w=(A>=1)(u?+v?. (3.97)

Weil u? + v? nicht Null ist, hat der komplexe Eigenwert den Betrag 1 und ist von der

Form A = cos « 4 isin . Der Vektor w* = u — iv ist Eigenvektor der reellen Matrix D

zum Eigenwert A*. Wir kénnen daher im Eigenwertpaar A und A* die Bezeichnung so

wiéhlen, da3 A einen positiven Imaginérteil hat und « aus dem Bereich 0 < & < 7t ist.
Aus der Orthogonalitétsrelation folgt

(Dw) - Dw)—w-w=0=AN—1w-w=A2—1)(u?—v?+2iu-v), (3.98)

und wegen A% # 1 sind die reellen Vektoren u und v gleich lang und zueinander senkrecht.
Wahlen wir sie normiert als Basisvektoren einer Orthonomalbasis, e; = v, es = u, so
wirkt D in diesem Unterraum als Drehung (3.94)

D, — (cgsoc —smoc) . (3.99)
sinx  cosx

Der auf w = u + iv senkrechte Unterraum U, wird auf sich selbst abgebildet.
x-w=0=0=(Dx)-(Dw)=A(Dx)-w. (3.100)

Eingeschriankt auf diesen Unterraum ist D eine orthogonale Transformation, die keine
reellen Eigenwerte hat, sondern wiederum eine reell zweidimensionale Ebene, die von
orthonormalen Vektoren aufgespannt wird, durch eine Drehung Dy transformiert.

Es gibt daher fiir jede Drehung D eine Orthonormalbasis, in der die zugehorige Matrix
blockdiagonal von der Form

D= D, (3.101)

—1

ist, wobei 1 fiir einen Block von Eigenwerten 1 und —1 fiir einen anderen Block von
Eigenwerten —1 steht. Wenn die Dimension des Vektorraumes ungerade ist, muf} ein
reeller Eigenwert 1 oder —1 auftreten, es gibt eine Drehachse oder eine Spiegelachse.

Bei Spiegelungen ist die Anzahl der Eigenwerte —1 ungerade, bei Drehungen gerade.
Jedes Paar von Eigenwerten —1 gehort zu einer Drehung D, um 180°.

Da jede Drehung D, aus der identischen Abbildung durch stetiges Vergroflern des
Drehwinkels von 0 auf « hervorgeht, gibt es genau dann, wenn die Eigenwerte —1 paarig
auftreten, wenn also det D = 1 ist, eine Schar D, von Drehungen, die stetig von A abhén-
gen und 1 = Dj_g mit D = D,_; verbinden. Die Gruppe der Drehspiegelungen hat zwei
Zusammenhangskomponenten, namlich erstens die Gruppe SO(n) der Drehungen in n
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Dimensionen. Die Determinante jeder Drehung hat den speziellen Wert det D = 1, woher
der Name spezielle orthogonale Transformation rithrt. Die andere Zusammenhangskom-
ponente TT o SO(n) ergibt sich aus SO(n) durch die Paritétstransformation TT, das ist
eine Spiegelung

= . (3.102)
1

einer ungeraden Anzahl orthogonaler Basisvektoren. Die Determinante der Transforma-

tionen TTo SO(n) hat den Wert —1. Zusammen mit SO(n) bildet TTo SO(d) die Gruppe

O(mn) der orthogonalen Transformationen oder Drehspiegelungen in n Dimensionen.
Fiir sich genommen ist TTo SO(n) keine Gruppe, sie enthélt insbesondere nicht die 1.

Adjungierte und kontragrediente Transformation

Invertierbare Selbstabbildungen einer Mannigfaltigkeit M nennt man Transformationen.
Sie bilden eine Gruppe, wobei das Produkt im Hintereinanderausfithren besteht. Das
Einselement ist die identische Abbildung, die jeden Punkt auf sich abbildet.

Eine Gruppe G wirkt als Transformationsgruppe auf einer Mannigfaltigkeit M , wenn
zu jedem Gruppenelement g € G eine Transformation My von M gehort,

M —- M
Mg.{ Y Mox (3.103)

und hintereinander ausgefiihrte Transformationen diejenige Transformation ergeben, die
zum Gruppenprodukt gehoren,

MgMy =Mggy . (3.104)

Dann spricht man von einer Realisierung der Gruppe G als Transformationsgruppe
auf M . Beispielsweise transformieren Lorentztransformationen die Richtungen von Licht-
strahlen und wirken so als Transformationsgruppe der zweidimensionalen Kugelschale S2.

Trivialerweise realisiert die Identitit My =id Vg € G jede Gruppe G.

Ist die Gruppe G spezieller durch lineare Transformationen eines Vektorraumes V
realisiert, so heifit die Abbildung von G in den Raum der linearen Transformationen
von V Darstellung von G und Mg stellt g dar.

Ist G auf zwei Mannigfaltigkeiten M und N durch Transformationen Mg : M — M
und Ny : N — N realisiert, so wirkt g € G auf natiirliche Art auch auf die Menge der
Punktepaare (x,y) mit x € M und y € N, also auf das kartesische Produkt M x N, und
bildet sie auf die Paare der transformierten Punkte ab,

MxN — Mx N

Mgy x Ny : 3.105
N M (3109
Die Transformation Mg x Ny bewirkt die zu g adjungierte (zugehorige) Transforma-

tion von Abbildungen f von M nach N.
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Jede Abbildung f : M — N ist ja definitionsgeméf eine Untermenge von M x N, die
fiir jedes x € M genau ein Paar (x,y) = (x, f(x)) enthalt.

Da Transformationen invertierbar sind, ist f C M x N fiir jedes g € G auch die
Menge aller Paare (Mgflx, f(M971X)). Sie wird durch M4 x N4 auf die Funktion (Adq f)

transformiert,
Mg X Ng: (Mgax, f(Mg-1x)) = (x, Ngf(Mg-1x)) = (x, (Adg f)(x)) ,
Adg: f+— (Adgf) =NgofoMg1 . (3.106)

Wirkt beispielsweise eine Darstellung Dy einer Gruppe auf einen Vektorraum V, so
transformieren Operatoren A, das sind Selbstabbildungen von M = N = 'V, unter der
adjungierten Darstellung

(Adg A) =D4AD, . (3.107)

Die Transformationen Adg realisieren die Gruppe G auf dem Raum JFy_, der Ab-
bildungen von M nach N,

Adg, Adg, f = Ng, Ng, fMy1 My 1 = Ny, FMg,0,1 = Adg, g, . (3.108)

g291)~

Ist N ein Vektorraum und sind die Transformationen Ny linear, so ist Adg linear, also
eine Darstellung des Gruppenelements g.

Insbesondere sind Dualvektoren uw € V* Abbildungen eines Vektorraumes V in die
reellen Zahlen. Wirkt auf V eine Darstellung Mg einer Gruppe und ist die Gruppe auf
dem Zielraum R trivial durch Ny = 1 Vg € G dargestellt, so ist die dazu adjungierte
Transformation von Dualvektoren die Abbildung, die u auf

Adgu=1uo (My) =My Tu (3.109)

abbildet. Dualvektoren transformieren mit M~ T, wenn Vektoren mit M transformieren.
Beide Transformationen sind einander kontragredient (entgegengesetzt): der transfor-
mierte Dualvektor 1/ = M~ Tu, angewendet auf den transformierten Vektor v/ = Mv,
ergibt dasselbe wie vor der Transformation

(V)= (M) (Mv) = u(M*Mv) = u(v) . (3.110)

Nur unter Drehspiegelungen stimmt die kontragrediente Transformation mit der ur-
spriinglichen Transformation iiberein, denn D~'T = D ist die Orthogonalititsbedingung
(3.63) D' =DT oder D'D =1.

Das Schursche Lemma

Eine Menge von linearen Abbildungen K, die einen Vektorraum V auf sich abbilden und
dabei einen echten Unterraum U, {0} # U # 'V, auf sich abbilden, heifit reduzibel. Wahlt
man die Basis fiir V so, daf die ersten Basisvektoren U aufspannen, so haben die zu den
reduziblen Abbildungen gehorigen Matrizen einen gemeinsamen Block verschwindender
Matrixelemente und sind von der Form

K = (Z‘) ::) . (3.111)
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Eine Menge von linearen Abbildungen K heifit irreduzibel, wenn keine anderen Unter-
raume als {0} und V von allen Abbildungen K auf sich abgebildet werden.

Ist bekannt, dafl eine Menge linearer Abbildungen K nur mit Vielfachen der 1 ver-
tauscht, dann ist sie irreduzibel. Denn jeder Projektor auf einen invarianten Unterraum
vertauscht mit jedem K und kann, weil er ein Vielfaches der 1 und ein Projektor ist,
nur 1 oder 0 sein. Folglich ist der invariante Unterraum V oder {0}.

Wenn eine Abbildung W mit einer Abbildung K vertauscht, wenn also WK = KW
gilt, so bildet K fiir jede Zahl o den Nullraum von W — o1,

Ne={veV:(W-o0l)v =0}, (3.112)

auf sich ab. Denn aus (W — o1)v = 0 folgt 0 = K(W — o1)v = (W — o1)(Kv).
Ist die Menge von linearen Abbildungen K, die mit W vertauschen, irreduzibel und
hat W einen Eigenvektor zu einem Eigenwert A, dann ist der zugehorige Nullraum Ny

ein invarianter Unterraum und mindestens eindimensional, und folglich ist N =V, das
heifit W = Al. Demnach gilt das (Issai Schur, 1875-1941, [18])

Schursche Lemma: Wenn eine lineare Selbstabbildung W eines Vektorraumes einen
Figenvektor hat und mit einer irreduziblen Menge von linearen Selbstabbildungen K ver-
tauscht, dann ist W = A1 ein Vielfaches der Eins.

Die Bedingung, einen Eigenvektor zu haben, ist fiir jede lineare Selbstabbildung eines
komplexen, endlichdimensionalen Vektorraumes erfiillt, ebenso fiir alle symmetrischen,
reellen Matrizen.

Sei eine Menge von linearen Selbstabbildungen K eines Vektorraum V irreduzibel und
gebe es eine lineare Abbildung W von V in einen Vektorraum W. Wenn jedes K durch W
mit einer linearen Selbstabbildung K’ von W verflochten ist,

K'W = WK | (3.113)

und die Menge dieser K’ ebenfalls irreduzibel ist, dann ist W entweder invertierbar und K
und K’ sind einander #dquivalent, K’ = WKW~!  oder W = 0 verschwindet.

Denn das Bild WYV ist ein invarianter Unterraum der Abbildungen K’ und der Nullraum
von W ist ein invarianter Unterraum der Abbildungen K. Falls nun W nicht verschwindet,
so ist, weil die Menge der K’ irreduzibel ist, WV = W, und der Nullraum von W ist
nicht V, sondern {0}, da die Menge der K irreduzibel ist. Also ist W invertierbar, oder W
verschwindet.

Das Schursche Lemma erklédrt, warum man zwar nicht die Groéfle von Vektoren ver-
schiedener Mafleinheit (und damit verschiedener Vektorraume), wohl aber ihre Richtung,
vergleichen kann. In den Vektorrdumen wirken &quivalente, irreduzible Darstellungen
der Drehgruppe. Man kann daher in den Réumen jeweils eine Basis finden, so daf die
Darstellungsmatrizen gleich sind. Diese Basen liegen bis auf die Wahl der Einheit fest.
Daher ist das Skalarprodukt und das Vektorprodukt auch von Vektoren definiert, die
aus unterschiedlichen Rdumen stammen.
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Die Ableitung einer Funktion f : U — R bei x € U C R ist die Steigung der dortigen
linearen Nédherung.

f dri,
dx

X
Abbildung 4.1: Lineare Naherung

Eine Funktion f : U € R — R ist bei x € U differenzierbar, wenn es eine lineare
Abbildung df|, gibt, die Anderung oder der Gradient von f,

R — R
dﬂx : { dx +— dflx _ dx%‘ s (41)

die die Funktionsdifferenzen f(x + dx) — f(x) mit einem Fehler o(dx) nihert,

f(x 4+ dx) = f(x) + dx% + o(dx) , (4.2)
der schneller als das Argument verschwindet, lim._,o |o(€)|/e = 0. Das Symbol o(dx)
heifit auch Landauscher Papierkorb.

Entsprechend ist die Ableitung von vektorwertigen Funktionen f : U C R — V und
insbesondere von komplexen Funktionen f : U C R — C, x — f(x) = u(x) +iv(x),
definiert, deren Werte addiert und vervielfiltigt werden kénnen, also von Abbildungen
in Vektorrdume mit einer Norm, mit der man den Fehler f(x +dx) —f(x) —dx ¢ miBt.

dx |
Ist f in allen Punkten einer Umgebung U C R differenzierbar, so heifit f in U diffe-
renzierbar und die Funktion % TX %I ist die Ableitung von f. Umgekehrt heifit die

Funktion f, von der die Ableitung stammt, Stammfunktion der Funktion 4

Newtons Notation f” fiir die Ableitung % oder x fiir ‘é—’t‘ ist weniger sincrlleéllig als die
von Leibniz stammende Schreibweise.

Wir schreiben die Ableitung auch als of, ! denn die Ableitung hiingt nicht davon
ab, wie man das Argument der Funktion f nennt. Ist die Funktion of differenzierbar,

!Die Zeichen 0f werden ,,de ef‘ gesprochen. Die Aussprache ,,del ef* ist unkundig: das Zeichen 0 ist ein
Schriftschnitt von d.
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so bezeichnet (90)%f ihre Ableitung. Die k-fache Ableitung (90)*f wird traditionell und
ziemlich sinnwidrig als d*f/dx* notiert.

Abgeleitet wird die Funktion f, nicht der Funktionswert f(x). Allerdings versagt bei
der n-ten Potenz x — x™ die Konvention, zur Bezeichnung der Funktion einfach beim
Funktionswert f(x) den Bezeichner des Arguments wegzulassen. Dann bliebe zur Be-
zeichnung der n-ten Potenz nur ein nach- und hochgestelltes n, was man als Verweis auf
eine FuBinote liest. Wir bezeichnen die n-te Potenz daher auch ausfiihrlich mit

. R | S
Phix— Pu(x)=x"=x-x---%x . (4.3)

n Faktoren

Als Pqy definieren wir Py : x — 1. Mit dieser Schreibweise gelten fiir das Produkt und die
Verkettung von Potenzen

PoPm =Paim, PnoPmn =Pim . (4.4)

Die Ableitung einer Konstanten verschwindet, 0Py = 0, die Ableitung der identischen
Abbildung ist 1, 0P; = Py,

di
(x +dx)’ = (x)" =1—-1=dx0, — =0, 3P =0,

gz (4.5)
(x+dx)'—(x)'=x+dx—x=dx1, &:17 P, =1.

Es gilt also 0P, =nP,_; firn=0undn=1.

Da dort, wo eine Funktion maximal ist, ihr Wert nicht durch eine kleine Anderung
des Arguments vergroflert werden kann, verschwindet dort, falls es sich nicht um einen
Randpunkt handelt, ihre Ableitung. Man findet lokale Minima und Maxima der Funkti-
on f an den Nullstellen der Funktion % . DaB} die Ableitung verschwindet ist notwendig,
nicht aber hinreichend fiir ein lokales Maximum oder Minimum an dieser Stelle, wie etwa
der Sattelpunkt von f(x) = x3 bei x = 0 zeigt. Stellen, an denen die Ableitung von f
verschwindet, nennt man stationdre Punkte von f,

df
dx |,
Das Partizip Perfekt von ableiten ist abgeleitet, nicht abgelitten, egal wie schmerzhaft
das Ableiten erscheint.

Im Folgenden schreiben wir oft kiirzer die Terme o (dx) nicht aus und rechnen in erster
Ordnung in dx, so als wére o(dx) =0.

= (0 & x stationdrer Punkt von f . (4.6)

Linearitdt, Produktregel, Kettenregel
Ableiten bildet Funktionen linear auf Funktionen ab, d(af+bg) = aof + b g,

df d
abeR: af(x+dx)+bg(x+dx)=af(x)+bglx)+dxlaT+b2),
d o df dg (4.7)
dx(af+bg)—adx+bdx,

d(af+bg) =adf+bdg
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und geniigt der Leibnizregel 0(f g) = (9f) g + f (9g) fiir Produkte

f(x +dx) g(x + dx) = (f(x) + dx?) (g(x) + dxd—g)
X it dx q (48)
= £(x) 9(x) + dx( T g(x) + f(x) d—i)
d,. . df _dg -
d—x(fg)—d—xg+fd—x,a(fg)—(af)g+f(ag). (4.9)

Ist bei vektorwertigen Funktionen ein Produkt (eine reell bilineare Form) erklért, etwa
das Skalarprodukt oder das Vektorprodukt, so gilt die Leibnizregel entsprechend.

Die verkettete Funktion h = f o g einer Funktion f mit einer Funktion g &ndert sich
bei x, weil sich mit Anderung dx des Arguments der Funktionswert von g um dg =

%‘X dx #ndert und eine Anderung von g den Wert von f o g bei g(x) um df = %‘g(x) dg
andert. Dies ist die Kettenregel
d dg df
fg(x +dx)) —f(g(x)) = f(g(x) + dxd_i| ) —f(g(x)) = Xd_i =
x x lg(x) (410)

d(feg) _df dg
dx |, dg|g(x) dx|,

d(fog) = ((df)og)-(dg) .

Die Ableitung 0(fog) der verketteten Funktion ist das Produkt von 0fog, der Ableitung
der auBeren Funktion am Bild der inneren Funktion, mit der Ableitung 0g der inneren
Funktion. Dies skizziert das nachstehende Diagramm.

Abbildung 4.2: Ableitung der Verkettung = Produkt der Ableitungen

Ableitung der Umkehrfunktion

Ist die reelle Funktion f differenzierbar und ist bei x die Ableitung df/dx nicht Null, so
existiert in einer Umgebung von y = f(x) die Umkehrfunktion F(y). Sie ist differenzier-
bar. Ableiten von x = F(f(x)) nach x zeigt

dF df dF 1 1
= — — , also — ==, (ar—) of = —, (4.11)
dy ly=(x) dX\X dy ly—f(x) %I of

oder, mit der suggestiven Schreibweise F(y) = x(y) fiir die Umkehrfunktion

dx 1
— = — . (4.12)
dy ly(x) ?di_vyu
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Die Ableitung der Umkehrfunktion am Bildpunkt y(x) ist der Kehrwert der Ableitung
der Funktion am Urbildpunkt x.

Man erhélt den Funktionsgraphen der Umkehrfunktion einfach durch Spiegelung des
Funktionsgraphen von y = f(x) an der Diagonalen y = x wie beispielsweise in Abbil-
dung 4.4 auf Seite 56. Denn in einer geniigend kleinen Umgebung U, von x wird jeder
Funktionswert f(y) nur an einem Punkt y angenommen und F C f(U,)x U, ={(f(y),y)}
ist die Umkehrfunktion zu f c U, x f(U,) ={(y, f(y)}.

Zwischenwertsatz, Taylorsche Formel

Die Funktionsdifferenzen lassen sich bei stetig differenzierbaren Funktionen f als Diffe-

renz der Argumente mal der Ableitung an einer Zwischen-
f stelle schreiben. Denn zu jeder Sekante durch zwei Punkte
(u, f(u)) und (v, f(v)) des Funktionsgraphen gibt es eine Tan-
gente gleicher Steigung durch einen Zwischenpunkt (&, f(&)),

df T =W e g = f0 a4
dx|e v—u dx|e

u & v Mit dem Mittelwertsatz zeigt man den Satz von Taylor [9,

Kapitel 3.4.4], den wir spéiter auf andere Art beweisen (12.24).
Abbildung 4.3: Satz von Fiir jede n + 1-fach stetig differenzierbare Funktion f gibt es
Rolle zwischen x und x + h eine Stelle & mit

n hk dk thrl dn+1

fx+h) = k! dxk + (m+ 1) dxntt e
k=0

(4.14)
Jede Funktion, deren n + 1-te Ableitung verschwindet, ist ein Polynom n-ter Ordnung.

Ableitung ganzzahliger und rationaler Potenzen
Fiir die Ableitung der n-ten Potenz gilt fir n =0 und n =1 (4.5)

dx™
dx
Vollsténdige Induktion und (4.9) zeigt diese Gleichung fiir alle natiirlichen Zahlen,

=nx""', 9P, =nP,_. (4.15)

OPny1 =0(PyPy) =0(Py) Py +P,0(P1)=mPy 1P +PPo=n+1)P,. (4.16)

Die Funktion P_,, : x — 1/x™ ist fiir x # 0 der Kehrwert von P,,. Differenzieren wir das
Produkt 1 = P_,, P, mit der Produktregel und l6sen wir auf, so erhalten wir

0=09(P_nPn) =3P n)Pn+P nnPny, OPn=-mP_ . ;. (4.17)

Also gilt (4.15) fiir x # 0 fiir alle ganzzahligen n.
Fiir natiirliche Zahlen n ist P1 : y — y% die Umkehrfunktion zu P,, : x — x™ im
Bereich x > 0. Sie hat die Ableitung

(y) = = =T = = —yn =
dy o %Ix nx"! n

oP P

Ly) . (18)

1
n

I
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Nimmt man fiir natiirliche Zahlen p und q von der Funktion P1 : x — xa die p-te
q
Potenz, so ergibt die Kettenregel (4.10) fiir die Ableitung von Pr =Py oPy

oP: = (pPp_io P%) Piy = Poy. (4.19)

o |-

Es gilt demnach fiir positive x fiir jede positive, rationale Potenz P, : x +— x"

dx” 1
=rx"" OP, =1P,_; . 4.20
T TX , TP ( )

Ableiten des Produkts 1 = P_, P, ergibt 0 = 0(P_,) P,+P_, v P,_; . Dann zeigt Auflosen
nach 0P_,, daB (4.20) auch fiir negatives, rationales r gilt.

Potenzreihen

Eine Funktion f heifit analytisch in einem Intervall um 0, wenn sie dort eine absolut
konvergente Potenzreihe ist. IThre Ableitung ist analytisch und gleich der Potenzreihe der
Ableitungen, 2

= 1 = 1
Hzafnx“, af:XHZaanx“. (4.21)
n=0 n=0

Ableiten verschiebt also die Koeffizienten der Potenzreihe. Mehrfaches Ableiten ver-
schiebt mehrfach. Die Koeffizienten f; sind folglich die l-fachen Ableitungen der Funktion
am Entwicklungspunkt, f; = (9)'f(0),

=1 N =1 dn

Diese Potenzreihe ist die Taylorreihe der analytischen Funktion f.
Die Exponentialfunktion, die Eulersche Funktion e*, Leonhard Euler (1707-1783) [18],

1 = 1
expx = e~ = ﬁx , 828122522,71... (4.23)
n=0 n=0

ergibt abgeleitet wieder die e-Funktion,
d

—eX =e

™ , 0exp=exp . (4.24)

Das Produkt von e-Funktionen von Zahlen x und y ist die e-Funktion der Summe

e¥e¥ =Y . (4.25)

2Das Symbol n!, gesprochen n-Fakultiit, bezeichnet das Produkt aller natiirlichen Zahlen bis ein-
schlieBlich n, n! =1-2--.n. Dabei ist 0! = 1.
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Es ist namlich

1 = 1 = ynm 1, ¢ n! m o n—m
;HX ;ﬁy :Zmz_ :;H(mz_om!(n—m)!x Y )
= Zni x—|—y e* Y (426)

Wegen eXe¥ = XtV gilt fiir ganzzahlige p und q # 0, (eX)P = eP*, e¥/9 = (e¥)1/9 mit
der Folge (e*)" = e™ fiir alle rationalen v = p/q. Reelle Potenzen von e* sind durch
stetige Ergidnzung dieser Relation definiert, o € R, (e*)% = e**

Der Logarithmus

™ = ¥ = 1 wird die e-Funktion nicht Null, sondern ist fiir reelle x positiv.

Die Umkehrfunktion, Iny, ist durch
x = In(e*) (4.27)

fiir y > 0 definiert und erfiillt dort eV =y
Denn invertiert f=! die Funktion f auf dem
Bild f(U) eines Gebietes U, f~! o f = idy, so
gilt fo f~! =id¢y). Ist niimlich y € f(U), so ist
/ Inx es das Bild y = f(x) eines Punktes x € U und
fof~1(y)ist fof~lof(x), was wegen flof =idy
mit y = f(x) iibereinstimmt.

Wegen (Ine%) + (Ine¥) = u+v = In(e**V) =
In(e*e¥) gilt fiir positive Faktoren a und b

In(ab)=Ina+Inb, Inl1=0. (4.28)

Wegen e*e

exp X

Abbildung 4.4: Exponentialfunktion Mit der Kettenregel ergibt sich P_; als die Ab-
leitung der Umkehrfunktion der e-Funktion

dlny 1 1

und Logarithmus

- odln=P_, . 4.29
dy Iy:expx ex y ) n 1 ( )
Fiir negative y ist [y| = —y und die Ableitung von In[y| nach der Kettenregel
dl 1d 1 1
njyl _ tdyl_ 1 _ 1 (4.30)
dy yl dy vl y
Demnach ist In |x| eine Stammfunktion von 1/x, (x # 0)
dln|x|] 1
= 4.31
dx X ( )

Fiir positive x gilt x = e'"*. Reelle Potenzen von x sind durch x* = e*!"* definiert. Als
Ableitung ergibt sich nach der Kettenregel

dx* d e Inx
;x = edx :e“lnxoc;:ocx“_l, (4.32)

also gilt (4.20) fiir positive x und reelle «.
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Matrixreihen

Das Argument A einer Potenzreihe mufl nicht unbedingt eine reelle Variable x sein. Es
ist aufler Konvergenz der Reihe, deren Untersuchung wir Mathematikern iiberlassen, nur
erforderlich, dafl man A wiederholt mit sich multiplizieren kann und dafi Linearkombi-
nationen der Potenzen von A erklirt sind. Ist A beispielsweise eine Matrix, so definiert

00 1 N .
eA:ZOaA , wobei A’ =1, (4.33)

die Exponentialfunktion der Matrix A . Der Beweis von e*e? macht von xy = yx Ge-
brauch. Unveridndert gilt e*eP = e**B fiir Matrizen A und B, die miteinander kom-
mutieren, das heift, fiir die AB = BA gilt. Aber nicht alle Matrizen kommutieren mit-
einander, und e®eP ist nicht fiir alle Matrizen e**8. Da komplexe Zahlen miteinander
kommutieren, gilt e*e* = e**™ fiir alle komplexen Zahlen z und w .

Da Vielfache einer Matrix A miteinander kommutieren, gilt e®*ePA = e(a+P)A fiir alle
Zahlen a und b und insbesondere e*e~* = e® = 1. Also sind alle Matrizen von der Form
e’ invertierbar. Die Matrix A heifit Erzeugende der linearen Transformationen e®* oder

auch die zu e®* gehorige infinitesimale Transformation, A = %e“/ﬂazo .

Eulerformel, Ableitung der Winkelfunktionen
Weil die Koeffizienten 1/n! der Exponentialreihe reell sind, gilt fiir komplexe Zahlen z
() =e®) | (4.34)

Also hat e'* fiir reelle o den Betrag [e!*|> = e %e!* = ¢ = 1. Der Real- und Imaginirteil
von €'* sind daher Cosinus und Sinus des Winkels, den e'* mit der x-Achse einschliefit.
Trennt man die Reihenentwicklung in gerade und ungerade Potenzen, so zerlegt dies e'®

wegen 1™ = (—1)™ in seinen Realteil cos & und i mal seinen Imaginérteil sin oc
| | | | ’
—= (2n)! —= (2n+1)! —= (2n)! —= (2n+1)!
eioc
1sin & e'™ = cos o + isin « . (4.35)
COS &

Dies ist die Eulerformel. Man erhalt cos und sin als Potenzreihen

o 1" 2 00 1) 3
cosx:Z( ) =1 : sinx:Z((i)xZ“+1 :x—%—i—... (4.36)

| |
~— (2n)! 2 = (2n+1)!
mit den Ableitungen
d dsi
C8X _ _sinx , Y cosx , 0cos=—sin, 0sin=cos . (4.37)

dx dx
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Mit der Trennung der Reihe ¢'* in ihren Real- und Imaginérteil haben wir allerdings
noch nicht bewiesen, daf§ das Argument & der Winkel des Dreiecks mit Katheten cos &
und sin « ist. Um diese Beweisliicke zu schlieflen, bestimmen wir cos und sin als Potenzrei-

he der Bogenldange.

Der Bogen « eines Einheitskreises ist ldnger als die Sehne,
S

2sin/2 < o . (4.38)

x
3
V Wir zerlegen den Winkel in n Teile, « = n (/n) und verwen-
den die Ungleichung 2sin o/ (2n) < o/n fiir jeden Teilwinkel

Abbildung 4.5: Bogen o
mit Sehne 2n sin o <% (4.39)

Bis auf Terme, die schneller als o/2n gegen Null gehen, ist sin € gleich € mal der Ablei-
tung von sinx bei x =0,

dsi
on X (E5IX —|—2no(&) <. (4.40)

omn ( dx )‘xzo 2n

Es definiert aber die Gesamtlénge der feiner und feiner zerlegenden Sehnen die Bogen-
lange, demnach ist der Grenzwert der linken Seite fiir n — oo die Bogenlidnge « und die
Ableitung von sinx bei x = 0 hat den Wert

sinx dsinx

li =1 1. 4.41
50 x ’ dx 1o (4.41)

Die Ableitung des Cosinus verschwindet bei x = 0, weil er dort seinen maximalen Wert 1
annimmt. Aus den Additionstheoremen (3.82) folgt daher bis auf o(e)-Terme

cos(x + €) = cos xcos € — sin asin € = cos x — € sin & ,
sin(a + €) = sin . cos € 4 cos asin € = sin x + € cos « ,
d cosx dsinx

= —sinx
dx ’ dx

=cosx, O0cos=—sin, 0sin=cos . (4.42)

Damit kénnen wir cosx = » _ % x™ und sinx = ) | % x™ als Potenzreihen des Bo-

genmafles darstellen. Die Koeffizienten c¢,, und s,, sind die Werte der n-ten Ableitungen
bei x =0 (4.22). Aus cos(0) =1 und sin(0) = 0 und (4.42) folgen

Con = (_1)n y Cony1 = 0 y Son = 0 y Son+1 = (_1)n . (443)

Also stimmen die Potenzreihen des Bogenmafles, die cos und sin darstellen, mit den
Reihen (4.36) iiberein. Das Argument « in e'* ist der Winkel o im Dreieck cos o +i sin .

Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Die Ableitungen der Umkehrfunktion Arcus Cosinus, die cos @ fiir 0 < ¢ < 7t invertiert,
und der Umkehrfunktion Arcus Sinus, die sin ¢ im Bereich —mt/2 < ¢ < 71/2 invertiert,

T T
arccos(cos @) =@ fiir 0< @ <7, arcsin(singp) =¢ fir — 5 << 5 (4.44)
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sind die Kehrwerte der Ableitungen der Winkelfunktionen (4.12) und ergeben

d arccosx B 1 -1 d arcsin x I T | (4.45)
dx ‘X:COS(p a _Sln (p N vV 1 _Xz ’ dx ‘x:sin(p n COs (p N V 1 _Xz . .

Hierbei haben wir im Bereich 0 < ¢ < 7 die Gleichung sin @ = /(1 — cos? @) verwen-

det, im Bereich —7/2 < ¢ < 7/2 gilt cos @ = /(1 —sin® ).
Die Ableitung des Tangens, tan = sin /cos, ergibt sich mit der Produkt- und der
Kettenregel

dtanx  cosx sin x . 1
= — ——— (—sinx) =
dx COSX  COoS?x

Die Ableitung seiner Umkehrfunktion arctan, die im Bereich —7m/2 < ¢ < 7/2 den
Tangens invertiert, arctan(tan @) = @, ist der Kehrwert

(4.46)

cos2x

darctanx 9 cos? @ 1 1
—_— = cos” @ =

= = = . 4.47
dX  ane ?= o @+sin?¢@ 1+tan?¢@ 1+x2 (4.47)

Von der Eulerformel macht man auch umgekehrt Gebrauch und stellt die trigonome-
trischen Funktionen durch e-Funktionen dar, mit denen sich oft leichter rechnen 148t,

1 . . 1 . .
COSX = §(eIX +e ), sinx = g(elX —e ). (4.48)
1

Die Hyperbelfunktionen, Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus, sind analog
definiert

1 1
coshx = é(eX +e X)), sinhx = é(eX —e X). (4.49)

Sie erfiillen cosh?(x) — sinh?(x) = 1, das heiBt coshx = /1 + (sinhx)2, und die Addi-
tionstheoreme,

cosh(x +y) = (coshx)(coshy) + (sinhx)(sinhy) ,

sinh(x +y) = (cosh x)(sinhy) + (sinh x)(coshy) , (4.50)

und haben die Ableitungen

d cosh x lx dsinh x
= sin
dx ’ dx

=coshx, 0cosh=sinh, 0sinh=cosh . (4.51)

Komplexer Logarithmus

Da x 4+ iy # 0 in Polarkoordinaten als r cos & + i7sin & geschrieben werden kann, kann
man jede nichtverschwindende komplexe Zahl als z = re!* schreiben. Dabei ist v = |z
der Betrag und o der Winkel zur reellen Achse. Er ist, genauer betrachtet, keine stetige
Funktion der komplexen Ebene, selbst wenn man z = 0 ausnimmt. Denn wenn man
von einem Ausgangspunkt gegen den Uhrzeigersinn den Ursprung umléuft, so nimmt
der Winkel « bis zur Riickkehr um 27t zu. Wohldefiniert und stetig ist der Winkel o(z) ,
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wenn man die komplexe Ebene aufschneidet, die Punkte auf einem Strahl vom Ursprung
mit einem festen Wert o« = « ausnimmt und fiir die restlichen Punkte den Winkel aus
dem Bereich zwischen & und o+ 27 withlt. Wegen z = e "1 * — eln2 it der Logarithmus
komplexer Zahlen,

Inz=In|z| +ix(z), (4.52)

ebenso wie der Winkel « in einer aufgeschnittenen, nicht aber in der ganzen Ebene stetig
und wohldefiniert. Weil der Winkel « bei der Definition des komplexen Logarithmus in
einem Bereich der Grofie 27t gewéhlt werden muf}, ist In(zw) fiir komplexe Argumente
z und w nicht unbedingt Inz 4+ Inw und In(z™) nicht immer nlnz.

Exponentialfunktion einer erzeugenden Transformation

Mit derselben Rechnung, mit der man die Eulerformel zeigt, leitet man her, dafl die
Drehung Dy (3.67) um den Winkel o um eine Achse fi, % = 1, als Exponentialreihe
einer linearen Abbildung « & geschrieben werden kann,

K=k +k., kj=rn(@-k, k.=k-n(fk,
Dok = Ell + (cosax) K, + (sina) A x K, , (4.53)
Don =e*® . wobei 6:K—fxKk.

Da 612” verschwindet, besteht die Reihe e"‘élzu nur aus dem ersten Term (0(5)0]2” = 11ZH.
Auf K, wiederholt angewendet, ergibt & wegen (2.53)

6EL :ﬁXEL , 52EL:ﬁX (ﬁXkL) :—EL s 62“EL: (_1)n]2L . (454)

Teilt man die e-Reihe e*®k; wie beim Beweis der Eulerformel (4.35) in gerade und
ungerade Potenzen von o8 und bedenkt man 62" = §8?", so erhilt man

. S| a 1
océk — —_1\" 2nk 1" 2n+1 = K
e*ky Z(Qn)!( Jhe J‘+nZ(2n—}—1)!( Sl i x ks (4.55)

Da die Abbildungen e*® und D45 auf alle Vektoren k gleich wirken, sind sie gleich.
Die Abbildung « 6 heifit Erzeugende der Abbildung e*®, « ist der Transformations-

parameter. Die Ableitung der Transformation nach dem Transformationsparameter an

dem Wert, der zur identischen Transformation gehort, & = -Le heif}t infinitesimale

5
dox =0
Transformation.
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Glatte Kurven oder Wege in n Dimensionen sind differenzierbare Abbildungen f eines
reellen Intervalls I C R von Parameterwerten in ein Gebiet G C R™, das die Kurve
durchléuft,

f:{ICR — GCR (5.1)

s f(s) = (f'(s), f2(s),...T™(s))

Auf diesen Kurven lassen sich Funktionen von n Variablen x = (x!,x2,...x") € G C R™,
zum Beispiel fiir n = 2 die Hohe einer Gebirgsflache iiber der Ebene,

h:{GcR

N — h(x) (5.2)

als zusammengesetzte Funktion h o f : I — R einer reellen Variablen untersuchen.

ICR — R
hOf:{ s h(f(s). £2(s) ... f(s)) (5-3)

GCR™

ICR w R
Abbildung 5.1: hof: T — R

Um die Eigenschaften von Funktionen h mehrerer Variablen zu kléren, untersuchen
wir die zusammengesetzten Funktionen h o f auf allen moglichen Wegen f, insbesondere
auf den Koordinatenlinien f; y , die mit zunehmender i-ten Koordinate und festem Wert
der anderen Koordinaten fiir s = 0 den Punkt x durchlaufen,

fiers— (xho x4 x L x™) (5.4)
Vom Bahnparameter s héngt die zusammengesetzte Funktion hof; , nur deshalb ab, weil
h von x* abhéingt und x! sich mit s dndert. Die Steigung auf der i-ten Koordinatenlinie

d
oih, = — hofy 5.5
iy, dsls:o OTix ( )
nennt man die partielle Ableitung von h nach der i-ten Variablen bei x. Sie berechnet
sich so, als wiren die iibrigen Variable x!,...x'*™! und x**!,...x™ konstant und x* die
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eine Variable, nach der man ableitet, zum Beispiel (mit der Notation (x!,x?) = (y,z))
h(y,z) = %(a(y)Z—i—Qbyz—i—c ()3, 9,h(y,z) =ay+bz, dh(y,z) =by+cz. (5.6)
Auf der Koordinatenlinie f; , sind die Koordinatenfunktionen®
W oix = % (5.7)
mit j # 1 konstant und werden von der Ableitung 0; iibersehen,
ol =58 . (5.8)

Die Funktion h heiit bei x € G differenzierbar, wenn fiir alle dx = (dx!,dx?,...dx")
der Grenzwert lim_o(h(x + edx) —:n(x) )/€ = dh,, existiert. Dann kann der Funktions-
wert h(x 4+ dx) durch h(x) und die Anderung von h bei x, dh_ , mit einem Fehler o(dx)
genédhert werden kann, der schneller als dx gegen Null geht.

d
h(x +dx) = h(x) +dh; + o(dx) , dhy, =dx'c;(x) +dx*ca(x)+... , lim o(edx)

e—0

=0
(5.9)

Die Anderung dh,_ ist eine Funktion von x und eine lineare Funktion von dx. Der Koeffi-
zient bei der Argumentéinderung dx! ist, wie die Auswertung auf den Koordinatenlinien
zeigt, die partielle Ableitung nach der i-ten Koordinate

dh(x) = dx' 9;h(x) + dx? 9oh(x) + ... = dx' d;h(x) . (5.10)

Bei mehrfachen partiellen Ableitungen zeigt sich: Falls 9;h, 9;h und 9;0;h in der
Umgebung eines Punktes stetig sind, so existiert dort auch 0;0;h und stimmt mit 0;9;h
iiberein,

9:05h = 9;9;h . (5.11)

Ableitung langs einer Kurve

Ist h differenzierbar, so éndert sich der Wert der mit einer differenzierbaren Kurve f
verketteten Funktion h o f bei kleinen Anderungen ds des Bahnparameters s ein wenig

) daf' df?
hof(s+ds) =h(f'(s) +ds @’f (s) +ds E’) = (5.12)
df! df? dft
hof(s) +ds (== 01h,, + =—0hy,,, +...) =hof(s)+ds——dihy, .

ds ds ds
Demnach ist die Ableitung der verketteten Funktion? die Summe der Produkte der Ab-
leitungen der dufleren Funktion h am Punkt f(s) mal den Ableitungen % der inneren

d(hof) df! df? dft - dff
ds |, o qs ), 02l ds | * 6 ds ), ds .

oihy, ., - (5.13)

IDie traditionelle Bezeichnung der Koordinatenfunktion, x/, unterscheidet sie nicht vom Funktionswert.

2Die zusammengesetzte Funktion hof wird oft einfach als h geschrieben, wenn die Kurve f sich aus dem
Zusammenhang ergibt. Dabei soll die Notation dh/ds statt einer partiellen Ableitung 9h anzeigen,
dafl hof als Funktion einer Variablen, des Kurvenparameters s, zu differenzieren ist.
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Die Schreibweise 9;h ft betont, daf die Ableitungen in der Reihenfolge der Verkettung
von hof multipliziert werden, und zwar an den Argumenten, die sich aus der Verkettung
ergeben. Die Schreibweise f10;h verdeutlicht, daf zur Kurve f ein Ableitungsoperator
am Ort f(s) gehort, die Richtungsableitung f19;.

Die Anderung der Funktion h lings der Kurve f, die x durchliuft, ist linear in den
partiellen Ableitungen der Funktion h und linear in den Ableitungen der Komponenten
der Kurve f. Die Anderung ergibt sich also wie in (1.21) durch Anwenden eines Vektors,
der der Kurve f zukommt, auf einen dualen Vektor, der zur Funktion h gehort.

Bedenken wir genauer, um welche Vektorrdume es sich handelt: Die in einer Um-
gebung von x differenzierbaren Funktionen bilden einen Vektorraum. Was ihre Ablei-
tung auf Kurven durch x betrifft, so sind alle Funktionen h einander dquivalent, deren
partielle Ableitungen bei x iibereinstimmen. Wir bezeichnen die Aquivalenzklasse aller
Funktionen, deren Ableitung bei x mit der Ableitung von h iibereinstimmt mit dh;, . Ins-
besondere definieren die Koordinatenfunktionen (5.7) Aquivalenzklassen dh/, die man
einfacher dx) nennt. Sie bilden an jedem Punkt x eine Basis des Vektorraumes der dort
dquivalenten Funktionen h,

dh;, = dx d;h;, . (5.14)

Es haben ja bei x die Funktionen h und x’¢; mit konstanten c;, die durch die Werte der
partiellen Ableitungen von h bei x gegeben sind, ¢; = 9;h, gleiche Ableitungen.

Die Aquivalenzklassen dx!, dx?, ... sind an jedem Punkt x eine Basis des Raumes der
dort dquivalenten Funktionen. Insbesondere sind sie an jedem Punkt linear unabhéngig.
Es ist ja die Linearkombination x'¢; nur dann dquivalent zu 0, wenn alle partiellen
Ableitungen und damit alle Komponenten c; verschwinden.

Die Abbildung

d:h— dh=dx'9;h (5.15)

die Funktionen h an jedem Punkt auf ihre Aquivalenzklassen dh abbildet, ist linear und
geniigt der Produktregel

d(h+g) =dh+dg, d(ah)=adh, d(gh) = (dg)h+ g (dh) . (5.16)

Die Abbildung d heifit duflere Ableitung, denn sie tritt in der Ableitung der verketteten
Funktion h o f als Ableitung der duleren Funktion auf.

Kurven f durch x = f(0) bilden den Vektorraum der bei x dquivalenten Funktionen
linear auf Zahlen ab, ndmlich auf ihre Ableitung langs der Kurve (5.13) bei s = 0. Was
diese lineare Abbildung betrifft, so sind alle Kurven durch x einander dquivalent, deren
Ableitungen nach dem Kurvenparameter dort iibereinstimmen. Als Tangentialvektor
v = f am Punkt x definieren wir die Aquivalenzklasse von Kurven, die x mit gleicher
Ableitung wie die Kurve f durchlaufen. Tangentialvektoren bilden Funktionen h und g
an jedem Punkt linear und nach der Produktregel auf reelle Zahlen ab,

v(h+g)=v(h)+v(g), vi(ah) =av(h), v(gh)=v(g)h+gv(h). (5.17)

Insbesondere sind die Tangentialvektoren an die Koordinatenlinien fi , (5.4) die partiel-
len Ableitungen 0, (5.5). Sie bilden eine Basis des Tangentialraumes am Punkt x, denn
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jeder Tangentialvektor v am Punkt x ist eine Linearkombination von ihnen,

v, =Vi(x)0;_ . (5.18)

X

Die Basis e; = 04|, von Ty, dem Tangentialraum am Ort x, ist dual zur Basis dx) des
dualen Raumes T} der Aquivalenzklassen der bei x differenzierbaren Funktionen (5.8),

9ix) =8y . (5.19)
In Réumen mit einem Skalarprodukt und Basisvektoren ey, ey, . .. kann man die Sum-
me 0;h (il—f; als Skalarprodukt des Tangentialvektors f = e; (il—f; mit einem anderen Vektor,

dem Gradienten von h 3 '
Vh = gradh = ¢; g’ 9y h (5.20)

deuten, wobei g’* die Matrixelemente derjenigen Matrix sind, die invers ist zur Matrix
der Skalarprodukte der Basisvektoren, gi; = e; - €5, gij g’ = &%,
f-Vh = (il—s (ei . ej) g]k 6kh = % 0ij g]k 6kh = % 6ik akh = % alh . (521)

Der Vektor Vh(x) ist aus dem Tagentialraum am Punkt x, nicht aus dem Dualraum
und kann daher der Richtung nach mit anderen Tangentialvektoren verglichen werden.
Daf} auf hohengleichen Wegen die Steigung d(h o f)/ds = % 01h + ‘%1—1;2 dh = f-Vh
verschwindet, besagt, daf} sie iiberall senkrecht zum Gradienten Vh verlaufen. In Rich-
tung des Gradienten Vh ist bei gleich langen Tangentialvektoren die Hohendnderung am
grofften. Er gibt die Gréfle und Richtung der Steigung an. Bei Bewegung im Potential
ist die Kraft F = — grad V dem Gradienten des Potentials V entgegengesetzt.

In jedem Orthonormalsystem gi; = 8i; stimmen die Komponenten 9;h,dsh... des
Gradienten mit denen der &ufleren Ableitung dh iiberein.

Mannigfaltigkeiten, Koordinatentransformationen

Genauer bedacht ist bislang nicht definiert, wie man Funktionen differenziert, die bei-
spielsweise auf einer Kugelfliche definiert sind, denn die Kugelfldche ist, anders als wir
es bei der Definition der Ableitung brauchen, kein Vektorraum, in dem Addition und
Vervielféltigung sinnvoll sind, sondern nur eine Mannigfaltigkeit.

Die mathematischen Strukturen von Mannigfaltigkeiten besprechen wir am Beispiel
der Kugeloberfliche S?, das sind die Punkte p = (x,y,z) in R?® auf der Einheitskugel,
x? +y? + z2 = 1. In Ausschnitten sieht S? so aus wie Bereiche der zweidimensiona-
len Ebene R?. Beispielsweise ergibt die Projektion der Punkte p auf die Grundfliche
invertierbare Koordinaten fiir die Punkte oberhalb (oder unterhalb) der z-Ebene. Die
stereographischen Projektionen

X y
1—2"1—z2

dsua: P () = ( ) xora P OV = () (5.22)

3gesprochen ,,Nabla h“ oder ,,grad h* oder ,,Gradient von h“. Gradient stammt vom lateinischen gradior
schreiten, steigen. Ein Grad ist ein Schritt auf einer markierten Teilung.
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sind fiir alle Punkte auler dem Nord- und Siidpol, pxora = (0,0,1), pssa = (0,0, —1),
Karten, also invertierbare Abbildungen eines Bereichs von S? auf R? ,(Wegen x2+y? =
1—z%ist (u')?+ (u?)? = [ul> = (142z)/(1—z) und kann leicht nach z aufgelést werden)

2 1 2 2 -1 2
Cbguld: (ul’uQ) . ( u ’ u ’ + [u ) ’
TP " T+’ 14 |up (5.23)
it ) o (20 LR |
: , — , ,
Nord T+M2 7 T+M2 7 14?2

Allerdings iiberdeckt keine einzelne Karte, sondern nur beide zusammen, S? vollstindig
und invertierbar. Sie kénnen im gemeinsamen Giiltigkeitsbereich z # +1 durch Inversion
am Einheitskreis ineinander umgerechnet werden,

ul LL2 vl V2

(v v?) = <WW) (bl = <WW) . (5.24)

Auch die Kugelkoordinaten (r,0, @) mit Wertebereichen 0 < r, 0 < 6 < 7 und
0 < @ < 2m héangen auflerhalb der z-Achse invertierbar mit den kartesischen Koordinaten
(x,y,z) der Punkte des R? zusammen, (allerdings ist ¢ nicht wohldefiniert und stetig)

sin 0 cos ¢ r = VX*+y2+ 22
=71 |sinBsine | , 8 = arctan(/x?+y?/z)
cos 0 @ = arctan(y/x)

(et
N e xR

(5.25)

So wie in diesem Beispiel besteht jede reelle, n-dimensionale Mannigfaltigkeit M aus
der Vereinigung von Umgebungen U,, wobei « aus irgendeiner bezeichnenden Index-
menge sei,

M = UgUy | (5.26)

die durch Karten ¢, (auch Koordinatensysteme genannt) bijektiv und stetig auf Umge-
bungen V, von R™ abgebildet werden,

bo:Ug CM — Vy = bs(Uy) CR™. (5.27)

Die Bilder ¢«(p) = x(p) € R™ sind die Koordinaten der Punkte p im Koordinatensys-
tem ¢y .

Im gemeinsamen Giiltigkeitsbereich U, NUp zweier Karten kann man die Koordinaten
wie in den Beispielen (5.24, 5.25) durch die differenzierbare Koordinatentransformation
ineinander umrechnen,

q;B“:q)Boq);l: x — X' (x) (5.28)

die ¢« (Uy N Up) invertierbar auf ¢g(Uy N Upg) abbildet, (I)EclX = ¢«p. Die Koordina-
tentransformation heiBt auch Ubergangsfunktion.
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Zur jeder reellen Funktion der Mannigfaltigkeit, h : M — R, gehort im Koordinaten-
system ¢, die Funktion h, des Koordinatenbereichs V,,

ha=hod ':V, =R, (5.29)

Sie héngt mit hg im gemeinsamen Definitionsbereich durch die Ubergangsfunktion zu-
sammen,

Rp = haodap = hodg!, hy(x) = ha(x(x)) . (5.30)

In diesem Sinn sind die Funktionen hytesisen @ (X, Y,2) — y/x und hgugelkoordinaten
(r,0, @) — tan @ verschiedene Koordinatendarstellungen derselben Funktion h. Die
Funktion h heif}t differenzierbar, wenn alle h, differenzierbar sind.

Zu jeder Kurve f: 1 C R — M gehort im Koordinatensystem ¢4 die Kurve

foa=dgof (5.31)

im Koordinatenbereich V. Die Kurve f, ist die Koordinatendarstellung der Kurve f.
Im gemeinsamen Giiltigkeitsbereich héngt sie mit der Koordinatendarstellung fg durch
die Transformation ¢ g4 zusammen,

fp=dpaofa. (5.32)

Die zusammengesetzte Funktion h auf der Kurve f ist unabhéngig vom verwendeten
Koordinatensystem. In jeder Karte gilt

hof=hyofy. (5.33)

Da die zusammengesetzte Funktion unabhéngig vom Koordinatensystem sind, ist ihre
Ableitung, der Tangentialvektor f = o, angewendet auf h, unabhéngig vom Koor-
dinatensystem. Wir fassen dabei die partiellen Ableitungen 0,:ih;, von Funktionen der
Mannigfaltigkeit nach den Koordinaten x(p) = ¢« (p) als Ableitung langs des Urbildes
der i-ten x-Koordinatenlinie auf und rechnen die Ableitung auf dieser Koordinatenlinie
als Ableitung von h, aus,

d .
Oxih = &) ho (x5, %%, 0 x +s,..0.x™) , x = dolp) . (5.34)
s=0
Am Punkt p € M ist die partielle Ableitung der Funktion h gleich der partiellen Ablei-
tung der Funktion hy bei ¢u(p) € R™,

dyihy, = dihey, ., - (5.35)

Ebenso definiert die Ableitung langs der x’-Koordinatenlinien eines weiteren Koordi-
natensystems ¢ durch

d .
dihy = = he(xX' XX 45,0 X)X = dg(p) (5.36)
SISZO
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die partiellen Ableitungen von h nach den x’-Koordinaten.
Esist hg = hgodup (5.30) oder hg(x') = ha((x(x')). Auf der j-ten x’-Koordinatenlinie

durchlduft x einen Weg x(x/(s)), auf dem sich hy (x(x'(s)) gemé$ (5.13) um
d , d _dxH(x/(s))

T me(d(s) = halx(d(s) = —=—

= g‘s:o axih(xlx(x/((o)) (537)

andert. Da die Ableitung wl )
die partielle Ableitung nach x'7 ist, zeigt dies die Kettenregel fiir partielle Ableitungen

ox!

. auf der j-ten x’-Koordinatenlinie definitionsgemaf

aX/jh — W axih (538)
oder kiirzer _
ox'
- —0:
0 = 0. (5.39)
Aus den gleichen Griinden wie (5.39) gilt
axlk
0; = —0) 5.40
Oxt k ( )

denn welche Koordinaten wir x und welche wir x’ nennen, ist unerheblich. In (5.39)
eingesetzt ergibt sich, weil die partiellen Ableitungen linear unabhéngig sind,
oxt X'k 5

= 5;¢ . (5.41)

OX' I |x/(x) Oxt |x

Wie bei (4.12) ist die Ableitung der inversen Transformation das Inverse der Ableitung
der Transformation.
Die Matrix der partiellen Ableitungen der Funktionen x’(x)

]ji(X) = aiX/j|X (542)

heiBt Jacobimatrix [18] der Koordinatentransformation x'(x). Dabei stehen in der i-
ten Spalte die partiellen Ableitungen nach x' und in der j-te Zeile die Ableitungen
der Koordinaten x'7. Insbesondere ist bei linearen Transformationen x'7 = MJ;x! die
Jacobimatrix J gleich der Matrix M.

Bei kartesischen und bei Kugelkoordinaten (5.25) ist sie

or Or Or _x y 2
ox 0 0z \/ x2+y2+22 V/x2+y2+22 V/x2+y2+22
0 00 00 | _ . o e

J= 3_(7:2 3_(% 3_(2& o (X2+92+22&\/X2+92 (X2+y2+zi)\/x2+y2 _x2+(1;2+z2
ox 0y 0z T x2+y? x2+y?
(5.43)
Fiir die Jacobimatrix der Umkehrfunktionen mit Matrixelementen Ny (x') = 9% "
erhalten wir in diesem Beispiel
T 86 %(p sin@cos@ TcosOcos@ —rsinOsin@
N = —g —g 9Y | = | sin@sing rcosBsing rsinBcose | . (5.44)
0z & %_(g cos 0 —1sin 0 0
or 00 0o
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Driickt man in (5.43) die kartesischen Koordinaten durch die Kugelkoordinaten aus, so
bestétigt Matrixmultiplikation in diesem Beispiel N] =1 (5.41).

Wegen (5.40) hingen die Komponenten von Tangentialvektoren v bei p in verschiede-
nen Koordinatensystemen durch

. ox/ .
5= S5 5.45
v oxt (5.45)
miteinander zusammen, denn v = v'9; = v}(0,ix/71)0,; = V/ iag. Fiir die entsprechende
Koordinatendarstellungen heif3t dies
: ox .
VI () = 2 Vix) . (5.46)
0x* |

Zum Formelbild: Der Index j tritt auf beiden Seiten in gleicher Stellung auf, ndmlich
oben, und betrifft in beiden Ausdriicken Komponenten und Koordinaten des gleichen,
des gestrichenen Koordinatensystems. Der Summationsindex 1i tritt auf der rechten Seite
unten und oben auf und betrifft ungestrichene Koordinaten und Komponenten. Das
Argument x’ ist das Transformierte von x.

In Matrixschreibweise ergibt sich der Spaltenvektor der Komponenten V' als Produkt
der Matrix ] mit dem Spaltenvektor der Komponenten v, v/ = Jv.

Die Aquivalenzklasse dh;, von Funktionen, deren Ableitungen bei p mit denen von
h iibereinstimmen, héngt nicht vom Koordinatensystem ab. Denn verwenden wir als
Basis fiir dh, die Aquivalenzklassen der Koordinatenfunktionen x(p) = ¢p«(p) oder
X' (p) = ¢p(p), so sind die einen Koordinaten Funktionen der anderen, x(x’) = ¢y p(x’)
und wegen (5.14) gilt fiir jede Koordinatenfunktion

i 15 ox'
dx' =dx ’w . (5.47)
Zusammen mit (5.39) heifit dies, da8 zwar die Komponenten der dufleren Ableitung und
des Gradienten, nicht aber die Anderung dh selbst, vom Koordinatensystem abhéngen,

oxt

ox”
Fiir die Komponenten von Dualvektoren F = dx'F; in verschiedenen Koordinatensyste-
men besagt dies

dh =dx'0h, =dx'’—0,:h =dx"70,h, . (5.48)

ox'

F;(X/) = W‘x’
Zum Formelbild: Der Index j tritt auf beiden Seiten in gleicher Stellung auf, n&dmlich
unten, und betrifft in beiden Ausdriicken Komponenten und Koordinaten des gleichen,
des gestrichenen Koordinatensystems. Der Summationsindex 1 tritt auf der rechten Seite
unten und oben auf und betrifft ungestrichene Koordinaten und Komponenten. Die
Argumente x und x’ hidngen miteinander zusammen, da sie die Koordinaten desselben
Punktes p in verschiedenen Systemen sind.

In Matrixschreibweise ergibt sich der Spaltenvektor der Komponenten F' durch Multi-
plikation von JT—! mit dem Spaltenvektor der Komponenten F, F/ = JT=! F: bei Wechsel
des Koordinatensystems transformieren die Komponenten von Dualvektoren kontragre-
dient (3.109) zu den Komponenten von Tangentialvektoren v. Nur wenn JT—! mit ]
tibereinstimmt, wenn also J eine orthogonale Matrix ist (3.63), transformieren die Kom-
ponenten von Tangentialvektoren und duflerer Ableitung gleich.

Fi(x(x)) . (5.49)
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Vektor- und Dualvektorfelder

Gehort zu jedem Punkt p einer Mannigfaltigkeit M genau ein Vektor u € T, , beispiels-
weise das Stromungsfeld, das tangential an die Bahnkurven von stréomenden Teilchen
ist, so nennt man diese Menge aller Paare {(p,u(p)) ,p € M} ein Vektorfeld wu. Streng
genommen handelt es sich dabei nicht unbedingt um eine vektorwertige Funktion der
Mannigfaltigkeit, das wére ein Schnitt im kartesischen Produkt der Urbildmenge M mit
der Bildmenge, einem Vektorraum V (vergleiche Seite 49). Aber beim Vektorfeld hangt
die Bildmenge 7T, der Tangentialraum des Punktes p, vom Urbildpunkt p ab und ist
beispielsweise bei der Mannigfaltigkeit S? sichtbar verschieden vom Tangentialraum T,/
eines anderen Punktes. Die Tangentialrdume verschiedener Punkte sind nicht gleich,
sondern einander nur dhnlich (isomorph).

Man nennt die Menge aller Paare (p,v) von Punkten p und Tangentialvektoren v € T,,
das Tangentialbiindel Ty. Das Vektorfeld u ordnet jedem Punkt p einen Tangentialvek-
tor zu, schneidet also jede Faser {p} x T, in genau einem Punkt (p,u(p)). Es ist ein
Schnitt im Tangentialbiindel, eine Abbildung von M in das Tangentialbiindel Ty. Als
Kurzschrift fiir p — (p,u(p)) notiert man oft nur den Hauptteil p — u(p).

Zwar sieht ein Schnitt durch ein Biindel in geniigend kleinen Umgebungen wie eine
Funktion aus, wie ein Schnitt durch ein Produktbiindel, denn in jeder Koordinatenumge-
bung U und in Koordinaten x ist ein Vektorfeld u durch seine Komponentenfunktionen
x — (ul(x),u?(x),...u™(x)) gegeben. Aber wenn man die Mannigfaltigkeit nicht mit
einer Karte iiberdecken kann, mufl man mit (5.46) in die angrenzenden, iiberlappenden
Umgebungen umrechnen und kann dadurch Einschrénkungen unterworfen werden.

So hingen Vektorfelder der Kugeloberfliiche S? in stereographischen Nord- und Siidko-
ordinaten (5.22) auBerhalb der Pole durch die Jacobimatrix der Inversion am Einheits-
kreis (5.24) zusammen,

oV [uf?dY —2ut

out u?

Iji(u) =

(5.50)

Schreiben wir (u!, u?) durch Betrag und Winkel, (u!,u?) = u| (cos, sing), so ist dies

1 /1—2c%2 —2cs 1 /C S ) )
] = —|u|2 < Cocs 1 232) = _W (S —C) mit C = cos(2¢) , S =sin(2¢) .
(5.51)

Insbesondere ist ein stetiges Vektorfeld, das in Siidkoordinaten am Siidpol nicht ver-
schwindet und die Richtung (1, 0) hat, in Nordkoordinaten ein Vektorfeld, dessen Rich-
tung auf einem Kreis im Limes [v| — oo durch (C,S) gegeben ist. Beim Durchlaufen
des Kreises dreht es sich um 2 - 27t und windet sich zweimal um den Ursprung. Da die
Richtung eines nichtverschwindenden Vektorfeldes stetig vom Vektorfeld abhidngt und
ein Vektorfeld auf einer Kurve sich stetig mit der Kurve dndert, kann sich die diskrete
Windungszahl 2 nicht &ndern, wenn wir den Kreis um den Siidpol stetig zum Nordpol zu-
sammenziehen. Dort wire das Vektorfeld mit Windungszahl 2 unstetig. Also verschwin-
det es dort oder zwischendurch an mindestens einem Punkt. Anders als die Funktion
h:S8? — R2 p+ (1,0) muB jedes reelle Vektorfeld auf S? in mindestens einem Punkt
verschwinden. Man kann einen Igel nicht ohne Wirbel kimmen.
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Jedes Dualvektorfeld F = dx'F; ist ein Schnitt im dualen Tangentialbiindel T%., das
in jeder Koordinatenumgebung U und in x-Koordinaten durch seine Komponentenfunk-
tionen (Fyi(x), Fa(x), ... Fn(x)) gegeben ist und durch (5.49) mit den Komponentenfunk-
tionen in x’-Koordinaten zusammenhéangt.

Beispielsweise ist die Anderung eines Potentials V ein Dualvektorfeld,

dV(x) = dx' 9; V(x) . (5.52)
Aber nicht jedes Dualvektorfeld
F:x — F(x) = dx'Fi(x) (5.53)

ist das Negative der &ufleren Ableitung eines Potentials V. Dazu miissen die antisymme-
trisierten Ableitungen der Komponentenfunktionen verschwinden,

F=—dV = 0;F;—0;F;=0. (5.54)

Denn die Reihenfolge partieller Ableitungen kann vertauscht werden, 9;0;V = 0;0;V
(5.11). Das Verschwinden der antisymmetrisierten Ableitungen (5.54) ist nicht nur not-
wendig, sondern, wie wir spiter zeigen (15.40), in sternférmigen Gebieten auch hinrei-
chend fiir die Existenz eines Potentials.

In n = 3 Dimensionen definieren durch

¢ (rot F)! = 05F3 — 93F, , e (rotF)?> = 03F; — 0,F5, e (rotF)® =09,F, — 05F; ,
4 (I‘Ot F)1 = €ijkaij . (555)

die antisymmetrisierten Ableitungen eines Dualvektorfeldes F ein Vektorfeld, die Rota-
tion von F. Das Volumen des Einheitsspats e (2.26), das hier als Faktor auftreten mu8,
damit rot F in beliebiger Basis ein Vektorfeld ist, vereinfacht sich zu 1, wenn man in einer
Orthonormalbasis rechnet.

Ein Dualvektorfeld ist in sternformigen Gebieten genau dann eine duflere Ableitung,
wenn seine Rotation verschwindet.

Minimieren unter Nebenbedingungen

Eine Funktion h hat im Inneren eines Gebietes G C R™ in einem Punkt x ein Minimum,
wenn auf allen Kurven f, die x durchlaufen, die verkettete Funktion h o f minimal wird.
Dort muf} die Ableitung d(h o f)/ds (5.13) verschwinden,

dft
~— 3h.=0. 5.56
FARGLN (5.56)

Da dies fiir alle Kurven verschwinden muf}, mufl f'iaih\l fiir alle Tangentialvektoren f
verschwinden und folglich jede Komponente der Anderung dh

oh, =0, (5.57)
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Verwickelter ist die Frage, in welchem Punkt x einer n —p-dimensionalen Hyperfiiche
des R™, die als Losungsmenge von p Nebenbedingungen ¢! = 0,$p? = 0,...¢P7 = 0
vorliege, der Wert einer Funktion h kleiner als in allen benachbarten Flachenpunkten
ist. Wie findet man beispielsweise rechnerisch den niedrigsten Punkt der Kugelfliiche S?,
also das Minimum der Funktion h(x,y,z) = z unter der Nebenbedingung ¢(x,y,z) =
x> +y?+22—-1=07

Die Nebenbedingungen seien unabhiingig, das heiBt, ihre Anderungen d¢',dd?. ..
seien in einer Umgebung von x linear unabhéngig.

In einem Extremalpunkt auf der Hyperfliiche mufi v(h) = v' 9;h,_ nicht fiir alle Tan-
gentialvektoren v verschwinden, sondern nur fiir Tangentialvektoren an Kurven, die in
der Hyperfliche ¢p*(x) = 0,a = 1,2,...p verlaufen, deren Tangentialvektoren folglich
v(p®) = vt 0;¢p* = 0 erfiillen.

Da die Dualvektoren f! = d¢',f2 = d¢d?... linear unabhingig sind, kénnen wir
sie durch fP*1 fP+2 ™ zu einer Basis des Dualraumes ergiinzen. Sei e;, es,...en
die dazu duale Basis des Tangentialraumes. Die Tangentialvektoren v der Hyperflache,
angewendet auf f!, {2, ... fP, verschwinden. Sie sind folglich Linearkombinationen der
Basisvektoren e, 1, €pt2,...en. V(h) verschwindet genau dann fiir alle diese Tangen-
tialvektoren, wenn dh eine Linearkombination von f!, f ...fP ist, wenn es also Zahlen
A1, A2, ... Ay gibt, so dal am Punkt x gilt

Oih), +Aq 00, =0, ¢%, =0. (5.58)
Das heifit aber, daf3 bei x alle partiellen Ableitungen der Funktion

Rn—i—p - R

HZ{ (xl,x2,..xn’7\1,7\2,.._7\p) — h(xlaxz---xn)‘1‘)\(1(])(1(7(1,7(2...)(“) (559)

verschwinden. Die Variablen A, die die Nebenbedingungen ¢ multiplizieren, heiflen
Lagrangesche Multiplikatoren [18].

Daher findet man den niedrigsten Punkt einer Einheitskugel um den Ursprung als
einen derjenigen Punkte, an denen H(x,y,z,A) = z+A (x> +y%+2z2—1) als Funktion von
X, Y, z, A stationdr ist und die partiellen Ableitungen 2Ax , 2Ay, 14+2Az, (x> +y?+z2—1)
verschwinden. Da A wegen 1 + 2Az = 0 nicht verschwinden kann, gilt x =y = 0 und
folglich z = 1 und A = F1/2. Bei z = 1 ist h(x,y,z) = z unter der Nebenbedingung
x? +y? + z? = 1 maximal, bei z = —1 minimal.

Konforme Transformationen

Konform heiflen Transformationen, die Kugelflichen auf Kugelflichen abbilden. Die
Durchmesser kleiner Kugelflichen werden dabei unabhéngig von ihrer Richtung gleich
gestreckt oder gestaucht — es gehen ja Kugeln in Kugeln iiber. Daher bleiben die Grofien-
verhéltnisse kleiner, benachbarter Objekte ungeédndert. Schnittwinkel von Kurven sind
das Verhéltnis von infinitesimalen Bogenlédngen und Radien. Da sie um denselben Faktor
gedndert werden, sind konforme Transformationen winkeltreu.

Offensichtlich sind Translationen, Drehungen und Streckungen konform. Aber auch
die Inversion an der Kugelfldche Ky x mit Mittelpunkt A und Radius R > 0

gz XX =R +A, (5.60)
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die Abstinde von A invertiert, WEQA 2 _ (%f;\)w ist konform. Denn die Punkte X einer

Kugelfliiche K, s erfiillen (X — m)? = 12, also eine Gleichung der Form

aZ(xi)z—i—bixi—kc:O, b>>4ac, (5.61)

bei der die quadratischen Terme ein Vielfaches des Lingenquadrats sind. Durch (X —K)Q
geteilt, folgt a’ + bix't + ¢/ 2 )2 = 0, also die Gleichung einer Kugelfliiche fiir die
Bildpunkte x’.

Damit die Inversion I 3 eine Transformation
einer Mannigfaltigkeit ist7, also iiberall definiert
und invertierbar ist, miissen wir R® um den Bild-
punkt von A ergidnzen und I x als Selbstabbil-
dung der Sphire S? = R3 U {oo} deuten.

Falls die zu transformierende Kugelfliche das
Inversionszentrum A enthalt, so ist das Bild der
Kugelfliche eine Ebene. Um diese Sonderfélle

P nicht als Ausnahmen formulieren zu miissen, zah-
len wir praktischerweise die Ebenen zu den Ku-
I(p) gelflichen (5.61) mit a = 0.

S Insbesondere bildet die Inversion I 5. an der
Kugel §' = K /55, um den Nordpol der Einheits-
kugel § = K, g, die sie im Aquator schneidet, die
Einheitskugel S auf die z-Ebene ab,

Abbildung 5.2: Stereographische X Y
Projektion als Inversion an S’ Lae, (6U,2) = 0 (fz’ 1—2’ 0) .

(5.62)
denn x? + y? + (z — 1)? ist auf der Einheitskugel 2(1 — z). Also ist die stereographische
Projektion (5.22) die Inversion an der Kugelfliche §" = K 5, und folglich eine konforme
Abbildung. Sie bildet Kreise auf Kreise ab, ist winkeltreu und erhélt Groflenverhéltnisse
kleiner, benachbarter Objekte.

Daf die stereographische Projektion Kugelschalen auf S™~! auf Kugelschalen oder
Ebenen in R™~! abbildet, ergibt sich algebraisch, weil Kugelschalen auf S™~! der Schnitt
von Sl ={x e R": Y " (x')? = 1} mit einer anderen Kugelschale um b € S™! sind,

i=1

{x € R™: Y (x* =b")? = 12}, r < 2. Da diese Schnittpunkte auf S™ liegen, sind

sie auch die Schnittpunkte mit der Ebene {x € R™ : 1 —2(} " x'b") + 1 = r?}. Als
Funktion der stereographischen Koordinaten u (5.22)

i 2ut . n 1—Jul? C 2 - )2
X :m,l:172...n—17x :_TW7 WObel|u’ :;(U) (563>
gilt also nach Multiplikation der Ebenengleichung mit 1 + [uf?
n—1
(2= (1+uP) =4 u'bY) +2b™(1—ul’) =0, (5.64)
i=1

Das ist die Gleichung einer Kugelschale oder, falls 2 — 2b™ — 12 = 0, einer Ebene im
Raum der stereographischen Koordinaten u.



6 Bezugssysteme

Die Bahn f_: die ein Punktteilchen im Ortsraum mit der Zeit t durchlauft, ist eine Ab-
bildung eines Parameterintervalls I auf Orte

fiICR—-RY, t f(t) =& fi(t). (6.1)

Wir meiden moglichst die weitverbreitete Schreibweise X(t) und unterscheiden den Ort X
von der Bahn f und dem Ort f(t), der zur Zeit t durchlaufen wird.
Bei zeitunabhéngigen Basisvektoren €; sind die Komponenten der Geschwindigkeit

df  _dft

= — = ei— = _)i (i 2
Q. e & e (1) (6.2)

v(t)
die Zeitableitungen der Komponenten des Ortsvektors. Die Beschleunigung

Lo Ay @ d2ft
eines Teilchens erfordert wegen der Impulserhaltung die Ubertragung von Impuls.
Der Impuls p eines Teilchens der Masse m > 0 ist, wie wir noch herleiten werden, in
MafBsystemen mit ¢ = 1
L my
[V
Hierbei schreiben wir fiir das Betragsquadrat v? kiirzer und lesbarer v2.
Der Impuls und damit die Geschwindigkeit bleibt unverdndert, wenn nicht von anderen
Teilchen oder Feldern Impuls auf das Teilchen iibertragen wird. Die Kraft F ist der auf
das Teilchen pro Zeit {ibertragene Impuls,

(6.4)

F -
P_F 6.5
m (6.5)

Fiir Geschwindigkeiten, die klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 sind, gilt nédhe-
rungsweise bis auf Terme der Ordnung O(v?),

~mv (6.6)

gl

und die Newtonsche Bewegungsgleichung, Kraft ist auf physikalischen Bahnen gleich
Masse mal Beschleunigung,

=

~F. (6.7)

xi:

m
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Die Bewegungsgleichung (6.5) ist mehr als eine Definition der Kraft, da man gleichen
Impulsiibertrag Fdt durch zum Beispiel gleichen Riickstofl feststellen kann und seine
Auswirkung auf verschieden bewegte Teilchen durch (6.5) gegeben ist.

Es gibt keine negativen Massen; die Beschleunigung ist nicht der Kraft entgegen ge-
richtet.

Allerdings gibt es masselose Teilchen, beispielsweise Photonen. Sie bewegen sich mit
Lichtgeschwindigkeit. Thr Impuls ist nicht durch (6.4) gegeben, sondern héngt mit ihrer
Energie E > 0 in MaBsystemen mit ¢ = 1 durch § = EV, ¥? = 1, zusammen. Auch Pho-
tonen sind trige und édndern ihre Geschwindigkeit vV = p/E nur, wenn Impuls {ibertragen
wird.

Freie Teilchen, F = 0, bewegen sich gradlinig gleichférmig,

t Freies Teilchen: X(t) =x(0)+v(0)t . (6.8)

/ x

Denn wenn die Ableitung von V/v/1 —v? verschwindet, ist auch v? konstant und in
der Folge auch V. Also verschwindet die Beschleunigung ¥. Nach dem Mittelwertsatz
(4.14) ist daher jede Komponente von X(t) ein Polynom erster Ordnung in t, wobei die
Koeffizienten die anfanglichen Ableitungen nullter und erster Ordnung sind. Die Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung X = 0 hat pro Freiheitsgrad zwei Integrationskonstanten,

X(0) und v(0), X(t) = %(0) +V(0) t.

Galileitransformation

Transformationen L : R* — R*, die Weltlinien freier Teilchen auf Weltlinien freier Teil-
chen, also Geraden auf Geraden, abbilden, miissen linear inhomogen sein, denn Dreiecke
mit Differenzvektoren ¢ = @+ b miissen auf Dreiecke, L(@+ b) = L(&@) + L(b), abgebil-
det werden. Wenn sie Langen und Zeitdifferenzen ungeéndert lassen, handelt es sich um
Galilei-Transformationen,

t/ - t+ ag (1 0 t Qo TrH _
<>2/)‘(D>z+at+a)—(ﬁ D) (%)*(a , D'D=1. (6.9)

Jede Galilei-Transformation wird durch 3 Parameter der Drehung D, 3 Parameter der
Geschwindigkeit 1 des Ursprungs, drei Translationsparameter des Ortes @ und einen der
Zeit ag, also insgesamt 10 Parameter festgelegt.

Galilei-Transformationen verkniipfen Newtonsche Inertialsysteme. Das sind Bezugssy-
steme in denen freie Teilchen gerade Weltlinien durchlaufen, Langenquadrate durch den
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Satz des Pythagoras gegeben sind, und in denen eine Weltzeit existiert, die bis auf eine
additive Konstante fiir alle Beobachter gleich ist.
Da Geschwindigkeiten und Beschleunigungen unter Galilei-Transformationen mit

V' =DV+1u, b =Db, (6.10)

transformieren, ist die Lichtgeschwindigkeit unter Galilei-Transformationen nicht inva-
riant. Sie sind daher nicht wirklich die Transformationen der Koordinaten, die bewegte
Beobachter durch Messung den Ereignissen zuordnen. Vielmehr hédngen Inertialsysteme
durch Poincaré-Transformationen zusammen.

Lorentztransformation in zwei Dimensionen

Die Koordinaten (t,x,y,z), die ein Beobachter B einem Ereignis E zuschreibt, hingen
wie folgt mit den Koordinaten (t’, x",y’, z’) zusammen, die ein Beobachter B’ fiir dasselbe
Ereignis mifit, wenn er sich B gegeniiber mit Geschwindigkeit v bewegt.

Wir untersuchen zunéchst den Fall, daf sich die Weltlinien beider Beobachter schnei-
den und dafl sie dabei ihre Uhren auf t' = t = 0 stellen. Einfachheitshalber wéahlen
beide Beobachter ihre x-Achse in Richtung der Relativbewegung, sodafl sich B’ fiir B in
x-Richtung und umgekehrt B fiir B’ in —x’-Richtung bewegt. Der Betrag der Relativge-
schwindigkeit ist fiir beide Beobachter gleich, jeder sieht den anderen mit dem gleichen
Dopplerfaktor k(B,B’) = k(B’, B) verlangsamt (1.66).

Fiir Ereignisse E in der Ebene, die von den Weltlinien der Beobachter aufgespannt
wird, gilt danny =z =0 und y’ = 2z’ = 0. Aus dem Diagramm (6.1) liest man ab, wie
die Koordinaten t’ und x’ mit t und x zusammenhéngen.

Wenn die Lichtstrahlen, die das Ereignis E durchlaufen, die
Weltlinien der Beobachter schneiden, so zeigen deren mitge-
fithrte Uhren die Zeiten t_ und t; sowie t” und t_ an. Dabei
sind t* und t_ sowie t; und t/, , wenn beide Uhren gleich

+
gehen, einander mit dem Dopplerfaktor

1+v 14+v
k)= = i (6.11)

proportional (1.69). Also mifit der Beobachter B’ fiir das
Ereignis E die Lichtkoordinaten

Abbildung 6.1: Lorentz- to=k'ty, t_=kt_. (6.12)

transformation ) ) . ) ) )
Die Transformation der zwei Lichtkoordinaten zerfallt in zwei

Transformationen je einer Koordinate, denn t/, héngt nur
von t; und t” nur von t_ ab. In den Orts- und Zeitkoordinaten t’ = (t’. +1t’)/2 und
x' = (t/, —t")/2 ausgedriickt (1.54), entkoppeln die Transformationen nicht

1 1 1 1
= Stk t—ck—kx, x=—gk-kNt+sk+kx. (6.13)
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Setzen wir hier k(v) = (1 +v)/v/1 —v? und 1/k(v) = k(—v) (1.70) ein, so heifit dies

,  t—vx ,  —vt+x t 1 1 —v) [t
t = ek X = Wity oder (x’) = Wipesv: (—v 1) (x) . (6.14)
Dies ist im Maflsystem ¢ = 1 die Lorentztransformation der Koordinaten eines Ereig-
nisses E in der t-x-Ebene auf die t’-x’-Koordinaten, die ein in x-Richtung mit Geschwin-
digkeit v bewegter Beobachter demselben Ereignis zuschreibt.
Aus (6.12) sieht man, dafl k=! und daher —v zur Umkehrtransformation gehort: fiir
B’ bewegt sich B mit Geschwindigkeit —v in x’-Richtung.

Lorentztransformation in vier Dimensionen

Auch wenn allgemeiner das Ereignis E nicht in der t-x-Ebene liegt, mufl die Lorentz-
transformation L der (t,x,y,z)-Koordinaten auf (t’,x’,y’, z')-Koordinaten linear sein,
weil die Weltlinien freier Teilchen fiir alle Beobachter Geraden sind und Dreiecke auf
Dreiecke abgebildet werden miissen.

Die Koordinaten y’ und z’ sind Linearkombination von t, x, y und z, die fiir beliebige
t und x verschwinden, wenn das Ereignis E in der Ebene y = z = 0 liegt. Daher hingen

sie nicht von t und x ab /
v\ _ (a b\ [y
(2)-( ) 015

Ebenso sind t’' = (t —vx)/vV1—Vv2+ey+ fzund X' = (—vt+x)/vV1—Vv2+gy+ hz
Linearkombinationen, die fiir y = z = 0 mit (6.14) iibereinstimmen.

Die Lorentztransformation mufl das Langenquadrat der Raumzeit (1.64) invariant las-
sen. Denn die Zeit, die auf einer gleichférmig bewegten Uhr zwischen O und E vergeht,
héngt nicht davon ab, welcher Beobachter sie abliest. Da sich auch in der Raumzeit das
Skalarprodukt von Vierervektoren u und v

w-v =u"’ —ulvt —u —uh? (6.16)

als Differenz von Langenquadraten schreiben 148t (1.39),

u-v:i((u—i—V)Q—(u—v)z) , (6.17)

miissen Lorentztransformationen alle Viererskalarprodukte invariant lassen,
Daher verschwinden die Koeffizienten e, f, g und h. Denn die Skalarprodukte (6.16)
zwischen den Vektoren

(V]-_VQ,O,O,O), (07\’1_\)27070)7 (analao)a (0,0,0,1)
verschwinden. Fiir B’ haben diese Vektoren die Komponenten
(17_\)7070) ) (_V717070) ) (e,g,a,C) ) (f7h'7b7d)

und die Skalarprodukte der ersten beiden mit den letzten beiden miissen verschwinden.
Also gelten (6.14) und (6.15) fiir beliebige (t,x,y, z), wobei (6.15) noch dadurch ein-
geschrinkt ist, dafl alle Langenquadrate invariant sind,

(ay +bz)? + (cy + dz)? = (a®* + c*)y* + 2(ab +cd)yz + (b* + d*)z* = y* +2* . (6.18)
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Dies gilt genau dann fiir alle y und z, wenn a?+c? = 1, ab+cd = 0 und b?+d? = 1 erfiillt
sind. Wegen ab + cd = 0 ist (b, d) ein Vielfaches von (—c, a), wegen a? + ¢? = b2 4 d?
kann nur (b,d) = £(—c, a) gelten, und wegen a? + c2 = 1 lassen sich a und c als
Cosinus und Sinus eines Winkels o« schreiben. Daher ist die Lorentztransformation in
der zur Bewegungsrichtung senkrechten Ebene eine Drehspiegelung oder eine Drehung

v\  [cosa —sino) (y
(z/) a (sinoc cos oc) (z) ' (6.19)
Falls o« = 0 ist, nennt man die Lorentztransformation drehungsfrei oder einen Schub

oder einen Boost

t—vx ;  —vit+x

t/:7’ X = —F/—, ' = )
VvV1—v2 Vv1—v2 v=y

Fassen wir die vier Koordinaten zum Spaltenvektor (t, x,y, z) zusammen, den wir kurz
mit x bezeichnen, so gilt in Matrixschreibweise x’ = A_,, x mit

1 1 v
vi—vi \y 1

Z=z. (6.20)

A, = (6.21)

1

Umgekehrt gilt x = A, x", denn A_, A, = 1.

Die Lorentztransformation x’ = A_,x ist die passive Transformation, die den Zu-
sammenhang der verschiedenen Koordinaten beschreibt, die verschiedene Beobachter B
und B’ fiir dieselben Ereignisse E verwenden. Sie verdndert nicht die Ereignisse.

Als aktive Transformation gelesen bildet die Lorentztransformation x’ = A, x die Welt-
linie eines ruhenden Teilchens s — (s,0,0,0) auf die Weltlinie s — (1,v,0,0)s/y/1 —Vv?
eines Teilchens ab, das sich mit Geschwindigkeit v in x-Richtung bewegt.

Wenn man bei einer Drehung um eine Achse den Drehwinkel « stetig von Null bis
zu einem Wert & vergréflert und dabei die Auswir-
kung auf einen Punkt x betrachtet, so durchlauft der
Punkt D,x = x(«) einen Kreisbogen, denn Drehun-
gen lassen den Abstand zur Achse ungeédndert. Ebenso
durchlaufen im Diagramm (6.2) Punkte in der Raum-
zeit Hyperbeln, wenn man auf die Punkte Lorentz-
transformationen A, anwendet, deren Geschwindig-
keiten Werte von Null bis v, [v| < 1, durchlaufen.

Denn Lorentztransformationen lassen das Langenqua-

drat t2 — x? —y? — z? invariant. Insbesondere werden

lichtartige Vektoren in der t-x-Ebene gestreckt oder ge- .

staucht. Der Ursprung ist ein hyperbolischer Fixpunkt. Abbildung 6.2: Lorentzftuf
Er wird nicht wie bei Drehungen als Wirbel von Nachbarpunkten umkreist, sondern wie
ein Staupunkt umflossen.
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Allgemeiner kann sich bei einer Lorentztransformation der Beobachter B’ mit Ge-
schwindigkeit Vv = D véy in eine beliebige Richtung bewegen, und seine rdumlichen Be-
zugsrichtungen konnen gegeniiber B durch eine Drehung D’ verdreht sein (24.116). Die
Matrix solch einer Lorentztransformation ist von der Form A = D’Ay, Ay = DA,D!,
wobei D’ und D Drehmatrizen sind.

Dariiberhinaus miissen sich die Weltlinien beider Beobachter nicht im Ursprung schnei-
den, sondern kénnen gegeneinander zeitlich und rdumlich um a = (a°, a!, a2, a®) ver-
schoben sein. Dann gehen die x’-Koordinaten durch die Poincaré-Transformation

X' =Ax+a (6.22)

aus den x-Koordinaten hervor.

Sei die Weltlinie T' : A — x(A) eines Teilchens so parametrisiert, dafl die Zeit t streng
monoton zunehme, dt/dA > 0. Der Tangentialvektor, die Ableitung dx/dA, transformiert
unter Poincarétransformationen einfach als Viererdifferenzvektor und héangt durch die
zugehorige Lorentztransformation mit dx’/dA zusammen,

dx’ dx
—— = A= 2
dA A dA (6.23)

Die Geschwindigkeit V, die Ableitung der raumlichen Komponenten nach der Zeit t, ist
eine rationale Funktion der Ableitungen nach A,

dxX dxdt _dt

Daher ist die Geschwindigkeit V', die der bewegte Beobachter mif}t, eine rationale Funk-
tion der Komponenten von v, (1,j,k € {1, 2, 3})

/\i dx™ . .
) m— At Al
Vi dh AV AL (6.25)
A0 DX A+ ATk
A

Poincaré-Transformationen sind nicht die allgemeinsten Transformationen, die die
Lichtgeschwindigkeit invariant lassen. Sie bleibt bei konformen Transformationen un-
gedndert, die eine groflere Gruppe bilden, und zu denen insbesondere die Streckungen
aller Koordinaten, die Dilatationen x’ = e°x, gehoren. Daher ist die Herleitung von
Lorentztransformationen aus dem Verhalten einer Lichtuhr nicht zwingend, denn dabei
wird unterstellt statt hergeleitet, dafl sich die rdumlichen Koordinaten senkrecht zur
Bewegungsrichtung nicht dndern.

Wie die Galilei-Gruppe ist die Poincaré-Gruppe 10-dimensional. Jede Transformation
ist durch 3 Parameter der Geschwindigkeit, V, 3 Parameter der Drehung und 4 Parameter
einer Translation in der Raumzeit festgelegt.



7 Jetfunktionen

Die Bahn, die Teilchen im Laufe der Zeit t durchlaufen, ist eine Abbildung f eines Zeitin-
tervalls I C R in eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M. Dabei heifit n auch die Anzahl
der Freiheitsgrade. Wir unterstellen, dafl f geniigend differenzierbar ist. Dann definiert
die Kurve ihre Verldngerung der Ordnung k, auch Lift oder Prolongation genannt, zu
einer Kurve im Jetraum gy, dessen Punkte in Umgebungen U, liegen, die durch Karten
¢« bijektiv auf Umgebungen Vo C R x R™ x R™ x R™ ... x R™ = R!*F(k+1n ghoebildet
werden,

af - d’f, - dvf

fitef(t) = (t,f(t),a(t),@(t)...ﬁ(t)) . (7.1)

Die Koordinaten von Punkten des Jetraumes J; werden typischerweise mit (t,x,Vv)
bezeichnet, wobei t fiir die Zeit, x fiir den Ort und v fiir die Geschwindigkeit steht. Der
Jetraum J, besteht aus Punkten (t,x,v,b), wobei b die Beschleunigung ist. In einer
systematischen Notation, die die Ableitungsordnung anzeigt, verwenden wir fiir Punkte
in Jyx Koordinatensétze (t,x,X(1),X(2) - .- X(k)) -

Als Jetfunktionen bezeichnen wir reelle Funktionen, die in einem Bereich eines Jet-
raumes definiert sind. So sind die Energie E eines freien Teilchens der Masse m ebenso
wie die Komponenten des Impulses P (in Mafisystemen mit ¢ = 1)

m VR my

ik Pt X, V) = i (7.2)
reelle Funktionen des Bereichs [V| < 1 des Jetraumes J;. Dafl Energie und Impuls wie an-
gegeben von (t, X, V) abhidngen, werden wir spater aus dem Relativititsprinzip ableiten,
daBl man nicht Ruhe von gleichméfBiger Bewegung unterscheiden kann.

Funktionen ¢ von Jy sind natiirlich auch Funktionen von allen J,, mit m > k, denn

E(t,X,V) =

Tem S dm — i 5 (4, %00, X(1), X(2)5 - - - X(k)s - - X(m)) = (£, %00, X(1), X(2)5 - - - X(x)) (7.3)

projiziert J,, auf Jx und vergiit die restlichen n(m — k) Koordinaten. Die verkettete
Funktion ¢pomy ., des Jetraumes Jr, setzt ¢ auf den letzten n(m—k)-Variablen konstant
fort. Sie ist gemeint, wenn wir eine Funktion von Jy als Funktion von J,, mit m > k
auffassen.

Verkettet man eine Jetfunktion ¢, beispielsweise die Energie oder den Impuls, mit der
Verlangerung f einer Kurve, so erhiilt man ihren Wert auf der Kurve im Laufe der Zeit
t— (o 12) (t).

Teilchen, die miteinander wechselwirken und diesen oder jenen Kréften ausgesetzt sind,
durchlaufen nicht jede denkbare Bahn f : t — f(t), sondern nur solche Bahnen f,,, die
den Bewegungsgleichungen geniigen. Bemerkenswerterweise betreffen diese Gleichungen
zu jeder Zeit t nur den Ort, die Geschwindigkeit und die Beschleunigung zu dieser Zeit
und sind von der Form (i = 1,2,...Zahl der Freiheitsgrade)

d d?

Gi o 1?phys(t) - Gi(ta fph}’s(t)a afphyS(t)’ @

fphys(t)) =0. (74)
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Dabei sind die G; Funktionen des Jetraumes Jo, wie beispielsweise
Gi(t,x,v,b) =mb' 43,V (7.5)

bei der nichtrelativistischen Bewegung eines Teilchens der Masse m im Potential V
unter Einflul der Kraft F* = —9;V. Die Funktionen G; koénnen geschwindigkeits- oder
zeitabhéngig sein, etwa beim Teilchen im Magnetfeld oder bei der Schaukel, das ist ein
Pendel, dessen Lange durch Heben und Senken des Schwerpunkts zeitlich gedndert wird.

Um von ihnen reden zu konnen, nennen wir die Jetfunktionen Gi(t, x, v, b), mit denen
wir die Bewegungsgleichungen (7.4) formulieren, Bewegungsfunktionen. Diese Funktio-
nen sind gemeint, wenn man von der ,Form® der Gleichungen spricht. Wir unterstellen,
dal man die Bewegungsfunktionen G; so wie in diesem Beispielen nach den Beschleuni-
gungen b; auflosen kann, dafl also die Ableitungen a(b;} die Elemente einer n x n-Matrix
sind, deren Determinante nicht verschwindet. Dies schliefit die Feynmansche Weltglei-
chung U = 0 aus, die mit der Unweltlichkeit U = }_.(G;)? alle Gleichungen zusammen-
faf3t.

Wir definieren die konvektive Zeitableitung d; von Funktionen ¢ des Jetraumes Jy
als partielle Ableitung nach t und ,formal“ beziiglich der iibrigen Jetvariablen x(;. Sie
differenziert nach x(») und multipliziert diese Ableitung mit X(y;1) = d¢X(r): am Punkt
(t, %, X(1), - - - X(k+1)) € dx+1 hat die konvektive Ableitung von ¢ den Wert

Die Verkettung der konvektiven Zeitableitung di¢$ mit der Verlangerung f einer Kurve
ergibt die Zeitableitung der verketteten Jetfunktion

. d .
(dtd))Of:a(d)Of) . (7.7)

Dies ist die Kettenregel der Differentation

df™ 3 df™ 9 A< g

( t dt oxm dt2 ax?ll) dtk—+1 aXF;) d)‘(t,f(t),%(t),...%(t)) (7.8)
d df d*f
o, S, )

Die Bewegungsgleichung freier Teilchen ist der Impulserhaltungssatz. Weil der Impuls
erhalten ist und auf freie Teilchen kein Impuls iibertragen wird, dndert er sich nicht im
Laufe der Zeit auf den Bahnen freier Teilchen,

(deP) o frei =0 . (7.9)

Um Eigenschaften und Zusammenhénge solcher Bewegungsgleichungen zu untersu-
chen, ist es vorteilhaft, die Bewegungsfunktionen wie

(7.10)

ds_g ™ b +\7(6\7)
R e O e Y

auch ohne Verkettung mit physikalischen Bahnen zu betrachten.



8 Einfache Beispiele von Bahnkurven

Fall im homogenen Gravitationsfeld

Die nichtrelativistische Bewegung im homogenen Gravitationsfeld, F= —mg (0,0,1),
unterliegt den Newtonschen Bewegungsgleichungen

mi(t) =0, mij(t) =0, mz(t) = —mg,
1, (8.1)
X(t):XO—i_uxt? U(t):UO+Uyt, Z(t):ZO+uzt—§gt .

Die allgemeine Losung solch einer linear inhomogenen Gleichung, Lz = a, ist, wenn ei-
ne spezielle Losung Lzgpesien = a existiert, wenn also a im Bildbereich von L liegt, die
Summe Z = Zgpegiell T Zhomogen dieser speziellen Losung und einer Losung der homogenen
Gleichung, Lzpomegen = 0. Denn die Differenz zweier Losungen z und z 16st die homo-
genen Gleichung, L(z —2) = (Lz) — (LZ) = a — a = 0. Im vorliegenden Fall ist die
allgemeine Fallkurve die Superposition von senkrechtem Fall, bei dem zur Zeit t = 0 der
Scheitelpunkt X = 0 durchlaufen wird, mit gleichférmiger Bewegung.

Im homogenen Gravitationsfeld ist die Summe von kinetischer Energie Ey;, = %m\_f 2
und potentieller Energie E,ox = m gz, die Energie
1
E:§m\72+mgz, (8.2)
erhalten. Thre Zeitableitung
th:m‘5\7+mng:\7(m‘5+mg€Z) (8.3)

verschwindet auf physikalischen Bahnen, denn sie erfiillen die Newtonschen Bewegungs-
gleichungen (mb +mg éz) o fpnys = 0.

Zwangsbedingungen

Wenn ein Teilchen der Masse m im homogenen Schwerefeld eine Ebene herabgleitet, die
um den Winkel ¢ gegeniiber der Horizontalen geneigt ist, dann sind die moglichen Orte
durch eine Zwangsbedingung ¢(x) = 0 eingeschriankt, wobei ¢ in diesem Beispiel durch

d(xt, %% x3) = —x? sin ¢ + x> cos @ (8.4)

gegeben sei.

Die Ebene iibt auf das Teilchen eine Kraft ]?Zwang aus, die erzwingt, dafl das Teilchen
nicht eindringt, sondern dafl die Bahn jederzeit in der Ebene verlduft.

Differenzieren der Zwangsbedingung ¢(x(t)) = 0 zeigt, dafi die Geschwindigkeit fiir
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alle Bahnen, die in der Ebene verlaufen, senkrecht auf dem
Gradienten von ¢ steht,
dxt

E ai(l)|¢(x):0 - 0 . (85)

Dies legt nicht vollstandig fest, wie die Zwangskraft wirkt.
Denkbar wire, dal die Ebene wie ein Forderband oder ein
Miihlrad dem Teilchen Energie hinzufiigt oder entzieht und
Krifte in Bewegungsrichtung auf das Teilchen ausiibt. Beides
widerspricht bei ideal reibungsfreier Bewegung der Erfahrung.
Bei reibungsfreier Bewegung ist die Zwangskraft an jedem Ort
senkrecht zur Tangentialebene, die von den dort moglichen Ge-
schwindigkeiten aufgespannt wird und zeigt in Richtung des
Gradienten der Zwangsbedingung

=

Fgesamt

FGewicht

Abbildung 8.1: Schiefe
Ebene

dxt
dt
Der Faktor A hingt bei einer Zwangsbedingung, die die Bewegung auf eine gekriimmte
Flidche einschréankt, nicht nur vom Ort, sondern auch von der Geschwindigkeit ab. Wie
grof} er auf den Bahnen ist, die physikalisch durchlaufen werden, ergibt sich durch Diffe-
renzieren von (8.5) und den Newtonschen Bewegungsgleichungen mit einer Gesamtkraft

Fi+7\ai¢7

d?xt dxt dx) dxt %

FiZwang =0, FiZWang(Xav) - }\(X,V) ald)(x) . (86)

0=m——09; — 0;0;d = (A 04 Fi) 0; 0i0;d . 8.7
Es ist also . et d
xt dx

A= —————— —— — 0;0; Fi0id) . 8.8

3 Ordp (m g g 20 +F:d) (88)

Auf der schiefen Ebene verschwindet die zweite Ableitung von ¢ und die Zwangskraft
]?Zwang = A (0, —sin @, cos @) kompensiert das Gewicht Faewicns = (0,0, —m g) in Norma-
lenrichtung 1 = (0, —sin @, cos @) der Ebene. Es verschwindet also das Skalarprodukt
mn- (]?Zwang + ?Gewicht) = A —cos @ mg des Normalenvektors mit der Gesamtkraft. Dies
bestimmt A = m g cos @ und die Gesamtkraft

0
ngesamt = ?Zwang + ﬁGeWicht =—mg sin @ | cos@ : (89)
sin @

Auf den Losungskurven der Newtonschen Bewegungsgleichungen mx = ?gesamt und der
Zwangsbedingung —y sin @ + zcos @ =0
1
x(t) =x(0)+u,t, y(t)=y(0)+u,t— 59 sin@cospt?, z(t)=tanpy(t) (8.10)

andert sich im Laufe der Zeit die Energie E = %\7’ 2+ mgz nicht, wie man durch Nachrech-
nen bestétigt. Die Zwangsbedingung schrankt zwar den Ort und die Geschwindigkeit des
Teilchens ein, d&ndert aber nicht, wie die Energie davon abhéngt.
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Harmonische Schwingung

Ebenso ist beim harmonischen Oszillator die Energie erhalten. Bei ihm treibt eine Hooke-
sche Kraft [18], F = —kx, zur Ruhelage bei x = 0 zuriick,
d? .
md—t;(:—Kx, X+ w’x=0, wz:n_li' (8.11)
Die Losung dieser Differentialgleichung liegt fest, wenn man die Anfangslage x(0) und
die Anfangsgeschwindigkeit x(0) vorgibt. Man findet solch eine zweiparametrige Schar
von Losungen mit dem Ansatz (2R bezeichnet den Realteil)

x(t) =RA®“  =acos(wt+¢), A=ae?®. (8.12)

Ableiten ergibt x = RAiwe @t x =RA (iw)?e'®t = —w?x, also 16st der Ansatz die
Bewegungsgleichung. Hierbei faft die komplexe Zahl A = ae'® die Amplitude a > 0
und die Phase @ zusammen. Zur Zeit to = —@/w ist die Auslenkung maximal.

Die Schwingung ist periodisch mit Schwingungsdauer T = 27t/w, x(t+T) = x(t) . Die
Kreisfrequenz w = 27rv ist das 27-fache der Frequenz v = 1/T, der Zahl der Schwingun-
gen pro Zeit.

Aus der Amplitude a und der Phase @ ergeben sich die Anfangslage x(0) = acos @
und die Anfangsgeschwindigkeit x(0) = —a w sin ¢ , und umgekehrt legen die Anfangs-
bedingungen die Amplitude a und fiir a # 0 die Phase ¢ bis auf Vielfache von 27
fest,

x2(0) arccos X2 falls x(0) <0
a= X2 0 + y - a . B 813
(0) w? M {7‘(—1— arccos(—%) falls x(0) >0 (8.13)
Die Hookesche Kraft ist der negative Gradient des Potentials
Lo

vharmonisch(x) = 5 KX . (814)

Die Zeitunabhéngigkeit der Energie des harmonischen Oszillators

1 1

E:§m>’<2+§|<x2 (8.15)

auf Bahnen x(t) = a cos(w t+ @), die den Newtonschen Gleichungen geniigen, bestétigt
die explizite Rechnung

1 . 1 1 ) 1 1
§mx2 +5 kx? = §mw2 a’sin®(wt+ @) + 5 ka?cos’(wt+ @) = 5 ka’. (8.16)
Da Cosinus und Sinus durch eine Phasenverschiebung auseinander hervorgehen, cos & =
sin(a +7t/2), sind die zeitlichen Mittelwerte von cos?(w t+ ¢) und sin?(w t + ¢) gleich,
im zeitlichen Mittel ist daher die kinetische Energie des harmonischen Oszillators seiner
potentiellen Energie gleich.






9 Energie und Impuls

Erhaltungsgréfien sind Jetfunktionen ¢, die auf physikalischen Bahnen als Funktion der
Zeit konstant sind,

. d .
dtcb (@) fphys = a(d) @) fphys) = O . (91)

So sind in der Newtonschen Physik bei einem kréftefreien Teilchen wegen der Bewe-
gungsgleichung (7.9) der Impuls Prewton = MV und die Energie Eyewton €rhalten

ﬁNewton =mv 5 ENewton - E0 + %m\_jz . (92)
Welchen Wert die Energie fiir verschwindende Geschwindigkeit hat, ist in Newtonscher
Physik belanglos, Ey wird normalerweise einfach Null gesetzt.

Bei der Bewegung eines Teilchens ist seine Masse m eine triviale Erhaltungsgrofe,
namlich eine konstante Jetfunktion. Aber Masse ist nicht in allen physikalischen Vor-
géngen additiv erhalten: bei Teilchenzerfillen ist die anfangliche Masse grofier als die
Summe der Massen der Zerfallsprodukte.

Trotz ihrer Einfachheit sollte man konstante Jetfunktionen nicht definitionsgeméf aus
der Menge der Erhaltungsgrofien ausschliefen, denn es ist vorteilhaft, diese Menge als
einen Vektorraum verstehen zu konnen, und Linearkombinationen nichttrivialer Jetfunk-
tionen kénnen konstant sein.

Transformation additiver ErhaltungsgroBen

Natiirlich sind bei einem freien Teilchen alle Funktionen der Geschwindigkeit Erhaltungs-
groflen, denn die Geschwindigkeit ist bei kréftefreier Bewegung konstant. Die besondere
Bedeutung von Energie und Impuls rithrt daher, daf} sie additive Erhaltungsgrofien sind,
das heifit, die Summe der Impulse und der Energien mehrerer Teilchen sind auch dann
noch Erhaltungsgrofien, wenn die Teilchen nicht frei sind und sich die einzelnen Impulse
und Energien zum Beispiel durch elastische Stole &ndern.

Stellt ein gleichférmig bewegter Beobachter additive Erhaltungsgrofien ¢ fest, so liegen
auch fiir jeden anderen Beobachter, der Poincaré-transformierte Koordinaten x’ = A x+a
(6.22) verwendet, additive Erhaltungsgrofien ¢’ vor, und es gibt eine Transformation,
die die Erhaltungsgrofien ineinander umzurechnen gestattet.

Weil die Erhaltungsgrofien additiv sind, miissen ihre Werte linear transformieren

(b)) + bi2)) = by + by, (cd) =cd, (9.3)

denn fiir beide Beobachter sind die Erhaltungsgréfien Summen und Vielfache der einzel-
nen Teile. Die lineare Transformation der Werte der Erhaltungsgrofien ist also von der



86 9 Energie und Impuls

Form
¢ =Mpad . (9.4)

Die hierbei auftretenden Matrizen M, o sind dadurch eingeschriankt, dafl eine weitere
Transformation x” = Agx’ + a», die einer ersten Transformation x’ = A;x + a; folgt,
auch gleich direkt ausgewertet werden kann

X" =Agorx + Q201 , Agor = A1, Qg1 = a2 + Asay . (9.5)
Fiir beliebige Werte der additiven Erhaltungsgroflen mufl daher

d)// - M/\Qch a201cl) - M/\27(12 MAh alcb (96)

gelten. Also miissen die Matrizen M 5 o die Poincarétransformationen darstellen (3.104):
Produkte der Matrizen M 5  miissen die Matrix ergeben, die zur hintereinander ausge-
fithrten Transformation gehort

M/\Qol, aze1 — M/\2,(12M/\1,(11 : (97)

Poincarétransformationen transformieren auch den Definitionsbereich der Erhaltungs-
groBen, den Jetraum, durch Transformationen J 5 4, die sich aus (6.22, 6.25) ergeben. Als
Jetfunktionen transformieren die Erhaltungsgréfien unter der zugehorigen adjungierten
Transformation (3.106)

Adpad=Mpqo0do ]7\71(1 . (9.8)

Ruhende Beobachter lassen sich nur dann nicht von bewegten Beobachtern unterschei-
den, falls diese transformierten Funktionen mit den urspriinglichen Funktionen {iberein-
stimmen, falls also Ads o = id die triviale Darstellung der Poincaré-Gruppe ist. Dann
hat das Teilchen am transformierten Ort mit transformierter Geschwindigkeit den trans-
formierten Wert der Erhaltungsgrofie des Teilchens am urspriinglichen Ort mit der ur-
spriinglichen Geschwindigkeit

boJra=Mpqod. (9.9)

Viererimpuls

Im einfachsten Fall sind die Matrizen M 4 durch A selbst gegeben und die Erhaltungs-
groflen eines Teilchens sind Funktionen von J;. Dann handelt es sich um vier Komponen-
tenfunktionen p = (p°, p!,p2, p?), die hochstens von der Zeit t und dem Ort X, die wir
als x = (t,X) zusammenfassen, sowie von der Geschwindigkeit ¥ abhéngen. Im Vorgriff
auf das Ergebnis unserer Betrachtung nennen wir die Erhaltungsgrofie den Viererimpuls.
Wegen (9.9) gilt

P(Ax+ a, V') = Ap(x,V) . (9.10)

Fir A =1 und x = 0 besagt dies p(a,V) = p(0,V): der Viererimpuls hiangt nicht vom
Ort oder der Zeit, sondern nur von der Geschwindigkeit des Teilchens ab, p(x, V) = p(V) .

Wenn sich ein Teilchen langsamer als Licht bewegt, dann gibt es das Bezugssystem
eines mitbewegten Beobachters, fiir den das Teilchen ruht. Da vV = 0 invariant unter



87

Drehungen D ist, DO = 0, und da der Viererimpuls eine Funktion der Geschwindigkeit
ist, dndern Drehungen nicht den Viererimpuls p eines ruhenden Teilchens, p(D(0)) =
Dp(0) =p(0). Es ist 0 der einzige unter allen Drehungen invariante Dreiervektor. Folg-
lich verschwindet im Ruhesystem eines Teilchens der rdumliche Anteil = (p!,p?, p?)
des Viererimpulses, und er hat die Form

PRube = P(V=10) = (m,0,0,0) . (9.11)

Durch die Lorentztransformation A,, wird ein ruhendes Teilchen mit vV = 0 auf ein beweg-
tes Teilchen mit Geschwindigkeit vt = Aty/A% transformiert (6.25). Aus p(V) = A,p(0)
folgt dann mit (6.21) der Viererimpuls eines Teilchens, das sich mit Geschwindigkeit v
in x-Richtung bewegt,

m
(p?) _ ! (1 V) <“”);: Vit (9.12)
P Vi—vz\v 1/\0 Wopr:
Der Viererimpuls ist einfach das m-fache der ersten Spalte des Lorentzschubes A,,.
Drehen wir schliellich die Bewegung in eine beliebige Richtung und fiigen wir die Fak-

toren c ein, die in konventionellen Mafsystemen die Formeln der relativistischen Physik
iiberfrachten, so erhalten wir den Viererimpuls eines Teilchens mit Geschwindigkeit v

PO = — = Y (9.13)

Wir benennen die Komponenten des Viererimpulses so wie diejenigen Gréfen der New-
tonschen Physik, mit denen sie im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten iibereinstimmen.
Bis auf hohere Potenzen von v/c gilt

1
ch(V):m02+§m\72+... . P =mv+... . (9.14)

Also ist E = cp® die Energie und (p!, p?,p?) sind die Komponenten des Impulses P,

mc? o mv
, PV) = —/———=. (9.15)

v2 V2
Vi-a I—

Die durch c¢? geteilte Ruheenergie ist die Masse m des Teilchens. Sie ist positiv, und die
Energie ist nach unten beschrénkt.

Mit &hnlichen Argumenten erschlieft man fiir lichtschnellen Teilchen, daf ihr Vierer-
impuls ein Vielfaches des Tangentialvektors k = dx/dA an ihre Weltlinie ist,

E(V) =

pock. (9.16)

Bewegt sich das Teilchen mit positiver Energie in beliebige Richtung, so gilt wegen k? = 0

in Mafisystemen mit ¢ =1

0

E=p’=1fl. (9.17)
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Allerdings legt die Weltlinie nicht die Energie fest. Die Energie ist positiv und kann im
iibrigen beliebig sein: es gibt rote und blaue Lichtstrahlen.
Fiir massive und fiir lichtschnelle Teilchen ist die Geschwindigkeit V das Verhéltnis
-_ P P
V= Y oS (9.18)
Der Impulserhaltungssatz spricht aus, dafl Teilchen trége sind. Denn die Geschwindigkeit
andert sich nur, wenn man den Impuls dndert. Man mufl durch Kraft, das ist Impuls-
iibertrag pro Zeit, also ein Impulsstrom, Impuls iibertragen, um die Geschwindigkeit
eines Teilchens zu dndern.
Auch bei iiberlichtschnellen Teilchen, bei Tachyonen, mufl der Viererimpuls ein Vielfa-
ches des raumartigen Tangentialvektors sein und mit einem Richtungsvektor € die Form

E=p", §=¢&VM2tE2 (9.19)

haben. Dabei ist die denkbare Energie E des Tachyons ebenso wie die Energie eines
hypothetischen Teilchens mit negativer Masse nicht nach unten beschrénkt. Mit einem
einzigen solchen Teilchen, dem man unbeschrinkt Energie entzieht, kénnte man ein
Kraftwerk ohne anderen Brennstoff betreiben. Falls es Teilchen mit negativer Masse
oder Tachyonen mit negativem Massenquadrat gibe, wére erkldrungsbediirftig, warum
sie nicht die Weltmeere zum Kochen bringen.

Das Vakuum ist fiir alle Beobachter gleich und hat daher einen Viererimpuls, der
unter allen Transformationen p’ = Ap invariant ist. Es mufl daher verschwindende
Energie und verschwindenden Impuls haben, pvacuum = (0, 0,0, 0). Das gilt auch fiir den
Beitrag der sogenannten Quantenfluktuationen zur Energie, die manchen Theoretikern
Kopfzerbrechen bereiten.

Masse

Die Masse m verkniipft die Komponenten des Viererimpulses eines freien Teilchens.
Unabhéingig von der Geschwindigkeit gilt wegen (9.13)

pP=p")?—-p?=m’, E=p’=m2+p2. (9.20)
Dies ist die Gleichung fiir eine Schale eines Hyperboloids: die Viererimpulse eines freien
Teilchens liegen auf der Massenschale.

Die Beziehung (9.20) von Energie und Impuls gilt auch fiir lichtschnelle Teilchen, zum
Beispiel fiir Photonen. Sie sind masselos. Thr Viererimpuls p ist lichtartig

pP=p")?-p*=0, p’=pl>0. (9.21)

Photonen mit Viererimpuls p gehoren als Quanten zu ebenen elektromagnetischen
Wellen e i%* mit lichtartigem Viererwellenvektor k = (|k|, k). Dabei ist der Impuls
P = Rk ein Vielfaches des Wellenvektors, die Konstante i = 1,055 - 10734Js [10] ist das
von Max Planck [18] eingefiihrte Wirkungsquantum. Die Energie E = hw = hec K| der
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Photonen ist ein Vielfaches der Frequenz v = w/(27) der elektromagnetischen Welle.
Diese Beziehung liegt Plancks Herleitung der thermischen Strahlungsdichte und Einsteins
Deutung des photoelektrischen Effektes zugrunde.

GeméB (9.15) haben ruhende Teilchen die Energie

F—Ruhe = mc2 . (922)

Dies ist wohl die berithmteste Gleichung der Physik. Auf ihr beruht die Erkenntnis,
dafl bei Umwandlung von Atomkernen durch Spaltung oder Verschmelzung Energien
freigesetzt werden konnen, denn die Gesamtmasse der Kerne ist meBbar verschieden
von der Summe der Einzelmassen. Der Massenunterschied beruht auf Bindungsenergie,
die militarisch oder friedlich, zerstorerisch oder nutzbringend verwendet werden kann.
Gleichung (9.15) sagt auch, daf es unendlich viel Energie kosten wiirde, ein massives
Teilchen auf Lichtgeschwindigkeit zu bringen. Massive Teilchen sind immer langsamer
als Licht.

Die Masse m ist geschwindigkeitsunabhiingig. Sie per Definition E = mc? als Be-
zeichnung fiir die geschwindigkeitsabhédngige Energie zu verwenden, wiirde einen Begriff
vergeuden. Heutzutage bezeichnet man mit Masse die Grofle, die in veralteten Darstel-
lungen umsténdlich Ruhemasse heifit.

Die Grofle M(v) = m/4/1 —v2/c? als geschwindigkeitsabhingige Masse zu bezeich-
nen, verfithrt dazu, sie in Formeln der Newtonschen Physik, die sich im Grenzfall kleiner
Geschwindigkeiten aus relativistischer Physik ergibt, einzusetzen und zu glauben, eine
fiir alle Geschwindigkeiten giiltige Gleichung zu erhalten. Auch wenn dies im Einzelfall
beim Impuls = M(v) V zutrifft, so ergibt sich fast immer Unsinn: die kinetische Energie
ist nicht M (v) v2/2 und auch nicht 2/(2M(v)). Und ein Teilchen wird nicht mit zuneh-
mender Geschwindigkeit schwerer: Gewicht hdngt von der Beschleunigung im Vergleich
zum freien Fall ab.

Ein schnell bewegtes Teilchen bewirkt nicht die Gravitation einer um einen Faktor
v =1/4/1—v%/c? vergroflerten Masse M(v), und es wird nicht durch seine Geschwin-
digkeit zu einem Schwarzen Loch. Wenn es nur des Faktors y bediirfte, hitte Einstein
zehn Minuten statt zehn Jahre gebraucht, in die relativistische Formulierung von Me-
chanik und Elektrodynamik die Gravitation einzubeziehen.

Kraft ist nicht Masse mal Beschleunigung. Die Bewegungsgleichung relativistischer,
geladener Teilchen besagt, dafl der Gesamtimpuls der wechselwirkenden Teilchen und
Felder erhalten bleibt, 5

o P
F= e (9.23)
Die Kraft F ist der Impuls df, der pro Zeit dt auf das Teilchen iibergeht.
Die Beschleunigung zeigt normalerweise nicht in Richtung der Kraft (7.10),

dv oV dp' 9.8 F (F-F)p 1 L
dt tdt B = F—(V-F 24
. ;apl I~ TR g v P, 029

wobei wir einfachheitshalber im Mafsystem ¢ = 1 rechnen.
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Versuchte man, Kraft als Masse mal Beschleunigung zu definieren, so geniigte diese
Kraft nicht dem dem Prinzip von Actio und Reaktio, daf} sie der Gegenkraft auf das Sy-
stem gleich ist, das die Kraft ausiibt. Denn der Impuls, nicht Masse mal Geschwindigkeit,
ist erhalten.

Tragheit schneller Teilchen ist richtungsabhingig. Wirkt die Kraft quer zu v, ist die
Beschleunigung dv, /dt = /1 —Vv2F, /m; in Richtung der Geschwindigkeit ist das Teil-
chen um den Faktor 1/(1 —v?) triger. Auch masselose, lichtschnelle Teilchen sind trige,
dv, /dt =F, /], in Bewegungsrichtung sogar unendlich trédge, dv)/dt = 0.

Bei der Bewegung mechanischer Anordnungen sind, lange bevor relativistische Aus-
wirkungen mefibar werden, Korrekturen wichtig, die die endliche Schallgeschwindigkeit
in den Korpern, die ja nicht ideal starr sind, beriicksichtigen. Bei hohen Relativgeschwin-
digkeiten werden die Krifte auf ein Teilchen durch Stofle mit anderen Teilchen bewirkt,
die durch Energie- und Impulserhaltung eingeschrénkt sind, und durch Wechselwirkung
mit Feldern, wie dem elektromagnetischen Feld oder dem gravitativen Feld, der Metrik.

Zerfall in zwei Teilchen

Zerfillt ein ruhendes Teilchen der Masse M in zwei Teilchen mit Massen m; und ms,
so sind die Energien der Zerfallsprodukte durch die beteiligten Massen festgelegt. We-
gen der Impulserhaltung ist der Impuls p des ersten Zerfallsproduktes dem Impuls
des zweiten Teilchens entgegengesetzt gleich. Ihre Energien sind E; = «/my? 4+ p? und
Ey = vmy? + P2, denn Energie und Impuls liegen auf der Massenschale (9.20). Die Ener-
gieerhaltung besagt, daf§ die Summe dieser Energien mit der Energie M des ruhenden,
zerfallenden Teilchens iibereinstimmt

M:\/m12+ﬁ2+\/m22+ﬁ2 > mp+ms. (9.25)

Insbesondere ist die Masse M des zerfallenden Teilchens grofler als die Summe der Massen
der Zerfallsprodukte. Dies ist, wie beim Zwillingsparadoxon, der geometrische Sachver-
halt, dal die Summe zweier zeitartiger Vierervektoren p; + ps ldnger als die Summe der
Léangen der einzelnen Summanden ist.

Wiederholtes Quadrieren und Umformen ergibt

1

p? = ap M+t ! —2MPmy? — aMPmy? — 2myPm,?) (9.26)
1

E, = —QM(M2 —my® +my?) . (9.27)

Compton-Streuung

Energie- und Impulserhaltung legen bei elastischer Streuung zweier Teilchen, also bei
einem StreuprozeB, bei dem die Zahl der Teilchen und ihre Massen unveréndert bleiben,
die Energien nach dem Stof als Funktion des Streuwinkels und der anfénglichen Energien
fest.
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Betrachten wir beispielsweise ein Photon, das mit Energie E einfillt und elastisch
an einem zunichst ruhenden Elektron gestreut wird. Dieser Prozef heifit Compton-
Streuung.

Seien p(1) und p(g) die Viererimpulse von Photon und Elektron vor der Streuung und
p/(l) und p’m nachher. Viererimpulserhaltung besagt

Py +P2) =Py P (9.28)

oder ausfiihrlicher, wenn man die x-Achse in Bewegungsrichtung des Photons vor dem
Sto wahlt und die y-Achse so, dafl sich das um den Winkel 0 gestreute Photon in der
x-y-Ebene bewegt, im Mafsystem ¢ = 1,

E m E’ m+E—F

E 0 E cos O E—TE cosH

0 t 0] | Esind T —E’sin 0 ' (9.29)
0 0 0 0

Hierbei ist schon beriicksichtigt, dafl auch das gestreute Photon mit Energie E' mas-
selos ist und p’(%) = 0 erfiillt. Die Bedingung p (’2)2 = m?, daB nach der Streuung der
Viererimpuls des Elektrons auf der Massenschale liegt, besagt

(M+E—F)?—(E—F cos0)?— (E'sin0)? = m? (9.30)

und nach Ausmultiplizieren, einfachem Umformen und Einfiigen der konventionellen
Faktoren c
mc?  mc?
E E

Die Energie E’ des auslaufenden Photons ist also durch den Streuwinkel festgelegt. Sie
ist kleiner als die Energie E des einlaufenden Photons. Dies widerspricht der Vorstellung,
daBl die zum Photon der Energie E = hw gehorige, einfallende elektromagnetische Welle
das geladene Elektron beschleunigt, das dann seinerseits eine Welle mit den gestreuten
Photonen abstrahlt. Bei solch einem Prozefl wiirde die Frequenz der abgestrahlten Welle
mit der urspriinglichen Frequenz iibereinstimmen. Gleichung (9.31) hingegen ergibt sich
aus der Annahme, daf§ Elektronen Teilchen sind und dafl elektromagnetische Wellen aus
Teilchen, ndmlich Photonen, bestehen.

Sie ist aber kein Beweis fiir die Teilcheneigenschaft elektromagnetischer Wellen. Man
gelangt ebenfalls zu (9.31), wenn man — was wir nicht getan haben — sowohl das Elektron
als auch das Photon als Welle behandelt. Daf} je nach betrachtetem physikalischen Prozefl
Wellen sich teilchenartig verhalten und Teilchen Welleneigenschaften haben, gehort zu
den Grundlagen der Quantenphysik.

+1—cosB . (9.31)






10 ErhaltungsgroBen und Symmetrien

Eine Erhaltungsgrofie, wie zum Beispiel die Energie oder der Impuls, ist eine Jetfunkti-
on Q, die auf physikalischen Bahnen ihren anfinglichen Wert behalt (9.1)

i(Q 0 fonys) =0 . (10.1)

dtQ © -thys - dt

Fiir die Jetfunktion d{Q heifit dies, dal sie eine Linearkombination der Bewegungs-
funktionen Gj sein muf}, die die physikalischen Bahnen charakterisieren: es mufl zu Q
gehorige Jetfunktionen &x geben, mit denen sich d{Q als Linearkombination der Bewe-
gungsfunktionen schreiben 1483t,

diQ+86x'Gi =0 (10.2)

Die Gleichung ist hinreichend, denn Giofphys verschwindet nach Definition der physikali-
schen Bahnen (7.4), demnach ist d;Q ofphys = 0. Fiir Funktionen Q des Jetraumes J; ist
die Gleichung auch notwendig, denn in d;Q koénnen wir alle Variablen b = x(2) durch die
Bewegungsfunktionen G ausdriicken. Verbliebe dann ein Rest und wire d,Q+6x' G; = R
mit einer nichtverschwindende Jetfunktion R von J;, so konnte man ihr durch Wahl der
anfianglichen Orte und Geschwindigkeiten einen nichtverschwindenden Wert geben, und
die vermeintliche Erhaltungsgréfie Q wiirde sich schon anfénglich auf physikalischen
Bahnen &ndern.

Wir formulieren die Eigenschaft einer Erhaltungsgrofie, sich auf physikalischen Bah-
nen nicht mit der Zeit zu @ndern, ausfiihrlich als d¢Q + &x* G; = 0 und beschrénken uns
nicht auf physikalische Bahnen, auf denen die Bewegungsfunktionen G; verschwinden.
Denn die zur Erhaltungsgrofe Q gehérigen Koeffizientenfunktionen &x' haben geome-
trische Bedeutung, konnen aber nur aus d{Q abgelesen werden, wenn man nicht die
Bewegungsgleichungen verwendet. Wie wir sehen werden, gehtren die Funktionen &x'
fiir jede Erhaltungsgrofle zu einer infinitesimalen Symmetrie und zu jeder infinitesimalen
Symmetrie gehort eine Erhaltungsgréfie Q .

Dieser Zusammenhang ist deshalb wesentlich, weil die geometrische Eigenschaft, dafl
eine Symmetrie vorliegt, hdufig offensichtlich ist und man daher einfache, zeitunabhéan-
gige Groflen dem Bewegungsproblem ansehen kann.

Um zu definieren, was wir unter einer infinitesimalen Symmetrien verstehen, legen wir
zunéchst den Sprachgebrauch fest und erkldren, was kontinuierliche Transformationen
von Bahnen f : t — f(t) sind. Kontinuierliche Transformationen T, héngen stetig diffe-
renzierbar von einem reellen Parameter ab und bilden Bahnen f invertierbar auf Bahnen
f)\ ab,

Th:f=1fy, fa:t—f(t,A). (10.3)
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In den folgenden Beispielen sind die Transformationen der Bahnen die zu Transfor-
mationen des Urbilds und des Bildraumes adjungierten Transformationen (3.106).
Die Zeittranslationen um —A bilden jede Bahn f auf die Bahn

fr: te f(t+A) (10.4)

ab, die die Bahnpunkte von f um A frither durchliduft, etwa den Punkt f(0) zur Zeit
t=—A.

Fiir einen mit Geschwindigkeit —A U bewegten, nichtrelativistischen Beobachter liegen
Galilei-transformierte Bahnen vor (6.9),

-

fa: t—f(t,A)=xX(t) +AUt. (10.5)

Réaumliche Verschiebungen um A ¢ bilden Punkte und damit Bahnen ab auf
fHt,A) =f(t) + Act. (10.6)

Streckungen vergroflern alle kartesischen Koordinaten um denselben Faktor
fHt,A) =M fH(t) . (10.7)
Drehungen um eine Achse i, 1?2 = 1, um einen Winkel A (2.43) bilden die Punkte X

und damit auch Bahnen f auf

X(A) =X + (cosA) X + (sinA) 11 x X, (10.8)

ab. Hierbei bezeichnen ¥ = ®(f-X) und X; = X — W (1-X) den zur Drehachse 7
parallelen und senkrechten Anteil von X.

Die Parametrisierung der Transformationen ist so gewéahlt, dal zu verschwindendem
Transformationsparameter, A = 0, jeweils die identische Abbildung gehort, Tof = f, und
daB sie hintereinander ausgefiihrt eine einparametrige Gruppe Ty o Tys = Ty, bilden.

Die Bahn, die f) als Funktion des Transformationsparameters A durchliduft, nennen
wir den Orbit durch f. Der anféngliche Tangentialvektor an den Orbit

oft(t,A)
I ek
oA [A=0

ist die infinitesimale Transformation von f. Sie heifit lokal, wenn sie sich fiir alle Kurven
f als Jetfunktion 6x(t,x,v), ausgewertet auf f: t — (t,f(t), f(t),...), schreiben 148t,

(10.9)

.. oft(t,A)
xtof = —— . 10.10
oA oo ( )
In den obigen Beispielen ist
xt =i eine infinitesimale Zeittranslation, 10.11

xt=u't ein infinitesimaler Galileischub,

(10.11)

(10.12)

x'=c eine infinitesimale raumliche Translation, (10.13)
eine infinitesimale Streckung und ( )

(10.15)

X =flxX, =N xX eine infinitesimale Drehung um die Achse 1.
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Eine nichtlokale Transformation ist beispielsweise die Drehung einer Kurve um ihren
Schwerpunkt: denn die infinitesimale Transformation héngt von der ganzen Kurve ab,
nicht nur von ihrem Wert und ihren Ableitungen zur jeweiligen Zeit t.

Als infinitesimale Symmetrie der Wirkung bezeichnen wir jeden Satz von Jetfunk-
tionen 6x'(t,x,Vv), die sich multipliziert und summiert mit den Bewegungsfunktionen
Gi(t,x,v,b), die in den Bewegungsgleichungen G; o fphys = 0 auftreten, zur Ableitung
d; einer Jetfunktion Q zusammenfassen lassen,

'Gi +dQ=0. (10.16)

Demnach gehért definitionsgemifl; wie 1918 von Emmy Noether [18] formuliert, zu jeder
infinitesimalen Symmetrie der Wirkung eine Erhaltungsgrofie Q und umgekehrt zu jeder
Erhaltungsgréfe eine infinitesimale Symmetrie 6x' der Wirkung.

Am Sachverhalt, daf§ zu einer infinitesimalen Symmetrie der Wirkung eine Erhal-
tungsgroffe Q gehort, ist dann nichts zu beweisen. Man mufl nur den Wortgebrauch
rechtfertigen, infinitesimale, lokale Transformationen &x' Symmetrien der Wirkung zu
nennen, wenn sie (10.16) erfiillen. Das wird erst spéter mit (13.59) klar.

Energieerhaltung

Ist das Potential V, das im allgemeinen eine Funktion des Ortes und der Zeit sein kann,
zeitunabhingig, so ist die Zeittranslation 6x' = v' eine Symmetrie der Wirkung und die
Energie

1
E= 5”“72 + V(%) (10.17)

ist bei nichtrelativistischer Bewegung eines Teilchens im Potential erhalten. Denn ihre
Zeitableitung ist eine Linearkombination der Bewegungsfunktionen (7.5)

) . .oV ) ) .
th =b'mvt+v* a—xl = (Tnb1L + 61V) = Gi . (1018)

Bei Bewegung von n Teilchen mit Orten xi,1=1,2,3, a =1,2...1n im zeitunabhingi-
gen Potential, 0;V = 0, ist die Gesamtenergie

1 — — — —
E = égmavi—i—V(xl,xg...xn) (10.19)

erhalten. Die Bewegungsgleichungen sind Gj ofphys =0mit G, = mabf1 +0,.V (keine
Summe iiber a) und &x} =V ist eine Symmetrie der Wirkung

LI o 1 o
D ViGia =} (Mavibl +vidgV) = di(y S mavivh £ V). (1020

a

Die Energie héangt von der anfénglichen Lage und der anfénglichen Geschwindigkeit ab,
behélt aber dann auf der physikalischen Bahn ihren anfanglichen Wert.
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Die Energie bleibt auch erhalten, wenn Zwangskréfte zeitunabhéngiger Zwangsbedin-
gungen ¢, = 0, b =1,2..., die Bewegung einschrinken, etwa auf eine schiefe Ebene
oder eine Achterbahn. Dann gelten fiir alle Bahnen f, die in der Untermannigfaltigkeit
verlaufen, d{¢, = 0. Sind nun die Zwangsbedingungen zeitunabhéngig, 0¢$pp = 0, so

stehen wegen .
didpp =V 0idpp =0 (10.21)

die Tangentialvektoren v senkrecht auf den Gradienten der Nebenbedingungen und dem-
nach senkrecht auf der Zwangskraft (8.6)

Fizwang = ) Ab 0o - (10.22)
b

Da V'Fi zwang verschwindet, gilt d¢E = v'(mb'+0;V —F; zyang) , auch wenn zu den New-
tonschen Gleichungen fiir Bewegung im zeitunabhéngigen Potential noch die Zwangskréf-
te hinzu kommen. Zwangskréfte zeitunabhéngiger Nebenbedingungen verdndern nicht
die Energiebilanz, sie leisten keine Arbeit. Ebenso dndern Magnetkréifte ]?Lorentz =qgVx B
zwar den Impuls, nicht aber die Energie, denn sie stehen senkrecht auf v, V- ]?Lorentz =0.

Impulserhaltung

Ist das Potential unter Verschiebungen &x' = c' invariant, c' 9;V = 0, so verschwindet
die Kraft in dieser Richtung, ¢'F; = 0. Die Wirkung ist unter dieser Verschiebung
invariant, und der Impuls

pt=mv! (10.23)

ist in Richtung ¢ erhalten,
de(c'mv') =c' (mb' 4+ 3;V) =c'G; . (10.24)

Ein Zweiteilchenpotential V(X; — X»), das nur von der Differenz der Teilchenorte ab-
hiingt, ist invariant unter gleicher Verschiebung beider Teilchen, x = 6x = ct. Diese
Verschiebung ist eine Symmetrie der Wirkung, zu der der Gesamtimpuls als Erhaltungs-
grofle gehort. Die Bewegungsgleichungen der beiden Teilchen sind Gjiq4 © prhys = 0 fir
1=1,2,3und a =1,2 mit

Gii=mbi+0:V, Gip=mpb;+0,V, (10.25)
und wegen der Kettenregel ist

0 V(X — X3) = —0,:V(2), = 0. V(R — %) . (10.26)

X3 Z=X1— X

Es gilt also Actio = —Reactio, 1?1 = —ﬁz. Daher verschwindet die Gesamtkraft ) ﬁa
und folglich €- 3 F, also ist

ct Z Gig=ct Z mebl =ctdpt mit p'= Z mevl = Zp}l . (10.27)
a a a a
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Ebenso ist bei mehreren Teilchen der Gesamtimpuls P = ), mqV, in Richtung ¢
erhalten, wenn das Potential V(X; + AC...X, + AC) = V(X;...X,) unter gemeinsamer
Verschiebung aller Teilchen in Richtung ¢ invariant ist. Denn dann verschwindet in dieser
Richtung die Gesamtkraft, —c'} _ 0,V = 0, wie Ableiten nach A bei A = 0 zeigt.
Die Summe c'}_ Giq vereinfacht sich daher zu ¢* )~ mqbl = c*dip', das heifit, der
Gesamtimpuls in Richtung ¢ dndert sich auf den physikalisch durchlaufenen Bahnen
nicht im Laufe der Zeit.

Schranken Zwangskrifte

Fi o Zwang = Z Ab Oy G (10.28)

die Bewegung auf Untermannigfaltigkeiten ein, die durch translationsinvariante Neben-
bedingungen

gegeben sind, dann zeigt Differenzieren nach A bei A =0

¢ty 0y =0, (10.30)

daBi ¢ty a.b Mo Oxt Pp, die Summe der Zwangskrifte in Richtung ¢, verschwindet. Daher
ist im translationsinvarianten Potential bei translatlonsmvarlanten Zwangsbedmgungen
der Gesamtimpuls erhalten, di(¢-pP) =C- ) ,maba = ) — F(1 Fazwang)

Drehimpulserhaltung

Ist das Potential V eines Teilchens unter Drehung (10.8) um eine Achse i invariant,
V(X + (cosA) X1 + (sinA) A x X1 ) = V(X) (10.31)

dann zeigt Differenzieren nach A bei A = 0, dafl in Achsenrichtung das Drehmoment

M=xXxF (10.32)
verschwindet, i-M =0,
0= (T_i X 72)1 61V = €ijk TLj Xk 61V = —1'Lj€jk1'L Xk Fi =-—7M-X X ff . (1033)
Die infinitesimale Drehung &x' = dz")\x o = Eijk nJ x¥ ist eine Symmetrie der Wirkung
und der Drehimpuls
L=xXxp (10.34)

in Achsenrichtung 1 ist die zugehorige Erhaltungsgrofie
di(ntegemx vE) =ntegm (Vv + X0 b5) = e xM(mbt +0:V) . (10.35)

Héngt das Potential nur von v = /X2 ab wie beispielsweise V(X) = —mMG/r bei der
Bewegung eines Planeten um die Sonne, so ist es invariant unter allen Drehungen und alle
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Komponenten des Drehimpulses sind Erhaltungsgréfien. Dann ist, wie schon auf Seite 27
gezeigt, jede physikalische Bahn eben, denn das Kreuzprodukt L( ) = X(t) x p(t) steht
senkrecht auf jedem seiner Faktoren, x(t) L(t)=0=%(t)- I_(O) und X(t) liegt jederzeit
in der Ebene durch den Ursprung mit dem Normalenvektor L(0).

Ist ein n-Teilchen-Potential unter gemeinsamer Drehung um eine Achse 1 invariant,

V(TaXy, Taks ... Takn) = V(X1, % . . . Xn) (10.36)

wobei Ty\X die Drehung (10.8) ist, dann zeigt Differenzieren nach A bei A = 0, dal das
Gesamtdrehmoment M in Achsenrichtung verschwindet

v Ma=)Y %o xFy, T-M=0, (10.37)
D Ma=)

O:E 5x}16X5V:E €ijkn]XEaX}JV:—n]E €jkiXEFia:_ﬁ' E Xq X Fo
a a a a

(10.38)
Daher ist der Gesamtdrehimpuls L=) ,La=) . ¥XaXPa in Achsenrichtung erhalten,
und 8x} = ei;xxE ist eine infinitesimale Symmetrie der Wirkung

T Znieijk Mg X Z €ijk W xK(mg bl + 04 V) = Z €ijk WxKGiq . (10.39)

An der Erhaltung des Drehimpulses in einer Richtung 1 &ndern auch Zwangskréfte

1 aZwang — Z Ab axl d)b (1040)

nichts, wenn die Nebenbedingungen ¢y, = 0 invariant unter Drehung um die Achse 1 sind
und mit §x} = ei;nIxk die Gleichung éxzaxh ¢p = 0 erfiillen. Denn dann verschwindet
das Gesamtdrehmoment, das die Zwangskréfte erzeugen.

Gewichteter Startort

Jede infinitesimale Galileitransformation X, = ti t mit Geschwindigkeit i ist eine Sym-
metrie der Wirkung, wenn das Potential darunter invariant ist, u'y__ 0,V = 0, wenn
also die Gesamtkraft in Richtung U verschwindet,

Z 5xLGiq =u! Z(matbz) =u'd, Z me (tv —x4) . (10.41)

Wenn die Gesamtkraft in allen Richtungen verschwindet, dann hat auf physikalischen
Bahnen die GroBle ) mq(Xq(t) — tV,(t) den zeitlich unverénderlichen Wert, den sie
zu Beginn fiir t = 0 hatte: die Summe der mit der Masse gewichteten Koordinaten des
Startortes, das ist der mit der Gesamtmasse multiplizierte anféangliche Schwerpunkt R

Zma (%a(t) _t\_;a(t)) :Zmai’a(()) :mﬁ(O) , ﬁ: % , m:Zma .
] ) " (10.42)
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Der Schwerpunkt bewegt sich, wenn die Gesamtkraft verschwindet, nach (10.42) gradlinig
gleichformig mit der wegen Impulserhaltung konstanten Schwerpunktsgeschwindigkeit
V=)  mgVs/m, denn (10.42) besagt R(t) —tV = R(0), das ist der Schwerpunktsatz

R(t) = R(0) + t V(0) . (10.43)

Die zu Symmetrien der Wirkung gehorigen Erhaltungsgréfien listet die folgende Tabelle.

Tabelle 10.1: Symmetrie und Erhaltungsgrofie

Zeittranslation Energie

rdumliche Verschiebung Impuls

Drehung Drehimpuls
Galileitransformation gewichteter Startort

Diese Erhaltungsgrofien setzen sich mit Ausnahme der Energie additiv aus Beitra-
gen der einzelnen Teilchen zusammen. Wenn sich allerdings die Teilchen im Laufe der
Zeit voneinander entfernen und die potentielle Energie mit zunehmendem Abstand der
Teilchen verschwindet, dann ist auch die Energie additiv, ndmlich die Summe der kineti-
schen Energien. Wenn nicht, geht das Mehrteilchensystem nicht in ein System einzelner
Teilchen iiber.

Virialsatz

Eine infinitesimale Streckung 6x' = x! ist keine Symmetrie der Wirkung, selbst wenn das
Potential verschwindet und invariant unter Streckung ist. Denn die Linearkombination
x'G; = x' (mb' + 9;V) ist nicht die Ableitung d; einer Jetfunktion Q. Zwar kann man
den Term x!' (m b') umschreiben,

x'Gi = de(mx'v) —mvivt+x oV, (10.44)

jedoch sind die dann verbleibenden Terme g(x,v) = —mvitvt 4+ x'9;V nicht von der
Form d(Q. Denn da g nicht von b abhingt, darf Q nicht von v abhiingen. Aber dann
ist dtQ = atQ + vt axi(g linear inhomogen in v und demnach verschieden von g.

Wenn auch nicht ein Erhaltungssatz, so folgt doch aus (10.44) ein Satz iiber Mittel-
werte von kinetischer und potentieller Energie, falls das Potential homogen von Grade
N ist und

V(ierx) = (eMVV(x), x' V=NV, (10.45)

erfiilllt. Der zweite Teil der Gleichung ergibt sich durch Ableiten nach A bei A = 0.
Der Operator x' 9; zdhlt den Homogenititsgrad in den Variablen x ab, x0,xN = Nx™ .
Wie wir noch sehen werden,! verschwindet bei beschrinkten Bahnen der Mittelwert der

Der Mittelwert einer GroBe Q(t), die sich mit der Zeit t dndert, ist das Integral fg dt Q(t), geteilt
durch die Dauer T, tiber die gemittelt wird. Ist Q = dq/dt die Zeitableitung einer Funktion g, so ist
das Integral nach dem Hauptsatz der Integralrechnung q(T) — q(0) und geht, geteilt durch T, wenn
g beschrénkt ist, fiir grofe T gegen Null.
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Ableitung d(x'v')/dt. Demnach ist gem#B (10.44) im Mittel die kinetische Energie bei
Bewegung in einem homogenen Potential vom Grad N gleich N/2-mal der potentiellen
Energie,

1
(5 mv?) = 5 vy . (10.46)
Dieser Befund iiber die Mittelwerte der kinetischen und potentiellen Energie bei Bewe-
gung in einem homogenen Potential vom Grad N heifit Virialsatz. Beim harmonischen
Ostzillator ist die kinetische Energie im Mittel gleich der potentiellen Energie, bei Bewe-
gung im Keplerpotential V. = —m M G/r gleich der Hélfte des Betrages der potentiellen

Energie.

Eindimensionale Bewegung
Ist bei der Bewegung eines Freiheitsgrades die Energie von der Form

1 dx
E= 3™ (Ef + V(x(t)) (10.47)

erhalten, so l6sen wir nach der Geschwindigkeit v auf und lesen

% = i\/n%(E — V(x(t)) (10.48)
als Differentialgleichung erster Ordnung fiir die Funktion x(t), die angibt, wo das Teil-
chen zur Zeit t ist. Leider ist in dieser Gleichung die rechte Seite eine unbekannte Funk-
tion der Zeit t, denn wir kennen nicht die Funktion x(t).

Die Geschwindigkeit kann beide Vorzeichen haben. Wir betrachten einen Bewegungs-
abschnitt mit positiver Geschwindigkeit.

Die Ableitung der Umkehrfunktion t(x), die angibt, wie spét es ist, wenn das Teilchen
den Ort x durchlauft, t(x(t’)) = t/, ist am Ort x der Kehrwert der Ableitung von x(t)
(4.11) zur Zeit t(x),

dt 1

e vig)

(10.49)

Das Inverse der Geschwindigkeit v = ,/%(E — V(x)) ist eine bekannte Funktion von x,

wenn das Potential und der Energiewert durch die Anfangsbedingungen gegeben sind.
Beispielsweise gilt fiir den harmonischen Oszillator, widhrend x mit t zunimmt,

dt = L = ! L (10.50)

In der Variablen u = /k/(2E)x und mit der Funktion ¢(u) = /k/mt(x(u)) kann
man die Parameter k, m und E absorbieren und erhélt

o _ 1 (10.51)

du  VI—u?
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Wie (4.45) zeigt, ist ¢(u) = & + arcsinu mit einer Konstanten o, die nicht durch die
Differentialgleichung, sondern die Anfangsbedingungen festgelegt wird, Losung dieser

linear inhomogenen Gleichung fiir ¢ (u). Demnach gilt sin(¢$p(u) —«) = w und, wenn wir
dies in den urspriinglichen Variablen schreiben, sin(y/-t(x) — «) = /5¢ X, also (8.12)

x(t) = a cos(w t+ @) (10.52)

mit Kreisfrequenz w = (k/m)/2, Amplitude a = (2E/k)¥/2, also E = 1/2k a? (8.16),
und Phase ¢ = —(71/2 4+ «) .

Nach (10.49) ist die Umkehrfunktion t(x) die Stammfunktion von (%(E —V(x))2,
deren Wert am Startort x die Startzeit t(X) ist. Im Vorgriff auf die noch zu besprechenden
v Integrale (12.10) schreiben wir sie als

.| t(x):t(ﬁHj 2(Edy —
X H — y

Die Funktion t(x) kann also bei eindimensionaler Bewe-
gung als Integral angegeben und hieraus die Bahn x(t)
als Umkehrfunktion ermittelt werden. Eindimensionale,
energieerhaltende Bewegung ist integrabel.

Ohne das Integral zu berechnen, erlaubt die zeichnerische Darstellung des Potentials V
qualitativ die Bewegung zu verstehen. Sie verlduft, wenn x anfdnglich zunimmt, bis zum
Umkehrpunkt X, falls er existiert, an dem die potentielle Energie der Gesamtenergie
gleich ist, V(X) = E. Dort kehrt die Bewegung um und verlduft bis zum Umkehrpunkt x,
V(x) = V(X), falls es ihn gibt, und kehrt abermals um. Wenn es die beiden Umkehrpunkte
gibt, ist die Bewegung periodisch, x(t + T) = x(t), mit der Schwingungsdauer

(10.53)

Abbildung 10.1: Bewegung
im Potential

T=2 JX dy . (10.54)
x/Z(E=V(y))

Bei kleinen Schwingungen um einen Punkt y, in dem das Potential minimal wird, wenn
also E fast mit dem Minimalwert V(y) = Vi, iibereinstimmt, hingt die Schwingungs-
dauer nicht mehr von der Auslenkung ab. Denn dann ist das Potential ndherungsweise
dasjenige eines harmonischen Osrzillators, der um y schwingt,

V(x) ZV(U)+%K(X—U)2+O((X—U)3) : (10.55)

Dabei ist, wie Ableiten bestétigt, die Federkonstante k die zweite Ableitung des Poten-
tials am Minimum

d>v
—— . 10.56
<=0, (10.56)

Die Schwingungsdauer T des harmonisches Oszillators ist T = 27t/w, und bei kleinen

Schwingungen gilt
a2v
w?= b (10.57)
m
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Keplerbewegung

Am Beispiel der Bewegung der Erde um die Sonne zeigen wir, wie man mit den Erhal-
tungsgrofen die Bahn bestimmt. Zunédchst handelt es sich um ein Bewegungsproblem
mit 6 Freiheitsgraden, wenn wir die Auswirkung der anderen Planeten und des Mondes,
insbesondere Ebbe und Flut, vernachléassigen und Sonne und Erde als Punkte idealisie-
ren. Bezeichnen wir die Massen von Erde und Sonne mit m; und ms, so geniigen ihre
Bahnen X; und X, den Newtonschen Bewegungsgleichungen

Y )Y, . Lo mims G
Mk =, Meig = o, mit V(X R) =

10.58
oxt’ oxd ( )

X1 —Xa|
Dabei ist G = 6,67-10""'m?kg ™ 's~2 [10] die Newtonsche Gravitationskonstante und V
das Gravitationspotential, das die Sonne am Ort der Erde und umgekehrt die Erde am
Ort der Sonne verursacht.

Weil das Potential nur von der Differenz beider Orte abhéngt, ist es invariant unter
gemeinsamer Translation 8X; = 06Xy = C mit beliebigem ¢. Folglich bewegt sich der
Schwerpunkt gradlinig gleichférmig (10.43)

W7 M=m +m,, R(t)=R0)+Vt. (10.59)

R =

Es liegt daher nahe, ¥; und X, als Linearkombination des Schwerpunkts R und des
Differenzvektors X = X; — Xo = (x,y, z) zu schreiben, der im Potential auftritt,

> 5, Mo > 5

=R+ — =R——X. 10.60

X1 + M X, 2 M X ( )

Setzen wir in (10.58) ein und nehmen wir die Summe und die Differenz beider Bewegungs-

gleichungen, entkoppeln sie in die Differentialgleichungen der freien Schwerpunktsbewe-

gung mit Gesamtmasse M = m;+m, und der Losung (10.59) sowie der Relativbewegung

mit reduzierter Masse m = m;m,/M im Potential V(X) = —a/y/x% + y2 + 22
. » o xt
MR :0, mx :aiﬁ:—aw, oc:mlmgG. (1061)

Da das Potential nur von r = y/x? 4+ y? + z? abhéangt, verwenden wir Kugelkoordinaten
(5.25) fiir den Differenzvektor X. Die Geschwindigkeit d¥X/dt, ausgedriickt durch Zeitab-
leitungen von (1,0, @), ist nach der Kettenregel

dxt  dx") Ox' saa .

T aoaT e +01€ +@rsin@€, mit (10.62)
sin 0 cos @ cos 0 cos @ —sin @
€ = | sinBsing | , € = [cosOsing | , €, = cos@ | . (10.63)

cos 0 —sin O 0
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Man bestétigt leicht, dafl die Vektoren €, €y, €, , die an jedem Ort in Richtung von zu-
nehmenden 1, 0, @ zeigen, normiert sind und aufeinander senkrecht stehen. Die kinetische
Energie, beispielsweise, ist daher
Ek-m:lm(%)Qzlm(f2+r292+r251n26<p2) . (10.64)
2 dt 2
Zur Bestimmung der Relativbewegung X(t) nutzen wir aus, dafl das Potential V nicht
explizit von der Zeit abhéngt. Folglich ist die Energie E = Ey, + V erhalten (10.20).
Zudem ist das Potential invariant unter Drehungen. Daher (10.35) ist der Drehimpuls
[ = X x (mX) erhalten. Folglich ist die Bahn eben, X-L = 0 (Seite 98), und verlauft,
wenn wir die z-Achse in Richtung von [ wihlen, in der z-
Ebene.
Dort gilt 8(t) =7/2,sin® = 1 und €, x €, = €,, und wegen
0 = 0 ist der Drehimpuls

L=mré x (t& +1¢&,) =mr’Qe, . (10.65)
chungen

‘bﬁﬂ Es gelten also mit konstanten L und E die Erhaltungsglei-

1
" L:m¥¢,E:§mﬁﬂw%%—%. (10.66)
Driicken wir @ = L/(m1?) in der Energie durch L aus
1 L2 o
E=—-mi’ —— 10.
2mr +2mr2 . (10.67)

Abbildung 10.2: Kepler- 80 erhalten wir einen Energieerhaltungssatz (10.47) fiir die Be-
wegung eines Freiheitsgrades v(t) in einem effektiven Potential

potential, Drehimpuls-
barriere und effektives 12 o

Potential Veit(T) = S 7 (10.68)

zu dem das Kepler-Potential —a/T und die Drehimpulsbarriere 12/(2m1?) beitragen,
das ist die kinetische Energie, die in der Drehbewegung mit Drehimpuls L steckt. Wenn
der Drehimpuls nicht verschwindet, so kann die Bahn nicht r = 0 durchlaufen; dies ver-
hindert die Drehimpulsbarriere, die fiir kleine Abstédnde iiberwiegt. Fiir groffie Abstéinde
iiberwiegt das Kepler-Potential —a /1. Das effektive Potential verlauft dazwischen.

Fiir nichtverschwindenden Drehimpuls L # 0 bestimmen wir die raumlich durchlaufene
Bahn r als Funktion des Winkels ¢, indem wir mit der Kettenregel die Zeitableitung
von 1 als Ableitung nach ¢ umschreiben und die Drehimpulserhaltung beriicksichtigen,

dr_,dr L1dr Ldl

dt _(p@ T mr2de mdcp(r) '

Die Energieerhaltung (10.67) besagt fiir den inversen Abstand 1/r als Funktion von ¢
2 ,d 12 L2 o L2

E= — =

( )+ 2mr2  r  2m

(10.69)

dl.. 12,1 amye2 o&m
(Gov) tomG @) o (1070

T 2mider
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Bringen wir den konstanten Term o m/(2L?) nach links und teilen durch ihn, folgt

du. o 2E12 P L2
2 2
e”=(— u e=1/1 u=--—1 =—. 10.71
(d(p) T * o?m ’ T L ( )
Der inverse Abstand u geniigt also als Funktion des Winkels ¢ dem Energieerhaltungs-
satz eines harmonischen Oszillators, der mit Kreisfrequenz w = 1 mit Amplitude e
schwingt. Wahlen wir ¢ so, dal r fiir ¢ = 0 minimal wird, so lautet die Losung
u(e) =ecos @,
%’ —1+ecos. (10.72)

Dies ist fiir 0 < e < 1, also fiir E < 0, eine Ellipse mit Exzentrizitdt e, mit grofler
Halbachse a und kleiner Halbachse b

18 x P L
— - = b= = ) 10.73
¢ 1—e2 2IE|’ V1—e? \/ocm\/a ( )

Denn schreibt man mit kartesischen Koordinaten x = rcos ¢ und y = rsin ¢ die Bahn-
gleichung als v/x? +y? = p — ex und quadriert, so erhélt man nach einfachem Um-
formen (x + ea)?/a® + y?/b%? = 1. Die Brennpunkte der Ellipse sind der Ursprung
(x,y) = (0,0) und (x,y) = (—2ea,0): ihre Abstinde v und /(x + 2ea)?+ y2 zu den
Ellipsenpunkten summieren sich iiberall zu 2a, denn (x + 2ea)? +y? = (2a — 1)? gilt
wegen ecos @ + 1 =p/r.

Fiir Planetenbahnen im Gravitationspotential —o/T gilt also das Keplersche Gesetz:
sie sind Ellipsen, bei denen die Sonne, genauer der Schwerpunkt, in einem der Brenn-
punkte steht. Zwischen minimalem Abstand, maximalem Abstand und wieder minima-
lem Abstand zur Sonne durchlaufen die Planeten den Winkel A = 27m.

Fiir E > 0, e > 1, handelt es sich um eine Hyperbel, auf der das Teilchen im Schwer-
punktsystem um den Winkel 6 = 2 arccos(—1/e)—7 = 2 arcsin(1/e) gestreut wird. Lauft
ein Teilchen mit hoher Geschwindigkeit v und einem Minimalabstand r,,;, an der Sonne
vorbei, so wird es also nach Newtonscher Theorie um & ~ 2 G M/ (Tmin v?) abgelenkt.
Fiir Licht wird aber in Ubereinstimmung mit der Allgemeinen Relativitéitstheorie der
doppelte Wert gemessen.

Die Fliche F, die der Differenzvektor 7¥(t) {iberstreicht, setzt sich aus Kreissegmenten
der Grofle %T2d(p zusammen und dndert sich mit @(t) um

dF dedfF 1, L
dF _dedF 1, L 10.74
at  dtde 2" Tom (10.74)

Dafl der Drehimpuls, also die Flidchengeschwindigkeit, konstant ist, ist Keplers zweites
Gesetz: In gleichen Zeiten tiberstreicht der Fahrstrahl zum Schwerpunkt, ms¥/M (10.60),
gleich grofie Fldachen. Insbesondere iiberstreicht ¥ in der Umlaufzeit T die Fliche der

Ellipse LT/(2m) = mab. Mit b = \/aL/y/ma« und a’ = mya/M folgt daraus das

dritte Keplersche Gesetz

2
T _ Tt ml + m2 a/% 7 (1075)
Gmy my
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dafl sich die Quadrate der Umlaufzeiten wie die Kuben der grofien Halbachsen a’ der
Planetenbahnen verhalten. Damit 148t sich aus der Beobachtung der Planetenbahnen die
gravitativ wirkende Masse der Sonne G Mmgoune ermitteln. Durch irdische Messung der
Newtonschen Gravitationskonstanten G schliellich bestimmt man die Sonnenmasse.

Mit Keplers drittem Gesetz beantwortet man ohne grofle Rechnung die Scherzfrage,
wie lange die Erde in die Sonne fiele, wenn man ihr an Ort und Stelle den Bahndrehimpuls
entzoge. Statt einer nahezu kreisformigen Bahn wire die Fallkurve eine zur Strecke
entartete Ellipse mit einer Halbachse, die halb so grofl wie der bisherige Kreisradius
ist. Die Falldauer (10.82) ist die halbe Umlaufdauer, die ihrerseits nach Keplers drittem
Gesetz (1/2)%/? mal einem Jahr ist. Demnach dauert der Fall ein Jahr, geteilt durch
44/2, also etwa 65 Tage.

Senkrechter Fall

Falls der Drehimpuls verschwindet, L = 0, und es sich um einen senkrechten Fall mit
Maximalabstand R handelt, lautet der Energiesatz

1 dr, «o x

m(—)2 - =_= 10.
2 m{ dt) T R (10.76)
Mit R/ multipliziert besagt diese Gleichung fiir das dimensionslose Verhéltnis u = r/R
und fiir die reskalierte Zeit t = \/2a/(mR3)t

du 1 du

e P | d 2= 10.77
dt) u » 0% (dt) u ( )

(

Fassen wir u als Funktion
1
u(e) 25(1—005@) :sinZ% (10.78)

eines Winkels ¢(t) auf, dann ist du/dt =
scde/dt und (1 —u)/u = c2?/s*, wobei ¢
und s den Cosinus und Sinus von /2 bezeich-
nen. (10.77) besagt also (de/dt)? = 1/s, das
heifit, die Umkehrfunktion t(¢) erfiillt

dt 1
i sin? 2= 2 (1—cosg) . (10.79)

Wihlen wir die Startzeit als t(0) = 0, so ist die
Abbildung 10.3: Senkrechter Fall Stammfunktion
5 1 ,
t(p) = 3 (@ —sing) . (10.80)

Der Funktionsgraph der Bahn t — (t,r(t)) ist eine Zykloide, die Bahnkurve eines Punk-
tes auf der Lauffliche eines rollendes Rades. Denn die Kurvenpunkte

te)\ _1(p—sing) 1/ ¢ 1 cos@ sin@ 0
(u((P)) T2 (1 — oS (p) T2 <1) T3 (—sin(p oS (p) <_1) (10.81)
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sind die Summe des Ortsvektors 1/2 (¢, 1) der Achse eines Rades mit Radius 1/2, die
sich in Hohe 1/2 mit zunehmendem Winkel ¢ um die Kreisbogenlidnge ¢/2 nach rechts
bewegt, und des Vektors —1/2 (sin @, cos @), der anfangs fiir ¢ = 0 von der Radachse
zum untersten Punkt des Rades zeigt und mit zunehmendem ¢ im Uhrzeigersinn um den
Winkel ¢ gedreht wird. Also ist beim senkrechten Fall im Keplerpotential die Weltlinie
mit endlicher Gipfelhohe R, wie nebenstehend dargestellt, eine Zykloide.

Ein Fall aus der Héhe R; = my R/M (10.60) iiber dem Schwerpunkt dauert

R R
m i Mitme R (10.82)
G (m1 + m2) 2 G mo ms 2

N1

t(m) =

Verschwindet die Energie, so lautet (10.77)

mR? du 1
5o (5)2 - =0 (10.83)

und die reskalierte Zeit t erfiillt bei wachsendem r = uR die Differentialgleichung

dt . 2 .
T Vu  mit der Losung  t(u) = gu% +t(0) . (10.84)

Ist die Energie positiv, so schreiben wir sie als o/R und erhalten fiir t statt (10.77)

dt u
— = 10.85
du 14+u (10.85)

Parametrisieren wir u > 0 analog zu (10.78) durch

u:%(ch(p—l):shZ%, u+1:%(chcp+1):ch2% (10.86)
fiir @ > 0, so erfiillt t(¢) die Differentialgleichung
f—;:zﬁsh%ch%:smg:%(ch@—n, (10.87)
und hat die Losung
t(p) =t(0) —I—%(sh(p— ®) . (10.88)

Bemerkenswerterweise sind diese vertikalen Fallkurven der Newtonschen Gravitation
auch die Abstédnde r(t) zwischen frei fallenden Galaxien im rdumlich homogenen und
isotropen Universum, das sich nach der Allgemeinen Relativitdtstheorie mit verschwin-
dendem Druck und verschwindender Vakuumsenergiedichte ausdehnt. Je nachdem, ob
die Massendichte einen kritischen Wert iiberschreitet, dehnt sich das Universum fiir im-
mer aus oder stiirzt wieder zusammen. Dies wére, was Majestix in Asterix einzig schreckt,
namlich dafl ihm der Himmel auf den Kopf fallt.
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Entziehen wir einem System mit n Freiheitsgraden soviel Energie wie moglich, so wird
es irgendwo in einem Potentialminimum zur Ruhe kommen. Wir wihlen die kartesischen
Koordinaten x = (x!,x?...x") so, da8 dieses Potentialminimum bei x = 0 liegt. Ent-
wickeln wir das Potential in der Nédhe von x = 0, so lautet es bis auf Terme hoherer
Ordnung (12.33)

V(x) :V(0)+01X1+5K15 X' 4+ O(x?) (11.1)

Dabei sind ohne Beschréankung der Allgemeinheit ki; die Matrixelemente einer symme-
trischen Matrix, Ki; = Kji, denn wegen x'x) = x)x' ist kijx'x) = kij¥)xt = Kx'x* =
Kjix'x), also kix ™) = LKy + Ky )x 0 .

Die Ableitungen von V betragen

61V =Ci+ Kij Xj + O(XQ) , 6iajV = Kyj + O(X) , (112)

es sind also die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung die Ableitungen am Entwick-
lungspunkt,
ci = (0:V) Kij = (0:0;V) (11.3)

Da wir um die Ruhelage entwickeln, verschwindet dort die Kraft, c; = 0. Der konstante
Beitrag V(0) zum Potential ist, wenn wir dem System ein wenig Energie zufiithren und
kleine Auslenkungen aus der Ruhelage untersuchen, ohne Belang. Die Terme hoherer
als quadratischer Ordnung vernachléssigen wir. Sie sind bei geniigend kleinen Auslen-
kungen klein gegeniiber den quadratischen. In dieser Nédherung ist das Potential eine
quadratische Form

[x=0 > [x=0 *

1 ..
V(x) = S Kii xtx) (11.4)

die positiv definit sein mufl, wenn die Ruhelage stabil ist und die Kraft zu kleinerer
Auslenkung zuriick treibt. Anderenfall wére die Annahme, dafl die Auslenkung klein ist,
nach kurzer Zeit durch die physikalische Bewegung widerlegt.

Die Bewegungsgleichungen wiirden einfach mx' = —k;; X} lauten, wenn die Massen
aller Freiheitsgrade gleich wéren. Treten unterschiedliche Massen m; auf, miissen wir die
bequeme Summationskonvention kurzzeitig aufler Kraft setzen und die Bewegungsglei-
chungen fiir jedes 1 als

miiéi—FZKﬁ Xj =0 (115)
j
schreiben. Wir teilen diese Gleichung durch ,/m; und fiihren die Bezeichnungen

1
Ky ——, Qf =0QF (11.6)

. . 1
y=ymx, Qf=-——
: voymg Yy
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ein, dann lauten die Bewegungsgleichungen, wenn wir uns wieder der Summationskon-
vention bedienen,
Ui+ 05y =0. (11.7)

Die Matrix Q? ist symmetrisch, Q2T = Q2% Wire sie diagonal, so ligen die Bewe-
gungsgleichungen von n harmonische Oszillatoren vor. Aber normalerweise ist 2 nicht
diagonal, und die Oszillatoren sind gekoppelt.

Diagonalisierung einer reellen, quadratischen Form

Jede reelle, symmetrische Matrix Q2 hat n aufeinander senkrecht stehende, reelle, nor-
mierte Eigenvektoren.

Denn das charakteristische Polynom det(Q2?—A1) = (—1)™"(A—=A)(A—A2) - - - (A—An)
hat nach dem Fundamentalsatz der Algebra komplexe Nullstellen A1, A5 ... A, . Zu jedem
Eigenwert A gibt es einen Eigenvektor mit Komponenten (u! +ivt),

QF (W +iv) =A(ut +iv) . (11.8)
Durch Konjugieren erhalten wir hieraus, weil Q? reell und symmetrisch ist,

A (ut—iv) =05 (W —iv) =0 (W —iv) = (W —iv) O (11.9)
und demnach einerseits aus der Eigenwertgleichung von u+iv und andererseits aus der
Eigenwertgleichung von u —iv

AW —iV) (W +iV) = (W — i\)j)Q.?i (Ut +ivh) = A" (Ut —ivY) (ut +ivY) . (11.10)
Da (u! —iv') (ut +iv') = utu' + vty nicht verschwindet, ist jeder Eigenwert der
symmetrischen, reellen Matrix Q2 reell, A = A* € R C C, mit zugehorigem reellen

Eigenvektor.
Die symmetrische Matrix Q? bildet den zu einem Eigenvektor e senkrechten Unter-
raum V, = {v : e-v = 0} auf sich ab. Ist némlich ¢V = 0, so verschwindet auch

et (Q%j V1), denn et Q_%j = ()_].2i et = A ¢ gilt wegen der Eigenwertgleichung und weil Q2
symmetrisch ist. Folglich ist e' Qf; v =Ae)v) =0, wenn e senkrecht auf v steht.

Fiir n = 1 hat jede reelle, symmetrische Matrix Q2 offensichtlich n aufeinander senk-
recht stehende, reelle, normierte Eigenvektoren. Wenn aber dieser Sachverhalt fiir n —1
Dimensionen gilt, dann gilt er auch fiir n Dimensionen. Denn in n Dimensionen gibt
es einen reellen, normierten Eigenvektor e;. Der zu e; senkrechte n — 1-dimensionale
Unterraum wird von Q? auf sich abgebildet, und enthilt nach Induktionsannahme n —1
senkrecht zueinander stehende, normierte FEigenvektoren es. .. e, .

Thre Eigenwerte nennen wir w?, w3 ... w?2 . Sie sind nicht negativ, wenn die quadrati-
sche Form O_%j y'y’ positiv definit ist und zu einem riicktreibenden Potential gehort,

Qe =wie;, ... Qle,=wle,. (11.11)

In den Variablen y sind die kinetische Energie und das Potential die quadratischen
Formen

1. 1 o
Ban =500, Bpo = 5Q50'Y (11.12)
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Da die orthonormalen Eigenvektoren e, e, . .. eine Basis bilden, kénnen wir y' als Line-
arkombination y*(t) = Y _ el z%(t) schreiben. Wegen e, - ey, = 841 behilt die kinetische
Energie ihre Form. Die potentielle Energie vereinfacht sich zu einer Summe von Quadra-
ten,

i Liza,iogb _ sbsb ian2 o b _ 2 (b2
Y'Yy =e,ze,z7 =22, e,z°Qfe,z —E wy, (7). (11.13)
b

Die passive Transformation, die y* = O',z%, O', = el , durch die Komponenten
z@ darstellt, ist wegen eq - ep = 841 eine Drehung, OTO = 1. Eine reelle quadratische
Form W(y) = QF y'y’ laBt sich also durch eine Drehung unter Wahrung der reellen
quadratischen Form 06;;y*y’ diagonalisieren.

Uberlagerung von Eigenschwingungen

Setzen wir y*(t) = Y_, el zP(t) in die Bewegungsgleichung (11.7) ein, so erhalten wir,
weil die ey Eigenvektoren von Q2 sind,

0=> e (2° +wpz"). (11.14)

b
Es sind aber die Eigenvektoren linear unabhéngig. Die Bewegungsgleichung ist folglich
genau dann erfiillt, wenn jede Komponente z*, z%. .. einer Schwingungsgleichung geniigt
7° + w(z® =0, keine Summe iiber b. (11.15)

Mit den Losungen z®(t) = RApel®rt = ay, cos(wpt + @p) (8.12) schreibt sich jede
Losung y*(t) der Bewegungsgleichungen als

yit) = %Z el Apeiwrt — Z et apcos(wy t + @p) . (11.16)
b b

Sie enthélt 2n nicht weiter eingeschrinkte Parameter, die Amplituden a;,as... und
Phasen @1, @5 ... Sie bestimmen die anfingliche Lage y*(0) und anfingliche Geschwin-
digkeit y*(0) . Umgekehrt bestimmen die 2n Anfangsbedingungen die Amplituden und
Phasen,

y*(0) :Ze%, ap COS Py Uy (0) :—Ze}g Wy Ap Sin @y, (11.17)
b b
y(0)-e. =z = accos @ , y(0)-e. =z = —w¢ acsin @, (11.18)
; arccos(z¢/ac) z2¢ <0
a. = z¢)2 + (2¢/w)?, ¢ = ) . (11.19
\/( f (et we) @ {71—1— arccos(—z¢/a.) z¢>0 ( )

Die Losung (11.16) ist eine Superposition oder Uberlagerung verschiedener Eigen-
schwingungen, die man auch Normalmoden oder Normalschwingungen nennt,

Yp(t) = e}, ap cos(wyp t+ @p) | (11.20)
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von denen jede mit einer festen Frequenz wy in einer Richtung e, schwingt, in der die
Kraft in Gegenrichtung der Auslenkung zeigt.
Nicht nur die Gesamtenergie, sondern die Energie jeder Figenschwingung ist erhalten,

1 1

Ep = §(zb)2 + §(wb z%)? . keine Summe iiber b. (11.21)
Zu dieser Erhaltungsgrofie gehort die zugegebenermaflen versteckte Symmetrie, die

Zeit fiir diese eine Eigenschwingung ey, zu verschieben,
Spyt = e} (ep V) keine Summe iiber b. (11.22)
Gekoppelte Schwingungen sind das Standardbeispiel losbarer, beschrankter Bewe-
gung. Die normierten Variablen up, = ey -y//wy, und v, = /Wy ep -y durchlaufen

den Kreis S*,

up +vp = 2E,/wy , (11.23)

mit konstanter Winkelgeschwindigkeit wy,. Die gesamte Bewegung ist aus diesen Kreis-
bewegungen zusammengesetzt und verlduft im Raum der Orte und Geschwindigkeiten
auf einem n-Torus, dem Produkt (S')™ von n Kreisen. Die Bewegung ist periodisch,
wenn alle Frequenzverhéltnisse rational sind.

Bei komplizierteren, 16sbaren und beschriinkten Bewegungen! von n Freiheitsgraden
héngen die Frequenzen wy von den Amplituden ab. Insofern sind harmonische Schwin-
gungen mit Frequenzen, die sich nicht mit der Amplitude d&ndern, untypisch. Aber es
gibt bei allen l6sbaren Bewegungen immer noch Variable, in denen die Bewegung aus n
Kreishewegungen zusammengesetzt ist, also auf einem n-Torus verlduft. Dabei sind die
n Energien der einzelnen Kreishewegungen erhalten.

Storen weitere Kopplungen, die man zunéchst vernachléssigt hat, die Zeittranslations-
symmetrie jeder einzelnen Eigenschwingung, sodafl nur noch die Gesamtenergie erhalten
ist, so wird die Bewegung chaotisch. Fiir geniigend gutartige Anfangsbedingungen, bei
denen die Storungen nicht im Laufe der Zeit anwachsen, verlauft die Bahn auf einem ver-
formten Torus. Das besagt das Kolmogorov-Arnold-Moser-Theorem. Daf3 die Menge der
gutartigen Anfangsbedingungen wie eine Cantor-Menge? vollstindig unzusammenhin-
gend ist, aber ein endliches Maf} hat, ist ein Beispiel dafiir, wie wichtig absurd scheinende
mathematische Raffinesse physikalisch sein kann. Die Saturnringe sind annidhernd solch
eine Cantor-Menge.

!Genauer gesagt betreffen diese Bemerkungen die Losung Hamiltonscher Bewegungsgleichungen.

2Die Cantor-Menge ist die Restmenge, die iibrig bleibt, wenn man aus dem Intervall 0 < x < 1 das mitt-
lere, offene Drittel entfernt, aus den {ibrig bleibenden Intervallen das mittlere, offene Drittel entfernt
und mit dem jeweiligen Rest so weiter verfihrt. Entfernt man statt jeweils dem mittleren Drittel,
ein Drittel, dann ein Neuntel, dann ein Siebenundzwanzigstel, und so weiter, hat die verbleibende
Restmenge ein endliches Maf.
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Die Fliche zwischen den Geraden x = a und x = b und zwischen der x-Achse und
dem Funktionsgraph einer Funktion f : x — f(x) ist der Grenzwert einer Summe von
Rechtecksflichen. Zur Berechnung zerlegt man das Intervall M = [a,b] = {x : a < x < b}
in nichtiiberlappende Teilintervalle

Aa=%X) <X <Xg...<Xp=Db, [a,b] =U;lxi_1,xi, (12.1)

und nennt jede andere Zerlegung Z in nichtiiberlappende Teilintervalle feiner, wenn sie
die Teilintervalle [x;_1,xi] zerlegt. Zu jeder Zerlegung und jeder Wahl von Zwischen-
stellen &; € [x;_1,xi] gehort die Summe von Rechtecksflichen (x; — x;_1)f(&;), die
Riemannsumme.

Wenn es eine Zahl F(M, f) gibt und wenn fiir jeden vorgegebenen Fehler € > 0 eine
Zerlegung Z' existiert, so daB fiir jede feinere Zerlegung Z und jede Wahl von Zwi-
schenstellen die Riemannsumme um weniger als € von F(M, f) abweicht, dann heif3it f
Riemannintegrabel im Bereich M, und F(M, f) ist die Fliche, die zwischen a und b
von f und der x-Achse berandet wird,

n

FIM, ) =) (i —xi1) f(E) < e . (12.2)

i=1

/

4

a b

Abbildung 12.1: Riemannsumme
Da die Fliche Grenzwert einer Summe ist, schreibt man sie mit dem Zeichen |, einem
langgezogenen S, gibt den Bereich M = [a, b] wie einen Summationsbereich an und deu-
tet die Differenzen x; —x;_; mit dem Symbol dx an, die jeweils mit einem Funktionswert

f(x) zu multiplizieren sind,
b

F(M, 1) :J dx f(x) . (12.3)

a
Die Formelzeichen werden als ,Integral von a bis b iiber f* gelesen. Der Name Inte-
gral stammt von lateinisch integer, ganz, und dem Hauptsatz der Integralrechnung, dafl
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man mit dem Integral iiber die Ableitung die Funktion f bis auf eine Konstante ganz
wiederherstellen kann.

Ebenso kann man das Integral {iber Abbildungen f eines Intervalls in einen topolo-
gischen Vektorraum definieren. Fiir die Existenz der Riemannsumme miissen Vielfache
und Summen von Funktionswerten erklart sein und zur Priifung der Konvergenz braucht
man eine Topologie.

Das Integral iiber eine Konstante c ist ¢ mal der Gréfe des Integrationsbereichs

dexc =c(b—a). (12.4)

a

Das Integral hangt vom Integrationsbereich [a, b] und von der Funktion f ab und ist
mit f[a b}f vollstdndig notiert. Es héngt nicht von der Bezeichnung der Integrationsva-
riablen ab,

La,b}f N dexﬂx) = J:dy fly) . (12.5)

ebenso wie ein Indexpaar eine Summe bezeichnet, die Summe aber nicht vom Indexpaar
abhingt, u; v\ =u; v . So wie das Indexpaar verschieden von jedem anderen Index sein
muf}, der in einem Term auftritt, so mufl die Integrationsvariable verschieden von der
Bezeichnung der Grenzen sein.

In der Mathematik ist auch die Schreibweise fz f(x) dx verbreitet, bei der das Integral-
zeichen als eine sich 6ffnende Klammer gelesen wird, die mit dem Symbol dx geschlossen
wird.

Wir unterstellen im weiteren, wenn wir nicht ausdriicklich anderes sagen, daf} die
Funktionen, von denen wir reden, in den Bereichen, iiber die wir integrieren, integrabel
sind, und verwenden Eigenschaften von Integralen, deren Beweis wir den Mathematikern
iiberlassen.

Linearitdt, Zwischenwertsatz, Ableitung nach der oberen Grenze

Das Integral hingt linear vom Integranden ab, fiir Zahlen ¢ und d gilt

b b b
J dx (cf(x)+dg(x)) =c (J dxf(x)) +d (J dx g(x)) . (12.6)
Es setzt sich additiv aus Beitrdgen von Teilbereichen zusammen. Fiir Punkte ¢ zwischen
a und b gilt
b c b
J dxf(x) = J dx f(x) —I—J dx f(x) . (12.7)
a a C
Man definiert [{dxf(x) =— [Tdxf(x) und [ dxf(x) =0, dann gilt (12.7) fiir alle a, b
und c, falls zwei der drei Integrale existieren.
Das Integral ist eine orientierte Fliachengrofie, die auch negativ sein kann. Negati-
ve Werte des Integranden tragen negativ bei. Wechselt das Integrationsintervall seine
Orientierung und wird es umgekehrt durchlaufen, so dndert die Flédche ihr Vorzeichen.
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Fiir stetige Integranden g gilt der Zwischenwertsatz, dafl es einen Punkt & zwischen
a und b gibt, so dafl

b
J dxg(x)=(b—a)g(&), a<é&é<b. (12.8)

a

Denn das Integral, geteilt durch (b—a) > 0, ist nicht grofler als der Maximalwert von g
im Intervall und nicht kleiner als der Minimalwert, sondern hat einen Wert dazwischen.
Diesen Wert nimmt die Funktion g, weil sie stetig ist, in einer Zwischenstelle & an.

Insbesondere verschwindet das Integral iiber eine nichtnegative, stetige Funktion nur,
wenn sie im Integrationsbereich verschwindet.

Mit dem Zwischenwertsatz zeigt sich, daf3 das Integral iiber einen stetigen Integran-
den g als Funktion der oberen Grenze eine Stammfunktion von g ist. Fiir Funktionsdif-
ferenzen gilt

X+€ X xX+e€
J dy g(y)—J dy g(y)=J dygly) =eg(x), (12.9)

a a X

wobei X aus dem Intervall von x bis x 4 € ist. Teilen wir durch €, so erhalten wir als
Grenzwert fiir € gegen Null,

% Ldy gly) =g(x) . (12.10)

Als Funktion der oberen Grenze ist das Integral eine Stammfunktion des Integranden.

Hauptsatz der Integralrechnung

Die Differenz f(b) — f(a) jeder im Intervall von a bis b definierten Funktion 148t sich als
Summe {iber die zu einer Zerlegung (12.1) gehérigen Funktionsdifferenzen schreiben,

n

f(b) — f(a) = > (f(xi) — f(xi—1)) (12.11)

i=1

denn in (f(b) — f(xn—1)) + (flxn—1) — f(xn—2)) + ... + (f(x2) — f(x1)) + (f(x1) — f(a))
heben sich paarweise alle Terme bis auf die Randterme weg.

Nach dem Zwischenwertsatz (4.13) existieren bei stetig differenzierbaren Integranden
fiir jede Zerlegung des Intervalls Zwischenstellen &; , so dafl

o) — @) = 3 (Flxe) — flxe 1)) = 3 (xi —xc1) o (12.12)

dx|..
i=1 i=1 e

Da der Grenzwert der rechten Seite das Integral iiber df/dx ist, zeigt dies den Hauptsatz
der Integralrechnung

b
a -

dexd—f =f(b) — f(a) = f‘

12.13
(x (12.13)
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Das Integral iiber eine stetige Funktion g = df/dx ist die Differenz der Werte der
Stammfunktion f an der oberen und unteren Integrationsgrenze.

Findet man also in Tabellen von Ableitungen [5, 11] die Funktion g als Ableitung
einer Stammfunktion f, g = df/dx, so ist das Integral iiber g die Differenz der Stamm-
funktion f an den Randpunkten. Durch Riickwirtslesen von Tabellen von Ableitungen
kann man integrieren.

Nicht alle Integranden, die als algebraische Ausdriicke in elementaren Funktionen an-
gegeben werden konnen, zum Beispiel die GauBfunktion e, haben Stammfunktionen,
die man ebenso als algebraischen Ausdruck in elementaren Funktionen angeben kann.
Es gibt keinen Algorithmus, der fiir jeden Integranden g einen einfacheren Ausdruck als
f(x) =f(c)+ f:dy g(y) fiir seine Stammfunktionen liefert.

Alle Integralsitze, die wir noch kennenlernen werden, sind vom Typ des Hauptsatzes
der Integralrechnung. Das Integral {iber einen Bereich M {iber einen Integranden, der
eine geeignete Ableitung dw ist, 148t sich als niedriger dimensionales Integral auswerten,
iiber den Rand des Bereichs 0M (lies Rand von M) iiber den Integranden w ,

JM dw = me' (12.14)

Beim Hauptsatz der Integralrechnung (12.13) ist der Integrationsbereich das Intervall
[a,b] und der Rand besteht aus dem Anfangspunkt a und dem Endpunkt b. Sie tra-
gen, mit zunehmender Integrationsvariablen von a nach b durchlaufen, orientiert zum
Integral bei: der Endpunkt b, an dem es aus [a, b] herausgeht, mit dem Wert f(b) der
Stammfunktion, der Anfangspunkt a, bei dem es nach [a, b] hineingeht, mit —f(a).
Mit dem Hauptsatz der Integralrechnung integrieren wir beispielsweise Potenzen,

x 1 1
L dyy™ = n—_}_lywrl ’g: e X" (12.15)

Die Ableitung einer Potenzreihe f(x) = Y~ 1/n!f,x™ in ihrem Konvergenzradius
ist f'(x) = > o, 1/nlf, o x™ Folglich ist F(x) = Y >, 1/n!f,_; x™ die Stammfunkti-
on, die bei x = 0 verschwindet,

x 0 1 00 1
J dy (Y —fay") = ;afnl X (12.16)

0 n=0

Integral iiber komplexe Funktionen

Das Integral iiber eine komplexe Funktion f(x) = u(x) +1iv(x) einer rellen Variablen x
ist wie das Integral von reellen Funktionen als Grenzwert von Riemannsummen definiert
und einfach die komplexe Linearkombination reeller Integrale

b b

dxu(x)) —i—i(J dxv(x)) . (12.17)

a

dex (u(x) +iv(x)) = (J

a a
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Wegen L (u(x) +iv(x)) = 2 u(x) +i-Lv(x) gilt der Hauptsatz der Integralrechnung
auch fiir komplexe Funktionen. Beispielsweise folgt daher fiir k # 0 aus %eiizx = elkx
° ikx L ixyb L ko ika
Ja dxe = e }a:ﬁ(e —e' 9. (12.18)

Polynome von Sinus und Cosinus kann man leicht integrieren, wenn man sie als Linear-
kombination von komplexen e-Funktionen schreibt (4.48), denn durch Ausmultiplizieren
der e-Funktionen im Polynom entsteht eine Linearkombination von Funktionen et**,
beispielsweise

a a
1 . .
J dx coszx:J dx1(621x+2+e’2”‘)
0 10 ] 1 1 1 (12.19)
2i —92i a (4.35) .

:Z(Ee X—|—2x—i—_—Qie ")}0 = Zsn12c1—|—§a.

Partielle Integration

Aus dem Hauptsatz und der Produktregel von Ableitungen ergibt sich, dafl man unter
dem Integral bei einem Produkt einer Funktion u mit einer Funktion w, deren Stamm-
funktion man kennt, w = dv/dx, die Ableitung von v auf u abwélzen kann,

boodv (P d du v [0, du
J dxu = Jadx (d—x(uv) — d_xv) = (uv)] G_Jadxd_xv : (12.20)

a

Das Abwiilzen der Ableitung heifit partielles Integrieren.

Das Integral iiber das Produkt beliebig oft differenzierbarer Funktionen u und v kann
man als Wert der linearen Abbildung L, verstehen, die jeden Vektor v aus dem Vektor-
raum dieser Funktionen auf L,[v] = fzdxu(x] v(x) abbildet. Die Ableitung 0 = d/dx
ist eine lineare Abbildung dieses Vektorraumes auf sich. Das Transponierte dieser Abbil-
dung ist durch Abwélzen definiert (3.51). So verstanden ist —0 im Vektorraum der im
Intervall [a, b] unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die mit ihren Ableitungen in
a und b verschwinden, das Transponierte der Ableitung, 0T = —9.

Partiell integrieren kann man beispielsweise Polynome von x mal e'* = S~

Y . Y d Xeix 1 . ] ) ) y ) ) )
dxxe'™ =| dx (—( —) —76”‘) = (—ixe ™+ e”‘)}oz —iye'V+e¥—1. (12.21)
0 0 dx i i

Ebenso zeigt man mit partieller Integration, dal die Gamma-Funktion

r(s) :J dtts et (12.22)
0
die Fakultit interpoliert, I'(n 4+ 1) = n!. Denn es gilt I'(1) = 1 und fiir s > 0

Ms+1) = Eodtts %(—e_t) = Eodt (%(—ts e ) +sttre ) =sT(s). (12.23)
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Taylorreihe

Mit partieller Integration zeigt man, dafl Funktionen f, die im Intervall [0, x] n + 1-fach
stetig differenzierbar sind, dort durch ihre Taylorreihe und ein Restglied R,, dargestellt
werden. Wir schreiben f(k)|y fiir die k-fache Ableitung (d/dx)*f bei y und behaupten

=1 1 (x

) = 3 5 e Ralx) o Ralx) = o [y £ ey (1220)

k=0

Fiir n = 0 ist die Behauptung f(x) = f(0) + Ry mit Ry = fgdy % der Hauptsatz der
Integralrechnung. Zudem gilt der Satz fiir n 4+ 1, wenn er fiir n richtig ist, denn bei
partieller Integration erweist sich das Restglied R,, als 1/(n + 1)/ f("+1 xn*+1 4+ R

(n+1)!R, :J dy f(“+1)|y Mm+1)(x—y)"™
0

* d n n n n
=J dy (== (F™ Y o=y ) A o= y)™ ) (19.95)
0 dy

= _(f(n—b—l]‘y (x _y)n+1)‘323 +(n+ 1) Ry

= £ XM (4 1) Ry

Der Restterm ist ein Integral iiber einen Integranden g(y)h(y), mit g = f™+1) und
h(y) = (x —y)™, wobei h im Integrationsbereich nicht negativ ist. Ersetzen wir in jeder
Riemannsumme den Faktor g(&;) durch den Minimalwert g, oder den Maximalwert
Omax von g im Integrationsbereich, so erhalten wir eine untere und eine obere Schranke
fiir solch ein Integral

b b b
h>0,a<b : gmmJ dy h(y) SJ dy g(y) h(y) < gmaxJ dyh(y) . (12.26)

a a a
Ist g eine stetige Funktion, so gibt es eine Zwischenstelle & zwischen a und b mit

b b
h>0: maj\mhm)zjdymwhw). (12.27)

a

Fiir den Restterm besagt dies, dafl es eine Stelle § zwischen 0 und x gibt, so dafl

1 X 1
Rn(x) = Hf(nﬂ)la L dy(x—y)" = TS 1)!1“(““]‘57(““ , (12.28)

aber auch wenn die n+1-te Ableitung unstetig ist, kann (n+1)!|R,,| < [x[**! max [f(n+1)]
eine hilfreiche Abschétzung des Restterms sein.

Von der Beschrankung der Taylorreihe auf den speziellen Entwicklungspunkt x = 0
und auf Funktionen von nur einer Variablen befreit man sich, indem man Funktionen f
einer Umgebung des Punktes y = (y*,y?...y%) auf der Verbindungsstrecke

MA—zA)=y+A(x—y) (12.29)
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von z(0) = y zum Punkt z(1) = x = (x',x%...x%) betrachtet. Die Taylorreihe der
zusammengesetzten Funktion g(A) = f(z(A))
=1 =]
0N =Y o N RN L o)=Y g R (12:30)
k=0 k=0
hat fiir A =1 den Wert g(1) = f(x). Die Ableitung der verketteten Funktion f(z(A)) ist
dg dzt dzt . .
(1) — : i i
—a—ﬁ ilz()\)’ mit d)\ =X —Y ,16{172(1} (1231)
Leiten wir wiederholt ab, so folgt, weil dz'/dA nicht von A abhingt,
(k) d*g i i i i i i
9% = =Tyt (x? —yP) (X —y™) 0,04, ... 0y, T, (12.32)
dAR o
Setzen wir in (12.30) fiir A = 1 ein, so erhalten wir die Taylorreihe der Funktion f
=1 . : . : :
f) = Qo (X" =y (™ —y™) - (x™ —y™) 94,0y, ... 04, f), + Rn
k=0 (12.33)
- - 1 . . . .
=f(y) + (x' —y') oif), + s (x' —y") (¥ —y’) 0:05f, +... + R,

2

wobei der Restterm R, (12.28) von der Form des ndchsten Terms ist mit partiellen
Ableitungen an einer Stelle z auf der Verbindungsstrecke zwischen y und x,

1
(n+1)!

Wenn f nur von einer Variablen abhéngt, d = 1, vereinfachen die Vielfachsummen der
Taylorreihe zu'

R, = (X" —y") oo (It =yt 9y L0y T (12.34)

in+1

= 1 df 1 dnrif
f — - o k - n+1 -+
(x) — k! (x=v) dxk, + (n+1)! ( ) dxn+t1,
daf 1 d2f dntif
—f —y)— +-(x—yP— +... oyt
(y) + (x—y) ax), + 2(X y) el +.F RS (x—vy) eyl
(12.35)

Als Néherung der Funktion f wird oft das Restglied R, vernachléssigt.
Daf} dies selbst fiir n — oo bei einer iiberall beliebig oft differenzierbaren Funktion
falsch sein kann, obwohl die Reihe

= 1 L A
S x—y) S 12.
kZ_O i v g (12.36)

konvergiert, zeigt die Entwicklung der Funktion f(x) = exp(—1/x?) um y = 0. Ihre
Ableitungen sind Polynome in 1/x mal exp(—1/x?) und verschwinden stetig fiir x gegen
Null. Demnach verschwindet, anders als die Funktion f, ihre Taylorreihe um y = 0, und
in jeder Ordnung n ist diese Funktion das Restglied.

! Aus dem Zusammenhang sollte klar sein, ob die Indizes Komponenten oder Potenzen bezeichnen.
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Substitution der Integrationsvariablen

Der Kettenregel der Differentation entspricht der Integralsubstitutionssatz.

Sei y : x — y(x) eine im Intervall M = {x : a < x < b} streng monoton wachsende
Funktion, und sei f : y — f(y) eine reelle Funktion auf dem Intervall von y(a) bis y(b).
Dann definiert eine Zerlegung x; des Intervalls M eine Zerlegung y; = y(x;) von y(M).
Die Bilder y(&;) = n; von Zwischenstellen &; sind Zwischenstellen von y(M). Nach dem
Satz von Rolle konnen wir in der Riemannsumme

Y b)Y &) (12.37)

die Zwischenstellen &; so wihlen, dafl

dy

&\ai =Y(xi) —u(xi—1) =i —Yi1 (12.38)

(xi —Xi—1)

gilt. Dann ist die Riemannsumme des Integrals fzdx i—z f(y(x))

d
D =) @ () = 3w~ vid) ) (12:39)

i i

eine Riemannsumme von Jﬂségdy f(y) . Daher ist das Integral iiber M iiber die verkettete

Funktion f oy mal der Ableitung dy/dx gleich dem Integral iiber den Bildbereich y(M)

iiber die Funktion f
y(b)

by
J dx —= f(y(x)) :J dy f(y) . (12.40)
a dx y(a)

Ist y(x) monoton fallend, so bildet y das Intervall [a, b] auf das entgegengesetzt ori-
entierte Intervall [y(a),y(b)] ab und (12.40) gilt unverdndert.

Im Formelbild des Integralsubsitutionssatzes kiirzt sich dx und das orientierte Inte-
grationsintervall [a, b] ist durch sein orientiertes Bild [y(a),y(b)] ersetzt.

So wie die Funktion f des Bereiches y(M) durch die Funktion y zu einer Funkti-
on f(y(x)) des Urbildes M verkettet wird, so wird das Integral iiber y(M) nach dem
Integralsubstitutionssatz zu einem Integral iiber das Urbild M.

Beispielsweise bildet y : @ — 7vsin@ den Winkelbereich von 0 bis 7t/2 monoton
wachsend auf das Intervall von 0 bis r ab und hat die Ableitung dy/de = rcos@.
Damit berechnen wir die Kreisfliche als Vierfaches des Kreisviertels

T g d . % .
4J dy /12 — 2=4J d@% r2—r251n2(p:4r2j do cos? @ "2V y?
0 0 0
(12.41)

Wegldnge

Im d-dimensionalen Euklidischen Raum wird die Lénge von stetig differenzierbaren Kur-
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ven I : A — x(A) = (x}(A),x%(A) ... x%(A)) zwischen x(a) und

x(b) durch die Linge des Streckenzuges von x, = x(a) iiber

r xi = x(Ay),1=1,2...n— 1, nach x, = x(b) gendhert, wobei
a=A <A <Ay <...< A, = Db eine Zerlegung des Intervalls
[a, b] ist. Sind die Koordinaten x kartesische Koordinaten eines
Euklidischen Raums, so ist die Lénge der Strecke von x; 1 nach

Abbildung 12.2: Weg- x; nach Pythagoras \/Zk(x'f —xk )2

linge Nach dem Satz von Rolle ist x¥ —xk | = (A; — Ai_l)%la .

k
Der Fehler, x¥—x¥ | in der Summe der Streckenléngen fiir alle k

Xi+1

Xi—1 Xi

jeweils durch (A; — Ai_l)%lg an einer gemeinsamen Zwischenstelle zu ersetzen, geht fiir

feiner werdende Zerlegungen gegen Null, weil /3, (dx*/dA|, )? in den Argumenten &x

gleichmifBig stetig ist. Bis auf diesen kleinen Fehler ist die Linge des Streckenzuges

n

k
> M—Ay) Z(%& )2 (12.42)

i=1 k

Dies ist eine Riemannsumme des Integrals iiber die Linge des Tangentialvektors

b dxk dxk
a,b:T) :J d)\\/%% . (12.43)

Es definiert fiir a < b die Wegliange der Kurve I von x(a) bis x(b).

Die Weglénge ist definitionsgeméf nicht negativ. Die Weglénge eines riickwérts durch-
laufenen Weges kompensiert nicht die Linge des Hinweges, so wenig wie die Abnutzung
von Schuhsohlen auf dem Riickweg riickgéngig gemacht wird.

Beispielsweise ist die Linge des Kreisbogens I' : A — 1 (cosA,sinA), 0 < A < ¢, das
Integral iiber iiber den Offnungswinkel ¢ iiber die Lénge des Tangentialvektors

¢ ¢ ¢
L dA\/(%)H(%)QZL d7\\/1”25in27\—|—1‘200527\:L dAr=T1A[ =19
(12.44)

Auch bei der Berechnung der Linge der Zykloide (10.81) eines Rades mit Einheits-
durchmesser ist nicht die Integration, sondern die Berechnung des Integranden, die
Hauptarbeit. Der Tangentialvektor ut = %L hat das Léngenquadrat

1 — 1 1
ﬁ:§<1—sicl(l)s(p(p) , fi2:Z(l—Qcoscp—l—COSQ(p—l—siHZ(p)zé(l—coscp):sirfg.

(12.45)
Folglich legt ein Randpunkt dieses rollenden Rades bei einer halben Umdrehung zwischen
@ = 0 und @ = 7 die Linge

" de sin @ = —9c0s 2 |97
I—L do sin o = 2C082 00— 2 (12.46)
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zuriick, wiahrend die Achse die Weglange mir = 7t/2 durchlauft.
Die Weglénge ist unabhéngig von der Parametrisierung. Denn ist dieselbe Kurve durch

y(s) = x(A(s)), s € [s,5], A(s) € [A, A]l, parametrisiert, wobei A monoton mit s wéchst,
A , dann ist ihre Lénge wegen % = % % nach dem Integralsubstitutionssatz

>0
S
(12.40) der Lénge der mit A parametrisierten Kurve x(A) gleich,

S fdykdyx (5. dh fdxRdxk [N [dxkdxk
dsy /S CY | gs S8 JE O a2 12.47
L *V s ds J *as Var an JA A (1247)

dA
d

Wegintegral

Geméf der Newtonschen Bewegungsgleichung verdndert die Kraft F die kinetische Ener-
gie,
1
diExin = d¢ (5 kaVk) = mvE bR =vEF(x) . (12.48)

Setzen wir die Prolongation der durchlaufenen Bahn x(t) = (x!(t),x?(t)...) ein und
integrieren wir iiber die Zeit, so ergibt sich nach dem Hauptsatz der Integralrechnung

t k
B (T) — B (1) = | a5 Fulxlt). (12.49)

Das Integral auf der rechten Seite nennt man die von der Kraft F am Teilchen ldngs des
Weges verrichtete Arbeit. Die Arbeit héngt nicht von der Parametrisierung des Weges
ab, sondern nur von den Bahnpunkten und nicht davon, wie die Bahnpunkte mit der
Zeit durchlaufen werden. Denn sei die Kurve durch y*(A) = x!(t(A)) parametrisiert mit

t(A) =t und t(A\) = t, dann ist nach der Kettenregel und dem Integralsubstitutionssatz
(12.40)

A dyk A dt dxk Edxk
L A\ —-Fely(V)) = L A = Fil(x(t(N)) = L dt —=Filx(1) . (12.50)

Da das Integral nur vom Weg, nicht von seiner Parametrisierung abhéngt, heifit es Weg-
integral

A 13
erxk Fr(x) := L dA % Fr(x(A)) . (12.51)

Der Integrand dx*Fy heifit auch Differentialform oder 1-Form.

Auf dem Riickweg wird die negative Arbeit des Hinweges verrichtet.

Falls die Kraft F der negative Gradient eines Potentials V(x) ist, F; = —0;V, ist die
Arbeit, die von ihr ldngs eines Weges verrichtet wird, gleich der Potentialdifferenz von

Anfangspunkt x = x(A) und Endpunkt X = x(A) des Weges und héngt nicht davon ab,
welcher Weg dazwischen durchlaufen wird,

—V(X) — V(x) . (12.52)

A X Y
de N ;i V(x(A\)) = L dA T V(x(A)]

> >

Insbesondere verrichten Potentialkrifte 1dngs geschlossener Wege, x = X, keine Arbeit.
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Ho6herdimensionales Integral, Mehrfachintegration

Wenn sich ein Gebirge um die Hohe z = h(x,y) in einem Bereich B aus der Ebene
erhebt, dann bestimmt man sein Volumen als Grenzwert von Summen der Volumina von
Quadern, die man erhélt, wenn man den Bereich feiner und feiner in Rechtecke zerlegt
und die Grofle jedes Rechtecks mit der Hohe an einem Zwischenpunkt im Rechteck
multipliziert.

Genauer denken wir uns B von einem geniigend groflen Rechteck

B={(x,y): x<x<X,y<y<y) (12.53)

iiberdeckt, setzen die Hohe h(x,y) in B auBerhalb von B durch h = 0 fort, zerlegen die x-
und y-Intervalle in x =xg <x; <%p... <Xxp=Xundy =yYo<yr <yz2...<Ym =Yy
und zerlegen B in nicht iiberlappende Rechtecke

By ={(x,u): xi-1 <x<xq,Yj—1 <y <y} (12.54)

Wenn es eine Zahl V(B,h) gibt und wenn fiir jeden vorgegebenen Fehler € > 0 eine
Zerlegung von B in Rechtecke B;; existiert, so daf fiir jede feinere Zerlegung und jede
Wahl von Zwischenstellen &;; € Bij die Summe der Volumina der Quader um weniger
als € von V(B, h) abweicht, dann heifit h Riemannintegrabel im Bereich B, und V(B, h)
ist das Volumen, das sich iiber B erhebt

V(B f) — Z(Xi —xi—1) (Y5 —Yj—1) (&)l < e . (12.55)

i

Den Grenzwert der Doppelsumme schreiben wir als
J d?*zh(z) (12.56)
B

wobei z als Kurzschrift fiir (x,y) steht. Wie beim eindimensionalen Integral ist der
Name der Integrationsvariablen unwesentlich, das Integral hingt vom Bereich B und
dem Integranden h ab, nicht aber von der Integrationsvariablen. Am Symbol d? lesen
wir ab, dal es sich um den Grenzwert einer Doppelsumme handelt iiber Produkte der
zwei Faktoren (x; —xi_1) und (y; —yj—1) mit h(z).

Wenn wir die Zwischenstellen &;; = (ai, b;) als Paare von Zwischenstellen der Zerle-
gung des x-Intervalls und der Zerlegung des y-Intervalls wéhlen, dann enthélt die Doppel-
summe Riemannsummen, die bei geniigend feiner Zerlegung kaum von eindimensionalen
Integralen abweicht,

D (i —xi1) (Yj —yj—1)hlai, by) =

)

Z(xi — Xi_1) (Z(yi —yj_1) hlai, b)) = Z(Xi — Xi—1) Jydy h(ai,y) (12.57)
(Y5 )

j i Y
—VYj_1 (Z(Xi —xi-1) h(ai, b)) ~ Z (y; _Uj—l)J dx h(x, b;) .

i j x
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Auch die jeweils verbleibende Summe ist eine Riemannsumme, denn die a; sind Zwi-
schenstellen der Zerlegung des x-Intervalls. und die bj sind Zwischenstellen der Zerlegung
des y-Intervalls. Fiir die Grenzwerte feiner werdender Zerlegungen gilt daher (falls das
Integral tiber den positiven Teil h und den negativen Teil h_ von h existiert), der Satz
von Fubini

JBdZZh(Z) = J:dx JU(Xde h(x,y) = Jydy JX(y)dx h(x,y) . (12.58)

y(x) y x(y)

Es kann so das mehrdimensionale Integral durch wiederholte eindimensionale Integration
ausgewertet werden, wobei die Reihenfolge der eindimensionalen Integrationen unerheb-
lich ist. Dabei bezeichnen y(x) und y(x) fiir jedes x € [x,X] die unteren und oberen
y-Grenzen des Integrationsgebietes B (unterstellt, daB es fiir jedes x nur zwei solche
Randpunkte gibt). Entsprechend bezeichnen x(y) und X(y) fiir jedes y € [y,y] die un-
teren und oberen x-Grenzen des Integrationsgebietes B. B

Beispielsweise ist das Volumen einer Kugel mit Radius r das Doppelte des Volumens
einer Halbkugel

2J d2(x,y)\/r2—x2—y2:4JdXJ dy a2 —y?
K 0 Joa loevm?

1241y [T, T 1 x=r 1 4
(1240 4J0dx§ (r?—x*) =2m(r?x — gx?’)}xzo =273 (1 — §) = gnr?’ .
(12.59)
Ebenso sind hoherdimensionale Integrale definiert und kénnen durch wiederholte, ein-
dimensionale Integration ausgewertet werden. Zum Beispiel ergibt sich die in einem

Volumen V enthaltene Masse My aus dem dreidimensionalen Integral iiber die Massen-
dichte p(x!, x2,x3),

My = J dx p(x) . (12.60)
\%
Solch ein Integral ist als Integral iiber einen einhiillenden Quader B definiert,

B ={(xx%x3) i xt<xb<xt, X2 <xE<R?, <X <X (12.61)

der V enthélt, V C 13), und in dem p auflerhalb von V durch Null fortgesetzt ist. Das
Integral iiber B ist der Grenzwert von Riemannsummen iiber feinere Zerlegungen des
einhiillenden Quaders in Quader

B = {(x', %%, x%) ixi_, <x' <xi, x?,l <x?< x? C X <P <), (12.62)
wobei die xj', a =1,2,3, Zerlegungen der Kanten von B sind,
x* =xg <Xy <...<Xq(q =X (12.63)

Jvdgx p(x) = limZ(x% —xi_y) (X — x5 1) (% —x¢_1) p(&i) - (12.64)

ijk
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Dabei ist &5k irgend eine Zwischenstelle aus Bij . Wie Mathematiker zeigen, existiert
das Integral genau dann, wenn die auflerhalb V durch Null fortgesetzte Massendichte p
nur in einer Menge vom Mafl Null? unstetig ist.

Offensichtlich erhélt man eine untere oder obere Schranke fiir die Riemannsumme,
wenn man jedes nichtverschwindende p(&;jx) durch den Minimalwert oder Maximalwert
von p im Volumen V ersetzt,

pminJ d’x < J d*x p(x) < pmaXJ d*x . (12.65)
\' \' Vv

Die mittlere Massendichte fvd?’x p(x)/ deB’x liegt also selbstverstédndlich zwischen der
minimalen und der maximalen. Ist die Dichte p stetig, so nimmt sie an einer Zwischen-
stelle X € V diesen mittleren Wert an. Diese Bemerkung ist der Zwischenwertsatz der
Integralrechnung,

J dBx p(x) = p(fc)J d3x . (12.66)

\% \%

Die Masse in einem kleinen Volumen, innerhalb dessen die Dichte p nicht wesentlich
schwankt, ist die Dichte an einem Ort x im kleinen Volumen mal der Grofle des Volumens,
die wir mit d®x bezeichnen, M(x, d3x) ~ p(x) d®x. Fiir e-Umgebungen von x riickwiirts
gelesen, ist dies die Definition der Massendichte

(x) = lim Masse(Uy ¢)
P =% Volumen(Uy ()

Use ={y:llx—y)l<e}. (12.67)

Vektorwertige Integrale

Allgemeiner kann man vektorwertige Funktionen f : B — V eines Bereiches B C R™
in einen Vektorraum V mit einer Norm integrieren, denn die Definition des Integrals
erfordert nur, dafl man in Riemannsummen den Integranden addieren und mit Zahlen
multiplizieren kann und mit einer Norm die Konvergenz bewerten kann.

So ist beispielsweise der Schwerpunkt fiir n Teilchen an Orten 71,75 ... 7, durch

— 1 .
R:M;m“ra, M:%ma (12.68)

definiert. Bei einer kontinuierlichen Massenverteilung mit Massendichte p sind Schwer-
punkt und Gesamtmasse

|
R = M Jd?’x p(x)X, M= Jdgx p(x) . (12.69)
Ebenso ist das Gesamtdrehmoment (10.37), das von einer kontinuierlichen Kraftdichte

(x) ausgeiibt wird, das Integral

-

M = Jd3x>z x f(x) . (12.70)

2Eine Untermenge V von R™ hat Mafl Null, wenn es fiir jedes € > 0 eine Vereinigungsmenge von
abzéhlbar vielen n-dimensionalen Quadern mit Gesamtvolumen kleiner € gibt, die V tiberdeckt.
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Dabei ist die Kraftdichte f entsprechend zur Massendichte als Grenzwert der Kraft defi-
niert, die auf ein kleines Volumen ausgeiibt wird, geteilt durch die Grole des Volumens.
Wenn am n-dimensionalen Integral [d™x f(x) der Integrationsbereich nicht angegeben
ist und aus dem Zusammenhang nichts anderes zu entnehmen ist, so ist der Integrati-
onsbereich R™ gemeint. Natiirlich mufl der Integrand geniigend gutartig sein, damit der
Grenzwert der Integrale iiber grofler werdende, beschriinkte Bereiche existiert.

Integralsubstitutionssatz

Die Kreisscheibe ist in Polarkoordinaten (7, ¢) der Bereich 0 < ¢ <27, 0 <r < R. Sie
in kartesischen Koordinaten (x,y) = 1 (cos @, sin @) anzugeben, ist schwieriger, weil bei
festgehaltenem x, —R < x < R der y-Bereich —y/R? — x? < y < v/R? — x2 von x abhéingt.
Deshalb ist es oft einfacher, iiber andere als kartesische Koordinaten zu integrieren.
Wechseln wir beim eindimensionalen Integral die Integrationsvariable y, indem wir sie
als Funktion y(x) auffassen und iiber x integrieren, so ist im Integranden dy durch die
lineare Naherung dy = dx 3—2 zu ersetzen. Denn fiir die Intervallgréfien in Riemannsum-

men gilt yi — Yi1 = (xi —xi-1) gy, (12.38) mit der Folge (12.40)

b dy B y(b)
de&f(y(x)) = L(a)dy fly) . (12.71)

Dies gilt auch, falls y(x) monoton fillt und das Bild y(a) der unteren Grenze grofier
als das Bild y(b) der oberen Grenze ist. Im Integralsubstitutionssatz steht der Betrag
!% , falls die beteiligten Integrale beide von der kleineren zur grofleren Grenze integriert
werden.

Fiir ein n-dimensionales Integral iiber einen y-Bereich, der das Bild einer invertierba-
ren Abbildung x = (x'...x") — y(x) = (y*(x)...y™(x)) eines Bereiches U ist, lautet
der entsprechende Integralsubstitutionssatz

0
J d™x det 22 f(y(x)) :J A"y fly) . (12.72)
u X lx y(w
Dabei bezeichnet g—z die Jacobimatrix der partiellen Ableitungen mit Matrixelementen
Jy = %. Ihre Determinante darf im Integrationsgebiet U nicht verschwinden. Der

Integrationsbereich U ist so orientiert wie y(U), falls det 2—2 > 0. Anderenfalls ist y(U)
entgegengesetzt orientiert.

Leider ist unter nichtlinearen Transformationen nicht wahr, dafl das Bild von Quadern
mit Kanten in Koordinatenrichtung, wie wir sie in den Zerlegungen benutzt haben,
wieder solche Quader sind.

Um den Substitutionssatz zu beweisen, verwendet man Zerlegungen des Integrations-
bereiches in Simplexe. Ein n-Spat Q mit einem Eckpunkt z und Kantenvektoren u; ist
die Punktmenge

x:x=z+) wA, 0<A <1, (12.73)

i=1
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Sie ist die Vereinigung der Punktmengen von Simplexen mit einer gemeinsamen Ecke z

n
rx=z+) wA, 0<A™ < <A <1y (12.74)
i=1
wobei 7t eine Permutation der natiirlichen Zahlen bis n ist. Denn fiir jeden Punkt des
Spats existiert eine Permutation 7, die die Komponenten A' der Gréfie nach ordnet.
Jeder dieser Simplexe S hat Volumen gleichen Betrages, | vol(S)| = %’VOI(QN, denn
sie gehen durch volumentreue Abbildungen ineinander iiber, die die Kanten permutieren,
Ur(1) /\uﬂ(g) AN Un(n) = SigH(T[) Uq /\u2 VANRIWAN Up .
Mit permutierten Kantenvektoren vi = w1y la8t sich die Punktmenge jedes solchen
Simplexes auch als

xix=z+ Y wAL, 0N <...<AM <1 (12.75)
i=1

schreiben. Es ist A' = A'™! 4+ &' mit nichtnegativen Koeffizienten o, also At = Z}Zl o,

Zjn:1 o < 1. Daher besteht das Simplex aus den Punkten
{x:x:z+Zwioci,O§oci, Zocigl}, (12.76)
i=1 i

wobel w; = Z;zl u; . SchlieBlich ist z = gz + (3_;"; &) z mit } " (o’ = 1 und mit
den n 4 1 Ecken Py = z und P; = z + wj; schreibt sich die Punktmenge des Simplexes
(Po, P1,...,Pn) in Standardnotation als

{x:x:ZPioci,Ogoci,Zocizl}. (12.77)
i=0 i=0

Es besteht aus den moglichen Schwerpunkten x = 3 ; Pimi/M, M = } ;m;, von n
nichtnegativen Massen m; an den Eckpunkten P; .

Zwar gehen unter nichtlinearen Abbildungen y die Punkte von Simplexen nicht in
Simplexe iiber, aber die Ecken von Simplexen gehen in die Ecken von Simplexen iiber.
Daher definiert das nichtlineare Bild einer Zerlegung des Integrationsgebietes in Simplexe

(Po, P1,...,Pn) mit Kantenvektoren P, — Py, die von Py ausgehen, eine Zerlegung des
Zielgebietes in Simplexe (y(Py),y(P1),...,y(Pn)) mit Kantenvektoren y(Py) —y(Po)
L oy™

y™(Px) —y™(Po) = (Px — Po)

o, (12.78)
Die fiir verschiedene k und m verschiedenen Zwischenstellen & kénnen bei stetigem Inte-
granden und geniigend feiner Zerlegung bis auf einen vernachléssigharen Fehler durch ei-
ne gemeinsame Zwischenstelle im Simplex (Pg, Py, ..., Py ) ersetzt werden. Bis auf diesen
Fehler ist das Volumen des Bildes dieses Simplexes nach dem Determinantenprodukt-
satz um die Determinante der Jacobimatrix grofler als das des Simplexes (Pg, Py, ..., Pn).
Fiir den Grenzwert feiner werdender Zerlegungen folgt so der Integralsubstitutionssatz
(12.72).
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Flachenelement in Polarkoordinaten

Die partiellen Ableitungen der kartesischen Koordinaten (x,y) = r(cos @, sin @) nach
den Polarkoordinaten r, ¢ sind

d(x,y) o ox cos@ —rsin@ o(x,y)
or, ) <3—” . sing  reosg) T 3(r @) (12.79)

Ein Flédchenintegral {iber einen Bereich der kartesischen Koordinaten kann mit dem
transformierten Fldchenelement dx dy = drde r als Integral iiber Polarkoordinaten aus-
gewertet werden

J dxdy f(x,y) :J drde rf(rcos@,rsin@) . (12.80)
(x,y) (r,e)

—Bereich —Bereich

Hiermit und mit dem Trick, zundchst das Quadrat zu berechnen, bestimmt man bei-
spielsweise das Integral

I :J dxe™" (12.81)
fiir dessen Integranden keine elementare Stammfunktion existiert. I? ist das Integral {iber
die zweidimensionale Ebene, die einem (7, @) Bereich entspricht, in dem ¢ zwischen Null
und 27t und r zwischen Null und Unendlich variiert,

12 = J dxe_"QJ dye Vv’ = J A?(x,y) e X"tV

—00 —00 R2

=0
—Bereich 0 0 2

N 2 [T 1
:J drdere™’ :J drre™ ' J dp = —=e 2M =11
(r,0)
Ziehen wir die Wurzel, so erhalten wir
J dxe™ = /m. (12.83)
Als weiteres Beispiel bestimmen wir den Schwerpunkt eines Kreissektors (Tortenstiick)

mit Radius R, und Offnungswinkel «, das spiegelsymmetrisch zur x-Achse liegt. Bei
konstanter Massenflichendichte p ist die Gesamtmasse

R x/2 R2
M:J dZ(x,y)p:pJ drrJ do =poax— (12.84)
Sektor 0 —x/2 2
und der Schwerpunkt
MR = J d*(x,y) p (X) = pJ drde v <rcps (p) 12.85
Segment Y (r,¢)—Bereich TSI @ ( )
R a/Qd CcOS R3 3 4 sin(oc/2)
:pJ dr 12 f&‘f% @ ‘ @ _ oK (QSm(oc/Q)) M < . ) |
0 J _opdesine 3 0 3 0

Fiir o« gegen 0 geht der Schwerpunkt von schmalen Kreissektoren gegen R=2/3R <(1]> ,

denn sin(a/2)/(x/2) geht, wie (4.36) zeigt, gegen 1 .
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Volumenelement in Kugelkoordinaten

Die Determinante der Ableitungen der kartesischen Koordinaten (x,y, z) nach den Ku-
gelkoordinaten (r,0, @) (5.44)

T ge © sin@cos@ TrcosOcos@ —TsinOsin@
—g —g 9Y | = [sin@sing rcos@sing@  rsin0cos @ (12.86)
0z & _‘E cos 0 —Tsin 0 0
or 00 0d¢

berechnet man leicht, wenn man berticksichtigt, dafl ihre Spalten die Komponenten von
€y, T € und 1 sin 6 €, sind und daf die Determinante linear in den Spalten ist. Demnach
ist sie r rsin @ mal der Determinante der Matrix D, die in den Spalten die Komponenten
von €., € und €, enthilt. Da diese Vektoren normiert sind und aufeinander senkrecht
stehen, ist D eine Drehung und hat Determinante 1.

Unter einem Integral iiber (x,y, z), das man in Kugelkoordinaten auswertet, gilt daher

0(x,y,2)

Bx =drddde det —22 "
A T

=drdodersin® = —drr®dcos0de . (12.87)

Dabei haben wir im letzten Schritt d@ sin 8 zur Integration {iber u = cos 8 zusammenge-
zogen. Dies ist bei vielen Integrationen angemessen, deren Integranden Skalarprodukte
cos O enthalten. Das negative Vorzeichen vor dcos® verwendet man, um die Integrati-
onsgrenzen von 1 = cos( bis —1 = cos 7t umzudrehen. Dann gilt

00 1 27
Jd?’xhzj drrzj dcosej doh, (12.88)
0 —1 0

wobei auf der linken Seite h als Funktion der kartesischen Koordinaten (x,y,z) und
rechts als Funktion von r,cos 8 und ¢ aufzufassen ist.
So ergibt sich das Kugelvolumen einfach als

R 1 27 3
R 4
J dgx:J derJ dcosej do = — 2271 = ""R3 . (12.89)
K 0 1 0 3 3

ugel

Gravitationspotential einer kugelsymmetrischen Massenverteilung

Das Gravitationspotential ¢(X) ist die potentielle Energie V eines Probeteilchens der
Masse m, geteilt durch m, V(X) = m¢(X) .

Zum Gravitationspotential, das von einer stetigen Massenverteilung p erzeugt wird,
triagt jeder kleine Bereich d3y additiv mit dem Keplerpotential G d®y p()/|X — | seiner
Masse d®y p() bei (G ist die Newtonsche Gravitationskonstante)

$(X) = -G Jd?’y |>§(_y33| : (12.90)
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Dabei betrdgt der Abstand von der Ursache, der Masse bei y, zur Auswirkung, dem
Potential bei x,

X—§l=vV®—2X-§+72=Vr2+172—277 cos0 . (12.91)

Hier bezeichnet r den Betrag von X, v’ den Betrag von § und 0 den Winkel zwischen X
und § . Zur Integration iiber (y!,y?,y?) verwenden wir Kugelkoordinaten, wobei wir die
y3-Achse in Richtung von X wihlen. Dann sind 1’ und 0 zwei der drei Kugelkoordinaten.

Die Massendichte p(y) hiangt nur von r’ ab und verschwinde fiir grofie v geniigend
schnell.

+1 o 1
X)=—G| drr?p(r J dcosej d
o) L P(r) 1 P T 211 c0s0
+1 1

:—QWGJ dr/ v'2 (r)J du

0 \/T2 + T2 —27r7'u (1292)
:—QWGJ dr'r'?p \/T2+r’2 2rru|l 1

0

o0 /
:27[GJ dr’%p(r’) (!r’—r| — [ +7l) .
0

Hierbei haben wir v/x2 = |x| beachtet. Je nachdem, ob v gréBer oder kleiner 1/ ist, gilt

, , T—1 —v —r=—27 falls r>1

r—1r—7—r=-2r falls r<7r/

Diese Fallunterscheidung berticksichtigen wir, indem wir den Integrationsbereich in die
Bereiche mit v < r und v’ > r aufteilen,

/

¢(X) =2nG Uordr’ p(r’)%

/

(—21) + Joodr’ % p() (—21”)]

T

=—4nG[ = J dr' "2 p(v') + Joodr/ v p(r)] . (12.94)

Das Potential hangt nur von r ab, ¢(X) = f(r). Leiten wir nach r ab, so erhalten wir

df
— :E4’7'[ dr’ "2 (T‘)—E47t (r"?p(r")  +GAn (v p(r)
d’r‘ ’]"2 T ‘r’ =7 |r/:r
c (12.95)
=S M(r), mit M(r) = 47[J dr' "% p(r) :J A3y p(7) .
T 0 gl<r
Es trigt also zur Kraft F(X) = —gradV = ’T‘ii =—-GmM(r) f—g auf ein Probeteil-

chen der Masse m am Ort X im Abstand r = |X| zum Kugelmittelpunkt nur der Teil
M(r) der Masse bei, der dem Mittelpunkt niher ist.
Eine kugelsymmetrische Massenschale iibt in ihrem Inneren keine Kraft aus.
Auflerhalb einer kugelsymmetrischen Massenverteilung tragt zum Potential nur das
erste der beiden Integrale in (12.94) bei, da aulen p(v') fir ' > r verschwindet. Die
Massenverteilung erzeugt auflerhalb dasselbe Gravitationspotential und dieselbe Kraft,

o(x) = —SM | FR) = —mgradp = - 2M

. 2 €r

(12.96)
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wie ein Massepunkt im Ursprung, der die Gesamtmasse in sich vereinigt.

Ist der Probekorper ausgedehnt und iiberlappt er nicht die Zentralmasse, so setzt
sich seine gesamte potentielle Energie additiv aus den potentiellen Energien der Massen
d®y p’(7) in kleinen Volumenelementen im AuBlenfeld der Zentralmasse zusammen,

Ji=
V(R) = -G de?’y LA (12.97)

X—9
Ist p’ auch kugelsymmetrisch, so hat dieses Integral den Wert V(X) = —GmM/r,

m = [d®y p/(§) , wie die Herleitung von (12.94) zeigt. Erst Abweichungen von der Kugel-
symmetrie fiihren bei gravitativer Wechselwirkung zweier Massen, die nicht {iberlappen,
zu Abweichungen von den Bahnen zweier Punktteilchen.

In einer homogen Kugel mit Radius R, Massendichte py = M/(4tR%/3) innen und
verschwindender Massendichte aufien, p(r') = 0 fiir v’ > R, betridgt das Gravitationspo-
tential (12.94)

1 (" R
d)()?):—élﬂGpo[; dr’r’2+J dr'v']
1 R? r; 2 3 (12.98)
T3ty gl =M )

Die potentielle Energie eines Testteilchens ist dort die eines kugelsymmetrischen, harmo-
nischen Oszillators. Da das Potential invariant unter Drehungen ist, ist der Drehimpuls
[ = X x P erhalten. Folglich ist jede Bahnkurve eben (Seite 98). Sie verlduft, bei geeignet
gewihlten Achsen, in der x-y-Ebene.

Wenn die Bahn ganz im Inneren der homogenen Kugel verlauft, ist sie eine Ellipse
mit dem Kraftzentrum im Mittelpunkt.® Dies zeigt sich leicht, wenn wir die x-Achse in
Richtung der grofiten Auslenkung wahlen, die zur Zeit t = 0 durchlaufen werde. Denn
z(t) verschwindet, und die Newtonschen Bewegungsgleichungen fiir x(t) und y(t) sind
die von zwei entkoppelten, harmonischen Oszillatoren gleicher Frequenz,

X+wx=0, y+wy=0, mit w?= (12.99)

R3
Die Anfangsbedingungen x(0) =0, y(0) = 0, legen die Phasen der Schwingungen fest,
x(t) = acos(wt),y(t) = bsin(wt), also gilt die Ellipsengleichung (x/a)?+(y/b)? = 1.

Da die Kraft an der Kugeloberfliche r = R stetig ist, dauern Kreisbahnen, die knapp
iiber oder unter der Oberfliche verlaufen, gleich lang. Im Inneren ist die Dauer einer
Schwingung von der Auslenkung unabhéngig und dauert ebenfalls solange, wie eine ober-
flaichennahe Umkreisung. Der Fall durch einen fiktiven, luftleeren Tunnel durch die Erde
zu den Antipoden und zuriick, wiirde etwa 90 Minuten dauern.

G=66710 " m’kg's2, M=59710"kg, R=6,37810°m ,

5 (12.100)
Y ACLLEE S T
R3 w

Wenn der Fall auf einer sich drehenden Erde nicht aus anfdnglicher Ruhe startet, so ist
die Fallkurve im Inertialsystem, das sich nicht dreht, eine Ellipse.

3Bei der Keplerellipse (10.72) ist das Kraftzentrum in einem Brennpunkt. In beiden Fillen ist, weil
der Drehimpuls erhalten ist, die Fldchengeschwindigkeit konstant (10.74).
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Metrische GroBe von Kurven, Flachen und Volumina

Die Arbeit lings eines Wegs A(T), der Strom durch eine Fliache J(F) oder die Ladung in
einem Volumen Q(V) sind durch Wegintegrale, Flachenintegrale oder Volumenintegrale
gegeben,

. . dxt
DICR=EY L sex(s), AN = [ dsti(s) Axis]) £ =T
1

F:SCR?—=RN (5% s?)— x(s!,s?),

[ 1) 4] j i 1. oot ot

J(F) zusdzs (ti(s) th(s) — t1(s) ti(s)) SIu(x(s)) . 4= SBT3 (12.101)

V:GCcR* RN (shs?s%) — x(s!,s%s%),

[ - : 1 . oxt

Q(V) = | d’s(tg(s)t,(s)te(s)) €ave 6 pijk(x(s)), ty= Pyl
JG S

die einem Weg I' und einem Kraftfeld A, einer Flache F und einer Stromdichte j sowie
einem Volumen V und einer Ladungsdichte p einen Zahlenwert zuordnen, der nicht von
der Parametrisierung des Weges, der Fldche oder des Volumens abhéngt. Da Kraftfelder,
Stromdichten und Ladungsdichten Elemente von Vektorrdumen sind, die durch Integra-
le linear in die Zahlen abgebildet werden, gehdéren zu Wegen, Fldchen und Volumina
Vektoren der Dualrdume.

Den Wegen, Flichen oder Volumina in einem FEuklidischen Raum RN kommt eine
Weglange, Flichengrofie und eine Volumengrofle zu. Diese metrische Grofle hingt, anders
als die Integrale iiber Kraftfelder, Stromdichten oder Ladungsdichten, nur vom Weg, der
Fléche oder dem Volumen ab.

Die Liange des Weges I' ist das Integral iiber die Wurzel aus dem Léngenquadrat des
Tangentialvektors (12.43)

Lénge(T") = J dsvt-t. (12.102)
I
Als FlichengroBe definieren wir4
GI‘OBG(F) = J dQS \/(tl . tl) (tg : tg) - (tl . tg) (tg : tl) . (12103)
s

Die Definition ist zunéchst in dem Spezialfall t; - to = 0 gerechtfertigt, in dem die beiden
Tangentialvektoren langs der Parameterlinien senkrecht aufeinander stehen: dann ist die
Wurzel dem Produkt der Lingen der Tangentialvektoren gleich.

Um zu zeigen, daf auch allgemeiner die Wurzel die Fléachengréfie des von den Tangenti-
alvektoren lings der Parameterlinien aufgespannten Parallelogramms ist, bemerken wir,
dal das Argument der Wurzel die Determinante der Matrix g ist, deren Matrixelemente

coxt
dab =ta ty , ty = Py (12.104)
die Skalarprodukte der Tangentialvektoren sind (3.58). Die Tangentialvektoren t, kon-
nen wir mit einer linearen, orientierungstreuen Abbildung M als Bild von orthonormalen

—

4In N = 3-Dimensionen ist (Fl fl) (fQ fg) — (tl fg) (fg . Fl) = (fl X FQ)Q .
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Vektoren ey, €q-€ep = dqp, schreiben, t, = Me, = ecM¢,, denn im Tangentialraum
gibt es eine Orthonormalbasis e, die durch Wahl des Vorzeichens von e; dieselbe Orien-
tierung wie tq hat. Das metrische Volumen einer Orthonormalbasis ist 1, es wird durch
M um den Faktor det M > 0 vergrolert (3.25). Also spannen die Tangentialvektoren t;
und t, ein Parallelogramm der Groe det M auf. Die Matrix g ist MTM

Jab =ta-te =M Mlye.-eq =M M = (MTM)qp . (12.105)

Nach dem Determinantenproduktsatz ist det g. = (det M)?, also ist y/det g. = det M
die metrische Groéfle des von den Tangentialvektoren aufgespannten Parallelogramms,

. oxt
GroBe(F) :J A%s\/det g . Gap = ta-tp , th = o>
S

a = 3qa - (12.106)
Die Gleichung gilt entsprechend auch fiir p-dimensionale Fldchen, wenn man iiber den
zugehorigen p-dimensionalen Parameterbereich integriert und g die p x p-Matrix der
Skalarprodukte der Tangentialvektoren an die Parameterlinien ist.

Das Skalarprodukt u,v — g(u,v) = u*v®ga, von Tangentialvektoren u = t,u® und
v = tpv? heiBt die auf der Fliche induzierte Metrik.

Die Flachengrofie héingt nicht von der Parametrisierung ab, die wir zur Berechnung der
Flachengrofie brauchen. Sei ndmlich S = s(T) als invertierbares, orientierungstreues Bild
eines Parameterbereiches T gegeben und die Fliache F durch die verketteten Funktionen
x(s(t)). Wegen der Kettenregel gilt

;i oxt o 0s¢ Oxt ) , ., 0s¢ 0sd 0s¢ 0s¢
@~ ot otagse + Jev Tttt T Ga gy te e T Gpa Gyp 9ed

(12.107)

also g’ = J%g.J, detg’ = (det])*detg., wobei ] = % die Jacobimatrix der partiellen
Ableitungen der Parameter s nach t ist.
Daher stimmen die Flachengréfien in beiden Parametrisierungen iiberein

d*t \/det g’ = J d*t det ; Vdetg, = J d’s /detg. . (12.108)
T S

=s(T)

GroBe(F) = J
-
Als Beispiel einer Flichengrofie bestimmen wir die Grofle der Oberflache einer Kugel

mit Radius r
sin © cos @

F:(0,p)—1|sinOsing | . (12.109)
cos 0

Die Tangentialvektoren lings der Parameterlinien und ihre Skalarprodukte sind

o% cos 0 cos @ - —sin @
- X . ) ﬁ X P )
th=—-=1€ =1 |cosOsing | , to=—=715sin0€, =7sind | cose ,
00 . 1)
—sin© 0
(12.110)

€1'€1:T2, t -ty = Q-tlz(), 'EQ"EQ :T’QSiIIQG, \/detg_,:TQSine. (12111)

Integrieren wir iiber den Parameterbereich 0 < 8 < 7t und 0 < ¢ < 27, so erhalten wir
die Grofle der zweidimensionalen Kugelfliiche S? in drei Dimensionen

T 27
J deJ de r?sin @ = 2712 (— cos e)ygj =Anr? . (12.112)
0 0
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Kugelflache in n Dimensionen

Der Wert des n-dimensionalen Integrals
Jdneriw)Q = del e ()7 deQ 07 de“ e X = (ym)" (12.113)

ist einfach die n-te Potenz des eindimensionalen Integrals (12.83). In Kugelkoordinaten
r,01...0" ! r = Vxix!, kann man das Integral auswerten, ohne wissen zu miissen,
wie die kartesischen Koordinaten x* = rn*(0'...0™ 1), von den Winkeln (8'...0™1)
abhéngen. Es reicht zu wissen, daf} fiir n > 2 die Determinante der Jacobimatrix in
einen Faktor ™! und eine Funktion der Winkel zerféllt, denn jede bis auf eine Spalte
der Jacobimatrix ist linear in T. Da e~ Z:(x)* = ¢~ als Funktion der Winkel konstant ist,
ist ihr n-dimensionales Integral durch ein r-Integral gegeben mal dem Integral iiber die
Determinante der Jacobimatrix iiber die Winkel. Dieser Faktor ist aber die Flidchengrofie
der n — 1-dimensionalen Sphére S™ ! in n-Dimensionen.
Jdneri(Xi)2 =vol(S™ 1) J drrte (12.114)
0
Substituieren wir hier t(r) = 2, dt = 2rdr, setzen den Wert (12.113) auf der linken
Seite ein,
1%, »
(V)= vol(S™1) §J dttzte t, (12.115)
0
und vergleichen wir mit der Definition der I'-Funktion (12.22), so erhalten wir fir die
Flachengrofie der Einheitskugel in n > 2 Dimensionen

vol(S™ 1) = % : (12.116)

2

Insbesondere hat der Einheitskreis S! die Linge 27t und die Einheitskugel S? in n = 3
Dimensionen die Oberfliche 47t. Das legt mit (12.23) den Wert von I'(3) fest

2(vm)’ 2 (vA)’ 1
== = ik rz) = V. (12.117)

2




13 Wirkungsprinzip

Ideale Uhren

Die Zeit, die auf einer Uhr zwischen zwei Ereignissen A und B vergeht, héngt wie eine
Weglidnge nicht nur von den beiden Ereignissen, sondern von der Weltlinie

fis—f(s) = (fOs), fi(s), f3(s), f3(s)), f(s)=A, f(s)=B, (13.1)

ab, die die Uhr dazwischen durchlauft.

Zur Unterscheidung von den Punkten x = (t,X) der Raumzeit benennen wir Weltlinien
mit einem anderen Buchstaben f, statt die weitverbreitete Notation x(s) zu verwenden,
die ja genau genommen fiir den Wert der Funktion x beim Argument s steht.

Auf der Weltlinie sei die Koordinatenzeit f° eine monoton wachsende Funktion des
Bahnparameters s. Dann werden die Ereignisse auf der Weltlinie als Funktion des Bahn-
parameters s genau einmal und kausal geordnet durchlaufen.

Zwischen benachbarten Ereignissen mit Differenzvektor df = ds (%, ‘3—1;1, %, %—f) ver-
geht auf jeder gleichformig bewegten Uhr die Zeit (1.64)

df df 2 2 ,df2i2  df32
AT =ds [ Nmn —— \/ ds) —(5) (ds) : (13.2)

Ist die Weltlinie nicht gerade, sondern beschleunigt, so ndhern wir sie wie in Abbildung
12.2 durch einen Streckenzug mit Zwischenstellen, die die Weltlinie feiner und feiner
zerlegen. Die Zeit, die auf einer idealen Uhr vergeht, ist der Grenzwert der Zeiten, die
auf diesen Streckenziigen vergehen.

Zeit: Auf einer zeitartigen Weltlinie f : s — f(s) zeigt eine ideale Uhr zwischen dem
Ereignis A = 1(s) und dem spdteren Ereignis B = {(3) die Zeit t[f] an.

Tlf] = JAT = st Mmn — —— (13.3)

Die Zeit ist ein Funktional T : f — T[f], das Weltlinien f, also Komponentenfunktionen
eines reellen Parameters, in die reellen Zahlen abbildet. Genauer gesagt ist T ein lokales
Funktional W der Weltlinie f, das heifit, sie ist ein Integral iiber den Parameterbereich der
Weltlinie, wobei der Integrand eine Jetfunktion .Z ist, die auf der Weltlinie f ausgewertet
wird,

W:fHW[f]:st (fof)(s):Jd L(s,f(s), —(s),...) . (13.4)



134 13 Wirkungsprinzip

Die Jetfunktion, die zu einem lokalen Funktional gehort, nennt man seine Lagran-
gefunktion. Die Lagrangefunktion der Eigenzeit bildet Punkte (s,x,v) des Bereiches
(V)2 — (V12 — (v?)2 — (v¥)2 > 0 des Jetraumes J; ab auf

Lreir($,%,V) = VTV = (/(W0)?2 —(v?)2 = (v?)?. (13.5)

Zeit ist additiv. Falls C ein Ereignis zwischen A und B auf der Weltlinie f ist und
falls f; und fy die Teilstiicke von und zu C bezeichnen, dann gilt in einer suggestiven
Notation

J At = JAT + JAT. (13.6)

fi1+f2 fq1 fq

Auf geraden Weltlinien stimmt 2 {iberein mit dem Lingenquadrat (1.64) des Diffe-
renzvektors wga = f(5) — f(s) von A nach B.

Die Zeit T[f] ist unabhéngig von der Parametrisierung der Weltlinie. Jede andere Pa-
rametrisierung der Weltlinie f mit monoton wachsendem f° ist durch f'(s’) = f(s(s’))
mit monoton wachsendem s(s’) gegeben, also ist ds/ > 0. Nach der Kettenregel gilt

ig C‘lj:, jz, und mit dem Integralsubstitutionssatz folgt die Behauptung:
T df’\ 2 T d dfy2 i dfy2
S
Jos'y/ (5) Jd V(@) =y (5 (13.7)
s’ s’ s

Parametrisiert man eine zeitartige Weltlinie durch die Zeit t, die ein Beobachter den
Ereignissen zuschreibt, dann ist die Weltlinie durch f : t — (t, f!(t), f2( t), f3(t)) gegeben
und der Vierertangentialvektor hat die Komponenten (1, (gtl, ddf:, (ilft ) und das Langen-
quadrat (1—V 2)013. Auf der Weltlinie f vergeht auf einer mitgefithrten Uhr zwischen f(t)

und f(t) die Zeit
t
:J dtvI—2of. (13.8)
t

Wiéhlt man fiir eine Weltlinie f als Bahnparameter s die Zeit, die eine mitgefiihrte
Uhr bei f(s) anzeigt, so ist diese Zeit der Wert des Funktionals T, das sich bis zur oberen
Integrationsgrenze s erstreckt, also eine Funktion von s. Die Ableitung dieser Funktion
T(s) = s hat den Wert 1, andererseits ist die Ableitung von T nach der oberen Integra-
tionsgrenze der Integrand, die Wurzel aus dem Langenquadrat des Tangentialvektors,

(3—2)2 —1. (13.9)

Parametrisiert man also eine Weltlinie mit seiner Eigenzeit, so hat der Tangentialvektor
Einheitsldnge. Das gilt auch umgekehrt. Hat der Tangentialvektor iiberall Einheitslange,
(3—2)2 =1, dann stimmt der Bahnparameter s bis auf die Wahl des Zeitnullpunktes mit
der Zeit t(s) iiberein, die auf einer mitgefiithrten Uhr bis f(s) vergeht

()P =1 el =55 (13.10)
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Die Zeit, T[f], die ideale Uhren anzeigen, ist unabhingig von der Beschleunigung in
dem Sinne, daf} die zugehorige Lagrangefunktion (13.5) eine Funktion von g ist, also
hochstens von (s,x,v) und nicht von den Jetvariablen x(;) mit r > 2 hoéherer Jetréu-
me Jyx abhingt. Dennoch ist die Zeit T[f] ein Funktional der Weltlinie f, das, wie das
Zwillingsparadoxon zeigt, fiir gerade und gekriimmte Weltlinien, die A mit B verbinden,
unterschiedliche Werte hat.

Weltlinie langster Dauer

Vergleichen wir verschiedene Weltlinien durch zwei zueinander zeitartige Ereignisse A
und B, so ist die gerade Weltlinie dadurch ausgezeichnet, daf§ auf ihr zwischen A und B
mehr Zeit vergeht als auf allen anderen zeitartigen Weltlinien f von A nach B.

Zum Beweis betrachten wir eine einparametrige Schar von zweimal stetig differenzier-

baren Weltlinien f) durch die Ereignisse A = f(s) und B = f(s),
fa:s— f(s)+Adf(s), Of(s)=0, &f(s)=0. (13.11)

Die Funktionen &f heifien die Anderung oder Variation von f.

Die Zeit T[fA] ist bei festgehaltener Weltlinie f und festgehaltener Anderung &f eine
Funktion des Scharparameters A. Wir betrachten ihre Ableitung bei A = 0, die wir kurz
0T nennen,

a [ afm_ dofmy sdft_ dofn
5T:a}AOLdS\/ m“(ds AT )(ds AT ) (13.12)

Die Ableitung des Integrals nach A ist das Integral {iber die Ableitung des Integranden.
Bei A = 0 hat es den Wert

dof™ df" ( df* dft )—1 |

S
M:Ldmmn 5 s WM s

(13.13)

Durch partielles Integrieren konnen wir die Ableitung von 6f™ abwélzen, ohne dafl Rand-
terme entstehen, denn die Variation verschwindet am Rand, 6f™(s) = 0 = f™(3),

s d dfn [ df d dfn [ df
M:J s g5 (8 nmn 3o (G ) =8 5 (mn T\ (02 )
afr [df s [f d dfm [ df.,
_gemy AT fdf s mdo ditfdh, 13.14
S Nmn ds (ds) s Lds of d (ﬂmn ds (ds) ) ( )

- — 1

S d df™ [ df
_ mo(_ )2
—Ldséf ( ds (ﬂmn ds (ds) )) )

Die Anderung &t des Funktionals T ist ein lineares Funktional der Anderung &f der
Weltlinie, ebenso wie die Anderung df = dx' 0;f einer Funktion f eine lineare Funktion
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der Anderungen dx! der Argumente ist, nur daf die Anderung der Eigenzeit T nicht
mehr eine diskrete Summe, sondern ein Integral iiber &f ist,

s 5t
ot = | dsd&f™ . 13.15
T L s (S)éfm(s) (13.15)
So wie man die Koeffizienten aaxfi in df die partiellen Ableitungen der Funktion f nennt,

nennen wir die Koeffizientenfunktionen bei &f in 61 die Variationsableitung von t nach f.
Wie (13.14) zeigt, ist die Variationsableitung der Eigenzeit eine Funktion von Ableitun-
gen von f

ot d df" df 2 _ T]mnvn A
5fm(s) :_d_s(“m“d—s (%) ) = <—(ds N )Of)(s) - (13.16)

Hierbei ist ds analog zu dy (7.6) definiert, der Kurvenparameter heifit ja s statt t.
Ist die Variationsableitung eines Funktionals W' eine stetige Funktion des Integra-
tionsparameters, so ist sie auch eindeutig. Das ergibt sich aus dem

Fundamentallemma der Variationsrechnung: Fualls ein Funktional

M[h]: h — rds h(s) m(s) (13.17)

S

fiir alle beliebig oft differenzierbaren Funktionen h verschwindet, die bei s und s Null
sind,’ und falls m eine stetige Funktion ist, dann verschwindet m im Intervall [s,s] .

Wiire ndmlich die Funktion m in einem Punkt s nicht Null, so wére sie in einer Umge-
bung U =[S — €, S + €] nicht Null. Die Funktion k(s) = g(s —$ + €) g(—s + S + €) mit
g(x) = O(x) exp(—1/%x?), wobei © die Stufenfunktion (2.6) ist, ist beliebig oft differen-
zierbar, verschwindet auflerhalb U und ist im Inneren von U positiv. Dann wére nach
Mittelwertsatz (12.8) das Integral

3 S+e
MIK :J ds k(s) m(s) :J ds k(s) m(s) (13.18)
s S—e
nicht Null im Widerspruch zur Voraussetzung, dafli M[k] verschwindet.
Ebenso verschwinden alle stetigen Funktionen m; bei einem Funktional

M[h!, h?.. . h"] :J dsh'(s) my(s) (13.19)
s
mehrerer Funktionen h', wenn das Funktional fiir alle beliebig differenzierbaren h' ver-
schwindet, denn dann verschwinden alle Funktionale M;[h] = fzds h(s) mi(s).
Daraus folgt die Eindeutigkeit der Variationsableitung, falls sie eine stetige Funktion
ist, denn sei fiir alle beliebig oft differenzierbaren &f™(s)

ot = Jgds Of™(s) gm(s) = Jgds Of™(s) gm(s) (13.20)

S S

!Die Bedingungen an h schwiichen die Voraussetzungen ab, aus denen m = 0 folgt.
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mit stetigen Funktionen g, (s) und g (s), dann verschwindet das Funktional

S

MI[bf] = J ds 6f™(s) (gm — gm)(s) (13.21)
S

fiir alle 8f™, also verschwinden die stetigen Funktionen g,n — gm .

Ist f:s — f(s) die Weltlinie von A nach B, auf der am meisten Zeit vergeht, so mufl
fiir diese Weltlinie die Ableitung von T[f)] nach A bei A = 0 fiir alle Kurvenscharen fy
verschwinden. Das ist genau dann der Fall, wenn die Variationsableitung der Eigenzeit
T bei f verschwindet,

—% (Mmn % (%)2 )=o0. (13.22)
Folglich ist auf dieser Weltlinie die Richtung des Tangentialvektors konstant,
dfm
e (13.23)
(§5)2

Da sich bei Reparametrisierung jeder Weltlinie die Lange des Tangentialvektors, nicht
aber die Eigenzeit dndert (13.7), legt die Bedingung, dafl die Weltlinie von ldngster Dauer
sei, nicht die Lénge des Tangentialvektors fest.

Waéhlt man die Parametrisierung so, daf§ der Tangentialvektor konstante Lénge 1 hat

dfy?2
—) =1 13.24
(ds) ’ ( )
dann stimmt der Bahnparameter s bis auf Wahl des Nullpunktes mit der Uhrzeit T auf

der Weltlinie iiberein und Gleichung (13.22) besagt, dafl die Beschleunigung gis‘; léngs
der Bahn verschwindet,

d>f =0 (13.25)
ds? '
und dafl die Weltlinie extremaler Dauer durch
£ S (1) ++0) 13.26

gegeben ist. V und f(0) werden durch Anfangs- oder Randbedingungen festgelegt.
Bei vorgegebenen Anfangs- und Endpunkten ist die Gerade in der Raumzeit R* ein-
deutig festgelegt. Auf ihr ist die Zeit nicht nur stationéir, sondern maximal.

Anderung von Jetfunktionen

Betrachten wir, wie sich eine Jetfunktion .Z, ausgewertet auf der Verlingerung einer
Schar von Kurven fy mit dem Scharparameter A &ndert.

Eine Kurvenschar f, ist eine Kurve im Raum der Kurven. Fiir jeden Wert des Schar-
parameters A, der in einem Intervall um A = 0 variieren moge, ist f) eine Kurve

fa ot f(t,A) = (FLE,A), F2(E,N), ... fH(t,N)) . (13.27)
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Wir unterstellen, da8 die Komponentenfunktionen f' stetig differenzierbar von beiden
Variablen t und A abhéngen. )

Die Ableitung von f nach A bei A = 0 nennen wir die Anderung oder Variation 6f der
Kurve,

5H(t) = aaM fi(t,A) . (13.28)

Entsprechend nennen wir die Ableitung der Geschwindigkeit % nach A bei A = 0 die

Anderung 6‘” der Geschwindigkeit
dft 0 0 . 00 - d_ .
o—1t) == —f'(t,A)=—=—= f'(t,A)=—=0f"(t). 13.29
el D (t,A) TR (t,A) = F (1) (13.29)

Hier haben wir verwendet, dal man die Reihenfolge partieller Ableitungen vertauschen
kann. Entsprechend gilt fiir die hoheren Ableitungen

dvft > .2 2.0 . d
o)) = aA\A(J(at) ) = (at)kam,ofl(t’m (q) o (1330)

Die Kettenregel besagt fiir die Anderung einer Jetfunktion . lings der Kurvenschar

0 A 0 0
- Lofy)=— ZL(t,T(t,A), =—=T(t,A),...
a)\b\:o( o 7\) aAb\:o (7 ( ) )’at ( ) )7 )
oft 0¥ . 0 oft. 0.2 .
— <~ N Of +( ) O 0
OA |,_, OX1 OA|,_, Ot 7 oVt 1331
Miag f+<d6f1)a$ - (13.31)
=o6f'—-o
a T

= 0 .
dtk ax(k)

Die Anderung von .Z hingt ab von der Kurve fo, die fir A = 0 durchlaufen wird, und
von ihrer Anderung 5f.

Falls durch jede Kurve f eine Kurvenschar geht und dabei 6f zu jeder Zeit t von f nur
iiber den Ort f(t), die Geschwindigkeit f(t) und eventuell endlich viele hohere Ableitun-
gen zur Zeit t abhéngt, dann ist 8f wie bei lokalen, infinitesimalen Transformationen
(10.11 — 10.15) eine Jetfunktion dx, ausgewertet auf der Verlangerung f

5f =bdxof . (13.32)
Diese Anderung &x definiert eine Ableitung & von Jetfunktionen
. 0% 0.7 0.7 . 0.7
8.8 = de)foxt) —— = ox'—— + (ddx') — + ((d)?6x') ==+ ..., (13.33
;(( t) X)axtk) Xax‘+(tx)avl+(( t) X)ab‘+ , (13.33)

die auf der Bahn f_g ausgewertet, die Ableitung von (&£ o 1?;\) nach A bei A = 0 ergibt,

. d .

[A=0



139

Wir nennen die Jetfunktion 6.2 die zu dx gehdrige Anderung von L.
Die Ableitungen d und & vertauschen, die Anderung der Zeitableitung einer Funktion
ist die Zeitableitung der Anderung,

[5,d] =0. (13.35)

Denn die Koeffizientenfunktionen bei den Ableitungen nach x(i) = (d¢)*x sind die Ab-
leitungen (dy)*dx.

Die Anderung 5.% kénnen wir bis auf eine vollstéindige Ableitung, die integriert nur
Randterme beitrigt, als Summe von Produkten mit undifferenzierten 8x! schreiben. Ist £
eine Funktion von g, so gilt

0.7 0.7 0.7 0.7 0.7

3L = dx' 5 + (didx') 5o = ox' o= d (5x W) — &% dt(avi)
0L 0.L 0.7
= &x (aXi — dtw) + de (8% 5) (13.36)

Héngt £ auch von héheren Ableitungen x(x) ab, wélzt man ebenso die Ableitungen von
8% (k) = (d¢)*dx ab. Die Jetfunktion in §.#, die dann &x* multipliziert,

0L 0L L 1 ()" 0L

- —d T : 13.37
t + 6x}k) ( )

dxi  oxt ovt
ox 0

heilt Eulerableitung der Lagrangefunktion £ .

Prinzip der stationaren Wirkung

Die fundamentalen Gleichungen der Physik lassen sich zu der Aussage zusammenfas-
sen, daf ein lokales Funktional, die Wirkung, bei physikalischen Ablaufen stationér ist.
Mit diesem Prinzip der stationdren Wirkung lassen sich Bewegungsgleichungen unab-
héngig vom verwendeten Koordinatensystem formulieren und der Zusammenhang von
Symmetrien und Erhaltungsgrofien verstehen.

Ein lokales Funktional von Bahnen f : t — f(t) = (f'(t), f?(t)...f™(t)), die mit der
Zeit t durchlaufen werden, bildet sie in die reellen Zahlen ab und ist von der Form

df

WIf] = Jdt Z(t, (1), Tt

(1) = Jdt (Lof)t). (13.38)
Der Wert solch eines lokalen Funktionals summiert sich aus Beitrdgen von allen Zeiten
und macht zu jedem Zeitpunkt t nur Gebrauch von einer Jetfunktion £ (t,x,v), der La-
grangefunktion, die auf der Verlangerung (t, f(t), (df/dt)(t)) der Bahn ausgewertet wird.
Beispielsweise ist .Z(t, x,v) = V/v2 die zur Wegliinge (12.43) gehérige Lagrangefunktion.
Zur Bewegung eines Teilchens der Masse m an einer Feder mit Federkonstante k gehort,
wie wir noch sehen werden, die Lagrangefunktion

1 1
Lossnator(t, %, V) = 5 mv’ — —kx” (13.39)
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Zwar kann die Lagrangefunktion eines lokalen Funktionals von héheren Ableitungen
abhéingen, also Funktion eines Jetraumes Jy mit k > 1 sein. Aber wir beschrinken unsere
Betrachtungen auf Lagrangefunktionen der Zeit t, des Ortes x und der Geschwindigkeit v,
also von 1+ 2n Variablen. Nur bei solchen Lagrangefunktionen kann die Energie nach
unten beschriankt sein.

Um die Variationsableitung 5?1\/(\1) der Wirkung W (13.38) anzugeben, betrachten wir

eine Schar von Bahnen f) durch f = fy_g. Die Anderungen §f = &x o f seien einfach-
heitshalber durch Jet-Funktion dx von J_; gegeben, die von t, nicht aber von x oder v
abhédngen. Dann ist 6f irgendeine, nicht weiter eingeschrinkte Funktion des Bahnpara-
meters t.

Die Wirkung der Bahnen f, ist eine Funktion des Scharparameters A. Thre Ableitung
bei A =0 ist

5W[f,5f]:i WIf,] 4 Jdtgoﬁzjdt% (L ofy)

dA o - dA o 5 IA=0 \ (13.40)
(13:34) Jdt(é.i”) o £ (1230 Jdt (5x' 57 4 auoxt o)) o f
oxt ovt
Diese Variation der Wirkung hat die Form
. W
dWITL, df] = Jdt of'(t) ——— + Randterme , (13.41)
Oxi(t)
denn das Integral iiber die vollstdndige Ableitung ergibt Randterme
G R O L K7
dt —(0f' —of)=| of't —of. 13.42
L w et =35 (13.42)

Die Randterme verschwinden fiir Kurvenscharen, die durch gemeinsame Randpunkte
f(t) und f(t) gehen,? denn fiir solche Kurvenscharen verschwinden 8f(t) = 0 = 5f'(t) .

Die Variation der Wirkung ist ein lokales Funktional von f und &f . Die Funktion 6?3’(‘1 7 s
die 8f'(t) multipliziert, ist die Funktionalableitung oder Variationsableitung der Wirkung
(13.38) auf der Kurve f. Sie ist, da (13.40) fiir alle differenzierbaren Funktionen &' gilt,
geméf dem Fundamentallemma (13.17) eindeutig und geméaf} (13.40) die Eulerableitung

der Lagrangefunktion, ausgewertet auf f,

W 0% .
- = —of. 13.43
oft | oxt ( )

Physikalisch durchlaufene Bahnkurven f;ys sind bei Abwesenheit von Reibung und
nichtholonomen® Zwangsbedingungen durch das Prinzip der stationiren Wirkung aus-
gezeichnet, daf die lokale Wirkung (13.38) auf physikalischen Bahnen f,,. unter allen
Variationen bis auf Randterme stationér ist.

2Die Einschrénkung auf infinitesimale Variationen der Bahn, die am Rand verschwinden, 148t sich aber
fiir viele infinitesimale, lokale Transformationen dx nicht einhalten.

3Zwangsbedingungen an Geschwindigkeiten und Orte, {(t,x,v) = 0, die sich nicht als Zeitableitung
von Zwangsbedingungen an Orte schreiben lassen, { # d®, heiflen nichtholonom. So ist beim Schlitt-
schuhldufer die Bedingung nichtholonom, daf die Geschwindigkeit stets in Richtung der Kufe zeigt.
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Auf physikalischen Bahnen verschwindet die Eulerableitung der Lagrangefunktion

0.2 .
0 fpuys =0 . (13.44)
oxt

Dies sind die Euler-Lagrange-Gleichungen fiir physikalische Bahnen. Sie sondern die
physikalische Bahn fpuy durch f(t) und f(t) unter allen denkbaren Bahnen aus, die
gleichzeitig diese Punkte durchlaufen.*
Beim harmonischen Oszillator (13.39), beispielsweise, ist die Eulerableitung
0 0,,1 1

(a — dta) (5 mv? — 3 kx?) = —kx —d¢(mv) = —kx—mb (13.45)

und die Euler-Lagrange-Gleichung —k f,pys — m (f—éfphys = 0 hat die Losung
fonys(t) = a cos(wt+ @), (13.46)

wobei w = (/k/m das 27m-fache der Frequenz ist. Die Amplitude a und die Phase ¢
werden durch den anfianglichen Ort f(0) und die anfingliche Geschwindigkeit £(0) fest-
gelegt.

Die Newtonschen Gleichungen fiir die Bewegung im Potential V sind die Euler-La-
grangegleichungen der Lagrangefunktion

£ = Z %mj (V)2 —=V(x, ... ,x"). (13.47)

Ihre Eulerableitung verschwindet auf physikalischen Bahnen (keine Summe iiber 1)

0L 2L 0L
dxi  oxt vt

=—-0.V—d(mv)=—-0.V—-—myb'. (13.48)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen (13.44) gelten in allen Koordinatensystemen, denn
das Prinzip der stationdren Wirkung macht nicht Gebrauch von der Wahl von Koordi-
naten zur Beschreibung der Bahn. Fassen wir die Koordinaten x als Funktionen x(t,y)
von anderen Koordinaten y auf, wobei sich diese Abhéngigkeit wie bei einem Karus-
sell mit der Zeit &ndern darf, und rechnen wir die Geschwindigkeiten v = d¢x mit der
Kettenregel in Geschwindigkeiten w = dy um,

. o oxt . oxt
i_ i j
v =dixt = m +w 3y (13.49)
dann definiert eine Lagrangefunktion .Z(t, x,v) die Lagrangefunktion
> ox . 0x
— j
Z(ty,w) = Z(t,x(t,y), m +w ayj) ) (13.50)

40b durch festgelegte Randpunkte eine Kurve geht, die die Wirkung stationsir macht, bedarf genauerer
Untersuchung des Einzelfalls. Beim harmonischen Oszillator existiert keine physikalische Bahn, die
zu den Zeiten t und t + %T durch verschiedene Punkte geht. Beim relativistischen Teilchen miissen
die Ereignisse zu Beginn und Ende der Weltlinie zeitartig zueinander liegen.
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und die Euler-Lagrange-Gleichungen von & gelten in y-Koordinaten genau dann, wenn
die Euler-Lagrange-Gleichungen von .Z in x-Koordinaten erfiillt sind. Es ist ja nach der
Kettenregel

0.7 ) ) ox - dx
= = (— —d— )2 (t, x(t,y), — =
ayi (ayl tawl) ( 7X( ’y)’at +w ay])

ox) 0. 0% e N R ox) 0.
oyt ox oylot oytoy'’ ov oyt ov
X 0¥ %X s 2N R4 0, 0% X 0¥
S (VL . P L
oyt ox otoyt oy'oy'’ ov oyt ov’ oyt oV
R (a.,s,ﬂ a.z) Wiy
oyt o Yovil T Ayt v
Beispielsweise gehort zur Newtonschen Bewegung eines Teilchens im Keplerpotential
in kartesischen Koordinaten die Lagrangefunktion

(13.51)

x

1
L(6%Y, 2,V Vy,v2) = 5 m(vi+ v +v2) + NCERT R (13.52)
und in Kugelkoordinaten die Lagrangefunktion
~ 1
L(t,1,0,0,V:,Ve,Ve) = 3 m (Vi +17vg 417 sin® 0v])) + % . (13.53)

Mit welcher von beiden Lagrangefunktionen man die Bewegungsgleichungen formuliert,
kann man nach Bequemlichkeit wéhlen.

Eine Funktion .# der Jetvariablen 148t sich genau dann als Zeitableitung (7.6) ei-
ner Funktion K der Jetvariablen schreiben, wenn ihre Eulerableitung als Funktion der
Jetvariablen verschwindet.

Einerseits verschwindet die Eulerableitung von d{K(t,x) = 0K +v 9K,

(05 — de0yi) (0:K +V0,1K) = 0, (0K +V'0,,K) — did,. K =0 . (13.54)

Um die Umkehrung zu zeigen, schreiben wir die Lagrangefunktion als Integral {iber ihre
Ableitung

1
0
Z(t,x,v) = Z(t,0,0) —I—J dA a.ﬁf(t,?\x, AV) . (13.55)
0
Die Ableitung der Lagrangefunktion nach A ist
0.7 0.7 0.7 0.7 0.7
—(tAXAY) =x — 4V — =x'— + (dtxl) .
oA ox' ovt oxt ovt (13.56)
—xi%%—d (xiag)—xi(d ag) —xi%%—d (xiag) |
T oxd T vt Yovi/ T T ok B v/
wobei .Z bei (t,Ax,Av) abzuleiten ist. Demnach schreibt sich die Lagrangefunktion als
(M. (ML t
Z(t,x,Vv) :xlj d\ — +d, (xlj dA — +J dt’ Z(t,0,0)) . (13.57)
0 aXl ‘(t,?\x,)\v) 0 av I(t,?\x.]\v)

Dies ist die Zeitableitung einer Jetfunktion, falls die Eulerableitung der Lagrangefunktion
als Jetfunktion fiir alle (t,Ax,Av) verschwindet.
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Symmetrien und ErhaltungsgréBen

Im Kapitel ,,ErhaltungsgréBen und Symmetrien“ (ab Seite 93) haben wir kontinuierliche
Transformationen Ty (mit Ty_o = id) von Bahnen f : t — f(t) untersucht. Die Transfor-
mationen heiflen lokal, wenn sich die infinitesimale Transformation fiir alle Bahnen f als
Jetfunktion &x, ausgewertet auf der Verlingerung f, schreiben 148t

r, Taf=dxof . (13.58)

IA

Solch eine infinitesimale Transformation ist eine infinitesimale Symmetrie der Wirkung
(13.4), wenn sie die Wirkung nur um Randterme &ndert, wenn sich also die zugehorige
Lagrangefunktion nur um eine Zeitableitung einer Jetfunktion K &ndert,

13.34

O (ZLofy) Z'8L0of=(dK)of. (13.59)

IA=0

Wegen (13.36) ist dies gleichbedeutend mit

0.7

oxt

0L
+ d (8% P K)=0. (13.60)

Ox

Diese Definitionsgleichung dessen, was eine infinitesimale Symmetrie dx ist, verkniipft
sie mit einer zugehorigen Erhaltungsgrofle, der Noetherladung Q,

0Z
Q=0xx"——
ovt

K. (13.61)

Denn die physikalischen Bahnen erfiillen die Bewegungsgleichungen (13.44) und Q ist
daher auf den physikalisch durchlaufenen Bahnen fpp¢ zeitunabhéngig,

d

a(Q 0 fonys) =0 . (13.62)

(dtQ) © fphys -
Zu jeder infinitesimalen Symmetrie der Wirkung gehort eine Erhaltungsgréfie Q .

Bei jeder Lagrangefunktion kann man fiir jede gegebene infinitesimale Transformation
5xt(t, x,v) nach Ausrechnen von §.% leicht entscheiden, ob sie eine infinitesimalen Sym-
metrie ist. Die Funktion 6. der Jetvariablen léft sich genau dann als Ableitung d{K
schreiben, wenn die Eulerableitung von 6. verschwindet (13.57).

Umgekehrt gehort geméf (10.2) zu jeder Erhaltungsgrofe eine infinitesimale Symme-
trie der Wirkung! Denn eine Jetfunktion Q(t,x,Vv) ist eine ErhaltungsgroBe, wenn ihre
Zeitableitung aufgrund der Bewegungsgleichungen verschwindet, also wenn sich ihre Zeit-
ableitung als Vielfaches der Eulerableitungen 2‘5
Eulerableitungen® schreiben l:8t

und eventuell von den Ableitungen der

07 A
oxt oxt

5Falls hohere Ableitungen von % auftreten, wilzt man auch sie mit der Produktregel ab.
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Die GroBen R} und R} hiéingen auf nicht weiter festgelegte Art von den Jetvariablen ab.
Fassen wir die Terme mit der Produktregel zusammen, so ist die Definitionsgleichung
einer Erhaltungsgroe die Definition einer infinitesimalen Symmetrie (13.60)

4@ +R D) 4 (R ar)2E —o. (13.64)
oxt oxt

Die Wirkung ist also unter der infinitesimalen Transformation
5x' =R} — d(R! (13.65)

bis auf Randterme invariant. Die Erhaltungsgrofie Q stimmt auf physikalischen Bahnen
mit Q tiberein (13.44)

— 0L . _
Q:Q—FRI%u Qofphys:Qofphys . (1366)

Der Zusammenhang von Symmetrien und Erhaltungsgrofien (13.60) ist von Emmy
Noether 1918 formuliert worden.

Noethertheorem: Zu jeder infinitesimalen Symmetrie der Wirkung gehért eine Erhal-
tungsgrafie. Umgekehrt gehort zu jeder Erhaltungsgrofie eine infinitesimale Symmetrie
der Wirkung.

Am Noethertheorem ist nichts zu beweisen, man mufl nur erkennen, dafl die Definiti-
on (13.60) einer infinitesimalen Symmetrie der Wirkung eine Erhaltungsgrofie definiert
und dafl umgekehrt die Definition einer Erhaltungsgrofie eine infinitesimale Symmetrie
definiert. Das Theorem ist deshalb wichtig, weil hdufig Symmetrien der Wirkung offen-
sichtlich sind und als geometrische Eigenschaft einfach durch Ansehen gefunden werden
koénnen.

Anders als bei der Herleitung der Variationsableitung kann man bei infinitesimalen
Transformationen nicht unterstellen, dafl sie am Rand verschwinden. So eingeschréankt
definiert, wiirde nicht zu jeder Erhaltungsgrofie eine infinitesimale Symmetrie gehoren.

Erhaltungsgréfien sind ausschlaggebend fiir die Frage, ob die Bewegungsgleichungen
integrabel sind, das heift, ob sich die Losungen durch Rechenoperationen wie Integrieren
gegebener Funktionen und Auflésen implizit gegebener Funktionen angeben lassen.

Ohne die Herleitung oder auch nur die verwendeten Begriffe zu erkldaren, sei hier nur
raunend angemerkt: Betreffen die Bewegungsgleichungen N Freiheitsgrade, so sind die
Gleichungen genau dann integrabel, wenn es ebenso viele unabhéngige Erhaltungsgro-
Ben Qq, Qo ... QN gibt, die in Involution sind, das heifit, ihre zugehorigen infinitesimale
Transformationen &; miissen hintereinander ausgefiihrt, wie bei Verschiebungen, zu ei-
nem Ergebnis fiihren, das nicht von der Reihenfolge abhéngt, 6; 8; = §; 0.

Andert man integrable Bewegungsgleichungen durch Zusatzterme ab, so fithren solche
Storungen integrabler Bewegung, selbst wenn sie klein sind, zu chaotischen Bahnen,
deren Langzeitentwicklung man wegen der nur ungenau bekannten Anfangswerte und
wegen der Rundungsfehler numerisch nicht bestimmen kann. Die chaotischen Bahnen
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haben zwar im Raum aller Bahnen nur ein kleines Maf, das heif}t, sie sind vergleichsweise
unwahrscheinlich. Aber sie liegen dicht: in jeder Umgebung von stabilen Bahnen gibt es
chaotische Bahnen. Die Herleitung und Diskussion dieser angedeuteten Erkenntnisse fiillt
Biicher [2, 3, 8, 15], auf die hier nur verwiesen sei.

Uber die Tatsache hinaus, daf Symmetrien der Wirkung mit ErhaltungsgroBen zu-
sammenhéngen, sind Symmetrien wichtig, weil man aus einer Losung der Bewegungs-
gleichungen durch Symmetrietransformationen weitere Losungen gewinnen kann. Zum
Beispiel erhélt man in der Allgemeinen Relativitétstheorie das Gravitationsfeld einer
gleichférmig bewegten Masse aus demjenigen der ruhenden Masse durch eine Lorentz-
transformation und kann daraus ohne weiteres schlieflen, daf3 die zusétzliche, kinetische
Energie keinen gravitativen Kollaps verursacht.

Transformationen, die Losungen von Bewegungsgleichungen auf Losungen abbilden,
sind nicht unbedingt Symmetrien der Wirkung. Zum Beispiel werden die Losungen f :
t—f(t) = —%g t? + vy t + x¢ der Bewegungsgleichung X = —g eines senkrecht fallenden
Teilchens durch Tyf : t — e?* f(e7*t) auf Losungen abgebildet, aber die infinitesimale
Transformation 6x = 2x — tv liBt die Lagrangefunktion . = %va — mgx nicht
invariant, 8. = di(—t.Z) + 5.2 + 2mgx # d.K.

Die kinetische Energie Ey;, = %m\_f 2 eines nichtrelativistischen Teilchens ist invariant
unter Drehungen und Verschiebungen. Sie hingt nicht davon ab, wo das sich bewe-
gende Teilchen ist und nicht davon, in welche Richtung es sich bewegt. Besteht die
Lagrangefunktion aus solch einer verschiebungsinvarianten kinetischen Energie und ist
die potentielle Energie in einer Richtung c* konstant V(x*) = V(x* + Ack), so ist die
Lagrangefunktion unter dieser Verschiebung invariant, 8.2 = 0.

Die zur infinitesimalen Verschiebung 8x* = c* gehorige ErhaltungsgroBe (13.61)

0.7
K o kk kK ook
Sk —C P, pr=my (13.67)

ist definitionsgeméfl der nichtrelativistische Impuls P in Richtung des Vektors ¢. Ver-
schiebungsinvarianz ist die Ursache von Impulserhaltung.
Eine Variable x!, die in der Lagrangefunktion nur mit ihrer Geschwindigkeit v auftritt,
heift zyklische Variable
x! zyklisch < L . (13.68)
ox!
Ist x! zyklisch, so ist die Lagrangefunktion invariant unter der infinitesimalen Translation
x! =1,83d =0 fiir j # 1, &v' = 0, und die Noetherladung (13.61) stimmt mit dem zu

x! kanonisch konjugierten Impuls iiberein, Q = g;ﬁ. Er ist wegen der Euler-Lagrange-
Gleichungen (13.44) offensichtlich erhalten

0.Z 0.Z 0L, d 07 .

P 0 und (a—xl — dtw) ofpnys =0 = a(m o fphys) =0. (13.69)

Ist die Wirkung invariant unter Drehungen um eine Achse 7 (10.8), so ist die zugeho-
rige Noether-Ladung definitionsgeméafl der Drehimpuls - L in Richtung dieser Achse.
Zur Zeitverschiebung (10.4) gehort geméf (13.58) die infinitesimale Transformation

Sxk =vk . (13.70)
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Dies ist eine infinitesimale Symmetrie der Wirkung, falls die Lagrangefunktion .Z(t, x, v)
nicht von t abhéngt, 0;.Z = 0, denn dann gilt

8L = ox* 0L+ ddxF) 0 =V 0 L+ DX 0 F = A L — 0. = d.Z, (13.71)

also (13.59) mit K = £
Die zur Symmetrie unter Zeitverschiebung gehorige Noether-Ladung (13.61)

0
k
E=v aka A (13.72)
ist definitionsgeméf} die Energie E. Sie ist erhalten, wenn die Lagrangefunktion nicht von
der Zeit abhéngt.

Aus dem Ausdruck fiir die Energie folgt, wie sich die Lagrangefunktion aus den Antei-
len E,, der Energie zusammensetzt, die homogen vom Grad n in den Geschwindigkeiten
v sind. Der Operator v 0,, zdhlt den Homogenitétsgrad ab: v o, v = nv™. Jeder Term E,,
in der Energie, der n Faktoren v enthélt, n # 1, muf} in der Lagrangefunktion mit Vor-
faktor 1/(n—1), erscheinen, damit (13.72) E = >~ E,, lautet. Ein Anteil .4 = qv*A;(x),
der linear in den Geschwindigkeiten ist, tréigt nicht zur Energie bei, wohl aber eine ma-
gnetische Kraft % = qVv'(0yAi — 0,iA;) zu den Bewegungsgleichungen

En
g:Zn_lJer. (13.73)
n#l

Besteht die Energie wie bei Newtonscher Bewegung im Potential aus der geschwindig-
keitsunabhéngigen potentiellen Energie, n = 0, und aus kinetischer Energie, die qua-
dratisch in den Geschwindigkeiten ist, n = 2, so ist ohne solch eine Magnetkraft die
Lagrangefunktion die Differenz

O?Newton (ta X, V) - Ekin - Epot . (1374)

Brachistochrone und Tautochrone

Die Frage nach der Kurve in einer vertikalen Ebene, auf der ein Teilchen im homoge-
nen Gravitationsfeld schnellstens von einem Startpunkt reibungsfrei zu einem tieferen
Zielpunkt gleitet, begriindete die Variationsrechnung. Johann Bernoulli hatte 1696 die
Mathematiker seiner Zeit mit diesem Problem herausgefordert. Aufler ihm l6sten sein
Bruder Jakob und Leibniz, L’Hospital und Newton die Aufgabe. Mit dem Noether-
Theorem konnen das heute auch Studenten im zweiten Semester.

Denn es handelt sich um energieerhaltende Bewegung ldngs einer Bahn y(x), die im
Laufe der Zeit durchlaufen wird, t — (x(t),y(x(t))). Das Potential ist V(x) = m gy(x).
Wir wéhlen den Ursprung des Koordinatensystems als Startpunkt und t = 0 als die
Startzeit, zu der das Teilchen losgleitet. Dann verschwindet die Energie

dy

dx)z(VX)z) +mgy. (13.75)

Ozém((vx)%r(



147

Wir lésen nach v, fiir den Fall auf, dafl der Zielort (X, y(x)) bei X > 0 liegt, dann ist v,
positiv. Die Ableitung der Umkehrfunktion t(x) ist der Kehrwert von v,

dt 14 (@)

und die Zeit, die zu minimieren ist, ist das Integral
1%, 1+ ()2

g Jo -

Um an die bisher verwendete Notation bei Variationsproblemen physikalischer Bahnen
anzuschlieen, bezeichnen wir die Integrationsvariable mit t und die Funktion y mit —f
und minimieren einfachheitshalber das mit y/2g multiplizierte Funktional, ndmlich

14 (452

WIf] = Jdt g

= Jdt (Lof)(t). (13.78)

Dies ist eine Wirkung mit Lagrangefunktion L(t,x,v) = /(1 4+v?)/x. Sie ist im Be-
reich x > 0 definiert. Die Lagrangefunktion hingt nicht von der Zeit ab, 0.L = 0, ist
also zeittranslationsinvariant. Die nach dem Noethertheorem zu dieser Lagrangefunktion

gehorige Energie
vo,L—L=—1/y/(14+Vv?)x (13.79)

ist auf der Bahn f, auf der W stationér ist, erhalten. Diese Funktion f erfiillt also mit
einer positiven Konstanten R die Gleichung

df df 2R
1+ (=)*)f=2R oder (—)’——=-1. 13.80
(1+ (5 oder ()= (13.80)
Das ist der Energiesatz eines senkrecht im Keplerpotential fallendes Teilchen (10.76) mit
m =2, 2R = «. Die (10.81) entsprechende Losung ist, wenn wir zu den urspriinglichen
Bezeichnungen zuriickkehren und y(x) parametrisch darstellen, die Zykloide

x(¢) . @ — sin @
(U((P)) =R (Coscp—l) : (13.81)

Der Radius R der Zykloide, die wegen (13.80) am Startpunkt s = (0, 0) eine senkrechte
Tangente hat und durch den Zielpunkt p = (Xx,y), x > 0, y < 0, geht, ergibt sich aus
der Nullstelle 0 < @ < 27t von (cos—1)/(p—

sin®) —y/xals R=%/(@ —sin®).
Um R graphisch zu bestimmen, zeichnet man
P die Strecke von s nach p und die Zykloide eines
unter der x-Achse rollenden Rades mit irgend
einem Radius. Sie schneidet die Strecke in ei-
nem Verhéltnis a zur Gesamtléange der Strecke.

Abbildung 13.1: Brachistochrone
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Die Zykloide des um 1/a vergréferten Rades geht durch p und ist die gesuchte Brachi-
stochrone. Falls das Gefille —y/X kleiner als 2/7 ist, ist @ > 7, und ein Teil der
Brachistochrone liegt niedriger als das Ziel p.

Die Zykloide ist auch die Tautochrone, das heifit die Bahnkurve im homogenen Gra-
vitationsfeld, auf der Schwingungen um die Ruhelage unabhéngig von der Auslenkung
gleich lang dauern. Parametrisieren wir (13.81) so, daf die Ruhelage bei ¢ = 0 durch-
laufen wird, und verwenden wir sie als Koordinatenursprung, dann ist sie die Zykloide

x(@) @ +sing
(y(m) _R (_COS(H 1) | (13.82)

Die Wegldnge s(@) von @ = 0 bis @ betragt

s(@):RJ do \/(1+coscp)2—|—sin2(p:RJ d(p2005§:4Rsin§, (13.83)
0 0

denn nach Additionstheorem der Winkelfunktionen gilt 1+cos(@/2+@/2) = 2cos® ¢ /2.
Fassen wir ¢ als die Funktion @(s) der Wegléinge |s| < 4R auf, dann ist wegen

ds [ dx\2 dy.2
E_\/(d(p) +<d(p) (13.84)
die kinetische Energie einfach
L dxe o don L dsde 1 dss
Ekin—Qm((d(p) +(d(p) ) () _Qm(d(p ) =am(5) (13.85)

Die potentielle Energie V(s) = m g R (1—cos @) ist wegen 1—cos ¢ = 2sin® ¢ /2 = 2(5%)?

2 g

Epotzimw252, w :R .

(13.86)
Also ist die Energie, ausgedriickt durch die Weglénge und ihre Zeitableitung, die Energie
eines harmonischen Oszillators, der unabhéngig von der Auslenkung mit der Kreisfre-

quenz w = 1/g/4R schwingt.
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Elektrische und magnetische Felder E(x) und B(x) verindern durch die Lorentzkraft
?Lorentz(x7v) =dq (E(X) +V X B’(X)) (141)

den Impuls § = mv/4/1 —V2/c? (9.13) und damit die Geschwindigkeit V eines Probe-
teilchens mit Masse m und Ladung q, das zur Zeit t den Ort X = (x!,x?,x3) durchliuft,
d_» =
d_T’:c) — FLorentz . (142)
In (14.1) faBt der Vierervektor x = (x% x!,x?,x3) mit x° = t die Orts- und Zeitkoor-
dinaten zusammen.

Die elektromagnetischen Felder hingen mit der Ladungsdichte p und der Stromdichte j
durch die Maxwellgleichungen zusammen,

divB=0, rotE+ 0,B=0, (14.3)

divE=—p, rotB— —0:E=poj, (14.4)
€0 C
wobei poeg = 1/c¢? ist und alle GroéBen im SI-System angegeben sind.

Die in diesen Gleichungen auftretenden Differentialoperatoren Divergenz und Rotation
sind in kartesischen Koordinaten definiert als

_ 9,B. —0.B, _
divE = 9,E,+0,E, +9,E, =9;E", rotB=[09.,B,—09,B. | , (rot B)' = €i;5d;B* .
9,B, — 9,B,

(14.5)

Im Gauflschen System wird das mit ¢ multiplizierte magnetische Feld B des S1-Systems
als Magnetfeld bezeichnet,

Bo=cB. (14.6)

Es hat, wie sich an der Lorentzkraft q(E + ¥ x B) = q(E + g x Bg) zeigt, dieselbe
Mafleinheit wie das elektrische Feld. Zudem verwendet das Gaufische Einheitensystem
47teq statt der Stromeinheit Ampere als Grundeinheit (siehe Kapitel 25) und verzichtet
darauf, bei physikalischen Grofien diese Einheit anzugeben. Es setzt also 4meq = 1 und
¢ no = 47t/c (Tabelle 25.3) Dann haben die Maxwellgleichungen die Form

— — 1 —
div BG =0 s rotE + EatBG =0 s (147)

— — ]_ —
divE =4mp, rotBg— EatE = (14.8)

C
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Um das Wesentliche der Dynamik der elektromagnetischen Wechselwirkungen her-
auszuarbeiten, verwenden wir fiir Lidnge und Ladung relativistische Heaviside-Lorentz-
Einheiten, in denen ¢ = 1 und €y = 1 sind. Dann treten in den Maxwellgleichungen als
Koeffizienten nur noch Vorzeichen auf,

divB=0, rotE+3B=0, (14.9)
E=p E=7J (14.10)

Integralsdtze

Zur Untersuchung der Maxwellgleichungen bendtigen wir den folgenden, allgemeinen
Integralsatz. Erst spéter, wenn wir seine Niitzlichkeit gesehen haben, werden wir ihn
beweisen. Er besagt, dafl das p + 1-dimensionale Integral iiber eine geeignete Ableitung
dw tiber eine Fliche (ein Gebiet oder ein Volumen) F dem p-dimensionalen Integral
tiber den Rand der Fliche (des Gebietes oder des Volumens) 0F (lies ,Rand von ef*)
iiber den Integranden w gleich ist,

de = L?w . (14.11)

Insbesondere ist nach dem Stokesschen Satz das zweidimensionale Integral {iber eine
Flache JF iiber die Rotation eines Vektorfeldes B dem Umlaufintegral iiber B lings der
Randkurve 03 gleich.

J A% rot B :J ds-B (14.12)
F oF

Die Randkurve wird, von einem benachbarten, inneren Fldchenpunkt aus gesehen, wie
eine Rechtsschraube mit Vortrieb in Richtung des Flachennormalenvektors durchlaufen.

Nach dem Gauflschen Satz ist das Integral iiber ein dreidimensionales Volumen V
iiber die Divergenz eines Vektorfeldes E dem zweidimensionalen Flachenintegral iiber
die Randfliche 9V mit nach auflen gerichtetem Normalenvektor d* mal E gleich,

J d*x divE = J d¥-E . (14.13)
v (A%

Magnetfeld eines zylindersymmetrischen Stromfadens

Mit dem Satz von Stokes bestimmen wir das Magnetfeld eines stromdurchflossenen Drah-
tes, den wir der einfachen Geometrie wegen als gerade, unendlich lang und mit kreisfor-
migem Querschnitt von einer homogenen Stromdichte j durchflossen vorgeben. Sie ist
invariant unter Drehungen um den Draht und unter Verschiebungen léngs des Drahtes
und in geeigneten Koordinaten im Drahtinneren fiir x* + y? < R?

=)

i) =—10] . (14.14)
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Auferhalb des Drahtes, fiir x? +y? > R?, verschwindet sie. Es bezeichnen hierbei ] den
Gesamtstrom durch den Draht und 2R seinen Durchmesser.

Fiir diese Stromdichte suchen wir eine zeitunabhéngige Losung von divB = 0 und
rot B = ; Da die Stromdichte zylindersymmetrisch ist, untersuchen wir den Ansatz, daf3
das Magnetfeld ebenfalls zylindersymmetrisch ist und in der Ebene quer zum Draht in
Richtung zunehmenden Polarwinkels zeigt,

- 1 -y
B(X) =€, B(vVX?+1y?), €KX =—7——| x| . (14.15)
v+ |

Wie grof der Betrag B(y/x2? 4+ y?) des Magnetfeldes ist, folgt mit dem Stokesschen Satz.
Wenn wir ihn fiir konzentrische Kreisscheiben K., = {(x,y,z) : x* + y? < r?} parallel
zur z-Ebene verwenden, kénnen wir die beteiligten Integrale einfach auswerten, denn
die Integranden sind (stiickweise) konstant. Das Fléchenintegral iber die Stromdichte
ergibt fiir r > R den Gesamtstrom ] und fiir r < R nur den Anteil Jr2/R? des Stroms,
der durch den Flichenanteil 7ir? des Drahtquerschnitts 7tR? flieft,

T

- - — T firr <R
d¥- rotB = dF-i=7-{ ® = . 14.1
JKT’Z ro JK =] { 1 firr>R ( 6)

Nach dem Stokesschen Satz ist dies gleich dem Umlaufintegral iiber B lings der Rand-
kurve 0K, ,: @ — (rcos@,rsing,z), 0 < @ < 27. Nach Ansatz zeigt das Magnet-

feld B in Richtung des Wegelements ds = d@ 1€, ihr Skalarprodukt ist das Produkt
der Betrage, v B(r) . Es ist auf der Kreiskurve konstant, demnach ist das Umlaufintegral

J A% rot B :J d§-B = 2mrB(r) . (14.17)
an aKr,Z

Fiir B(r) erhalten wir

_ ] o ofirr<R g J [ Y & firr <R
B(r) = —- Ny ,BM—% x| - Aym”>Rme

)

Nachrechnen zeigt, daf3 B die Maxwellgleichungen divB = 0 und rotB = j erfiillt.
Diese rechnerische Probe ist erforderlich, denn die Griinde fiir den Ansatz (14.15) sind
nicht zwingend: Losungen von Differentialgleichungen mit Symmetrien miissen nicht
unbedingt invariant unter der Symmetrie sein, sondern nur in Lésungen iibergehen.

Der Strom im Draht wird angetrieben von einem elektrischen Feld, das, wie in einem
Plattenkondensator mit unendlich fernen Platten, konstant ist,

0
0|, j=oFE. (14.19)
1
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o bezeichnet die Leitfahigkeit des Ohmschen Drahtes. Auflen fliefit kein Strom, weil das
Vakuum nicht leitet, o(X) = 0 fiir x> +y? > R?. Der Draht ist ungeladen, p = 0. Der
Strom kommt durch die unterschiedliche Geschwindigkeit der Ladungstrdger zustande,
die Elektronen sind beweglich, die Atomriimpfe sind in Kristallgitter eingebaut. Offen-
sichtlich 16st E die statischen Maxwellgleichungen div E=p=0undrotE=0.

Stokessche Schleife

DaB der Anteil des E-Feldes in Drahtrichtung an der Oberfliche des Drahtes stetig sein
muB, zeigt die Betrachtung einer sogenannten Stokesschen Schleife. Das ist ein schma-
les Rechteck, dessen eine Léngsseite parallel zur Oberfliche im Draht verlauft, wahrend
die andere auflerhalb verlauft. Macht man das Rechteck schmaler und schmaler, ver-
schwindet mit der Lénge der schmalen Rechteckseite das Flachenintegral iiber rot E und
die Beitrdge der kurzen Seiten zum Umlaufintegral. Da das Umlaufintegral insgesamt
verschwindet, heben sich die Beitréige der beiden in Gegenrichtung durchlaufenen Langs-
seiten auf,

—

rot B Stetlg : ds- (Einnen - Eauﬁen) =0 ) F—tangential7 innen — F—tangential7 auflen - (1420)

Elektrisches Feld einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung

Das elektrische Feld einer kugelsymmetrischen, statischen Ladungsverteilung folgt aus
dem GaufBschen Integralsatz und dem naheliegenden Ansatz, daf das E-Feld zeitunab-
héngig, radial gerichtet und invariant unter Drehungen ist, sodafl der Betrag von E nur
vom Betrag r des Ortsvektors X abhéngt,

—

EX) =2Er), r=vxtyi+22=]. (14.21)

T

Den Betrag des E-Feldes bestimmt man, indem man div E = p (14.10) tiber eine Kugel K,
um den Ursprung mit Radius t integriert, K, = {(x,y, z) : xX2+y?+2z2 < r?}. Das Integral
iiber p ist die Ladung Q(r), die in der Kugel eingeschlossen ist. Das Volumenintegral
{iber divE ist nach dem GauBschen Satz dem Integral iiber die Kugeloberfliche 0K,
gleich,

Q(r) = J d*x divE(x) = J d*f-E(x) . (14.22)

, oK,

Auf der Kugeloberfliche ist die nach auflen gerichtete Flachennormale d2f parallel zur
Richtung des E—Feldes, das Skalarprodukt d2f- E ist also gleich dem Produkt der Betrége.
Der Betrag des elektrischen Feldes ist auf der Kugeloberfliche konstant und kann vor
das Integral gezogen werden, das die Grofie 47tr? der Kugeloberfliche ergibt (12.112).
Wir erhalten Q(r) = 4nr?E(r),

) = L

— 14.23
4 12 ( )
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Bei einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung wirken sich auf eine Probeladung q am
Ort ¥, wie bei gravitativer Anziehung durch eine kugelsymmetrische Massenverteilung
(12.95), nur die Ladungen aus, die innerhalb der Kugel mit Radius [X| sind. Die Kraft
F= q E ist abstoflend, wenn die Ladungen q und Q(r) gleiches Vorzeichen haben.

Innerhalb einer homogen geladenen Kugel mit Radius R verhélt sich Q(r) zur Gesamt-
ladung Q wie das Volumen 37tr® zum Gesamtvolumen 37R?, Q(r) = ];—?;Q. Demnach gilt
fiir eine homogen geladene Kugel

L2r, falsT<R E(x) =% LS, fallsT<R
LS falls T >R .’ L3 fallst>R.

A2

E(r) = (14.24)

Im Inneren einer homogen geladenen Kugel wirkt auf ein entgegengesetzt geladenes
Probeteilchen dieselbe mit dem Abstand linear anwachsende, anziehende Kraft wie auf
einen kugelsymmetrischen harmonischen Ostzillator. Das Teilchen durchléuft eine Ellip-
senbahn, deren Mittelpunkt, nicht wie bei Keplerellipsen der Brennpunkt, im Ursprung
liegt (12.99).

Durch Nachrechnen bestétigt man, daf3 div E= p erfiillt ist. Das elektrostatische Feld
1aBt sich als Gradient eines Potentials ¢(X) schreiben und erfiillt wegen rot grad = 0
auch die restlichen Maxwell-Gleichungen mit B=0undj=0

. — Q24 32 fills x| < R
_ = — 87‘[R3 8mR 7
E gradd, ©(X) { Q falls [X| > R.

Amtr

(14.25)

Demnach ist das Potential aulerhalb eines Punktteilchens mit Ladung q, das im Ur-
sprung ruht, das Coulombpotential ¢(X) = —L.. Befindet sich das Teilchen bei Y, so

ArlR]
gehort dazu das verschobene Potential ¢(X) = m . Das Potential mehrerer Punkt-
ladungen erhélt man als Summe der Potentiale der einzelnen Ladungen, denn die Max-

wellgleichungen sind linear inhomogen

b(%) = %t P— (14.26)

X =gl

Fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung p(y) geht dies in die kontinuierliche Summe
iiber, ndmlich in das Integral

d(x) = %T Jdgy |f(ijl| : (14.27)
Dieses Potential erfiillt, wie wir spéter zeigen, die Poisson-Gleichung
Adp=—p. (14.28)
Hierbei ist A der Laplace-Operator
A = div grad = 0,% + 0,2 + 032 . (14.29)

Die homogene Poisson-Gleichung Au = 0 heifit Laplace-Gleichung, ihre Losungen u hei-
Ben harmonische Funktionen. In ladungsfreien Gebieten ist das elektrostatische Potential
eine harmonische Funktion.
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Kontinuitdtsgleichung der elektromagnetischen Ladung

Addiert man die Zeitableitung und die Divergenz der inhomogenen Maxwellgleichungen
(14.10),
0¢ divE 4+ div(rot B — 0+E) = p + divj (14.30)

so tragen wegen divrot = 0 und 0¢div = div0; die Feldstédrken auf der linken Seite
der Gleichung nicht bei, und man erhélt eine Differentialgleichung fiir die Ladungs- und
Stromdichte, die Kontinuititsgleichung

p+divi=0. (14.31)

Die Kontinuitétsgleichung schriankt denkbare Quellen p und ; fiir elektromagnetische
Felder ein. Es konnen in den Maxwellgleichungen nur solche Ladungs- und Stromdichten
auftreten, die der Kontinuitatsgleichung und damit lokaler Ladungserhaltung gentigen.

Lokale Ladungserhaltung besagt mehr, als dafl die Gesamtladung erhalten ist. Mit
Erhaltung der Gesamtladung wére auch der nie beobachtete Vorgang vertriaglich, dafl
Ladung im Labor verschwindet und gleichzeitig hinter dem Mond wieder erscheint. Loka-
le Ladungserhaltung besagt, dafl sich die Ladung in jedem Volumen V|, das man zeitlich
unverandert abgegrenzt hat, nur dadurch im Laufe der Zeit &ndert, dal durch die Ober-
flache 0V Strome flieBen, deren Bilanz nicht ausgeglichen ist. Dies folgert man aus der
Kontinuitatsgleichung durch Integration iiber das Volumen V mit dem Gaufischen Inte-
gralsatz

Qv(t) = Jvdgx p(t,X) , (14.32)

Gvi=|

dPxp = —J d*x divj = —J d>f-j . (14.33)
Vv Vv 0

\%

Insbesondere kann zu keiner Zeit eine einzelne Punktladung aus dem Vakuum entstehen.
Ebenso ist ein Elektron nicht im Laufe der Zeit mehr oder weniger geladen.

Kontinuitatsgleichung fiir Energie und Impuls

Aus den Maxwellgleichungen folgt nicht nur die Kontinuitétsgleichung fiir die elektrische
Ladungsdichte, sondern auch fiir die Energie- und Impulsdichte, die zu elektromagneti-
schen Feldern gehoren.

Formen wir die Zeitableitung der Grofe

1 =g —
u= 5(E2+B?) (14.34)
mit den Maxwellgleichungen um, und beriicksichtigen wir dabei
E - rot g—g - rot E = €ijk(EiajBk—BiajEk) = —ai(€i]’kEjBk) = — le(EX g) , (1435)

so erhalten wir

-

EE+B-B=F (rotB—3)—BrotE = —div(ExB)—E.J, (14.36)
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a — - -
au +divS=—-E-j, (14.37)
mit

S=ExB. (14.38)

Das ist fiir verschwindende Ladungsstromdichte j eine Kontinuitétsgleichung.

Um die Bedeutung der Groéflen u und des Poynting-Vektors S zu kldren, denken wir
uns die Stromdichte )72 pV durch eine Ladungsdichte p gegeben, die sich mit Geschwin-
digkeit V bewegt, und integrieren E-p % iiber ein kleines Gebiet und eine kurze Zeit.
Solch ein Integral ergibt nach Zwischenwertsatz die Ladung q in dem kleinen Gebiet mal
E~d>_<’, also die in der Zeit dt an der Ladung q durch Verschiebung um dX verrichtete
Arbeit. Diese Energie wird dem elektromagnetischen Feld entzogen, wenn die Energie
insgesamt erhalten ist. Dies rechtfertigt, u als Energiedichte und den Poynting-Vektor S
als Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes anzusehen.

Ohne Beweis merken wir eine tieferliegende Rechtfertigung fiir die Bezeichnungen an:
Die Maxwellgleichungen und die Bewegungen der Ladungen folgen aus einem Wirkungs-
prinzip, dafl ein lokales Funktional der Felder und Teilchen, die Wirkung, bei allen physi-
kalischen Abldufen stationér ist. Diese Wirkung ist invariant unter Zeittranslationen und
zu dieser Invarianz gehort der Energieerhaltungssatz, genauer die Kontinuitatsgleichung
(14.37). Ihr zufolge dndert sich die Energiedichte u in jedem Volumen nur dadurch, dafl
mehr oder weniger Energiestromdichte S hinein- als herausstrémt, und daB sie durch die
Leistungsdichte E-j auf Ladungen iibergeht.

Der Poynting-Vektor ist nicht nur die Energiestromdichte, sondern auch die Impuls-
dichte des elektromagnetischen Feldes. Um dies zu belegen, berechnen wir seine Zeitab-

leitung
d(ExB) =ExB+ExB=(rotB—7)xB+Ex (—rotE) . (14.39)
Fiir Ausdriicke wie (rot C) x C gilt
((rot C) x C)F = eyji (rot C)) C* = eyjx €j1m (01C™) C*
= (=8ubkm + dimBi) (91C™) C* = —C* (9;C¥) 4 C* 9, C* (14.40)
= dy(C'CF — %zxk C?) — C'axC*.
Fiihren wir die Bezeichnung
Tk =T = (E'E/ + B'B’ —%5ik(ﬁ2+1§2)) (14.41)

ein, so schreibt sich schlieBlich wegen 0 E* = p und 9B* = 0 die Zeitableitung des
Poynting-Vektors als

a g =\ 1 a . — — 01
—(ExB) +-—T*=—(pE+jxB)". 14.42
5 (EXB) + % (PE+jxB) (14.42)
Auf der rechten Seite steht eine Kraftdichte, wie man durch Integration iiber ein kleines
Volumen fiir j = pV (2.36) bestétigt. Die Kraft ist die zeitliche Anderung des Impulses,
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also ist S eine Impulsdichte. Fiir jede Komponente 1 der Impulsdichte sind die Kompo-
nenten T des Maxwellschen Spannungstensors die zugehoérigen Impulsstromdichten, die
in Abwesenheit von elektrischen Ladungs- und Stromdichten eine Kontinuitétsgleichung
erfiillen.

Da TY Impulsstromdichten sind, flieBt durch ein kleines Parallelogramm mit Kanten
@ und b pro Zeit der Impuls F{(&,b) = TY(a@ x b)’. Wird der Impulsstrom vom Par-
allelogramm absorbiert, dann bewirkt er die Kraft Fi(a, 6), und {iibt, geteilt durch die
FlichengroBfe, den Druck TUnJ auf den Absorber mit Normalenvektor 7t aus.

Der richtungsunabhiingige Teil von TY, der proportional zu &Y ist, ist der Druck von
isotrop einfallender Strahlung. Er betrédgt ein Drittel der Energiedichte.

Zusammengefafit sind die Energiedichte T% = u = %(EQ +B?), die Impulsdichten und

die Energiestromdichte T0' = T = St = (E x B) und der Maxwellsche Spannungstensor
TY = Tt die Komponenten des Energie-Impulstensors T™" = T"™ m n € {0,1,2,3}.

Formuliert man, wie wir ohne Beweis angeben, die Maxwellgleichungen als Stationa-
ritdtsbedingung einer lokalen Wirkung, so ergibt sich die Kontinuitédtsgleichung fiir die
Impulsdichten aus der Translationsinvarianz der Wirkung. Aus ihr folgt, dal der Impuls-
tibertrag vom elektromagnetischen Feld auf geladene Teilchen durch (14.42) gegeben ist,
daB also das elektrische und magnetische Feld die Lorentzkraft bewirken, wenn Energie
und Impuls von Feldern und Teilchen insgesamt erhalten sind.

Abhangigkeitsgebiet

Die elektrodynamischen Feldstidrken zur Zeit t > 0 am Ort X hdngen nur von den
Ladungen und Stromen und Anfangswerten zur Zeit t = 0 in dem Abhéngigkeitsgebiet G
ab, das vom Riickwértslichtkegel von (t, X), das sind die Punkte (t’, §j) mit t—t’ = |X—1j],
und der raumartigen Anfangsfliche A berandet wird, die vom Riickwartslichtkegel aus

der Schicht t = 0 ausgeschnitten wird [6],
C={{thg):0<t'<t, K—ygl<t—t), A={0y):K-gl<t}. (1443)

Stimmen némlich bei zwei Losungen die Ladungen und Stréme in G {iberein und sind
die anfénglichen Werte der Feldstéirken E und B der beiden Losungen auf der Anfangs-
flache A gleich, so erfiillt die Differenz beider Losungen die Maxwellgleichungen mit
Ladungen und Strémen, die in G verschwinden und mit Anfangswerten, die ebenfalls
verschwinden. Solch eine Losung mufl aber, wie wir jetzt zeigen, in G verschwinden.

Zum Beweis bemerken wir, dafl die Energiedichte u nirgends kleiner ist als der Betrag
der Energiestromdichte S,

]_ — — — — —
u= 5(E2 +B?) > [Ex B[ =15], (14.44)
denn wegen (|E| —|B[)2 > 0 gilt (|E]? + |BJ?) > 2/E||B|, zudem ist |E||B| > |E x B|. Daher
ist fiir alle zukunftsgerichtete, zeitartige Vierervektoren w = (wg, W) mit wg > [w| die
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Dichte wou — W - S nicht negativ,

(t,%)

Wl —w-S > wou— W [S| > (wo — W) u>0,  (14.45)
\% und verschwindet nur, wenn die Energiedichte u mit den Feldstér-
A ken verschwindet.

Betrachten wir nun einen inneren Punkt (t’,§) des Abhéingig-
keitsgebietes G. Er liegt in einer raumartigen, dreidimensionalen
Hyperflache

Abbildung 14.1: Ab-
héngigkeitsgebiet G

F={(t(§),9): (@) > 0,5 € A}, (14.46)

die zusammen mit der Anfangsfliche A ein Gebiet V C G C R* berandet. Da F iiberall
raumartig ist, gilt 0;t 9;t < 1. Integrieren wir 9,u + div S iiber V, so verschwindet das
Integral, weil der Integrand bei verschwindenden Stromdichten Null ist (14.37),

J d*x du+divS =0 (14.47)
A\

Es ist nach dem Gaufischen Satz dem Integral iiber die Randflichen A und F gleich,
wobei aber A nicht beitrigt, da die Anfangswerte verschwinden. Folglich verschwindet
das Integral iiber die Fliche F, die wir durch die Koordinaten § des Bereichs A und
durch @ : § — (t(Y),y) parametrisieren (15.28),

JAd?’y (W(t(9), §) — 3t(g) SHL(G), §)) = JAd?’y (Wow — W-S)(t(G),§)) = 0. (14.48)

Da aber w = (1, 04t, 9yt, 0,t) tiberall auf F zukunftsgerichtet und zeitartig ist, ist der
Integrand nicht negativ und das Integral verschwindet nur, falls E und B iiberall auf
F verschwinden. Demnach verschwinden die Feldstarken im betrachteten Punkt (t',9),
und, da er beliebig gewihlt war, im Inneren des Abhéngigkeitsgebietes G. Aus Stetig-
keitsgriinden verschwinden die Feldstédrken dann in ganz G.

Zusammen genommen zeigt dies: die Losung der Maxwellgleichungen ist bei Vorgabe
der Ladungs- und Stromdichten eindeutig durch die Anfangswerte zu einer festen Zeit
bestimmt. Die Feldstarken héngen zur Zeit t > 0 am Ort X nur von den Anfangswerten
im Riickwértslichtkegel von (t,X) ab und von den Ladungs- und Stromdichten in dem
Gebiet, das vom Riickwéartslichtkegel und der Anfangsfliche berandet wird.

Anderungen der Anfangsbedingungen oder der Ladungs- und Stromdichten wirken
sich daher nicht schneller als mit Lichtgeschwindigkeit aus.

GauBsche Schachtel

Wenn zwei Materialien an einer Flidche aneinander grenzen und Felder dort unstetig sein
konnen, dann ist, wenn die Divergenz eines Feldes E stetig ist, die Normalenkomponente
von E an der Grenzflache stetig.
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Dies ergibt die Betrachtung einer sogenannten Gauflschen Schachtel. Das ist ein nied-
riger Zylinder, dessen Deckenfldche parallel zur Grenzfliche in dem einen Material ver-
lduft, wihrend die Bodenflache im anderen Material verlauft. Macht man die Schachtel
niedriger und niedriger, verschwindet mit der Hohe des Zylinders das Volumenintegral
iiber div E, ebenso die Beitrige der Mantelflichen zum Integral iiber die Randfléchen des
Zylinders. Da dieses Integral insgesamt verschwindet, heben sich die Beitrédge der Boden-
und Deckenflache, deren Normalenvektoren entgegengesetzt sind, gegenseitig auf,

—

div E Stetlg : dQF (Einnen - Eauﬁen) =0 3 Ij:)normal, innen — Ij:)normal, auflen - (1449)
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Die bisher niitzlichen Anwendungen des Stokesschen und Gaufischen Satzes rechtfertigen
nun, den Integralsatz (14.11) auch zu beweisen.

Eine Differentialform w vom Grad p am Ort x, oder kiirzer eine p-Form, ordnet p Tan-
gentialvektoren (uy,Us,...,u,) den w-Inhalt des von ihnen aufgespannten p-Spates zu
(2.58). Die Abbildung ist linear in jedem Kantenvektor, und, da Volumen dem Cavalie-
rischen Prinzip geniigt, total antisymmetrisch,

wlau+bv,uy, ... up) =aw(u, Uy, ... up) +bw(v,ug,...up,) , (15.1)
W (U1}, Ure(2) - - - Une(p)) = sign () w(ug, g, ... Up) - '

Die Vektoren sind Linearkombinationen der Tangenten an die Koordinatenlinien, u; =
u; ™0, . Folglich ist w wegen der Multilinearitét die p-fache Summe

m m m
wug, U, . Up) = U ™Mu™ L u, ™ Winyms..mp s (15.2)
Wmimy..m, = w(amla amza SRR amp)
mit total antisymmetrischen Komponenten
Wm (1) Mn(2) - Mp(p) — sign(n) Wmymy..m,, - (15.3)

Insbesondere bilden die p-Formen dx™'dx™2...dx™r die Kantenvektoren eines p-
Spats auf sein Koordinatenvolumen ab, das antisymmetrisierte Produkt ihrer Kompo-
nenten,

mi ma my . : mq meo m
dx™dx™2 o dx™ (g, ug, .Uy ) E sign(70) wi "W W, T
TEeS
o (15.4)
= E sign(7r) wy, Mg, M@ Ly M) = ey, ™My, ™2 g T
TTES,
Da die p-Formen dx™!dx™2...dx™» total antisymmetrisch sind

dx™dx™ ... dx™ = sign(7) dxM O dx ™2 dxMe) (15.5)

tragen zu Linearkombinationen nur total antisymmetrische Koeffizienten bei, denn be-
nennen wir in

Pl Wimymym, dx™dX™ L dX™ = Wimymy.m, E sign(7t) dx™ 0 dx™=2)  dxMre)
TES)

(15.6)
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die Summationsindizes m,(;) mit ny und folglich m; mit n, 14, so ergibt sich

Z sign (7t - ﬂflm)___nﬂfl(p)dx“ldxm Coodx™ (15.7)

TTES

Bedenkt man sign(7t) = sign(7t—!) und daf die Summe iiber alle Permutationen mit der
Summe iiber alle inversen Permutationen iibereinstimmt, so folgt, wie behauptet, dafl
nur der antisymmetrische Teil der Koeffizienten beitrégt,

Wiy mym, dXTHAX™ L dx™ = E sign(7) W,
: Ttesp

ey ) XX dx™

(15.8)

Fiir m; < my < ... <m, bilden die p-Formen dx™dx™2...dx™» an jedem Punkt
eine Basis fiir p-Formen,

1

w = a (Umlmg...mp dx™dx™2 ., . dx™ = E wmlm%.mpdxm1dxm2 Coodx™e

my<me<..<m,
(15.9)
Mit der Notation der Koordinatenvolumina als Produkt von Einsformen haben wir
vorweggenommen, dafl p-Formen w®) und g-Formen @9 multipliziert werden kénnen.
Ihr Produkt ist die p + g-Form

w® ) (uy,. cyUpig)
I . .
D = sign(m WP (Un), - Unp)) @' (Unp i), Unipra)) -
-l p!q!
(15.10)
Das Produkt ist bilinear, assoziativ und graduiert kommutativ, das heift
wP@la) = (_l)pqa)(q)w(p) ) (15.11)

Differentialformen aller Formengrade bilden nicht nur einen Vektorraum, sondern dar-
iiber hinaus eine graduiert kommutative Algebra. Insbesondere antikommutieren Diffe-
rentiale

dx™dx™ = —dx"dx™ . (15.12)

Solche Produkte schreibt man auch ausfiihrlicher als dx Ady, wenn zudem ein symme-
trisches Produkt dxV dy = dy V dx oder das Tensorprodukt dx ® dy auftreten, bei dem
es keinen Zusammenhang zu dy ® dx gibt. Da bei unseren Betrachtungen diese anderen
Produkte nicht auftreten, verwenden wir die leichter zu lesende Schreibweise dx dy fiir
das alternierende Produkt von Differentialen, wie sie bei p-Formen auftreten.

Die p-Form (15.2) héngt nicht vom Koordinatensystem ab. Verwenden wir Koordi-
naten x’ und x(x’), um einen Punkt der Mannigfaltigkeit zu bezeichnen, so hangen die
Komponenten von w an diesem Punkt in beiden Koordinatensystemen durch

ox™ ox"r
w'’ (x') = w(d ...,agnp) = 30T B

Wi y.ny, (X(X7)) (15.13)

mi...myp my?
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zusammen (5.39). Mit dx/™2%2 — dx™ (5.47) zeigt sich, daB die unterschiedlichen Kom-

aX/m
ponentenfunktionen dieselbe p-Form definieren,

w’ (X ) dx'™dx' ™2 dX ™ = Wiy, (X (X)) dX™MAX™2 L dx™ L (15.14)

mima... My

Inhalte von Untermannigfaltigkeiten

Jedes p-Formfeld w definiert den Integranden eines Integrals iiber p-dimensionale Un-
termannigfaltigkeiten & C M, den w-Inhalt von F, wobei F durch eine invertierbare Ab-
bildung @ : (s!,s2,...,s?)  x(s) eines p-dimensionalen Parameterbereiches D C RP
auf F = @ (D) gegeben sei,

1 x™dxM: gx™
J‘”:J dPs = ghien CX 0% OX L m(X(s) . (15.15)
F D=®-1(5) p' Osl1 Qsiz os'r

Auf der rechten Seite ist x als Funktion der Parameter s, 1 = 1,...,p, aufgefat und
dx™ = 2 ds* (5.47) als Parameterdifferential. Wegen ds'ds’ = —dsds' (15.12) ist das

p-fache Produkt von Differentialen ds' total antisymmetrisch und daher
ds''ds™...ds" = e''2-rds'ds® ... dsP = €12 rdPs . (15.16)

Das Integral (15.15) hiangt nicht von der Parametrisierung der Untermannigfaltigkeit F
ab. Ist namlich x™(s’(s)) durch Parameter s’ parametrisiert, die ihrerseits invertierbar
von s abhéngen, dann gilt

0 , 9s’) ox™
—x ™ = — - . 15.17
dst (s°(s)) os' 0s”) ( )
Da (3.32)
... 081 Qgi2 Qglv os’\ .. .
ttzety — ... —— = [ det — | ¢'V2p 15.18
¢ os't Ost2 os'r ( ¢ as) € ( )

die Jacobideterminante der Reparametrisierung ergibt und nach dem Integralsubstitu-
tionssatz (12.72)

P a_sl) / _ Pt /
JDd s (det 3s f(s'(s)) JD’_S/(D)d s'f(s) (15.19)

ist das Integral (15.15) {iber den Bereich D der Parameter s dem Integral

1 .. ox™ ox™ ox™
J dps/ _ €]1]2-.-]p X X xr wmlmQ___mp (X(S/)) (1520)
D/

p! ds’it 9s/i2 7 9s/iv

iiber den Bereich D’ = s'(D) der Parameter s’ gleich. (Genauer bedacht ist bei Mannig-
faltigkeiten, die sich nur mit mehreren Parameterbereichen iiberdecken lassen, erforder-
lich, daf} sie orientierbar sind, daf} also iiberall und stetig definiert ist, welches p-Volumen
positiv ist.)
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Das Integral L{ w héngt also weder vom Koordinatensystem ab noch von der Para-
metrisierung, sondern nur von der Untermannigfaltigkeit & selbst und der p-Form w. Es
ist auch keine Metrik zur Messung von Kantenldngen und Winkeln erforderlich.

Beispielsweise ist

W =F dx! + Fydx? + Fydx? (15.21)

eine Einsform. Das Wegintegral iiber einen Weg f : t — (f1(t), f2(t), f3(t)) ergibt die
Arbeit

t d.fl
me = L dt EFi(f(t)) , (15.22)

die lings des Weges f von f(t) nach f(t) geleistet wird.
Ebenso ergibt das Integral {iber die Zweiform

W@ =it dx2dx® — 2 dxldx® + 3% dxdx? (15.23)

iiber eine Fliche F, die durch @ : D ¢ R?2 — R3 | (s',s?) — x(s!, s?) parametrisiert sei,
den zur Stromdichte Tgehérigen Strom durch F,
@) _ 5 .1 ax?ox®  ox3 ox? _ J g (OX 0K
Lw _JD_cDIFd $3 (x(s)) (651 0s?  0s! 632) = Dd 5 (631 % 632) '
(15.24)
Ersetzt man hier die Stromdichte fdurch die magnetische oder elektrische Feldstérke,
so erhélt man den magnetischen oder elektrischen Flufl durch die Flache F.

Das Integral iiber eine 3-Form iiber ein 3-dimensionales Volumen V C R? ist ver-
gleichsweise einfach, da

w® = pdxdydz = pd3x (15.25)

nur eine Komponentenfunktion, die Dichte p, hat
J w'® :J dxp(x) . (15.26)
\% \%

Ist in der vierdimensionalen Raumzeit eine dreidimensionale Hyperfliche F (14.48)
durch die Abbildung ® : X — (t(X),X) der Grundfliche A C R? gegeben, dann ist beim
Integral iiber F iiber eine Dreiform

w® =3 dxtdx2dx® —jt dx%dx2dx® + 32 dx%dxtdx® — 2 dxPdxtdx? | (15.27)

das Differential dx® = 37, dx'd;t. Folglich ist [, w® das Integral iiber den Bereich A
iiber den Integranden (14.48)

(5° — 01tj" — 0otj® — 95t %) dx'dx?dx?® (15.28)

wobei die Komponentenfunktionen j™ am Argument (t(X),X) zu nehmen sind.
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AuBere Ableitung

Als duflere Ableitung d der p-Form w = 1/p! W, .m, dx™ ...dx™» definieren wir
dw =dxMow , (15.29)

das p + 1-dimensionale Volumen, das vom p-Flichenelement dx™!...dx™» und dem
Gradienten dx™°0 ., Wm,...m, aufgespannt wird.

Die duflere Ableitung einer p-Form wirkt auf Koeffizientenfunktionen, die wir schon
als total antisymmetrisch in ihren p Indizes voraussetzen kénnen. Um den in p + 1
Indizes total antisymmetrischen Anteil von 0,Wm m,..m, zu erhalten, brauchen wir
daher nicht iiber alle (p 4 1)! vorzeichenbehaftete Permutationen zu mitteln, es reichen
die p + 1 zyklischen Vertauschungen 0, Wm,,,..m,m..m, , Mit einem Faktor 1/(p +1).
Eine zyklische Vertauschung von p+1 Indizes hat das Signum (—1)P?, die l-fache zyklische
Vertauschung das Signum (—1)'P. Daher ist die d&uflere Ableitung konkreter

1
dw = deam w = a amowml...mp dx™odx™t .. dx™r =
1 P (15.30)
— m (Z(—1)“’amlwmm,_,mpmommlfl) dx™odx™ .. .dx™ .
T 1=0

Die #uBlere Ableitung einer Nullform w(®) = h, einer Funktion, ist ihr Gradient,
dh=dx™ 0, h. (15.31)

Die Komponenten der duBeren Ableitung der Einsform w™ (15.21) sind in drei Dimen-
sionen die Rotation der Komponentenfunktionen

dx™0m, (F1 dx! + Fodx? + Fy dx3)

15.32
= (61F2 — 62F1) XmdX2 + (62F3 — 83F2) Cb(2dX3 + (83F1 — 81F3) dx?’dxl . ( )

Die Komponentenfunktion der &ueren Ableitung der Zweiform (15.23) sind in drei Di-
mensionen die Divergenz der Vektorfeldes

dx™ 0 (' dx?dx® — 2 dx'dx® 4 3% dx'dx®) = (015" + 025° + 035°) A’ . (15.33)

In der vierdimensionalen Raumzeit verschwindet die d&uflere Ableitung der Dreiform
(15.27) genau dann, wenn der Viererstrom j = (3°,j,?,j3) erhalten ist, das heifit, der
Kontinuitatsgleichung geniigt,

dw® = (30" + 313" + 325 + 055%) dxdx'dxdx® . (15.34)
Die duflere Ableitung héngt nicht vom Koordinatensystem ab. Driicken wir Wm,..m,
durch die Komponenten wy, ., ~aus (15.14), leiten wir ab

axlnl axl MNyp ,

mo axml axmp nl...np) )

d (15.35)
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und antisymmetrisieren wir in mg, my, ... m,, , so verschwinden alle Beitrége von zweiten

. 9%x/™ Ox0 1
Ableitungen 325 axm0 Ong

nur auf wy,, . Die Differentiale fassen wir mit dx =dx'™ (5.47) zusammen

und die antisymmetrisierte Ableitung wirkt als 9., =

mox'"
oxm

pldw = dx™dx™ ... dX"™ Oy Wiy, = dX ™A™ L dX L wy L (15.36)

Man bestétigt leicht, daf§ d linear ist, auf Produkte von p- und g-Formen mit der
graduierten Produktregel wirkt,

dAwPd ) = (dw™)@@ + (—1)Pw®) (D)) | (15.37)

und nilpotent ist, weil die Doppelsumme iiber ein symmetrisches Indexpaar, hier 0,,0,, =
0n0m , mit einem antisymmetrischen Indexpaar dx™dx™ = —dx™dx™ verschwindet,

d? = dx™dx" 9,0y, = dXx™dx" 001y, = —dXx"dx™0,, 0y = —d?,
d>=0. (15.38)
Insbesondere enthilt die Gleichung d? = 0 die Aussagen

rotgrad =0, divrot =0 . (15.39)

Poincaré Lemma

In sternformigen Gebieten, die mit jedem Punkt x auch die Verbindungsstrecke Ax,
0 < A <1, zum Ursprung enthalten, gilt das Poincaré-Lemma

dw =0« w = konst + d« . (15.40)

Die Folgerung von rechts nach links ist selbstverstdndlich, denn die duflere Ableitung
einer konstanten Funktion verschwindet und d ist nilpotent.

Verschwindet umgekehrt die duflere Ableitung einer Nullform, so ist die Funktion
konstant. Diese von x und dx unabhéingige Konstante ist nicht d einer anderen Form,
da sie kein dx enthélt.

Fiir Eins- und Zweiformen in drei Dimensionen besagt das Poincaré-Lemma, daf} in
sternformigen Gebieten ein Vektorfeld, dessen Rotation verschwindet, ein Gradientenfeld
ist. Verschwindet seine Divergenz, so handelt es sich um die Rotation eines Vektorfeldes,

rotF=0& F=—gradV , divB=0< B =10t A . (15.41)

V ist das zu F gehorige Potential, A das zu B gehorige Vektorpotential.
Um das Poincaré-Lemma zu beweisen, betrachten wir fiir p > 0 eine p-Form w mit
dw = 0 und schreiben w(x) als ein Integral lings des Strahls vom Ursprung nach x !
bood

Winy.m, (X) = L dA ™ (AP Win,ym, (AX)) (15.42)

In AP ist p der Exponent, in x™ bezeichnet m Komponenten.
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Die Ableitung von Wm,..m,(Ax) nach A ist nach der Kettenregel die Ableitung von
Wm,...m, (z) nach z an der Stelle z = Ax mal der Ableitung von z = Ax nach A.

1
— J AAP AP Wi e F APX ™00 Winy iy (15.43)
0

Da nach Voraussetzung dw verschwindet, ist die Ableitung von wm, .. m, das Negative
der restlichen zyklischen Summe der Ableitungen (15.30)

p

1
dw=0 _
w: J d)\p AP 1(,Um1...mp|>\x — APx ™o Z(_l)lp amlwml+1~~~mpm0---m171|m . (1544)
0 1=1

Durch p — 1| Paarvertauschungen koénnen wir den Index my an die erste Stelle bringen.
Einschliellich des negativen Vorzeichens erhalten wir

1 1
JO d}\p Ap_l('U'fnl---'fnpI)\x + )\pxmo Z(_]')lp+p_l+1amlwm0m1+1---mpml---ml—l‘?\x . (1545)
1=1

Dies ist nach Kettenregel die antisymmetrisierte Ableitung
1

(—1)=He=lg (J AAAY XM Wiy my g (AX) (15.46)
0

p

=1

Also folgt fiir die p-Form (p > 0)

1
w = a Wiy ma.m,, dx X ™2 dx ™ (15.47)
aus dw = 0, daB sie die duflere Ableitung w = d« einer p — 1-Form « ist,
1 1
R J AANP T IX™ Wiy oy, (AX) dX™2 L dX™ (15.48)
(p—1!Jo

Allgemeiner Satz von Stokes

Den allgemeinen Satz von Stokes (14.11) fiir Integrale {iber n-dimensionale Fldchen V

de = va . (15.49)

zeigt man mit einer simplizialen Zerlegung des n-dimensionalen Parameterbereichs, mit
dem man V parametrisiert.

Dabei ist ein n-Simplex S = (P, Py, ..., Py) mit Ecken Pg, Py, ...P,, die Punktmenge
(12.77)

{x:x:ZPjocj,Ogocj,Zocjzl}. (15.50)
j=0 j=0
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Durch die zusétzliche Angabe eines Vorzeichens, ob es sich bei dem Simplex um Raum
oder Hohlraum handelt, wird diese Punktmenge orientiert. Wir kodieren das Vorzeichen
durch die Reihenfolge der Eckpunkte und vereinbaren, daB (Pr(1), Px(2), ..., Prmn)) bei
einer ungeraden Permutation 7t Hohlraum bezeichnet, wenn (Pg, Py, ..., P, ) Raum ist,

(Pﬂ(l), PT[(Q), cee Pﬂ(n)) = sign(ﬂ) (PO, Pl, ey Pn) . (1551)

Das Volumen ist translationsinvariant und das 1/n!-fache des entsprechenden Quader-
volumens

VOI(PQ, Pl, PQ, ceey Pn) = VOI(O, P1 — PQ, P2 — Po, e Pn — Po)

) (15.52)
:a(Pl_PO)A(PQ—PO)A.../\(Pn—Po) :

Da das Volumenprodukt in jedem Faktor linear (2.17) und in jedem Paar alternierend
ist, P; A P; = —P; A Py, (mit der Folge P AP =0 (2.12)), betriagt das Simplexvolumen

n! VOI(Po,Pl,PQ,...7Pn):Pl/\PQ.../\Pn—Po/\PQ.../\Pn:l:...
= . 15.53
- (—1)1P0AP1/\...P171/\P1+1.../\Pn ( )

i=0

und wechselt bei jeder Paarvertauschung von Ecken sein Vorzeichen, wie es wegen der
linken Seite und (15.51) sein muf, wenn das Volumen von vorzeichenbehafteten Summen
gleich der vorzeichenbehafteten Summe der einzelnen Volumina ist.

Entsprechend hat ein (n — 1)-Simplex die translationsinvariante Fldchengrofie

(TL— 1)!V01(P1,P2, .. Pn) = (P2 - Pl) AN (Pg — Pl) VAN (Pn — Pl) . (1554)

Jeder Ecke P; von S liegt ein (n — 1)-Randsimplex mit den verbleibenden Ecken
(Po, P1,...Pi_1,Piy1, ... Pyu) gegeniiber. In (15.50) sind dies die Punkte mit ot = 0.
Das orientierte Volumen von S orientiert seine Randflachen. Die Randflache

Si = (—1)*(Po,Py,...Pi_1, Pit1,...Po) (15.55)

ist in dem Sinn nach auflen gerichtet, daf§ jede nach auflen gerichteten Stromdichte j
mit der Fldchengréfie von S; ein Volumen mit gleichem Vorzeichen wie der Simplex S
aufspannt. Denn ist Q ein Punkt auf der Randflache S;, dann ist j = Q — P; nach auflen
gerichtet und spannt mit vol(S;) das Volumen j Avol(S;) = nvol(S) auf. Es gilt ndmlich

(=)' A (PL—=Po) A (Piy = Po) A (Piyy —Po) ... A (P — Po)

= (P —P)A...(Pioi —P) A (=) A (Pigz1 —Pg) ... A (P —Py), (1556)

weil die Stromdichte j mit (1 — 1) Faktoren vertauscht wurde.

Von —j = (P;y — Py) — (Q — Py) trigt (Q — Py) nur das verschwindende Volumen eines
in der Ebene von S; liegenden, flachen n-Simplexes (Pg, P1,...Pi_1, Q,Pii1,...Pn) bei.
Der Term (P;—Pg) aus —j ergéinzt den Faktor vol(S;) zum n-fachen des Volumens von S .
Ersetzt man j = Q — P; durch Q — P, wobei P irgendein innerer Punkt von S ist, so
andert dies nicht das Vorzeichen von jAvol(S;), da das Produkt erst verschwindet, wenn
P in der Ebene von S; liegt.
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Der nach auflen gerichtete Rand des Simplexes ist also die vorzeichenbehaftete Summe
iiber die Auslassungen eines Randpunktes

n

(Po,Pr....Pn) =) (—1)"(Po, Py, Piy, Pipy, Pr) . (15.57)

i=0

Fiir n = 0 definieren wir den Rand des 0-Simplexes, des Punktes (P), als o(P) = () = 1.
Dann gilt fiir jede Stromdichte aus P heraus j A 0(P) = j. Zudem definieren wir den
Rand des —1-Simplexes, der leeren Menge, als 0() = 0 und dafl der Rand von Summen
von Simplexen die Summe der Rénder sei.

Fiir alle Simplexe verschwindet der Rand des Randes,

°=0. (15.58)

Denn 0%(Pg, Py, ... Py) besteht aus n — 2-Simplexen Si;, 1 < j, bei denen die zwei Ecken
P; und P; weggelassen wurden. Es hebt sich aber der Beitrag, bei dem zuerst P; und
dann P; weggelassen wurde mit dem Beitrag weg, bei dem zundchst P; und dann P;

weggelassen wurde, (13 bezeichne die Auslassung von P)

92(Py,...Py) = a((—1)i(P0,...15j...Pn) F(=1)4 Py, ... Pi...Py) +>

= (1) + (=D ((Py,...Pi...Pj...Pu)) +...=0. (15.59)
Daher verschwindet die orientierte Gesamtflachengrofie des Randes eines Simplexes,
vol 0 =0, (15.60)

denn das Volumen (15.53) ist der Rand (15.57), in dessen Formelzeichen Kommas durch A
ersetzt sind.

Zum besseren Verstandnis erinnern wir daran, dafl (n — 1)-Flachengréfien vol(S;) so
definiert sind, dafl sie mit einer Stromdichte j multipliziert den Strom durch die Fliche
als das Volumen j A vol(S;) ergeben (2.35). Es handelt sich also um die Querschnittsfla-
che, (nur sie ist additiv (Seite 22)) und von jeder Richtung besehen hat der Querschnitt
eines n-Simplexes gleich grofle, aber entgegengesetzt orientierte Vorder- und Riickseiten.
Insbesondere verschwindet bei konstanter Stromdichte der nach auflen flieBende Gesamt-
strom, denn er ist ein konstantes Vielfaches der orientierten Flachengrofien des Randes:
bei konstanter Stromdichte fliefit in ein Simplex genausoviel hinein wie hinaus.

Jede (n — 1)-Form w ist eine Linearkombination von der Form (dx' bedeutet die
Auslassung von dx!)

w :Zwi Cwi= (1) Akt dx™, dw = gt dxt dx? .. dx™ (15.61)

Um den Satz von Stokes zu beweisen, reicht es, ihn fiir jedes w; zu zeigen. Zum Oberfla-
chenintegral iiber den nach auflen gerichteten Rand einer Fliche V tragt w; mit seinen
Werten auf der Unterseite x!'(x2,x3,...x™) und Oberseite x!(x2,x3,...x™) mit entge-
gengesetztem Vorzeichen bei, weil es an der Unterseite in V hinein- statt hinausgeht,

J W, :J GHxE X2, o) =it a3 X)) AL At (15.62)
oV Py(V)
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Dabei ist P;(V) die in die x! = 0-Ebene projizierte Fliche V. Nach dem Hauptsatz der
Integralrechnung (12.13) ist dies gleich

21

J J (0771) dxtdx?...dx" :J 915t d™x :J dw; . (15.63)
P1(V) Jx! A% A%
Ebenso ist der Beitrag von wy = —j?dx! dx?...dx™ ein Integral iiber die Fliche V, die

in die x> = 0-Ebene projiziert ist,
J W :—J G2t %2 x3, o ox™) =32 X2 X3 X)) A dx® L dx™t . (15.64)
A% P2(V)

Nach dem Hauptsatz der Integralrechnung gleicht dies

=2

—J J (agjz)dxzdxldx?’...dx“:—J agjzdxzdxldx3...dx“:J dw, .
P2(V) \% \%

52
(15.65)
Dies zeigt den allgemeinen Satz von Stokes (14.11).

Er gilt unabhéngig davon, ob V euklidisch ist oder ob seine Koordinaten kartesisch
sind. Es reicht, dafl V orientierbar ist, sodafl es als Summe von gleich orientierten Simple-
xen zerlegt werden kann. In einem Euklidischen Raum ist das Volumen jAts .. . t,,, das
eine Stromdichte mit den Tangentialvektoren ts, ts3, ...t,, einer Randfliche aufspannt,
auch das Skalarprodukt von j mit dem Normalenvektor, aber das Volumen ist auch
definiert, wenn es keine euklidische Metrik gibt, wie beispielsweise in der Raumzeit.
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Vektorpotential

Die Maxwellgleichung divB = 0 gilt in sternférmigen Gebieten nach dem Lemma von
Poincaré (15.40) genau dann, wenn das Magnetfeld die Rotation eines Vektorpotentials A

1st,
B =rotA . (16.1)

Beispielsweise ergibt die Rotation des folgenden Vektorpotentials (15.48) das diver-

genzfreie Magnetfeld B
1

A(R) :—J dAAX x B(AX) . (16.2)
0
Hierbei wird X x B(X) lings des Strahls vom Ursprung zum Punkt X integriert, also unter-
stellt, daf3 alle Punkte des Gebietes, in dem B definiert ist, mit Strahlen vom Ursprung
erreichbar sind, eben, daf3 das Definitionsgebiet von B sternformig ist.
Zur Bestétigung berechnen wir die dritte Komponente der Rotation von A(%) . Dabei
ziehen wir die Differentation unter das Integral und beriicksichtigen die Kettenregel,

oo 02 -
0,iB(Z(X)) = 3t 0Bl -

Fiir Z(X) = AX gilt insbesondere 3 B(Ax) = A aiﬁm . Fiir (rot A), erhalten wir

(16.3)

0 A, — dyAy = — JldM\ (3x(2B.(A%) — xB.(AR)) — 3y (y B.(A) — 2By (AT)) )

0

1
= —J d7\7\<z7\ 1By — B, —xA9;B, — B, —yAd:B, +zA aQBy) .
0
Wegen divB = 0 ist —0,B, — 02B, = 03B,

1
:J dAA(Az 03B, +Ax 0B, +Ay0,B, + 2B,)
0

1 1
:J dA (A*(x 01 +y 032 +203)B. +2AB,) :J dA%(?\QBZU\%))
0 0

= A?B.(AR)|}_, = B.(%) . (16.4)
Der Leser bestétige iibungshalber, dafl auch die x- und y-Komponenten von rot A und B
iibereinstimmen.

Demnach sind mit (16.1) alle Losungen der ersten homogenen Maxwellgleichung erfaf3t.
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Skalares Potential

Setzen wir B = rot A in die andere homogene Maxwellgleichung (14.9) ein, so besagt sie,
weil die partiellen Ableitungen nach dem Ort und der Zeit vertauscht werden kénnen,

0 =rot E + 0B = rot (E + at/?\) : (16.5)

daB die Rotation von E + at/f\ verschwindet.
Nach dem Poincaréschen Lemma (15.40) 148t sich in sternformigen Gebieten jedes Vek-
torfeld C, dessen Rotation verschwindet, als negativer Gradient eines Potential schreiben,

beispielsweise von (15.48)
1

G(X) = —Ld?\xj Ci(AX) . (16.6)

Wir bestétigen dies durch Ableiten, wobei wir wieder die Kettenregel beachten,

1
—ﬁxld)()?) = JOdA (Clp\)_é) —f—}\Xj aiC]') .

Da die Rotation von C verschwindet, ist 0;C; = 0;C4,

1 1
:J dA(Ci +Ax 9;Cy) :J dxi(x Ci(AX)) = Ci(x) . (16.7)
0 o OA

Also ist das Feld E + 9,A der negative Gradient eines Potentials ¢,
E=—grad¢ — ;A . (16.8)

Die homogenen Maxwellgleichungen besagen, daf} die sechs Feldstérken E und B Ab-
leitungen (16.1, 16.8) von vier Potentialfunktionen ¢ und A, dem Viererpotential, sind.

Eichtransformation, Lorenzbedingung, inhomogene Wellengleichung

Die vier Potentialfunktionen d),/i, deren Ableitungen die sechs Feldstéirken E und B
ergeben, sind durch diese Feldstérken nicht eindeutig festgelegt. Die mit einer beliebigen,
zweifach stetig differenzierbaren Funktion x eichtransformierten! Potentiale

O =dp—0x, A =A+grady, (16.9)
ergeben dieselben Feldstarken,

B=rotA=rotA’, E=—gradd — ;A =—graddp’ —d.A’. (16.10)

!Transformationen mit einer frei wihlbaren Funktion, hier x , heilen Eichtransformationen. Sie wurden
erstmals von Hermann Weyl [18] in einer Abwandlung der Allgemeinen Relativititstheorie bedacht,
in der an jedem Punkt der Raumzeit die Einheitsldnge, die Eichung, beliebig wahlbar war.
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Wir machen von der Freiheit Gebrauch, das Viererpotential abzuindern ohne die mef3-
baren Feldstirken zu &ndern, und wihlen unter den eichédquivalenten Viererpotentialen
diejenigen heraus, die der Lorenzbedingung

3¢ +divA =0 (16.11)

geniigen. Diese Eichbedingung, oder kurz Eichung, geht schon auf den ddnischen Physiker
Ludvig Valentin Lorenz, nicht erst auf Hendrik Antoon Lorentz, zuriick [12, 14]. Liegt
zunéchst ein Viererpotential vor, fiir das die Funktion f = 0y ¢$+div A nicht verschwindet,
und ist x eine Losung der inhomogenen Wellengleichung

ox=f, O=-s— = — — — — (16.12)

dann erfiillt das eichtransformierte Viererpotential ¢/, A’ (16.9) die Lorenzbedingung.
Da, wie wir sehen werden, die inhomogene Wellengleichung Losungen hat, gibt es Vie-
rerpotentiale, die der Lorenzbedingung geniigen. Wir unterstellen im weiteren, dafl sie
fiir ¢, A gilt.

Der Operator O heifit Wellenoperator oder d’Alembert-Operator und wird ,,Box“ ge-
sprochen. Die scherzhafte Benennung ,Quabla“ spielt lautmalend mit lateinisch vier,
quattuor, und der Ahnlichkeit zum Nabla-Symbol V. Allerdings besteht mathematisch
keine Ahnlichkeit zum Ableitungsoperator erster Ordnung, V, den wir zugunsten von 0
vermeiden. Ahnlich zum Wellenoperator aber auch wesentlich verschieden von ihm ist
der Laplace-Operator A (gesprochen , Delta®),

02 02 02

A= a2 oy + 352 (16.13)
im dreidimensionalen, Euklidischen Raum in kartesischen Koordinaten. Die vierte Ecke
im Box-Operator O steht fiir die zusétzliche zweite Ableitung nach der Zeit, die mit
dem entgegengesetzten Vorzeichen wie die zweiten Ortsableitungen in den Wellenope-
rator eingeht, so wie zum Léngenquadrat von Vierervektoren (1.64) das Quadrat der
Zeitkomponente mit entgegengesetztem Vorzeichen der Quadrate der Ortskomponenten
beitrigt.

Allgemeiner bezeichnen in d-dimensionalen Rdumen und in d+1-dimensionalen Raum-
zeiten mit kartesischen Koordinaten x!,x?,...x¢

49 2

d
3 9 3 9
A= 9 _ 99 9
; xioxt DT atot - 3xi 0x!

(16.14)

1=

den Laplace- und den Wellenoperator.
Setzt man in der inhomogenen Maxwellgleichung divE = p die Feldstéirke E als Ab-

leitungen des Viererpotentials ein und verwendet man divA = =3, so ergibt sich die
inhomogene Wellengleichung des skalaren Potentials,
. ] R 62 62 62 62
divE = —divgradd — 9, divA = 32 @d) — @d) + wd) ,

Op=p. (16.15)
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Fiir die verbleibende Maxwellgleichung berechnen wir zunéchst die Komponenten von

(I‘Ot rot A)l = €ijk 6]- (I‘Ot /&)k = €ijk €xlm ajalAm = (511 6jm — 6im 6]'1) ajalAm

=0;0;A’ — 9;0;A" .
(16.16)
Addieren wir hierzu _ _
—0E' = 0¢(0:¢ + 0:AY) | (16.17)
und verwenden wir die Lorenzbedingung 0,¢ = —9;A, so zeigt sich
rot B — 0, = DA . (16.18)

Die inhomogene Maxwellgleichung fiir rot B ist in der Lorenzeichung je eine inhomogene
Wellengleichung fiir jede Komponente des Vektorpotentials

OA =7 . (16.19)

Insgesamt erfiillen also die vier Funktionen A = (A%, A!, A2, A%) = (¢, A), das Vie-
rerpotential, in der Lorenzeichung (16.11), 9,,A™ = 0, vier entkoppelte inhomogene

Wellengleichungen mit dem Viererstrom j = (3%,%,3%,3%) = (p,j)
OA =3 . (16.20)

Allerdings koppelt die Lorenzbedingung (16.11) die Komponentenfunktionen des Vie-
rerpotentials, so wie die Kontinuitdtsgleichung (14.31) 0,,j™ = 0 den Viererstrom ein-
schrankt.
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Fiir zeitunabhéngige Ladungs- und Stromdichten erfiillt jede Komponente des zeitunab-
héngigen Viererpotentials eine Poissongleichung

Ad) =0, A= (61)2 + (62)2 + (63)2 ) (171)
mit der Losung (14.27)
b19) = - [ex 25 (172)
Vo am | k=gl '

Mathematisch allerdings ist unsere frithere Herleitung dieser Losung mit dem Superpo-
sitionsprinzip fragwiirdig, denn das Riemannintegral ist als Grenzwert von verfeinerten
Riemannsummen definiert, die das Integrationsvolumen zerlegen. Die dabei auftretenden
Summen sind nicht Beitrdge von kleinen geladenen Kugeln, sondern von Quadern, die
nicht kugelsymmetrisch sind.

Um zu iiberpriifen, da8 (14.27) die Poisson-Gleichung 16st, schneiden wir [20] aus dem
Integrationsgebiet V eine Kugel K. um y mit Radius € heraus, V. = V — K., und
betrachten den Grenzfall € — 0. In V. gilt

- 1 - - 1 =
() = | %= 8000 = | dx (= A0R) — (A=) 0(R) . (173
. X=1l . X =yl X —yl
weil 1/|X — 4] in V. differenzierbar ist und dort AFIQI =0 gilt.
Der Integrand ist eine Summe von Ableitungstermen,
fAg — (Af)g = 0:(fdig — (0:f) g) . (17.4)
Daher ist nach dem Gauflschen Satz
- > - 1 -
L(§) = | @ (o grad o1) — (grad =) b(%)
V. X — 4l X — 4l (17.5)
L1 X — 7 '
| @ (s mad o) + s 6(9)
V. X —1l X =yl

Der Rand von V. besteht aus dem Rand von V und der Kugelfliche 0K, 0V, = 0V +
0K, . Dabei ist zu beachten, dafi der Normalenvektor d?f = d?f it beim Flichenintegral
(17.5) aus V. heraus in die Kugel K. um ¢ hinein zeigt. Auf der Kugelfliche 0K, gilt

_— - . (17.6)



174 17 Potentialtheorie

Das Integral {iber den ersten Term verschwindet im Grenzfall € — 0,

J d*f - —— grad ¢(X) = —J d*f - grad p(X) — 0 , (17.7)
K. X — € Jak.

denn nach dem Integralmittelwertsatz ist es gleich einem Wert von - grad ¢ an einer
Stelle der Kugelfliche mal der Gréfle der Kugelfliche 47e? geteilt durch e.

Im zweiten Term des Integranden ist das Skalarprodukt das Negative des Produkts der
Betriage. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir eine Zwischenstelle Z auf der Kugelfliche 0K,

SX—=T 1 . dme®
J <Pﬂ% §P¢u):—zaj CF(X) = ——5-(2) . (17.8)
K. - 0K

Da Z fiir € gegen Null gegen den Mittelpunkt §f von K, strebt, geht das Integral iiber 0K,
dabei gegen —4ntd (7).
Insgesamt erhalten wir also

1 L1 X —1
ot o AR = | (s amad §07) S 61R)) i) (179)
Y X — 1l Vv X — 1 X — 1|
und nach ¢(7) aufgelost
. 1 Ad(X) | 1 = 1 o X=T0
=—— | dx—= +———-J d*f - (=——= grad ¢(X) + ——== $(X)) . (17.10
o0 = | PR g0 i O (g 000 + g 009) - 70

Jede in V zweifach stetig differenzierbare Funktion ¢ ist durch A¢$ und ihre Randwerte
auf 0V festgelegt.

Da das elektrostatische Potential einer rdumlich beschrinkten Ladungsverteilung fiir
grofle Absténde verschwindet und sein Gradient schneller als 1/r gegen Null geht, ver-
schwinden fiir V = R? die Randterme. Folglich 16st (14.27) fiir inselférmige Ladungsver-
teilungen die Poisson-Gleichung.

Harmonische Funktionen

Als harmonisch bezeichnet man Funktionen ¢ eines Gebietes V, die dort die Laplace-
Gleichung A = 0 erfiillen. Beispielsweise ist das elektrostatische Potential im ladungs-
freien Raum harmonisch. Fiir harmonische Funktionen ¢ verschwindet nach dem Gauf-
schen Satz das Oberflachenintegral iiber die Normalenableitung,

Jxﬁﬁgm@:J&M@m:o. (17.11)
oV Vv

Fiir einen inneren Punkt §j im Gebiet V betrachten wir eine Kugel Kgy C V um ¢y
mit einem Radius R. Die Darstellung (17.10) zweifach stetig differenzierbarer Funktio-
nen gilt auch fiir V = Kg . Dabei verschwindet, weil ¢ in Kg g harmonisch ist, das
Volumenintegral und auch das Oberflichenintegral iiber die Normalenableitung von ¢,
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denn sie wird mit einem konstanten Faktor 1/R integriert. Es verbleibt der Mittelwert
Mg gle] von @ auf der Kugelfliche um ¢ mit Radius R

_ 1
~ 47IR2

¢ (Y) = Mg glo] J d*f o(X) . (17.12)
OKr.g

Da die harmonische Funktion ¢(X) gleich ihrem Mittelwert auf umhiillenden Kugelfli-
chen ist, nimmt sie ihr Minimum und Maximum auf dem Rand jedes Gebietes V an, in
dem sie harmonisch ist. Insbesondere hat ein elektrostatisches Potential im ladungsfreien
Gebiet keine Mulde, es gibt keine elektrostatische Falle fiir geladene Teilchen.

Eine leitende Oberfliche ist nach Abklingen aller Strome eine Aquipotentialfliche.
Umschlieit sie ein ladungsfreies Gebiet, so ist das Potential auch im Inneren konstant,
denn es hat Werte zwischen dem Minimum und Maximum, das auf dem Rand angenom-
men wird. Folglich verschwindet in einem Faraday-Kéfig die elektrische Feldstérke.

Verschwindet auf 0V die Normalenableitung n'0;¢ einer harmonischen Funktion,

0= —J dBxpAp = J d3x 01 0;0 —J 2 fntedip = J d3x Z(ai(p)2 , (17.13)
\% \% Vv \%
so verschwindet 0;¢@ in V und ¢ ist konstant.
Demnach ist jede Losung der Poisson-Gleichung durch p und ihre Werte auf dem Rand
festgelegt. Denn die Differenz zweier Losungen mit gleichem p und gleichen Randwerten
ist eine Losung der Laplace-Gleichung, die auf dem Rand verschwindet und folglich im

Inneren verschwindet,

Ad):_pa AX:_pa ¢\av:X|aV:f7
A(CIJ—X):O, (¢_X)\av:O>:>¢_X:O-

Durch ihre Normalenableitung auf dem Rand ist jede Losung bis auf eine Konstante
festgelegt, denn die Differenz zweier Losungen mit gleichen Normalenableitungen hat
verschwindende Normalenableitung und ist konstant.

Weil @? und (0;¢)? nicht negativ sind, zeigt (17.13) auch, dafi auf Gebieten ohne
Rand der Laplace-Operator keine positiven Eigenwerte hat, Ao =A@ = A <0 .

(17.14)

Greenfunktion

An der Darstellung (17.10) der zweifach stetig differenzierbaren Funktion ¢ ist unbe-
friedigend, da8 sie von ¢ und 7 gradd auf dem Rand Gebrauch macht, dafi aber
bei gegebenem Ad schon die Angabe der Randwerte von ¢ oder der Randwerte von
- grad ¢ die Funktion ¢ eindeutig oder bis auf eine Konstante festlegt.

Eine Darstellung von ¢, in der nur die Werte von A¢ und die Randwerte von ¢
auftreten, erhalten wir mit Hilfe des Potentials G(X,q§) am Ort X, das von einer Ein-
heitsladung am Ort § in einem Raum V erzeugt wird, dessen Randfléchen geerdet sind,
G(X,Y)gesy = 0. Diese Funktion G ist nach George Green (1793 — 1841) [18] benannt.
Auch bei anderen linearen, inhomogenen Differentialgleichungen gewinnt man die Lo-
sung fiir beliebige Inhomogenitét aus der zugehorigen Greenfunktion, das ist die Losung
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fiir eine Inhomogenitét, die auf einen Punkt beschrankt ist. Die Funktion ist fiir X € V
und § € V durch

1

GX1{§)l= ——

(%7 g) ) Ag(%,g) =0 ) g(gag)\geav - (1715)

AniX — gl -
gegeben, wobei g in V harmonisch ist und fiir verschwindende Randwerte von G sorgt.

Auch wenn G nur in Ausnahmefillen explizit und normalerweise nur numerisch be-
stimmt werden kann, erlaubt die Greenfunktion wichtige Einsichten. Ersetzen wir in der
Herleitung von (17.10) das Coulombpotential 1/47X — §| durch G(X,Y), so gelten auf
der Kugel K. dieselben Abschédtzungen und wir erhalten, weil G auf 0V verschwindet,
die Funktion ¢(y) dargestellt durch A¢ und durch ihre Werte auf dem Rand

B17) = | dxGEG) A6 - | dF - grad GI%.H) (3 (17.16)
\% oV
Ist ¢ insbesondere das elektrostatische Potential, das in einem Gebiet V zu einer
Ladungsdichte p gehort, also Ap = —p erfiillt, und besteht der Rand von V aus den
Qberﬂéichen mehrerer Leiter 0V;, 1 = 1,2..., so sind sie, wenn keine Strome flieflen,
Aquipotentialflichen ¢, = ¢ und das Potential ist

€ov;

$(5) :j

\% Vi

d3x G(X, 1) p(X) — Z b J 4*f - grad G(X, ) . (17.17)
1
An (17.17) verwundert, dafl zum Potential am Ort § das Integral von p(X) mit G(X, )
iiber X beitréigt, wobei i den Ort bezeichnet, an dem sich die Einheitsladung befindet, die
das Potential am Ort X verursacht. Man wiirde G(y, X) p(X) integriert iiber X erwarten.
Die Erwartung ist richtig, denn die Arbeit G(X, ), die man braucht, um eine Einheits-
ladung im Feld einer anderen Einheitsladung bei §j von einem Ort mit Potentialwert 0
an den Ort X zu bringen, ist dieselbe, wie diejenige, die man verrichtet, wenn man im
Feld einer Einheitsladung bei X eine andere Einheitsladung nach §f bringt, Actio gleich
Reactio,
G(X,¥y) =G(Y,X) . (17.18)

Diese Gleichung beweist man zunéchst fiir innere Punkte g € V und Z € V mit dem
Integral

0= J & (G(%.§) AG(%,Z) — (AG(X. 1)) G(%,2)) (17.19)
Ve

Dabei ist V. das Volumen V, aus dem man eine Kugel K. um § und eine Kugel Ke um
Z herausgeschnitten hat. Das Integral verschwindet, weil die Greenfunktion G(X, V) und
G(X,Z) in V. als Funktion von X harmonisch ist.

Der Integrand ist eine Summe von Ableitungen (17.4). Das Integral ist daher nach
dem Satz von Gaufl gleich dem zugehotrigen Oberflichenintegral iiber den Rand von V —
dort verschwinden G(X, ) und G(X, Z) — und iiber die Rander der Kugeln K. und Ke um
¥y und Z. Die Gradienten von G(X,V) und von G(X, Z) verhalten sich dort wie —11/47me?
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und die Oberflichenintegrale ergeben fiir € — 0 die Faktoren, die den divergierenden
Gradienten dort multiplizieren —G(z,y) und G(y, z). Wir erhalten

0=G(7,2) - G(Z,F) . (17.20)

In der Greenfunktion darf der Ort der verursachenden Ladung bei Z und der Auswirkung
bei § vertauscht werden.

Spiegelladung

Das Potential ¢ einer Einheitsladung am Ort § und negativer Ladungen an anderen
Orten, den Spiegelladungen, definiert ein Gebiet V, in dem das Potential nicht negativ
ist. Das Gebiet enthélt nicht die negativen Ladungen und auf 0V verschwindet das Po-
tential. Eingeschrankt auf V ist das Potential daher die zu V und § gehorige Greenfunk-
tion G(X,Yy). Verdndert man allerdings den Ort der Einheitsladung §j und der negativen
Ladungen, so verdndert sich leider normalerweise das Gebiet V', sodafl man nur in Aus-
nahmeféllen die zu einem festgewéhlten Gebiet V gehorige Greenfunktion G(X,y) fiir
alle Orte § € V erhailt.

Zu den Ausnahmefillen gehért der Halbraum V = {X € R?,x > 0}, der von einer
leitenden Flédche, der y-z-Ebene, begrenzt wird. Das Potential einer Ladung q am Ort
X''= (X,y,2'), x¥' > 0, ergdnzt um das Potential eines entgegengesetzt geladenen
Teilchens am gespiegelten Ort X" = (—x’,y’,2') , verschwindet auf der y-z-Ebene x =0,

IMG(RR') = i _ q .
Vix=xP+y—yP2+(z-2)2 Vx+x)2+y—y)?+(z—2)?
(17.21)
Im Halbraum x < 0 verschwindet das Potential, da nach Annahme im Leiter keine
Strome flieen und folglich das Potential im Leiter konstant ist.
Das elektrische Feld steht senkrecht auf der Grenzflache

- -9 /
E(0,y,z) = —grad G(X,X')|_, = ax ¢ (17.22)

€x

(R v - 22)

und verschwindet im Leiter fiir x < 0. Es ist auf der Oberfliche unstetig.
Umschlieft man mit einer kleinen Gaufischen Schachtel S ein Gebiet, dessen Deckel-
flache in V und dessen Bodenfliche im Leiter verlauft, so ergibt das Integral Q(S) =
fs d3x div E nach der Maxwellgleichung die in der Schachtel enthaltene Ladung. Sie be-
findet sich auf der Randflache: im Leiter ist das Potential konstant, dort verschwinden
E und div E. Nach GauBschem Satz ist Q(S) gleich Jas d2f-E, wobei im Grenzfall bei
Schachteln geringer Hohe nur das Oberflichenintegral iiber die Deckelfliche innerhalb V
beitriagt. Es ist also die Normalenkomponente von E auf der Oberfliiche des Leiters gleich

der Oberflichenladungsdichte o

i-E ., =0. (17.23)
In unserem Fall betrégt die Oberflichenladungsdichte in der y-z-Ebene
1 —2qx
T AT ()2 12 n2\3/2 "
()2 + (y =) + (2~ 2)?)

oly,z) (17.24)
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Diese Ladung, die sich im Leiter als Reaktion auf die Punktladung q am Ort X’ einstellt,
und die iiber die Erdung zufliefit, heifit influenzierte Ladung. Insgesamt ist die Spiegella-
dung —q influenziert, wie Integrieren iiber die gesamte Oberfldche in Polarkoordinaten
fir (y—vy’,z—2') zeigt

1 00 27t 2(]X/ 47t 00 T
2 _ _ /
Javd fo= —47TJ drrJ d(p—)3/2 = —4ﬂqu dr—)3/2

0 0 (x'2 412 0o (x2+72 (17.25)
=qx'(x? +T2)_1/2\Z;° =—q.

Die influenzierte Ladung iibt auf die Ladung bei X’ dieselbe Kraft F = —q2 /47 (2x')2&,
aus, wie eine Spiegelladung bei X", denn sie erzeugt das Potential

q

— =/
X. X = ——
9% X) = =

(17.26)
(17.15,17.21). Leitende, geerdete Oberflichen ziehen geladene Teilchen an.

Ebenso wie fiir die leitende Ebene kann man fiir eine leitende Kugeloberfliche oder in
zwei Dimensionen fiir einen Kreis durch eine Spiegelladung die Greenfunktion erschlie-
Ben. Dazu ist hilfreich, zu wissen, dal Losungen der Poisson-Gleichung nicht nur durch
Verschiebungen und Drehungen in Loésungen zu verschobenen und gedrehten Ladungs-
verteilungen {ibergehen, sondern auch unter konformen Transformationen. Konforme
Transformationen bilden Kugelflichen auf Kugelflichen ab und werden von Verschie-
bungen, Drehungen und Spiegelungen Ig (5.60) an Kugelflichen mit Radius R um den
Ursprung erzeugt. Diese Spiegelung, die Kelvintransformation, bildet Funktionen u eines
Gebietes G C R™, 0 ¢ G auf Funktionen

r2m  xR?

v(x) = (Igu)(x) = o u(r—Q) , T2 =xxt (17.27)

des gespiegelten Gebietes ab und umgekehrt, (Ig)? = id. Mit einigem Rechenaufwand

bestétigt man,
Rn+2
Av(x) = e Au|Z:& . (17.28)

2

Die Ladungsdichte p’ = —Av transformiert also verglichen mit dem Potential mit einem
zusitzlichen Vorfaktor R*/r?.

Bei der rechnerischen Bestétigung von (17.28) ist es hilfreich, mit der Variablen
s = 12/R? die Kelvintransformierte als s'"™u(x/s) mit m = n/2 zu schreiben. Die
Produktregel ergibt

Av(x) = (As'™™)u(x/s) 4+ 2(0:s ™) (9, u(x/s) + s ™ 0,10 u(x/s) (17.29)
Dabei verschwindet der erste Term. Die Kettenregel ergibt

i 1, 2xiv
0is' ™ =(1—m) s’mQ% , 0u(x/s) = gaiu— ﬁaju , (17.30)
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wobei die partiellen Ableitung 0;u(z) nach der i-ten Komponente von z ableitet und
diese Funktion bei z = x/s zu nehmen ist. Erneutes Differenzieren mit der Kettenregel

zeigt As'™™ =0 (bei (s # 0)) und

4—2n
R2

0,:0,:u(x/s) = é(Au + x'oiu) | (17.31)
woraus (17.28) folgt.

Ist nun u das Potential einer Punktladung bei y im Inneren der Kugel, so ist u —Igxu
ein Potential, das durch Iy in sein negatives iibergeht und daher auf der Kugeloberfla-
che verschwindet, denn die ist ja invariant unter der Spiegelung. Daher ist in n = 3
Dimensionen

1 R 1 )_1( 1 1
K-yl K -g  4n R -1 \/R2_2£_g+i2g2

(17.32)

R2

fiir [j] < R die Greenfunktion einer Punktladung im hohlen Inneren einer Metallkugel
mit Radius R und fiir || > R auBerhalb solch einer Metallkugel. Da der Gradient in
Normalenrichtung auf der Kugeloberfliche x| = R den Wert

i R2 22
X 9:G(,T) Y

=2 17.33
R =k T T4 RIX — g3 (17.33)

hat, ist nach (17.16) jede im Inneren der Kugel harmonische Funktion ¢ dort durch

4R Jig=r X —gP

¢(y) = (17.34)

als Integral {iber ihre Randwerte gegeben.

Kapazitatskoeffizienten

Nach (17.16) ist in einem ladungsfreien Gebiet V, das von leitenden Oberflichen 0V;
begrenzt wird, deren elektrische Spannung ¢; betrigt, das Potential

N
() = —Zq)jj Q25 - grad G(X,7) . (17.35)
= Joy

Die Ladungsdichte auf der Oberfliche 0V; ist die Komponente des elektrischen Feldes
E = —grad ¢ in Gegenrichtung des aus V herauszeigenden Normalenvektors (17.23)

N
0(§) =jgeoy, - gradp = — Z ;' Jav d*fn* 9, G(X,7) , (17.36)
j=1 j

wobei 1 den Normalenvektor auf 9V; und 1’ den Normalenvektor auf 9V; bezeichnet.
Die Gesamtladung auf 0V, ergibt sich hieraus durch Integration

qi = Z Cijd; , Cy = —Jav‘de’ n''o, Jav.de n*9,.G(X,§) =Cji . (17.37)
) L j
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Das heifit, die Ladungen q; auf den Leitern mit Oberflichen 0V, sind proportional
zu den Spannungen ¢;. Die Kapazitétskoeffizienten Cji; sind symmetrisch, denn die
Greenfunktion ist symmetrisch, G(X, ) = G(§, X) . Sie hdngen nur von der Geometrie der
Oberflachen ab. Cj; ist die Ladung auf der Fliche 0V, falls an V; die Einheitsspannung
anliegt und alle anderen Fléchen geerdet sind. Daher ist Cy; fiir 1 = j positiv und fiir i # j
negativ, denn es werden nur Ladungen mit entgegengesetztem Vorzeichen induziert.
Beispielsweise ist ¢(r) = ﬂr—lr + 42—2” das Potential zwischen zwei konzentrischen Ku-
gelschalen mit Radien r; und 5, auf deren innerer Schale die Ladung q; und auf deren
auBlerer Schale die Ladung g, sitzt. Die Spannungen, ¢; = $(r1), b2 = ¢(r3), und

Kapazitéatskoeffizienten sind

¢ 1 % % qi qi\ T T2 1 -1 Ol
$) -5 D@ @ DE) . e

Das elektrische Feld solcher geladener Leiter hat die Energie (14.34)

1 - 1 1 1
B e =5 [Pxou0 0 = 5 [dx o (-a0) =3 |@x o0 . (7.39)

Bei der partiellen Integration ist hierbei unterstellt, dal |¢ grad ¢| fiir grofle |X| schneller
als 1/[X|? abfillt, sodaB8 keine Randterme auftreten.

Da die Ladungen jeweils auf der Oberfliche von Aquipotentialflichen 9V; sitzen, ist
das Integral einfach die Summe der Potentialwerte ¢, multipliziert mit der Ladung q;
des jeweiligen Leiters,

1 1
E=2 i d*fo=— i di - 17.4
2;”6% o= 2t (17.40)

Die Ladungen sind linear in den Spannungen, q; = Zj Cij; ¢; . Daher ist die Energie
quadratisch in den Spannungen. Die Kapazitatskoeffizienten sind die Koeffizienten dieser
quadratischen Form,

1
E=3 Z Cis bi 5 - (17.41)
ij
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Diracsche 6-Funktion

Die Ladungsdichte p(X) einer punktférmigen Einheitsladung im Ursprung kann keine
Funktion in dem Sinne sein, daf sie jedem Ort X € R? eine reelle Zahl p(X) zuordnet,
und die zudem {iber ein Volumen V integriert die enthaltene Ladung Q(V) ergibt. Da
diese Ladung verschwindet, wenn V den Ursprung nicht enthélt, muf§ die Ladungsdichte,
die wir mit 83(X) bezeichnen, fiir X # 0 aufler in einer Ausnahmemenge vom Mafl Null
verschwinden. Hingegen iiber ein Volumen V integriert, das 0 enthélt, muf3 sich der Wert
der Einheitsladung ergeben

0 fallsO¢V

. (18.1)
1 falls0eV

Q(VJ:j

d3x 83 (X) = {
\%

Solch eine Funktion kann nicht existieren. Denn die Menge der Punkte, in der sie nicht
verschwindet, ist vom Mafl Null, daher verschwindet Q(V) fiir jedes Volumen, egal wel-
chen Funktionswert §2(X) bei X = 0 hat.

Unbeirrt von der Widerspriichlichkeit der von Paul Dirac (1902-1984) [18] eingefiihr-
ten Delta-Funktion &3(X) haben Physiker lange Jahre mit ihr richtig gerechnet, bevor
Laurent Schwartz (1915-2002) klirte, was es damit auf sich hat. Eine deutschsprachige,
mathematisch stichhaltige Darstellung gibt beispielsweise [21].

Es existieren Scharen reeller Funktionen, beispielsweise, fiir e >0, a € R,

1 L falls ] < < a falls x| <5
x = falls x| < £
fe(x): € (2 ) ge( ):{e -2 ) he(x): % falls%<|x|§e )
Ve 0 sonst
0 sonst

(18.2)
die in einfachheitshalber einer Dimension fiir geniigend kleines € > 0 nahezu die Eigen-
schaften einer Ladungsdichte im Ursprung haben: fiir jedes abgeschlossene Volumen V
das den Ursprung nicht enthélt, oder jedes offene Volumen, das ihn enthélt, und fiir jeden
vorgegebenen Fehler gibt es ein €, sodafl das Integral iiber V iiber f. oder g. oder h,
fiir alle 0 < € < € um weniger als den vorgegebenen Fehler von 0 oder 1 abweicht.

Aber der Grenzwert € — 0 von f¢(x), ge(x) und he(x) definiert keine Funktion d(x) .
Vielmehr existiert der Grenzwert im Dualraum der Funktionen, also im Raum der linea-
ren Funktionale, die Funktionen in die reellen Zahlen abbilden.

Zur Erklarung erinnern wir daran, dafi reelle oder komplexe Funktionen Vektorrdume
bilden, beispielsweise den Raum ¥ der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen mit
kompakten Trager. Dabei ist der Tréager einer Funktion t der Abschlufl der Untermenge
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der Punkte x, in denen t nicht verschwindet. Die Funktionen aus ¥ nennen wir im
weiteren Testfunktionen. Eine Folge von Testfunktionen t,, konvergiert definitionsgeméf
gegen eine Testfunktion t, wenn die Vereinigung der Trédger von t,, kompakt ist und
t, — t mit allen Ableitungen iiberall gegen Null konvergiert.

Jedes stetige, lineare Funktional L : & — R nennen wir eine Distribution. Dabei ist
ein Funktional L stetig, wenn fiir konvergente Folgen von Testfunktionen

lim L[t,,] = L{lim t,,] (18.3)

gilt. Beispielsweise definiert jede integrable Funktion f ein lineares Funktional, die Dis-

tribution 5 R
L :{ t o Lyl = [dx fx) tx) (184)

die Testfunktionen stetig in die reellen Zahlen abbildet. Umgekehrt sind nach dem Fun-
damentallemma (13.17) der Variationsrechnung stetige Funktionen eindeutig durch ihre
zugehorige Distribution bestimmt.

Jede Funktion der Schar f., g und h. definiert eine Distribution. Zudem existiert
nach dem Mittelwertsatz (12.8) auch der Grenzwert € — 0 dieser Distributionen, obwohl
der Grenzwert der Funktionen nicht existiert,

dx S t(x) = t(%) € = t(%) — +(0) . (18.5)
€ €

Ly [t] = de ge(x) t(x) = J_Q

%
Ebenso bilden Ly_ und L¢_ im Grenzfall € — 0 jede Testfunktion auf t(0) ab,

]_ x X=€u ]_ _ 1 _ .

de ﬁee(e)Q t(x) = 7 Jdue Yileu) — t(0) 7 Jdue w2 40) . (18.6)
Allerdings mufl man hier, um den Grenzwert zu bestimmen, etwas umsténdlicher den u-
Integrationsbereich in ein Intervall [-R, R] und die Randbereiche x < —R und x > R un-
terteilen. Wahlt man R geniigend grof3, dann sind H]O: due ™ t(e u)} < [tlmax f;o due

und f:fo due ™ t(eu) kleiner als jeder vorgegebene Fehler. Aus dem Integral iiber das
Intervall [—R, R] zieht man t(e ) an einer Zwischenstelle ] < R heraus.

Die Distribution lim._,g Ly, die angewendet auf eine Testfunktion t ihren Funktions-
wert t(0) ergibt, schreiben wir als

Ls[t] =t(0) = de d(x) t(x) . (18.7)

Sie ist wohldefiniert. Aber ihre Schreibweise als Integral ist nur formal: d(x) existiert
nicht als Funktion, auch wenn wir &(x) so schreiben und von der d-Funktion reden. Sie
existiert nur als Distribution Ls, angewendet auf Testfunktionen. Das Integral der 6-
Funktion mit einer Testfunktion ist nicht als Grenzwert einer Riemannsumme definiert,
sondern bezeichnet die lineare Abbildung, die die Testfunktion auf ihren Funktionswert
bei x = 0 abbildet.
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Was ihre Wirkung auf Testfunktionen angeht, verhalten sich f., ge und h. im Grenz-
fall € — 0 wie die &-Funktion. Sie sind Regularisierungen der 6-Funktion. Dieser Sach-
verhalt, lime_,o Ly, = Ls , ist gemeint, wenn man davon spricht, daf3

lirr%) he(x) = 8(x) (18.8)
€—
im Distributionensinn gilt.

Dafl es sinnlos ist, vom Wert der d-Funktion bei x = 0 zu reden, zeigt die Funk-
tionenschar h., die bei x = 0 den beliebig wahlbaren Wert h.(0) = a hat.

Die Distribution lim¢ o4 ;7

Fiir positives €, das gegen Null strebt, ist der Grenzwert von

1 X—1€
= 18.9
x+ie x%2+ €2 ( )

bei x = 0 nicht erklédrt. Als Distribution aufgefafit, also auf Testfunktionen t angewendet,
gilt fiir den Imaginérteil

d 2 X=€u
Jor et = [T Gt = fau g e
t(O)Jd L 0) arct o (18.10)
— —_— = = .
ul—l—u2 arctanu| _

Bei der Substitution u = x/e haben wir verwendet, dafl € gréfler als Null ist, sonst wére
ein Faktor sign € aufgetreten (12.40). Um zu schlieen, dafl t(e u) im Grenzfall € — 0
durch t(0) ersetzt werden darf, mufl man das Integral wie bei (18.6) in zwei Randbereiche
aufteilen, die nur vernachlédssigbar beitragen, und ein Integral iiber ein Intervall, aus dem
man t(eu) mit dem Mittelwertsatz als t(et) an einer Zwischenstelle herausziehen kann.
Als Grenzwert fiir positive €, die gegen Null streben, erhalten wir im Distributionen-

sinn c
lim —— =mo(x) . (18.11)

das heifit, integriert mit einer Testfunktion ergeben beide Seiten 7tt(0) .
Auf Testfunktionen angewendet ergibt der Realteil von 1/(x +1i€) fiir € # 0

1
de ﬁ t(x) = de ﬁ 5 (00 = t(=0) | (18.12)

denn t(x) = % (t(x) + t(—x)) + %(t(x) — t(—x)) kann in seine unter Spiegelung von x
geraden und ungeraden Anteile zerlegt werden, und das Integral iiber den spiegelsym-
metrischen Integrationsbereich iiber das ungerade Produkt der ungeraden Funktion
x/(x% + €2?) mit dem geraden Anteil von t verschwindet.

Da die Testfunktion differenzierbar ist, geht

t(x) — t(—x)

18.13
. (18.13)
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fiir x gegen 0 stetig gegen den dortigen Wert der Ableitung dt/dx . Also ist der Integrand

x o tx)—t(—x)  x*  t(x)—t(—x)
x2 + €2 2 - x24 €2 2x ’

(18.14)

das Produkt eines stetigen Faktors mit einem e-abhéngigen Faktor, der fiir x # 0 gegen 1
geht und bei x = 0 den Wert 0 hat. Fiir € — 0 geht das Integral gegen

: t(x) —t(—x)

Diese Distribution formt man iiblicherweise noch um und schneidet ein kleines, spiegel-
symmetrisches Intervall [—e, €] aus dem Integrationsbereich,

—€ 1t(x) 1t(—x) J"O 1t(x) 1t(—x)
dx (= = dx (= — . 18.16
J_OOX(Z X +2(—x))+e X(2 X +2(—x)) ( )
Bei der Substitution u = —x der Integrationsvariablen und anschlieBender Umbenennung
von u in x geht der zweite Term in den dritten und der vierte Term in den ersten iiber.
Es ist also
—€ t <ot
lim |dx = t(x) = lim ( ax 2 4 [Ty ﬁ) (18.17)
e—0 x2 + €2 e—0+\]_ X c X

das Integral der Testfunktion t mit 1/x, wobei man aus dem Integrationsbereich ein
symmetrisches Intervall [—e, €] herausschneidet und nach der Integration € > 0 gegen
Null gehen 148t. Diese auf Testfunktionen anzuwendende Distribution heifit Hauptwert
(englisch ,,principal value“) von 1/x. Wir schreiben sie als P. V. % und fassen mit dieser
Notation zusammen,
lim 1,
e—=0+X+1€

1
=P.V.——imd(x). (18.18)

Ableitung von Distributionen und Produkt mit glatten Funktionen

Die Ableitung von Distributionen o definiert man so, daf} sie mit der bisherigen Definition
iibereinstimmt, wenn die Distribution durch eine differenzierbare Funktion f gegeben ist.
Da die Testfunktionen am Rand des Integrationsgebietes verschwinden, entstehen bei
partieller Integration keine Randterme und man kann die Ableitung auf die Testfunktion
abwélzen (12.20). Thre Ableitung ist wieder eine Testfunktion

de (%f(x)) t(x) = de f(x) (—O%t(x)) . (18.19)

In Ubereinstimmung mit dieser Gleichung definieren wir die Ableitung von Distributio-
nen o durch
(00)[t] = o[—0t] . (18.20)

Da nach Voraussetzung die Testfunktionen unendlich oft differenzierbar sind, sind alle
Distributionen unendlich oft differenzierbar, (0%c)[t] = (—1)* o[o¥*t].
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Selbst Distributionen, die durch unstetige Funktionen f gegeben sind, sind differen-
zierbar. Beispielsweise hat die Stufenfunktion (2.6)

0, falls x <0
Ox) —{ 1, falls x>0 ° (18.21)

angewendet auf eine Testfunktion t, die Ableitung

[ (- 00) 1) = [ax 003 (~t0x1) = [ e (—t0) = 0[5 = w001

dx dx 0 dx
(18.22)
Als Distribution ist folglich die Ableitung der Stufe die d-Funktion,
d
— =90 . 18.2
7O = 8(x] (18.23)

Regularisieren wir die Stufenfunktion, beispielsweise durch die differenzierbare Funktio-
nenschar,

1 x 1
O(x) = lim (— arctan — + = 18.24
(x) eg&(narc an€+2) , ( )
so erhalten wir fiir die Ableitung ebenfalls die d-Funktion
d1 x 11 1 I € 181
— Zarctan — = —— = _ 5(x) . 18.25
dXT[arC ane 7T€1"|‘z_§ Tx2 + €2 - (X) ( )

Auch die 8-Funktion ist differenzierbar. Ihre Ableitung bildet Testfunktionen

d dt

de (O%é(x)) t(x) = de 5(x) (—&t(x)) = i

auf das Negative der Ableitung der Testfunktion bei x = 0 ab.

Da das Produkt einer glatten, das heifit beliebig oft differenzierbaren, Funktion f mit
einer Testfunktionen wieder eine Testfunktion ist, ist erklart, was das Produkt einer
glatten Funktion f mit einer Distribution o ist. Das ist die Distribution

(fo)lt]l =olft] . (18.27)
Insbesondere ist f(x) 8(x) das f(0)-fache der d-Funktion, denn

(18.26)

def(x) d(x) t(x) = f(0)t(0) = £(0) de d(x)t(x) = def(O) o(x) t(x),

f(x) 5(x) = £(0) 5(x) . (18.28)
Fiir das Produkt von f mit der Ableitung der 5-Funktion berechnet man
de (f(x) dixé(x)) t(x) = de (dixé(x)) f(x)t(x) = _dEith) .
- O+ )
= de (f(O)diX 5(x) — j—ixo §(x)) t(x) ,
f(x) d%é(x) = f(0) dixé(x) — (j—ixo) 5(x) . (18.29)
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Kettenregel

Es sei y : x — y(x) eine streng monotone, beliebig oft differenzierbare Funktion, bei-
spielsweise die Verschiebung um ¢, y(x) = x+ ¢, oder die Streckung um einen Faktor a,
y(x) = ax, wobei a # 0 auch negativ sein kann. Da y invertierbar jede kompakte
Menge auf eine kompakte Menge abbildet, sind die verketteten Funktionen t oy und
toy ! Testfunktionen, wenn t eine Testfunktion ist. Verkettung mit monotonen, glatten
Funktionen bildet den Raum der Testfunktionen auf sich ab.

Dies erlaubt, die verkettete Distribution ooy so zu definieren, daf sie fiir die linearen
Abbildungen L, die zu integrablen Funktionen f gehoren, mit L., {ibereinstimmt.

Nach dem Integralsubstitutionssatz (12.40) gilt fiir Lo,

def(y(x)) (x) def ]—} (18.30)

wobei auf der rechten Seite x : y — x(y) die Umkehrabbildung der Abbildung y auf der
linken Seite bezeichnet. Also definieren wir als verkettete Distribution (o‘ o y) =0

o[t =0y oltoy']. (18.31)

Fiir die 6-Funktion besagt dies insbesondere

Jax sty ex) = Jaws(w) | e (0)). (18.32)

‘@ ‘ ly=o t
und fiir die Streckung y(x) = ax um a # 0 gilt daher wegen x(y) =y/a

1 1
deé(ax)t(x) _ de s) =ty = Lt0), Slax)=—s(x).  (18.33)
lal “a” a a]
Also ist 8(x) = &(—x) spiegelsymmetrisch.
Fiir eine Verschiebung um —c, falls y(x) = x — ¢ und x(y) =y + c ist, ergibt sich

de d(x —c¢)t(x) = de d(c—x)t(x) = de d(y)tly+c) =tlc). (18.34)

Die verschobene d-Funktion, angewendet auf eine Testfunktion, ergibt den Wert der
Testfunktion an dem Ort, an dem das Argument der 6-Funktion verschwindet.
Bei Integration mit der 8-Funktion fallen das Integral und die &-Funktion weg, so wie
bei der Summe mit &% die Summe und das Kronecker-Delta wegfallen, &' ) = t'.
Allgemeiner ergibt d(y(x)) nach (18.32) den Wert der Testfunktion an der Nullstelle
xo = x(0) von y, y(xo) = 0, multipliziert mit der Ableitung der Umkehrfunktion x(y)
bei y =0, das ist der Kehrwert der Ableitung von y(x) bei x¢ (4.12). Daher ist

d(y(x)) = T d(x —xp) - (18.35)

Hat die Abbildung y(x) mehrere Nullstellen x;, in denen jeweils die Ableitung dy/dx
nicht verschwindet, so kann nicht fiir alle Distributionen o die Verkettung ooy definiert
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werden, denn y ist nicht invertierbar. Zur Definition der verketteten d-Funktion reicht
aber, dafl es nichtiiberlappende Umgebungen U; jeder Nullstelle gibt, die invertierbar
auf y(U;) abgebildet werden. Man schreibt zur Auswertung der verketteten d-Funktion
das Integral (18.30) als Summe von Integralen iiber diese Umgebungen. Fiir jedes U;
gilt (18.35). Insgesamt erhalten wir fiir 8(y(x)) die Summe iiber die Nullstellen von y,

Sy(x) = ) %' 5(x —xi) - (18.36)
Beispielsweise ist 8(t> —12) = (8(t — 1) +8(t + 1)) /(2 ]).

Hoherdimensionale Distributionen

Hoherdimensionale Distributionen sind lineare Abbildungen von Testfunktionen hoherdi-
mensionaler Gebiete M. Bei der hoherdimensionalen d-Funktion deutet man die Dimen-
sion so wie bei der Integrationsvorschrift durch eine hochgestellte Zahl an. Beispielsweise
bildet die verschobene, dreidimensionale &3-Funktion jede Testfunktion auf ihren Wert
an dem Punkt @ = (u,v,w) ab, an dem das Argument der &-Funktion verschwindet,

Jdgx 59(% — @) (%) = £(d) . (18.37)

Zerlegt man die Integration iiber X = (x,y, z) in drei Integrationen iiber x, y und z,
so erweist sich die 83-Funktion als Produkt dreier eindimensionaler §-Funktionen wer-
schiedener Argumente

BX—a) =58x—u)dly—v)dz—w) . (18.38)

Das Produkt von 6(x) mit sich ist nicht definiert.
Fiir jede Testfunktion t € ¥ gilt nach (17.10)

t(g) = _ 1 Jd?’x = ! — At(X) , (18.39)
X — Yl

denn da t einen kompakten Triager hat, verschwindet die Testfunktion und ihr Gradient

auf dem Rand, wenn der Integrationsbereich geniigend grof§ gewihlt ist. Die Ableitungen

der Testfunktion, integriert mit 1/|X — 4], sind bis auf das Vorzeichen definitionsgeméif

die Ableitungen der Distribution 1/|X — |, angewendet auf die Testfunktion,

1 1 . S
Jd?’x (ET A|7_5— g|) t(x) = —t(y) . (18.40)

Also gilt im Distributionensinn

1 1
— A—— =-8(X—1) . (18.41)

471 X —]
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Diese Gleichung ist nicht durch Ableiten von 1/|X— 4] fiir X # {j zu erschlielen, denn als
Funktion ist 1/[X — | ist bei X = § nicht definiert, geschweige denn differenzierbar. Die
Ableitung A1/|X — y| ist in einer Umgebung von X = § nur als Distribution, das heift
durch ihre Wirkung auf Testfunktionen, erklart.

Die Greenfunktion G(x,y) = ﬁ |>21_g| kann als Inverses des zugehorigen Operators
—A aufgefat werden. So wie die Losung des linearen Gleichungssystems Lu = g durch
u = L~ g gegeben ist, wobei LY L7, = &' gilt, so ergeben sich Losungen u einer
linearen Differentialgleichung (Lu)(x) = g(x) mit einer zu L gehorigen Greenfunktion

LG(x,y) =d(x—y) (18.42)

als u(x) = [dyG(x,y) g(y).



19 Komplex differenzierbare
Funktionen

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

Eine komplexe Funktion f: G C C — C, z — f(z), kann nach Zerlegen in Real- und
Imaginarteil, z=x 4+ iy, auch als komplexe Linearkombination

f(z) =ulx,y) +iv(x,y) (19.1)

zweier reeller Funktionen u und v verstanden werden. Die Funktion f heifit bei z € G
komplex differenzierbar, wenn dort u und v reell differenzierbar sind und die lineare
Néherung

df = (0xu+10xv)dx + (0,u+10yv)dy = (0xu +105v) dx + (0,v —idyu)idy (19.2)

proportional zu dz = dx +idy ist, wenn also eine komplexe Zahl df/dz existiert, sodaf}
fiir alle dx und dy die Anderung

df
df = —d 19.3
5 (19.3)
ist. Das ist genau dann der Fall, wenn dx und i dy mit demselben Faktor zu df beitragen.
df . . .
o= O0,f=—10yf, (0xu+104v)=(0yv—id,u) (19.4)

In Real- und Imaginérteil getrennt, sind (19.4) die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen
OxU =0yV, Oyu=—0xV. (19.5)

Sie sind iiber reelle Differenzierbarkeit hinaus erforderlich, damit eine komplexe Funktion
komplex differenzierbar ist.

Anschaulich besagt reelle Differenzierbarkeit, dafl der Funktionsgraph glatt ist und
keine Knicke hat. Dafl komplexe Differenzierbarkeit eine weitergehende Einschrinkung
ist, zeigt die glatte Funktion u+iv =x—iy = z*. Sie ist nicht komplex differenzierbar,
1 = 0,u # 90yv = —1. Hingegen ist f(z) = z komplex differenzierbar: wegen dz = 1dz
ist dz/dz =1.

Der Real- und Imaginérteil jeder in einem Gebiet komplex differenzierbaren Funktion
16st dort die zweidimensionale Laplacegleichung

A(g]f =0, A(Q) = 0,04 + ay ay . (196)
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Das folgt fiir zweifach stetig differenzierbare Funktionen nach Vertauschen der Differen-
tiationsreihenfolge aus (19.5)

0x0xU = 050,V = 0y 05V = —0,0y U, 0505V = —050,u = —0,0,u = —0,,0yVv. (19.7)

Daher sind komplex differenzierbare Funktionen fiir zweidimensionale Potentialprobleme
wichtig. Wie wichtig fiir die Mathematik komplex differenzierbarer Funktionen sind, 148t
sich kaum iiberschétzen, eine Ahnung davon vermittelt der Klassiker [22].
Wie bei reell differenzierbaren Funktionen ist die Ableitung linear. Fiir alle komplexen
Zahlen a und b und alle komplex differenzierbaren Funktionen f und g gilt
dg

d df
—q— -~ 19.
dz(af+bg) adz+bdz (19.8)

Ebenso gelten die Produktregel und die Kettenregel. Aus der Produktregel

d df dg

—(fg)=— f—= 19.

ergibt sich die Ableitung von z™ fiir alle natiirlichen Zahlen n
dz" 1
— =nz"" . 19.10
1, — "2 (19.10)

Fiir negative ganze Zahlen und z # 0 folgt das entsprechende Ergebnis ebenfalls aus
der Produktregel (4.17). Alle Potenzen von z aufier 1/z haben demnach (fiir negative n
auBerhalb z = 0) komplexe Stammfunktionen,

d 1 +1
"= — —z" —1. 19.11

Die Stammfunktion von 1/z ist der komplexe Logarithmus,
. 1
Inz=1In(|zle'?) =Inlz| +i¢ = 3 In(x* +y?) +i arctan% =In|z| +iargz, (19.12)

wie man durch Ableiten bestétigt,

dlnz ) X .1 —y x—1iy 1
% _axlnz_—1aylnz_x2+y2+11+z_§ x2_x2—i—y2_2' (19.13)

Allerdings ist Inz nur in der aufgeschnittenen komplexen Ebene definiert und stetig: der
Winkel argz zur positiven x-Achse nimmt bei einem Umlauf um den Ursprung um 27
zu.

Da bei komplex differenzierbaren Funktionen f und g die verkettete Funktion f o g
ebenfalls komplex differenzierbar ist,

d(fog) _df dg
dz . dzy,, dzl.’

(19.14)
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folgt unter anderem, dafl man aus Losungen f von zweidimensionalen Potentialproblemen
durch komplex differenzierbare Abbildungen g neue Losungen erhélt. Ist beispielsweise
Rf auf einer Aquipotentialkurve ' konstant, so ist R(f o g) eine Losung der Laplace-
Gleichung, die auf dem Urbild g=!(T") konstant ist.

Wo df/dz nicht verschwindet, ist die Multiplikation mit df/dz eine Drehstreckung
(3.77) von dz = dx 4+ idy. Dort bildet die komplex differenzierbare Abbildung in erster
Néherung kleine Kreise auf kleine Kreise ab und ist daher winkeltreu.

Komplexes Wegintegral

IstT:TCR — C,A+— z(A), ein parametrisierter Weg in der komplexen Ebene und f
eine auf dem Weg definierte Funktion, so definiert

dz
erzf(z) = Ld?\af(z(?\)) (19.15)

das komplexe Wegintegral. Es hingt nicht von der Parametrisierung ab (12.50).
Das Wegintegral iiber eine Ableitung df/dz einer komplex differenzierbaren Funktion
ist wegen
d

dz df dx . dy, df 194 ,dxof dy of )
dA dz (d)\+ld)\)dz (d)\ax+d7\ay) d}\(u(x( ),u(A) +iv(x(A),y(A))
(19.16)

nach dem Hauptsatz der Integralrechnung die Differenz der Stammfunktion am End-

punkt Z = z(A) und am Anfangspunkt z = z(A) des Weges

af (.. d _
erzd—z = L\ dA af(x(?\),y(?\)) =f(z) — f(z) . (19.17)

Insbesondere verschwinden Wegintegrale iiber Ableitungen, wenn der Weg geschlossen
ist, also z = z gilt. Da (z— a)™ fiir alle ganzen Zahlen n aufler fiir n = —1 die Ableitung
von (z —a)™/(n+ 1) ist, gilt daher

nezZ, n#-1: %dz(z—a}“zo. (19.18)

Das Symbol ¢ betont, daf§ es sich um ein Integral iiber einen geschlossenen Weg handelt.
Er darf fiir negative n nicht durch z = a gehen.

Die Stammfunktion In(z— a) von 1/(z— a) existiert nur in der bei a aufgeschnittenen
Ebene. Auf einem Weg, der von z im mathematisch positiven Sinn einmal um a herum
zu z = z zuriickfithrt, nimmt der Winkel arg(z — a) um 27 und der Logarithmus um
2mi zu

1
% dz = 2 . (19.19)
z—a

Zerlegen wir f und g—i in Real- und Imaginérteil, so erweist sich das komplexe Weginte-
gral als reelles Wegintegral in zwei Dimensionen iiber eine komplexe Linearkombination
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C zweier reeller Vektorfelder

dz dx . d dx o ( u+iv)

f=(mtig) wtivi=--C, C={_" ' (19.20)

az Y
dA dA dA
Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (19.5) besagen, daf§ die antisymme-
trisierte Ableitung des Vektorfeldes dort verschwindet, wo die Funktion f komplex diffe-
renzierbar ist
61C2—62C1 :ax(—V+IU)—ay(u+1V) =0. (1921)
Nach dem Satz von Stokes (14.13) verschwindet daher das Wegintegral {iber jeden ge-
schlossenen Weg I', der ein Gebiet G berandet, in dem f komplex differenzierbar ist
dst

0= JG d?%s (61C2 — a2C1) = JAd?\ ﬁCi(s(?\)) = Jr_aGdzf(z) ) (19.22)

Dies ist der

Cauchysche Integralsatz: Das Umlaufintegral iiber die Funktion f verschwindet tiber
jeden geschlossenen Weg, auf dem f stetig ist und der ein Gebiet berandet, in dem f
komplex differenzierbar ist,

ﬂg dzf(z) =0. (19.23)

Ist der Integrationsweg I' von z zu z nicht geschlossen, so ergibt sich aus dem Cauchy-
schen Integralsatz, dafl das Wegintegral mit demjenigen iiber jeden anderen Weg I'" von
z zu z iibereinstimmt, wenn f im Gebiet, das von I' — " berandet wird, komplex dif-
ferenzierbar ist. Dabei bezeichnet ' — " den Weg von z ldngs I nach zZ und ldngs des
riickwérts durchlaufenen Weges I'" zuriick nach z.

Als Beispiel fiir den Cauchyschen Integralsatz werten wir fiir komplexes a # 0 mit nicht

Reiv/2  mnegativem Realteil, a = lale'®, @] < /2, das Integral

(o¢]

V4l ei%J dAe N = lim J dze (19.24)
Cs

0 R—o0

aus als Grenzwert fiir R — oo des komplexen Wegintegrals
iiber den Strahl Cs vom Ursprung zu Re'?,

R

Vil

Zusammen mit dem Strahl C; vom Ursprung zu R und dem Kreisbogen Cy : A — Rel?,
0 <A< @/2,berandet C;+Cy— Cj einen Kreissektor mit Radius R und Offnungswinkel
©/2, in dem der Integrand e = komplex differenzierbar ist. Da das Umlaufintegral
verschwindet, ist ICl + ICQ = fcg, fiir jedes R.

Im Grenzfall R — oo verschwindet aber, wie die folgende Abschéitzung zeigt, das
Integral iiber den Kreisbogen Cs,

ol ol
‘J dzefz2‘ _ ‘J 2 dA Riei?\ efR2 (cos(2A)+isin(2A)) ‘ < JQ dA RefRQ cos(2A)
© 0 0 . (19.26)

R ® 2 R % 2 R 2 5 .
= _J dll)e_R cosp < _J dll)e_R cosP _ _J doce_R sinoc
2 0 2 0 9 0

Cs: [0, ] = C, A—z(A)=+/|ale®?N. (19.25)
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Hierbei haben wir verwendet, dafl der Betrag eines Integrals kleiner gleich dem Integral
iiber den Betrag des Integranden ist, |e| = 1 fiir reelles x, ¢ < 7/2, und wir haben
P =2A und & = 7t/2 — P substituiert.
Fiir 0 < o < 71/2 ist sin(«) > (2/7) &, und e R* 5" * jst kleiner als e R* (/™ Also
gilt
2R2 R —m ,ﬁa‘a:n
2

R (2
dze = S—J doe™ 7 ¢ =
Joo=el=5 ]

und der Betrag von ICQ strebt mit R — oo gegen Null.
Folglich ist in diesem Grenzfall das Integral iiber C3 gleich dem Integral {iber Cy,

< T (19.27)

2 * 2 1
limJ dze™® :J dhe ™ 2 (19.28)
Cy 0 2

R—o0

und wir erhalten das Ergebnis

0 , 1 |
J dh e :5‘/’—”’51% . (19.29)
0 a

Fiir a =i = e'™? folgt wegen e 17/4 = \%(1 — 1)

Joo dxe ¥ = Joo dx (cos(x?) — i sin(x?)) = %\/g (1—1). (19.30)

0 0

In Real- und Imaginérteil zerlegt, ergeben sich die nach Fresnel [18] benannten Integrale

© 1 © 1
L dx cos(x?) = 5\/§ : Jo dx sin(x?) = 3 g . (19.31)

In manchen Arbeiten kreativer Theoretiker werden Integrale iiber reelle Variable kur-
zerhand durch Integrale iiber imaginére Variable ersetzt und unterstellt, das so verédn-
derte Integral, das Wickrotierte Integral, sei dem urspriinglichen Integral bis auf einen
Faktor i gleich. Das kann richtig sein, wenn der Integrand eine geniigend gutartige Funk-
tion der komplexen Ebene ist, ist aber normalerweise falsch und fiir reelle Funktionen,
die nicht die Einschrankung von komplexen Funktionen auf reelle Argumente sind, so
sinnlos wie die Frage ,Wo bin ich um t = 91 Uhr auf meinem Weg t — X(t) zur Arbeit?“.

Residuensatz

Eine komplexe Funktion f heifit in einem Gebiet G meromorph, wenn sie in allen Punkten
von G bis auf endlich viele Ausnahmepunkte z;,z5 ...z, die Pole, komplex differenzier-
bar ist. In einer geniigend kleinen Umgebungen jedes Pols wird sie, aufler im Pol selbst,
durch eine Laurentreihe (Pierre Alphonse Laurent (1813-1854) [18]) dargestellt, das ist
eine Potenzreihe in (z —z;) und 1/(z — z;),

3 z—z)"en + z—2zy) VCc_n . (19.32)
EPh >
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Der Koeffizient ¢ _; bei 1/(z—z;) heifit das Residuum von f im Punkt z; . Wir bezeichnen
ihn mit
Resf(z) =c_; . (19.33)

Z=Z;

Hat beispielsweise f in z; einen Pol der Ordnung k, f(z) = g(z)/(z—z1)*, k > 0, wobei
g(z) = (z — z1)*f(z) in z; komplex differenzierbar ist und durch die Potenzreihe

= 1
nZ_ ; d—g Z—Zl)n (1934)
dargestellt wird, dann hat f in z; das Residuum

1 d*g
f p—
Res f(2) = =y @,

(19.35)

z1

Ist f in einem Gebiet G, das von einer Kurve I berandet wird, mit Ausnahme von end-
lich vielen Punkten komplex differenzierbar und auf I' stetig, dann ergibt das Umlaufinte-
gral iiber die im mathematisch positiven Drehsinn durchlaufene Kurve I' die Summe der

Residuen mal 27i,

dzf(z) = 2mi Res f(z) . 19.36
%r—a@ Z 2=z ( )

z;€G

Der Residuensatz folgt aus dem Cauchyschen Inte-
gralsatz bei Betrachtung des nebenstehenden Inte-
grationsweges . Auf diesem Weg wird ' jeweils
durch einen Weg C; in die Néhe jedes Pol z; un-
terbrochen, daran anschliefend wird der Pol im Uhr-
zeigersinn und der Weg —C; zuriick zu I' durchlaufen. Die Pole liegen alle auflerhalb des
von " umlaufenen Gebietes, also verschwindet das Wegintegral iiber I". Die Beitrige
der Wegintegrale iiber C; und —C; heben sich auf, wenn beide Wege bis auf den Durch-
laufsinn iibereinstimmen. Demnach heben sich das Wegintegral iiber I" und iiber die im
Uhrzeigersinn durchlaufenen Kreise um die Pole gegenseitig auf. Es gilt also

ﬂgr—aGde(Z) N Z%

i YK

o0

dz f(z) :Zﬂg dz Z (z—2z{)"cn . (19.37)

i Ki n=—oo

Dabei bezeichnet K; die im mathematisch positiven Sinn durchlaufenen Kreise um die
Pole z; . Fiir n # —1 verschwinden die Umlaufintegrale iiber (z—z;)™ (19.18), es verbleibt

% dz Y (z—z)"cy = 2mic, =2miResf(z) . (19.38)
Ki Moo Z=Z;

Umlaufintegrale um Gebiete, in denen der Integrand komplex differenzierbar ist, ver-
schwinden — so wie in drei Dimensionen Oberflichenintegrale iiber elektrische Feldstér-
ken verschwinden, wenn im umbhiillten Gebiet keine Ladung ist. Das Residuum eines
Pols entspricht in zwei Dimensionen einer dortigen Punktladung. Sie tragt additiv zum

Umlaufintegral bei. Uberraschen mag an dieser Analogie, dafi Pole héherer Ordnung,
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z~™ mit n > 1, ungeladen sind. Das erkldrt sich allerdings, wenn man bedenkt, dafl
—q/z? sich als Grenzfall zweier entgegengesetzter, benachbarter Ladungen ergibt, also
wie ein Dipol ungeladen ist,

q .1, ¢ q
—— = lim — ——=). 19.
z? e%e(z—ke z) (19.:39)
Als Anwendung des Residuensatzes werten wir reelle Integrale
J dx Q(x) (19.40)

in den Féllen aus, in denen die stetige reelle Funktion Q(x) der Wert einer komplexen
Funktion Q(z) ist, die in der oberen Halbebene J(z) > 0 bis auf endlich viele Ausnah-
mepunkte komplex differenzierbar ist und dort fiir groBe |z| schneller als 1/|z| abfillt,
sodaB fiir jede vorgegebene Schranke € > 0 ein R existiert, sodaf fiir jedes grofiere r > R
und alle 0 < A < 7t die Ungleichung

rQ(reM < e (19.41)

gilt. Dies ist fiir rationale Funktionen Q(z) = Z(z)/N(z) der Fall, wenn der Grad des
Nennerpolynoms N um mindestens zwei grofler als der des Zéhlers Z ist und N keine
reelle Nullstelle hat.

Das Wegintegral iiber den Halbkreis in der oberen Halbebene

M0, —C, A—z(A) =re? (19.42)

verschwindet mit v — oo, denn fiir geniigend grofle r ist sein Betrag kleiner als jede
vorgegebene Schranke € = e

}Jr dzQ(z)| = }J:d?wie”‘ Q(reM| < J:dA |rie* Q(re)| < J:dxe =¢' . (19.43)

Also ist das Integral (19.40) das Umlaufintegral um die obere Halbebene und nach dem
Residuensatz die Summe der umlaufenen Residuen

JOO dxQ(x)=2mi Y  ResQ(z). (19.44)
© zi:i)’(zi)>OZ:Zi

Beispielsweise mufl man zur Berechnung des Integrals

®© x? o 1 x?
d = dx ——— 19.45
L VI J_Oox2x4—|—1 (19.45)
die Nullstellen z; = eli = %(1 +1), 29 =1izy, 23 = —2z; und z4 = —iz; des Nenners

bestimmen. Die ersten beiden liegen in der oberen Halbebene und tragen zum Umlauf-
integral bei. Das Residuum von

Z2

f(z) = (19.46)

1
2(z—21) (z2—25) (2—23) (2— 24)
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bei z; ist einfach der Faktor bei 1/(z — z;), ausgewertet bei z = z; (19.35)

Res f(z) = » 2 ! ! L (19.47)
esf(z) == =— - — = . .
z=z1 2(z1—z) (z1—2z3) (z1—2z4) 2z(1 1) (1+D)(14+1) 8z
Ebenso ergibt sich das Residuum bei z,
1 z2 1 1 1
Res f(z) = = 2 == , , = 19.48
e e m-wmoz 2nirii-00+) sz O
Insgesamt folgt
i x2 V2 s
d =2ni—(1—i—1—i)=——=. 19.49
L X T miTe (1—1i i) NG ( )

Ebenso 148t sich mit dem Residuensatz die Fouriertransformation von Funktionen

Q(x)
de Q(x)elkx (19.50)

fiir k > 0 bestimmen, wenn Q(z) eine in der oberen Halbebene J(z) > 0 meromorphe
und auf der reellen Achse stetige Funktion ist, die fiir |z] — oo verschwindet, sodaf fiir
jedes vorgegebene € > 0 ein R existiert, sodaB fiir alle grofleren r und alle 0 < A < 7t der
Betrag von Q kleiner als diese Schranke ist,

Q(reM)| < e . (19.51)

Dies gilt beispielsweise bei rationalen Funktionen Q(z) = Z(z)/N(z), wenn das Nen-
nerpolynom N keine reelle Nullstelle hat und sein Grad grofler ist als der Grad des
Zahlerpolynoms Z.

Das Wegintegral iiber den Halbkreis (19.42) in der oberen Halbebene verschwindet fiir
T — 00, wie die folgende Abschitzung zeigt

7T

}J dz Q(z) e'*?| SJ dA | riett Q(ret) et ricosAitisind)| o ZJ dAere krsind
r 0

0
(19.52)
Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, dafl der Sinus zwischen 7t/2 und 7t die-
selben Werte durchléuft wie zwischen 0 und 7t/2. Dort ist der Sinus grofler als (2/7)A,
also ist der Betrag des Integrals kleiner als jede vorgegebene Schranke €’ = me/k,

Tt A=Z TTE ,

H % 2kr 2r
‘Jrr dzQ(z)e'**| < 2L dAere =N = 2—kr2r€ (e = M[ZE < ~ ¢
Also ist (19.50) gleich dem Umlaufintegral um die obere Halbebene und nach dem Re-
siduensatz durch 27ti mal den Residuen in der oberen Halbebene gegeben,

(19.53)

k>0: deQ(x)eikxzzm > thesz(z)eikZ. (19.54)

J(zy)>0

Durch Betrachtung des an der x-Achse gespiegelten Integrationsweges erhélt man ebenso
fiir Q(z), die den entsprechenden Bedingungen in der unteren Halbebene geniigen,!

k>0: deQ(x)eikX:—Qﬂi Z f{:esQ(z)e*ikZ. (19.55)

J(zy)<0

'Der entgegengesetze Umlaufsinn bewirkt ein negatives Vorzeichen.
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Skalarprodukt von Funktionen

Die Darstellung einer Funktion einer reellen Variablen durch ihre Taylorreihe (12.35)
ist gewohnlich nur in einer kleinen Umgebung des Entwicklungspunktes niitzlich. Oft
mochte man aber eine Funktion g im Groflen und Ganzen in einem Bereich M durch
eine Summe

fi(x) g1+ f2(x) g2+ ... = ) fulx) gn (20.1)

von Standardfunktionen fi, fy... mit Zahlenkoeffizienten g;,gs... ndhern. Die Funk-
tionen f, sollen bekannte, einfache FEigenschaften haben. Beispielsweise kann es sich
um die Potenzen f,(x) = x™, n = 0,1,2... oder um trigonometrische Funktionen
fa(x) = el™* = cosnx +isinnx, n € Z, handeln. Die Funktionen und Koeffizienten
kénnen komplex sein.

Um die Frage beantworten zu koénnen, mit welchen Koeffizienten g; bei gegebenen
Funktionen f; eine Funktion g am besten gendhert wird, braucht man ein Maf§ fiir die
Giite der Ndaherung oder die Grofle des Fehlers

8g(x) = g(x) = Y fulx) gn - (20.2)
Beispielsweise verschwindet die Supremumsnorm des Fehlers
sup [6g(x)| , (20.3)
xeM

wenn ) . f, gn tberall in M mit g {ibereinstimmt. Weicht aber g von der Summe nur
in einer kleinen Untermenge von M ab, so beriicksichtigt die Supremumsnorm nicht, daf3
g in der Restmenge gut dargestellt ist.

Wenn wir die Grofle des Fehlers, der in verschiedenen Teilen von M gemacht wird, als
Integral {iber M definieren,

J dem(5g(a)l) plx) | (20.4)
M

wobei m eine fiir nicht negative Argumente streng monotone Funktion ist mit m(0) =0
und wenn p eine nichtnegative Funktion ist, mit der man Fehler in unterschiedlichen
Teilen von M unterschiedlich wichten kann, so ist diese Grofle nicht negativ und ver-
schwindet nur, wenn &g hochstens in einer Menge mit verschwindendem Mafl von Null
verschieden ist.!

Werwirrenderweise kann aber bei einer Folge von Niherungen die Grofle des Fehlers §gn mit N — oo
gegen Null gehen, obwohl dgn in keinem Punkt konvergiert [1, Abschnitt 13-14].
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Wir wéhlen als Fehlerquadrat das Integral iiber das Betragsquadrat der Funktion &g,

I5g]2 = jdewg(xn? | (20.5)

Es verleiht dem Vektorraum Fpq der komplexwertigen Funktionen von M, deren Betrags-
quadrat integrierbar ist, die geometrischen Eigenschaften eines Euklidischen Raumes mit
einem Skalarprodukt. Denn das Fehlerquadrat setzt sich ebenso aus einer Summe von
Quadraten zusammen, wie nach dem Satz des Pythagoras das Léngenquadrat der Hy-
potenuse, ¢ = a? + b?.

Ein Skalarprodukt ordnet Paaren von Vektoren eines komplexen Vektorraumes kom-
plexe Zahlenwerte zu,

VxV —C
(, ).{ v e () (20.6)
Es ist linear im zweiten Argument, (a,b € C, u,v,w € V),
(w,va+wb)=(u,v)a+ (u,w)b, (20.7)
positiv definit
(u,u)>0, (Lu)=0&<u=0 (20.8)
und konjugiert symmetrisch
(u,v) = (v,u)* . (20.9)
Daher ist es konjugiert linear im ersten Argument,
(wa+vb,w)=a*(u,w)+b*(v,w). (20.10)

Mathematiker bezeichnen es als Sesquilinearform, denn lateinisch sesqui bedeutet an-
derthalb. In einer Orthonormalbasis

(ei, €5) = by (20.11)
ist das Skalarprodukt von u = e; u' mit v = e; v/
(w,v) = (eiul,e;v) = (U)* (ei, 5)V = (u')* &5V = (U)* V' . (20.12)

Im unendlichdimensionalen Funktionenraum Fy4 gehort zum Fehlerquadrat (20.5) das
Skalarprodukt

(f,g) = JM dx f*(x) g(x) . (20.13)

Das Skalarprodukt einer Funktion f mit sich, das Léngenquadrat von f, verschwindet
nur, wenn f iiberall bis auf eine Ausnahmemenge vom Maf§ Null verschwindet,

If|I> = (f,f) = Jdef(x)* fx)=0&f=0. (20.14)
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Daher gilt wie in alltdglicher Geometrie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1.51)
(£, 9)l < [Ifll gl (20.15)
und die Dreiecksungleichung
I+ gl < Il + gl - (20.16)

Ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarprodukt heifit Hilbertraum, wenn er zudem
vollsténdig ist, das heifit, wenn jede Cauchyfolge? von Vektoren gegen einen Vektor des
Raumes konvergiert.

FaBit man komplexe Funktionen eines meflbaren Gebietes M, die sich nur in einer
Menge vom Maf Null unterscheiden, zu Aquivalenzklassen zusammen, so bilden diese
Aquivalenzklassen von im Lebesgueschen Sinne quadratintegrablen Funktionen oder die
Cauchyfolgen Riemannintegrabler Funktionen einen Hilbertraum.

In der Quantenmechanik entsprechen den Zustédnden, die man prapariert, die sich im
Laufe der Zeit &ndern und deren Eigenschaften man mifit, Vektoren im Hilbertraum. Das
Skalarprodukt tritt in der Diracschen Bracketschreibweise (f|g) auf. Sein Betragsquadrat
hat in der Quantenmechanik die Bedeutung von Wahrscheinlichkeiten.

Hermitesche und unitare Abbildungen

Die hermitesch adjungierte Abbildung AT einer linearen Selbstabbildung A von V ist
durch Abwiilzen im Skalarprodukt definiert

(u, Av) = (Afu,v) . (20.17)

Durch komplexe Konjugation folgt hieraus (Av,u) = (v, Afu), also ist (AT)T = A.
In einer Orthonormalbasis erhilt man die Matrix von AT durch Transponieren und
komplex Konjugieren der Matrix A, AT = A*T

(e, Afe;) = (i, exATY;) = (eq, ex)ATH; = AT,

: (20.18)
= (ATej,e)* = (e, Ae)* = (A})" .
Stimmt A mit der hermitesch adjungierten Abbildung iiberein, so heiffit A hermitesch

oder selbstadjungiert. Hermitesche Abbildungen haben reelle Eigenwerte,
(A=AT A Au=2Au)=A=2", (20.19)

wie A (u,u) = (u,Au) = (u, Au) = (Afu,u) = (Au,u) = (Au,u) = A* (u,u) zusam-
men mit (u,u) # 0 zeigt. Zudem bildet A den Raum V| der Vektoren v, die senkrecht
auf einem Eigenvektor u stehen, V, ={v: (v,u) = 0}, auf sich ab, denn (v, u) = 0 zieht
(Av,u) = 0 nach sich, 0 = A(v,u) = (v, Au) = (Afv,u) = (Av,u). Folglich kann man
die Eigenvektoren einer hermiteschen n x n-Matrix A paarweise orthogonal zueinander

2Eine Folge heiit Cauchyfolge, wenn sich fiir jedes vorgegebene € > 0 ein n angeben 148t, ab dem die
Unterschiede zwischen weiteren Folgengliedern einen kleineren Betrag als € haben.
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und normiert wéhlen: sie hat, wie jede Matrix, mindestens einen Eigenvektor u;. Man
kann ihn normiert wéhlen. Da die Abbildung A den Unterraum V, auf sich abbildet,
hat sie, auf diesen Unterraum eingeschréankt, einen Eigenvektor u,, der senkrecht auf
u; steht, und den wir normiert wéahlen kénnen. A 14t auch den Unterraum von V|
invariant, der auf uy senkrecht steht, und so weiter. Zu jeder hermiteschen n x n-Matrix
gibt es eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren.

Umgekehrt ist jede lineare Abbildung H hermitesch, die eine Orthonormalbasis von
Eigenvektoren besitzt, die sie jeweils mit reellen Eigenwerten A; streckt, denn HY; =
(ei,He;) = A;845 = (H1;)* (keine Summe iiber j).

Invertierbare, lineare Selbstabbildungen von V. die das Skalarprodukt invariant lassen,
(Uu, Uv) = (u,v) fiir allew,v € V, heiflen unitér. Thre hermitesch adjungierte Abbildung
ist ihr Inverses,

(Uu, Uv) = (UUu,v) = (u,v), UU=1. (20.20)

Ihre Eigenwerte liegen auf dem komplexen Einheitskreis, |]A|* = 1, denn aus Uu = Auwund
der Invarianz des Skalarproduktes folgt (u,u) = (Uu,Uu) = (Au,Au) = A*A(u,u).
Da die unitdre Abbildung Skalarprodukte invariant 1&8t, bildet sie den Raum V, der
Vektoren v, die senkrecht auf einem FKEigenvektor u stehen, auf sich ab, denn in der
Argumentationskette 0 = (v,u) = (Uv, Uu) = (Uv,Au) = (Uv,u) A verschwindet der
Eigenwert A nicht, sondern liegt auf dem komplexen Einheitskreis. Wie bei hermiteschen
Abbildungen folgt daher, daf es fiir jede unitdre n x n-Matrix U eine Orthonormalbasis
von Eigenvektoren gibt, und dafl jede Matrix unitér ist, die eine Orthonormalbasis von
Eigenvektoren besitzt, die sie jeweils mit Eigenwerten vom Betrag 1, A* = A}, streckt.

Orthonormale Funktionensysteme

Berechnen wir fiir den Fall, dal M das spiegelsymmetrisch zum Ursprung liegende In-

tervall I = [—%, %] der Léange L ist, die Skalarprodukte der Funktionen

fox)=—=eT™" neZ, (20.21)

(fnafm) — _J dxe I T nxelex _ _J dXelQT(m nj)x (2022)
I L I
— l; eiQTﬂ (m*n)x}"*% — 1 (eirt(mfn) 717r(m—n)) -0
L27mi(m—n) x=—3 2mi(m—n)

Das Skalarprodukt von f, mit sich hat wegen |f,,(x)|*> = 1/L den Wert 1. Die Funktio-
nen f,, sind also normiert und stehen aufeinander senkrecht. Sie bilden ein orthonormales
System von Funktionen,

(fr, fm) = &mn - (20.23)
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Um eine Funktion g mit einer Summe ), f, g orthonormaler Funktionen bestmog-
lich zu ndhern, mufl man die Koeffizienten g,, so wéhlen, dafl der Fehler

|69||2 g_megma _angn) = ( _angn megma _angn)
9 - 97 Z fn gn) - (Z fm 9m,9d Z fm Im, Z fn gn (20.24)
n m

moglichst klein wird. Verwenden wir nicht nur, da} das Skalarprodukt in beiden Ar-
gumenten additiv ist, sondern auch, dafl es im zweiten Argument linear und im ersten
konjugiert linear ist, so erhalten wir

18911 = (9,9) = > (0.fa) On— Y Gl (Frms @) + > Gl (Frsfu) g . (20.25)
n m mn

WEeil die f,, orthonormal sind, ist die Doppelsumme iiber m und n einfach eine Summe
iiber die Betragsquadrate der g,. Wir fassen sie mit den Termen, die linear in g, und
g: sind, zu Betragsquadraten von g, — (f,, g) zusammen,

159[* = (9,9) — Z Zgn fn,9) +Zgn9n
(9,9) +Z (97— (9.0)) (gn — (fn, 0)) —Z(g,fn) (fn, 0) -

n

(20.26)

Der Fehler wird bei gegebener Funktion g als Funktion der Koeffizienten g,, minimal,
wenn die Differenzen g,, — (f,,, g) verschwinden,

gn = (fn, 9) . (20.27)

Er betragt dann
I159]1* = (g.9) = D _I(fn, 9)? (20.28)

und verschwindet, wenn die Parsevalsche Gleichung erfiillt ist,
=Y It 0l (20.29)

Wenn sich jede Funktion eines Funktionenraumes F genauer als mit jedem vorgegebenen
Fehler € > 0 als Linearkombination der Funktionen f,, ndhern 148t, dann heiflen die
f,, vollstindig in F und werden etwas schlampig als Basis bezeichnet. So verwendet
bezeichnet das Wort Basis nicht, was Mathematiker damit meinen, ndmlich eine Menge
linear unabhéngiger Vektoren, die es erlaubt, jeden Vektor des Vektorraumes ohne Fehler
als endliche Linearkombination der Basisvektoren zu schreiben.

Fiir die Vollstédndigkeit eines Systems von Funktionen f,, reicht nicht, dafl es sich
um unendlich viele Funktionen handelt: nimmt man beispielsweise aus den Funktionen
(20.21) eine heraus, etwa fo = 1/ VL, so verbleiben unendlich viele, aber sie sind nicht
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vollstandig, weil man die Funktion fy nicht mit den verbleibenden Funktionen mit einem
Fehler ndhern kann, der kleiner als 1 ist.

Ist ein orthonormales Funktionensystem f;,f,... im Raum von Testfunktionen voll-
standig, so la8t sich jede Testfunktion t als Reihe

=Y ful)tn, to=(fnt)= JMdy fr(y)* tly) (20.30)

darstellen. Setzen wir die Koeffizienten fiir die Teilsumme der ersten N Summanden ein
und vertauschen wir die Summation mit der Integration, so erhalten wir fiir N gegen
unendlich

) = | iy 3 fnlx) 1) 00), (20.31)
M
das heif3t, fiir N gegen unendlich geht die Summe Z (x) i (y) im Distributionen-
sinn gegen die d-Funktion in M
X,y € M : an(x) fil(y) =08(x—vy) . (20.32)

Fourierreihe

Wir verschieben zunichst den Beweis, dafl die Funktionen f,(x) = ol T mx /NL.neZ
(20.21), die Wellen mit Wellenléingen L/n oder die Schwingungen mit Frequenz n/L, im
Raum der stiickweise stetig differenzierbaren Funktionen g des Intervalls I; = [—L, L]

272
vollstandig sind. Die zugehorige Reihe

% ]_ 27
Tl ) n — f‘n.a - dX— e_l X X 5 2033
- f g = (fu, ) J_% 7 o), (20.33)

die komplexe Fourierreihe von g, konvergiert bei periodischen, stetig differenzierbaren
Funktionen g gleichméBig gegen g(x). Die Koeffizienten g,, sind die komplexen Ampli-
tuden der Schwingungen mit Frequenzen n-v.

Das Zeichen ~ steht fiir Gleichheit im Intervall I} = [—5, 5] Auflerhalb des Inter-
valls setzt die Fourierreihe die Funktion periodisch fort, denn die Funktionen f, sind
periodisch, f(x + L) = f.(x).

In Kosinus und Sinus zerlegt, T = cos( nx)+i sm( nx), heiit die Reihe
reelle Fourierreihe,

n=—oo

1 & 27 27
x~—+ ntg_n)cos(—mnx)+i(gn —g_n)sin(—nx
90x) ~ = an_lg 9-n) cos(T-MX) +i(gn — g sin(T-nx))
= 2 2
= %ﬂL;(an cos(%nx)—kbn sin(%nx)) , (20.34)
2 (2 27 2 (2 27
a, = fJ_% dx COS(T nx)g(x), b,= fJ_% dx sin(Tnx) g(x) .
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Da die Fourierreihe Funktionen des Intervalls Iy auflerhalb periodisch fortsetzt, sieht
der Graph der Fourierreihe der Funktion g(x) = x wie die Zahnreihe einer Séage aus. Wir
berechnen allgemeiner die Fourierkoeffizienten der Potenzen g(x) =x', 1=0,1,2...,

L
2 1 o 1 L1+1J1 .

n = dx — e ' T W Xxt = — (= due immuylt 20.35
o J VL G (20.35)

Das verbleibende Integral hat fiir n = 0 den Wert

1 2
J dudt — { o7 falls L gerade . (20.36)
-1

N[l

0 falls 1 ungerade

Fiir n # 0 betrachten wir fl_ldu e 1"t yl als den speziellen Wert k = 7tn von Integra-
len, die durch Differentation aus dem Integral fiir 1 = 0 hervorgehen,

1 1 :
—iku, 1 _ 1 i 1J Sikuw sl il L ipqpu=t 4 ilsmk
Jldue u =i (dk) 71due =i (dk) =% ° = 2i (dk) -
(20.37)

Fiir 1 = 0 und k = ©tn # 0 erhalten wir 2sin(rmn)/(7n) = 0. Es verschwinden
also alle Fourierkoeffizienten der konstanten Funktion g(x) = 1 bis auf gy = VL, und
die Fourierreihe ist g(x) = 1. Das ist verstindlich, denn g ist ein Vielfaches einer der
orthonormalen Funktionen, mit denen wir entwickeln.

Fiir die Ségezahnfunktion g(x) = x, also 1 = 1, verschwindet gq, die Fourierkoeffizi-
enten mit n # 0 und die zugehorige Fourierreihe ist

1 Li2 . cos(mtn) sin(mtn) L ~. (=)™
gn:ﬁ(§) 2i(— — - T ) =5 VLi —— (20.38)
L N —_1)n+1 9
X ~ %;%Sm(%nx) . (20.39)

Die Parsevalsche Gleichung (20.29) bestimmt die Summe der inversen Quadratzahlen

213 5 , & 2 2 3 2
gg—Jédxx —T;(|9n| +1g_nl )_QZ?T;E’

(20.40)

ME
3| =
I
o)A

n=1

Fiir die Fourierkoeffizienten und die Fourierreihe von g(x) = x? im Intervall [—%, %]
erhalten wir

1 ,L32
go:ﬁ(i) 3
1 ,L3..,, sink cosk 2sink 1 Lig (1)
L ogn = ——= (2) %2 (- — = () ,
n#0: g L(Q) 1( K K2 + K3 )\k:m \/K(Q) ()2
2 12g (-1 27
2
X NE—F? E - cos(Tnx). (20.41)
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Die Parsevalsche Gleichung fiir g(x) = x? bestimmt die Summe iiber 1/n*

2 Ls [ 4 e oo P4 16 1
S G)' =] e =l X ol o= 555200 3 )
=1
;QZ%' (20.42)

Fiir groBere Potenzen x' bendtigen wir zur Auswertung von (20.37) eine Formel fiir
Vielfachableitungen eines Produktes

d.n = /n\ d*A d" kB
(7)) (AB) =) <k) TF Tk (20.43)

Man beweist sie wie die Binomialformel
n

(a+b)" =) (L‘) akpnk (20.44)

k=0

entweder durch vollstdndige Induktion oder mit der Binomialformel durch die Bemer-
kung, dafl jede Ableitung eines Produktes nach der Produktregel die Summe d = d; +d,
zweier Ableitungen ist, wobei d; nur auf den ersten Faktor und d; nur auf den zweiten
Faktor wirkt.

Zur Vielfachableitung von (sink)/k tragen bei k = tn # 0 nur die ungeraden Ablei-
tungen von sin k bei,

d \2m
(@)2 eink = (=)™ cosk=,___ (—1)™™, oS
d 1—2m-11 1-2m—11,—(1—2m) (20.45)
(@) E:(l—zm—l)!(—l) k .
Fiir die Fourierkoeffizienten von x! fiir 1 > 1 und n # 0 ergibt sich damit
. [
g, = 1 (L)l+1 1 (i)l sink 1 (E)1+1211 2 1 (—1)mttintl
VL2 dx’ Kk e VL V2 = (2m+1)! (mn)t-2m
(20.46)
Fouriertransformation
Das Fourierintegral
1 o
f(x) = T Jdk e *xf(k) (20.47)

stellt betragsintegrable Funktionen

f:R—C, delf(x)l < o0 (20.48)
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in den Punkten x, in denen die Funktion h,

he(y) :5\f(x+y}+f(x—y}—2f(x)\ (20.49)

im y-Intervall [0, 7] mit §y > 0 integrabel ist,® als Uberlagerung von Schwingungen e'**

mit der Amplitude f(k) dar. Die Amplitude f heift die Fouriertransformierte von f. Sie
ist durch
~ 1 .
f(k) = —— [dye '*Vf 20.50
() = = [ay e fly) (20.50)
gegeben. Anders als bei der Fourierreihe, bei der nur ganzzahlige Vielfache einer Grund-
frequenz auftreten, sind die Frequenzen k kontinuierlich.
Dafl Funktionen f mit den angegebenen Eigenschaften eine Fourierdarstellung erlau-
ben, daf3 also
1 .
f(x) = o Jdk de etk x=v) £(y) (20.51)
gilt, braucht man nur fiir reelle Funktionen zu zeigen, denn komplexe Funktionen sind
komplexe Linearkombinationen reeller Funktionen. Fiir reelle Funktionen ist die rechte

Seite
I(x) = lj ko dy cos(ky) (f(x+y) +f(x —y)) . (20.52)
T Jo 0

Denn fiir reelle Funktionen verschwindet das k-Integral iiber den sin(kx)-Anteil von
e'** denn der Integrand ist eine ungerade Funktion von k. Zudem haben wir die Inte-
grationsvariable y um —x verschoben, fiir y < 0 die Integrationsvariable —y verwendet
und berticksichtigt, dafl k und —k zum Integral gleich beitragen.

Wir zeigen, dafl I(x) den Wert f(x) hat.

Bis auf einen Fehler, der kleiner als jede vorgegebene Schranke e ist, ist I(x) gleich
dem Integral I(x), dessen y-Integration sich bis zu einem geniigend groflen y erstreckt,

K 0
mt|l(x) — I(x)] = lim lim | koydy cos(ky) (f(x+y) + f(x —y))|
0

k—ooy—oo |

Y

U k
= lim lim | dyJ dk cos(ky) (f(x +y) + f(x —y))|
k—oot—oe Jy  Jo (20.53)

= lim lim || dy
kﬂoog—)OO ug

1 o0
gﬁj dy[f(x)] < e .

—00

Dabei haben wir bei endlichen Integrationsgrenzen erlaubtermafien die Integrationsrei-

3Beispielsweise ist h, integrabel, falls f stetig differenzierbar ist.
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henfolge vertauscht. Fiir I folgt ebenso

ok U
mly(x) = Elim ko dy cos(ky) (f(x +y) + f(x —y))
—J0 0
Ny i
— lim |y | dk costiw) (flx+ ) + x —v)) (20.54)
k—o0 Jo 0
r\’g . ——
:Elim dy sin(ky) (f(x+y)+flx—y))
—o0 Jo

Die Auswertung des Grenzwerts des Integrals ist heikel: substituiert man y = z/k

kG .
J ydz SHZlZ (f(x 4+ z/k) + f(x — z/k)) (20.55)
0

so strebt zwar f(x + z/k) + f(x — z/k), falls die links- und rechtsseitigen Grenzwerte
existieren, fiir jedes z mit k — oo gegen f(x + 0) + f(x — 0), und das ist 2f(x), wenn f
dort stetig ist oder kann zur Definition von 2f(x) in Unstetigkeitsstellen verwendet
werden, aber das gilt nicht gleichméfig im ganzen Integrationsbereich. Zwar nimmt der
Betrag |sin z/z| mit zunehmendem z ab, aber das Integral dariiber divergiert, wenn die
obere Integrationsgrenze gegen Unendlich strebt. Wenn also f(x + z/k) + f(x — z/k) die
Vorzeichenwechsel von sin z mitmacht, tragen auch grofie z zu dem Integral bei.

Fiir die genaue Auswertung des Grenzwert des Integrals benotigt man das Riemann-
Lebesgue-Lemma, das wir hier nur zitieren [1, Seite 472]. Es besagt fiir jede Funktion h,
deren Betrag in einem Intervall [a, b] integrabel ist (wobei a = —oo oder b = oo zugelas-
sen ist und h Singularitdten haben darf), da8 die mit dem oszillierenden Sinus zerhackte
Summe ihrer Werte mit zunehmender Zerhackerfrequenz v im Grenzfall verschwindet,

b
VIEEOJ dy sin(vy+p)h(y)=0. (20.56)

Ist also hy(y) = [f(x +y) + f(x —y) — 2f(x)|/y (20.49) eine in [0, Y] integrable Funktion
von Yy, so verschwindet

Jv gy V)
0

lim
k—o00

(f(x+y)+f(x—y)—2f(x)) =0 (20.57)

und man erhalt

12lim Jydy sin(yky) (f(x+y) +f(x—y))
—00 Jo
. Y sin(ky) *  sinz (20.58)
= 2f(x) lim J dy :2f(x)J dz =7f(x).
k—oo Jo Y 0 z

Demnach hat Ij(x) den Wert f(x) und (20.51) ist gezeigt.
Den Wert von fdz (sinz)/z kann man iibrigens mit dem Residuensatz durch Auswer-
ten des Hauptwertes P. V. [dxe'*/x bestimmen. Ergiinzt man den Integrationsweg der



207

Hauptwertintegration um einen kleinen Halbkreis, der x = 0 in der oberen Halbebene
im Uhrzeigersinn umléuft, und um den Halbkreis T, (19.42) in der oberen Halbebe-
ne, so verschwinden f dze'?/z, weil der Integrand geniigend schnell abfillt, und das
gesamte Umlauﬁntegral weil keine Residuen umlaufen werden. Es ist also das Haupt-
wertintegral dem Integral iiber den im Gegenzeigersinn durchlaufenen kleinen Halbkreis
iiber 1/z + (e'* — 1)/z gleich. Der Beitrag des zweiten Terms verschwindet mit kleiner
werdendem Radius des kleinen Halbkreises und das Integral {iber den ersten Term er-
gibt 7ti. Wegen P.V. [dxe'*/x = —P.V. [dxe "*/x ist daher [dx (sinx)/x = 7 und
Jodx (sinx)/x = m/2.

Auf gleiche Weise zeigt man, daf eine periodische Funktion g in jedem Punkt x durch
ihre Fourierreihe dargestellt wird, in dem |g(x +y) + g(x —y) — 2g(x)|/y eine im y-
Intervall [0, y] integrierbare Funktion ist. Einfachheitshalber untersuchen wir Funktionen
mit Periodizititslidnge L = 7t. Setzen wir die Fourierkoeffizienten g,, in die Fourierreihe
ein, so besagt (20.33) nach geeigneter Verschiebung der Integrationsvariablen

N s
1 2 .
g(x) = — lim J dy e’ ™Y g(x+y) (20.59)

7T N—oo n
n=—N 2

Die Summe betrifft einen Abschnitt einer geometrischen Reihe mit q = e?!V

N 2N 1 1
. - . B 1_q2N+1 q—(N+§) q( +§)
> at=qg N> q"=q" = — (20.60)
n=—N n=0 1__q q 2 q2
Also ist diese Summe
N }
. 2N +1
=y e _sin(eN+1)y) (20.61)
sin(y)

n=—N

Sie heifit Dirichlet-Kern. Das Integral auf der rechten Seite von (20.59) ist also

rd sin((2N +1)y)

I(x) = l lim :
0 sin(y)

7N (9(x+y) +g(x —)) (20.62)

Eine Funktion f(y)/y ist in [0, 7] genau dann integrabel, wenn dort f(y)/sin(y) integra-
bel ist, denn die Differenz (1/y — 1/sin(y))f(y) ist in [0, T] das Produkt einer analyti-
schen Funktion mit f. Nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma (20.56) kann also in Nenner
sin(y) durch y ersetzt werden und im Zahler g(x +y) + g(x —y) durch 2 g(x). Denn
die Unterschiede sind integrable Funktionen, die mit sin((2N + 1)y) zerhackt werden.
Folglich ist

s .
J(2N+1)2 sin z
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Die Fouriertransformation JF ist eine lineare Abbildung von Funktionen f auf ihre
Amplituden f = Ff, Sind g und h quadratintegrable Funktionen und a und b komplexe
Zahlen, dann gilt fiir die Linearkombination

Flag+bh)=aF(g)+bF(h). (20.64)

Bis auf ein Vorzeichen sind die Fourierdarstellung der Funktion f durch ihre Ampli-
tude f und der Amplitude f durch die Funktion f gleich (20.47). Bezeichnen wir als
Paritatstransformation TT die Abbildung, die jede Funktion f auf die Funktion des ge-
spiegelten Argument abbildet,

(TTf) (x) = f(—x) , (20.65)

so besagt (20.50), daf die Fouriertransformierte der Fouriertransformierten die Paritéts-
transformierte ist,

TTf = F(F(f)) . (20.66)

Da jede Funktion durch zweifache Parititstransformation in sich iibergeht, TT? = 1,
fithrt vierfache Fouriertransformation zur urspriinglichen Funktion zuriick. Als lineare
Abbildung betrachtet, kann die Fouriertransformation folglich nur Eigenwerte A mit
A* =1, also A € {1,i,—1, —i}, haben.

Jede Funktion f kann mit diesen Eigenwerten durch Fouriertransformation in Anteile
zerlegt werden,

1. 1
fy = ()\4+7\3?+7\23"2+7\?3)Zf:Z(1+7\2ﬂ)(1+7\3?)f, f:ZfA, (20.67)
A

die Eigenfunktionen der Fouriertransformation sind, Ff) = Af, .
Als Distribution aufgefaBt wirkt geméf (20.51) das Integral [dke**~V)/(27) auf
Testfunktionen wie die 6-Funktion (18.34)

1 .
5[Jdkelk(x—w =5(x—vy) . (20.68)
Aus der Fourierdarstellung der §-Funktion liest man ihre Fouriertransformierte ab,
1 , 1
5(x :—Jdke”‘x F&)(k), (FO)(k)=—=. 20.69
(x) Jom (Fd)(k), (F8)(k) o (20.69)

Die &-Funktion enthilt alle Frequenzen mit gleicher Amplitude 1/v/27t.

Verwenden wir im Skalarprodukt zweier quadratintegrabler Funktionen f und g ihre
Fourierdarstellung, so zeigt sich, wenn wir die Integrationsreihenfolge vertauschen und
die Fourierdarstellung der 6-Funktion verwenden,

(f,g) = Ndx f*(x) g(x) = %{ de Jdk Jdk/ e X (k) e X g(K)

J

_ [ ax Jdk’ (%{ de el 1)) £ (k) g (k) (20.70)

_ ndk Jdk/é(k’ — k) f* (k) g(K') = Jdk (k) g(k) = (f,9) ,
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daBl die Fouriertransformation das Skalarprodukt im Hilbertraum invariant 1a8t. Lineare,
invertierbare Selbstabbildungen eines Hilbertraumes, die wie die Fouriertransformation
das Skalarprodukt invariant lassen, nennt man unitéar.

In der Literatur finden sich die umsténdlich zu schreibenden Faktoren 1/v/27 auch
anders aufgeteilt: ein Faktor 1/27t in der Fourierdarstellung der Funktion f durch ihre
Amplitude f und ein Faktor 1 bei der Riicktransformation, die die Amplitude f durch f
angibt. Wichtig ist, dal bei der Fouriertransformation von Funktionen mehrerer Argu-
mente fiir jede Integration bei Hin- und Riicktransformation insgesamt ein Faktor 27
fiir jede Integrationsvariable auftaucht. Die Fourierdarstellung und die Fouriertransfor-
mation von Funktionen des Ortsraumes R? beispielsweise lauten

1 1
Vi 27[3 V2T

Die Ableitung einer Funktion f hat eine mit ik multiplizierte Amplitude,

9(xX) = . de‘ke”z"? 9(x) . (20.71)

d 1 d ez 1 k(117
) = Ejdk(&e )Tl = —— Jdke kx (K f(k) |

df o

o) = ikf(k) (20.72)

Insbesondere ist die Fouriertransformierte einer Linearkombination von Ableitungen,
wie sie in linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten auftreten, ein
Polynom im Argument k mal der Fouriertransformierten der gesuchten Funktion. Li-
near inhomogene Differentialgleichungen fiir f sind algebraische Gleichungen fiir f, die
man nach f auflésen kann. Kann man das Integral, das f durch seine Fourieramplitude
f darstellt, explizit auswerten, so hat man die Differentialgleichung durch Integrieren
gelost.

Die um a verschobene Funktion T,f hat definitionsgemafl am verschobenen Ort x + a
den Funktionswert, den f am Urbild x hat,

(Taf) (x) = f(x — a) . (20.73)

Aus der Fourierdarstellung lesen wir ab, dafl die Translation bei der Fourieramplitude
eine Multiplikation mit e 1% bewirkt,

(Taf)(x) =f(x—a) = \/%T Jdkeik("_“) f(k) = \/%T Jdkeik"(e_ik“ f(k)) ,
T f(k) = e ke f(k) . (20.74)

Fiir die verschobene §-Funktion (T,8)(x) = §(x —y) heifit dies (fy\g) (k) = e kY /\/2m.

Auf gleiche Art ist definiert, dafi bei einer Streckung um einen Faktor ¢, ¢ # 0, die
x auf ¢ x abbildet, die gestreckte Funktion D .f am gestreckten Ort den Wert von f am
Urbild hat,

(Def) (x) = f(%) . (20.75)
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Die zugehérige Fourieramplitude wird mit dem inversen Faktor ¢=! gestreckt und mit
|c| multipliziert,

X 1 xox 1 1 .x =~k

D.f)(x) = f(=) = — |dke' ¢ f(k) = —Jdk—elE" c|f(c=

(D)) = 1(5) = = [(kel % (k) = — ke + el fle )

K=k/c 1 J 1 ik x ¢ /
= —=|dk'e clf(ck’), 20.76
= elf(ck) (20.76)
(Dcf)(k) =|c| (Dcflf)(k) =lc|f(ck) .
Als Beispiel berechnen wir die Fouriertransformierte der Gauflfunktion
flx) =e ¥ . (20.77)
Mit einem unbequemen Vorfaktor 1/+/7 wiire sie normiert,
1 1 1 1 Cx2 1283

—f f) = — [dx f*(x) f(x) = —= |dxe ™™ ="1. 20.78
(2 =) = = Jae P x) 100) = - [axe (20.78)

Bei der Berechnung der Fouriertransformierten fassen wir die Produkte der e-Funktionen
zusammen und erginzen den Exponenten zu Differenzen vollstdndiger Quadrate,

2

- ) 2 . )
Vamnf(k) = de e kXeTr = de e 2 (FH2kN) ekQde e 3 (e (20.79)

Im verbleibenden Integral kann man nicht uw = x + ik substituieren und (12.83)
verwenden, denn der Integralsubstitutionssatz (12.40) gilt nur fiir reelle Substitutionen.
Fiir reelle Integranden ist ja normalerweise nicht definiert, was ihr Wert an komplexen
Argumenten sein soll. Vielmehr handelt es sich um das komplexe Wegintegral iiber e =/
iiber den Weg I'': A — z(A) = A+ik, der parallel zur x-Achse mit konstanten Imaginérteil
verlauft.

Wir beschrinken den Integrationsbereich zunéchst auf —R < A < R, schlieflen den
Integrationsweg durch die Strecke I';: A — z(A) = R+1i(k—A), 0 < |A| < [K], zur reellen
Achse, dann zuriick lings der reellen Achse I'5: A — z(A) = —A, —R < A < R und
schlieBlich zum Ausgangspunkt zuriick langs I';: A — z(A) = =R +1iA, 0 < |A| < [k|. Da
der Integrand e~%"/2 im umlaufenen Rechteck komplex differenzierbar ist, verschwindet
das Umlaufintegral, [ + [ + [p, + [p, =0.

Das Integral langs I’y verschwindet fiir jedes k mit R gegen unendlich.

2

}J dze 2
Iy

Gleiches gilt fiir frg- Als Ergebnis dieser Abschétzung ergibt sich fiir R gegen unendlich
Jrn=— st’ das heifit

[kl 1 )2 R2 [l A2
gJ dA [fe 2 (TRHAT = e_2J dAe™ (20.80)
0 0

de e 3t dee_x22 = \/5‘[due_”2 = V2, (20.81)
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wobei wir x = v/2u substituiert haben. Fiir die Fouriertransformierte der Gaufifunktion
erhalten wir ,
f(k) =e T =f(k) . (20.82)
Die Gaufifunktion stimmt mit ihrer Fouriertransformierten iiberein.
Skalieren wir die Argumente der Gaufunktion um einen Faktor 1 > 0,
X
1

so ist die Fouriertransformierte dieser fiir 1 > 1 verbreiterten und fiir 0 < | < 1 geschmé-
lerten Gaufifunktion um 1/1 schmaler oder breiter (20.76),

)2

j=e 217 (20.83)

—lx

fi(x) = (Duf)(x) = f(

fu(k) = [UF(LK) = [te™2 (" | (20.84)

Einer im Ortsraum schmalen Verteilung entspricht eine breite Amplitudenverteilung und
umgekehrt. Das Produkt der Breiten einer Gauflkurve und ihrer Fouriertransformierten
andert sich nicht bei Skalierung. Dieser Sachverhalt liegt den Unschérferelationen der
Quantenmechanik zugrunde, die beispielsweise besagen, daf§ das Produkt der Ortsun-
schérfe mit der Impulsunschérfe nicht h/2 unterschreiten kann. Zum Grenzfall einer
schmalen Ortsverteilung, zur &-Funktion, gehort eine unendlich breite Amplitudenver-
teilung (20.69).
Verschieben wir die skalierte Gaufifunktion um a,

1 (xfa)Q

fra(x) = (Taf)(x) =filx —a) =e7 2 T 7, (20.85)

so gehort zu dieser GauBverteilung um a mit Breite 1 die Fouriertransformierte (20.74)

)2

fla(k) = e Tk (k) = e ko [e2 1k (20.86)

. . e (a1 . .
Fouriertransformieren wir f o(x) = [l e 2(bx)"=iax erpeut und fassen wir dabei die Ex-

ponenten zusammen, substituieren u = lx, und ergénzen die Exponenten zu vollstandi-
gen Quadraten, so erhalten wir die urspriingliche Funktion am gespiegelten Ort

\/%f;(k) _ dee—ikxm e—%(lx]Q—iax _ de |1| e—%(lx]Q—i(kJra]x

1,2 ikta _1(kta)2 1y kra2 _1(ktay2
:Jdue WU o () Jdue 2(uH 5T — \omem2 (1Y)

(20.87)
Dies zeigt fiir GauBBfunktionen explizit, dal wiederholte Fouriertransformation die Pari-
tatstransformation ist, mit anderen Worten, dafl die inverse Fouriertransformation bis
auf ein Vorzeichen die Fouriertransformation ist.
Um die Fouriertransformierte eines Produktes zu beschreiben, benétigen wir den Be-
griff des Faltungsintegrals oder Faltungsprodukts f x g (lies ,,f Stern g“) zweier quadrat-
integrabler Funktionen der reellen Zahlen,

(fxg)(x) Z\/%—T[de fly)glx—y) . (20.88)
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Es ist symmetrisch, f x g = g % f, und distributiv, (af; + f3) x g = af; x g+ fa x g.

Die Fouriertransformierte eines Produktes erweist sich als das Faltungsintegral der
Fouriertransformierten der beiden Faktoren: setzen wir die Fourierdarstellung ein und
werten wir die Integrale in vertauschter Reihenfolge aus, erhalten wir

(Fa) ) = = [axe™*(x) gl
_ dx dk/ dk// e—lkxelk xe1k Xf(k/) g(k//)
o |
IR J aK (= de ol (K0 %Y (1) (k")
2 | 97t (20.89)
N ¢L2_n K’ Jdk"é(k’ + K — k) f(K) (k")
_ %2_7[ [k f(k) gk — 1) = (Fx ) (k)
(fg) =fxg.

Dies ist der Faltungssatz.
Umgedreht ist natiirlich die Fouriertransformierte eines Faltungsintegrals zweier Funk-
tionen das Produkt beider Fouriertransformierter.
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Wellengleichung in zwei Dimensionen

Bei der Wellengleichung in einer Raum- und einer Zeitdimension

02 02

(55— 30) ultx) =0 (21.1)

zerfallt der Wellenoperator, ebenso wie a? —b% = (a —b) (a + b) faktorisiert,

2,0 d,,0 D

- (=) (=+ ). 21.2
90 =3¢ e~ (ot o) (t T ax) (21.2)
Schreiben wir die Funktion u von t und x als Funktion hvont, =t+xund t_ =t—x,
so ergibt sich fiir die Ableitungen
u(t,X) — h(t+, tf) y atu — (a_|_ + a,)h 5 axu = (a+ - a,)h 5 (213)
0 0 0 0
2L %Y= ~ T Yu=92_ —=40.0_h. 21.4
(at + ax)u d.h, (at ax)u . h, Opu=40,0_h (21.4)

Die Wellengleichung 0,0 _h = 0 besagt, da} d_h nicht von t, abhéingt, 9_h = F(t_),
was wiederum besagt, dafl h bis auf eine Funktion g von t, die beim Differenzieren nach
t_ wegfillt, eine Funktion f von t_ ist. Die allgemeine Losung u(t, x) der Wellengleichung
in einer Raum- und einer Zeitdimension ist daher von der Form

u(t,x) =f(x—t)+g(x+t). (21.5)

Die Losung u(t, x) = f(x —t) + g(x +t) setzt sich aus einem Rechtslaufer f(x —t) und
einem Linkslaufer g(x + t) zusammen, die mit Lichtgeschwindigkeit und unverénderter
Form nach rechts und nach links laufen: zur Zeit t+6t hat f am Ort x4 6x mit 6x = v dt,
v = 1, denselben Wert wie bei (t,x); ebenso hat g bei (t + 6t,x + dx) mit dx = v dt,
v = —1, denselben Wert wie bei (t,x).

Die Losung u wird durch ihre Anfangswerte x und 1\ zur Zeit t =0,

u(0,x) =f(x) + g(x) =x(x), (Beu)),,, =—F(x) +9g'(x) =(x), (21.6)

eindeutig festgelegt. Integrieren wir ndmlich die zweite Gleichung von 0 bis x

L dyp(y) = —F(x) + F(0) + glx) — g(0) (21.7)
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und addieren und subtrahieren wir dies Ergebnis zur ersten Gleichung, so ergibt sich

(x(x) + dey Bl + g(0) — F(0)) .
0 (21.8)

X

1
2
1

5 (x(x) = | dybly) = g(0) +7(0)).

Drehen wir noch mit — [} = f: die Integrationsgrenzen bei f(x) um und setzen wir in
(21.5) ein, so erhalten wir die durch die Anfangswerte dargestellte Losung

x+t

(x(x+t)+x(x—t)+J dyp(y)) - (21.9)

x—t

u(t,x) =

DO —

Die Losung existiert, ist durch die Anfangswerte eindeutig gegeben und héngt stetig von
den Anfangswerten ab. Das Anfangswertproblem der Wellengleichung ist in diesem Sinn
sachgeméf.

Die Losung u hingt zur Zeit t am Ort x nur von den Anfangswerten an Orten y ab,
fiir die |[x —y| < t ist. Andert man die Anfangswerte in einem Bereich B C R, so wirkt
sich spéter diese Anderung nur auf die Losung im Vorwiértslichtkegel von B aus. Das
sind die Punkte (t,x) in der zweidimensionalen Raumzeit, fiir die ein Punkt y € B mit
Ix —y| < t existiert.

Dispersion

Eine lineare, homogene, partielle Differentialgleichung der Ordnung 1 fiir eine Funktion u
(P1(d0,01...04) + P1-1(30,01...0a) + ...+ Po) u(x) =0, (21.10)

wobei P; homogene Polynome vom Grad i bezeichne und 9., die partiellen Ableitungen
nach den Variablen x™ | schriankt normalerweise die Form f von ebenen Wellen

u(x) =flkox” + ki x' + ... 4+ kax?) (21.11)

ein, die als Losungen auftreten konnen. Mit der Notation

dTL

f(n)(y) = dy—“

f(y) (21.12)

fiir die n-fache Ableitung von f lautet die Gleichung
Pi(ko ki ... ka) FU(k-x) + Proi(ko, ke o ka) F5 Y (k-x) + ... Py f(k-x) = 0. (21.13)

Dies ist, wenn nicht fiir spezielle k alle P;(k) verschwinden, fiir jedes k eine gewohnliche,
lineare Differentialgleichung fiir die Form f der ebenen Welle. Beispielsweise hat die
Klein-Gordon-Gleichung

(O+m*)u=0, (21.14)
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die bei der Beschreibung von relativistischen Teilchen der Masse m auftritt, nur Losungen
der Form u(x) = f(k-x), k-x := wt—k- X, wenn f die gewohnliche Differentialgleichung

(w2 =Kk " +m?f=0 (21.15)

erfiillt. Fiir w? > k2 ist das die Gleichung eines harmonischen Oszillators

m . A / -
—— k- x+a)=acos(k-x+a), &=\m?+k2. (21.16)
vVw? — K2

Fiir w? < k2 wiichst f exponentiell in Richtung k oder —K an

ux) =ae* *+be ¥ @ =1/(K)2—m?2. (21.17)

Streng genommen sind beide Scharen von Losungen unphysikalisch, da sie nicht fiir grofie
Abstédnde klein werden. Losungen, die fiir groffe Abstéinde abfallen, sind Fouriertrans-
formierbar und Superpositionen der Losungen (21.16),

u(x) = a cos(

u(t,z):de?’kei(‘?'f—wt)a(E), w=1/m24Kk2. (21.18)

Da die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der einzelnen Wellenanteile, die Phasengeschwin-
digkeiten w/[k|, verschieden sind, laufen diese Anteile mit der Zeit auseinander: das

Wellenpaket zeigt Dispersion. Allerdings tduscht der Wert 1/1 + m2/k2? > 1 der Phasen-
geschwindigkeit iiber die Ausbreitungsgeschwindigkeit. Bei einem schmalbandigen Wel-
lenpaket, dessen Amplituden a(k) in einem kleinen Bereich um K, konzentriert sind,
entwickeln wir w(k) = wg + (K — Ko) - ¥ 4 o(|k — Ko|). Kann man die hheren Terme in
der Entwicklung vernachléssigen, so ist ein schmalbandiges Wellenpaket von der Form

U(t,X) = Re i (woko )t de*ke”z'(’”” a(k) . (21.19)

Es ist der Realteil eines komplexen Wellenpakets, das bis auf eine komplexe Phase von
t und X nur iiber X — V't abhéngt, sich also mit der Gruppengeschwindigkeit

_ dw
S
bewegt. Bei der Klein-Gordon-Gleichung ist die Gruppengeschwindigkeit durch die Licht-
geschwindigkeit beschréinkt, v =K/vm2 + K2, [ < 1.

Weder die Phasengeschwindigkeit noch die Gruppengeschwindigkeit erlauben exak-
te Riickschliisse auf die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Signalen. Die Losungen der
Klein-Gordon-Gleichung (0 — M?)u = 0 mit negativem Massenquadrat hingen wie alle
Losungen von Gleichungen der Form DOu(x) + f(x,u,0u) = 0 im Punkt x nur von den
Anfangswerten und den Werten von f(y, 0,0) im Riickwértslichtkegel von x ab [7, Kapi-
tel 7). Nicht einmal die Klein-Gordon-Gleichung eines Tachyons erlaubt iiberlichtschnelle
Signale.

vl

(21.20)
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Ebene Wellen beliebiger Form

Nach Annahme ist das Polynom Py in der Differentialgleichung (21.10) nicht Null. Wenn
alle anderen P, mit m < 1 verschwinden und Py(v, ) fiir reelle § reelle Nullstellen v
hat, dann hat die homogene, partielle Differentialgleichung

Pl(bo,al...ad)uzo s (2121)

bei der alle Ableitungsterme von gleicher Ordnung sind, die bemerkenswerte Eigenschaft,
ebene Wellen u(x) = f(k-x) von beliebiger Form f zuzulassen, solange f 1-fach differen-
zierbar ist. Denn

Pl(ao, 81 .. ) 'LL(X) = Pl(ko, kl, .. ) f(l)(kX) =0 (2122)

ist erfiillt, wenn Py(k) = [K|'Pi(v, —1%) verschwindet. Da Py ein Polynom in v ist, gibt es
zu jeder Richtung i des Wellenvektors k bis zu 1 reelle Nullstellen v, das heif§t bis zu 1
Geschwindigkeiten, mit der sich eine ebene Welle in dieser Richtung bewegen kann.

Wellengleichung in vier Dimensionen

Daher bewegen sich ebene Wellen, die der Wellengleichung in 3 + 1-Dimensionen
ou=0, O===—"5 5> — = (21.23)

geniigen, mit Geschwindigkeit v — 112 = 0, also mit Lichtgeschwindigkeit v = £1 in jede
Richtung. Ebene Wellen der Form f(t—1X) mit beliebigem, zweifach differenzierbarem f
und beliebiger Richtung 1, i? = 1, losen die Wellengleichung in vier Dimensionen.

Da die Wellengleichung linear ist, sind Linearkombinationen u = au; + bu, von Lo6-
sungen wieder Losungen. Ebenso sind, da die Koeffizienten der Wellengleichung konstant
sind, verschobene Losungen (T u)(x) = u(x — a) und die Ableitungen 0,,u Losungen.

Superponieren wir [6] ebene Wellen f(t — X), indem wir iiber alle Richtungen T
integrieren, so erhalten wir eine drehinvariante, nur von t und r abhéngige Losung der
Wellengleichung

1 1 27
u(t,x,y,z):%J dcosGJ de f(t—xsinBcos@ —ysinOsin @ —zcos0) . (21.24)
-1 0

Die Auswertung des Integrals vereinfacht sich, wenn wir die Kugelkoordinaten von 1
auf eine z-Achse in Richtung von X beziehen. Dann ist X = |[f1||X|cos® = 1 cos 0, die
@-Integration ergibt einen Faktor 27t und es verbleibt

1 1
u(t,x,y,z) :J dcos®f(t—r cos0) :J dsf(t—rs) . (21.25)
—1 —1
Wir benennen mit F die Stammfunktion der beliebigen Funktion f
d
f(x) = —F(x) , (21.26)
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dann gilt nach der Kettenregel
d F(t—rs)

f(t— =—— 21.27
(t—rs)=—F—0 (21.27)
Damit kénnen wir das Integral durch F ausdriicken
1
d F(t— F(t — - F(t —F(t—
u(t,x,y,z):—J ds — ( rs):_ ( rs)‘s_llz t+r)-Flt=r) . (21.28)
_1 ds T T s=- T

Diese drehinvariante Losung besteht aus einer einlaufenden Kugelwelle F(t + r)/r und
einer auslaufenden Kugelwelle F(t—r)/r und ist bei r = 0 mehrfach differenzierbar, wenn
F einmal mehr differenzierbar ist.

Die allgemeinste drehinvariante Funktion, die auflerhalb X = 0 die Wellengleichung
in 3 + 1-Dimensionen 16st, ist die Summe einer ein- und einer auslaufenden Kugelwelle:
man bestétigt leicht fiir den Laplace-Operator in drei Dimensionen, angewendet auf

Funktionen f von r = /x2 +y2 + 22, fir r >0,

_ax_i/_x_ix_i// §_X_ii/_// 2/_
_axi(rf))_r rf+(r r3x)f_f+rf_

1,0°
r (5w

Af(r) (rf)) . (21.29)

Daher gilt fiir kugelsymmetrische Losungen u(t, xX) = f(t, r) der Wellengleichung

1,02 02

also fiir r > 0 die zweidimensionale Wellengleichung (21.1) fiir ru mit der Losung (21.5)

ru=g(t—7)+h(t+r), u= g(tr_r) + h(t:r) . (21.31)

Die allgemeinste, drehinvariante Losung der Wellengleichung ist also die Summe einer
ein- und einer auslaufenden Kugelwelle. Fiir g = —h (21.28) ist sie auch im Ursprung
regular und 16st fiir dreifach differenzierbares g die Wellengleichung iiberall.

Eindeutigkeit und Abhangigkeitsgebiet
Dafl die Losung u der inhomogenen Wellengleichung (16.12)

Ou=g (21.32)

bei Vorgabe der Inhomogenitéat g und der Werte von u und 0¢u zur Zeit t = 0 eindeutig
ist und im Punkt (t,X) nur von der Inhomogenitéat im Abhéngigkeitsgebiet G und den
Anfangswerten im Bereich A (14.43) abhéngt, folgt so wie der entsprechende Sachverhalt
fiir die elektromagnetischen Feldstédrken mit den Argumenten ab Seite 156.

Denn die zur Wellengleichung gehorige Energiedichte e und Energiestromdichte S

—

(W)?* + (gradu)?) , S = —tugradu (21.33)

| —

e =
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erfiillen die Kontinuitéatsgleichung e + div S =0, wenn u die homogene Wellengleichung
Ou = 0 16st. Zusammen geniigen sie fiir jeden zukunftsgerichteten, zeitartigen Vektor
w = (1, w1, wq,ws3), wi w; < 1, der Ungleichung

2(e+ Wg) =12 4 9;udiu + 2w; O;utt = (1 + wi 03u)? + (d;ud;u) — (widiu)?
> ('LL + w; aiU)Q + (alu alu)(l —Wjo) >0.

(21.34)
Diese Summe verschwindet nur, falls 9;u und 1 verschwinden. Nach den Argumenten auf
Seite 156 ist daher die Differenz zweier Losungen der inhomogenen Wellengleichung mit
gleicher Inhomogenitét und gleichen Anfangsbedingungen auf jeder raumartigen Fléche F
im Abhéngigkeitsgebiet G konstant, und verschwindet, weil F und die Anfangsfliche A
gemeinsame Punkte haben.

Allgemeiner héngt bei jeder Gleichung Cu(x) + f(x,u,0u) = 0 die Losung u im
Punkt x nur von den Anfangswerten und von der Inhomogenitit f(y,0,0) im Riick-
wirtslichtkegel von x ab, falls [f(y,u, du) — f(y,0,0)| < c\/u?+ Y, (9mu)? mit einer
Konstanten ¢ in einer Umgebung von (u, 0u) = 0 abgeschétzt werden kann [7, Kapitel 7).

Das Prinzip von Huygens

Die Welle an einem Ort X zur Zeit t > 0 sollte sich, so die physikalisch motivierte
Vermutung, aus der Uberlagerung der fritheren Welle zur Zeit t = 0 von all denjenigen
Orten X + t1 mit 12 = 1 ergeben, die von X in der Laufzeit t erreicht werden. Zur
Klarung dieser Vermutung betrachten wir den Mittelwert

1 cos 0=+1 27T
M x[P] = —J dcos® J de (X + tTi(cos, @) (21.35)
47t cos 0=—1 0

einer Funktion ¢ auf Kugelschalen Ky x um den Punkt ¥ mit Radius [t|. Dabei bezeichnet
Tl = (sin O cos @, sin O sin @, cos 0) (21.36)

den Einheitsvektor mit Richtungswinkeln 0, ¢ (5.25).

Als Funktion von t ist My auch fiir negative t definiert. Da das Mittel iiber alle
Richtungen mit dem Mittel iiber alle Gegenrichtungen iibereinstimmt, ist My eine
gerade Funktion von t,

Mixld]l = M_ixld] , Moxld] = d(X) . (21.37)

Sie ist zweimal stetig differenzierbar, wenn ¢ zweimal stetig differenzierbar ist.
Differenzieren wir nach t, so erhalten wir ein Oberflichenintegral iiber den Rand der
Kugel um X mit Radius |[t|
Kig = {0 -0l < It} . (21.38)

_ 1
C 4Tt2

9
ot

1 . )
M, z[Pp] = Ejdcosed(p n'o;p(X + tn) J d*fn' o (1) (21.39)
oKy x
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Dabei ist i fiir t > 0 der nach auflen gerichtete Normalenvektor. Das Oberfldchenintegral
ist nach dem Satz von GauB gleich dem Volumenintegral iiber die Divergenz *

d 1o,
—Mxld] = . 21.4
s Mesldl = L drr Jd cos0 de Ad (21.40)

Dies gilt auch fiir negative t, denn dann ist @ der nach innen gerichtete Normalenvektor
bei §y =X+ t1i.

Differenzieren wir erneut nach t und wirkt die Ableitung nach der Produktregel auf
1/t2, so ergibt sich ein Term, der bis auf einen Faktor —2/t mit 0¢M iibereinstimmt.
Die Ableitung des Volumenintegrals nach der oberen Grenze t ergibt den Integranden
an der oberen Grenze, das ist der Mittelwert der Ableitung Ad und gleich der Ableitung
AM; z[d] des Mittelwerts,

a2M []—_QaM [b] + AM, 2[d] 21.41
Y t,%d)—Ta tx Pl + exlP] . (21.41)

Da der Mittelwert der Darbouxschen Differentialgleichung

02 20
@Mt,%[(b] + =

taMt,i[Cb] — AM.z[d] =0 (21.42)

geniigt, 10st t My x[¢p] die homogene Wellengleichung
O (tMex[d]) =0. (21.43)

Sie ist auch fiir t = 0 erfiillt, da die zweiten Ableitungen von t My [¢] stetig sind.

Fiir t = 0 verschwindet die Losung t My z[¢], ihre Zeitableitung hat zur Zeit t = 0
am Ort X den Wert ¢(X) .

Da die Koeffizienten n™™ der Wellengleichung n™"09,,0,u = 0 konstant sind, 16-
sen auch die partiellen Ableitungen 0, u von Losungen u die Wellengleichung. Also ist
0¢(t M x[P]) eine Losung der Wellengleichung. Sie hat fiir t = 0 am Ort X den Wert
P(X) und verschwindende Zeitableitung, denn 0(t My x[\]) ist eine gerade Funktion
von t. Daher 16st

. 0
u(t,X) = tM<[o] + (¢ M z[W]) (21.44)
in 3 4+ 1-Dimensionen die Wellengleichung Ou = 0 mit den Anfangswerten
o S 0 - -
w0,%) =$(x), Ful0,X) = o(X) . (21.45)

Jede Losung der Wellengleichung ist eindeutig durch ihre Anfangswerte bestimmt (Sei-
te 157). Demnach ist (21.44) die Losung, die zu den Anfangswerten ) und ¢ gehort.

LGleichung (21.40) zeigt zusammen mit (21.37), dal harmonische Funktionen, A¢ = 0, an jeder Stelle
X ihrem Mittelwert auf Kugelschalen gleich sind, die ¥ umhiillen, sofern der Radius der Kugelschale
so klein ist, daf} sie in dem Gebiet liegt, in dem ¢ harmonisch ist (17.12).



220 21 Wellengleichung

Da sie sich durch die Mittelwerte der Anfangswerte schreiben 1a8t, dndert sich die Lo-
sung der Wellengleichung wenig, wenn man die Anfangsdaten ein wenig #ndert. Das
Anfangswertproblem der Wellengleichung ist sachgemés8.

Die Losung (21.44) geniigt dem Prinzip von Huygens: zur Zeit t am Ort X setzt sie
sich additiv aus den Anfangswerten zur Zeit t = 0 von allen Orten §j zusammen, von
denen man in der Laufzeit t mit Lichtgeschwindigkeit v =1 zu X gelangt. Dies gilt nicht
in geradzahligen Raumdimensionen und fiir eine Raumdimension (21.9). In ihnen tragen
zur Losung zur Zeit t am Ort X die Anfangswerte zur Zeit t = 0 von allen Orten § bei,
die mit bis zu Lichtgeschwindigkeit von X in der Laufzeit t erreichbar sind. In 1,2,4. ..
Raumdimensionen hallen die anfdnglichen Werte nach.

Da Kugelwellen F(t—r)/rin drei Raumdimensionen wie 1/r abfallen, tragen sie am Ort
X mit einem Faktor 1/r = 1/t bei. Dies macht den Vorfaktor t bei t My x[¢] versténdlich,
denn beim Mittelwert My [¢p] wird das Integral iiber die Kugeloberfliche mit Radius [t|
durch t? geteilt (21.35) und nicht durch t.

Dafl Kugelwellen in drei Raumdimensionen wie 1/r abfallen, hiangt mit der Erhaltung
der Energie zusammen und damit, dafl die Energiestromdichte wie der Poynting-Vektor
quadratisch in den Feldern ist: wenn die Energie erhalten ist, dann verdiinnt sich mit
zunehmendem 1 eine auslaufende Energiestromdichte so, wie die Kugeloberfliiche 47t 12
zunimmt. Damit die Energiestromdichte wie 1/r? abfillt, miissen die Felder, aus deren
Produkten sie zusammengesetzt ist, wie 1/r abfallen.

Wellenpaket
Die Losung (21.44) der homogenen Wellengleichung heifit Wellenpaket, denn sie ist eine

Superposition von ebenen Wellen e (KXx—wt) Stellen wir nimlich eine Losung u(t, x) der

Wellengleichung zu jeder Zeit t durch ihr Fourierintegral dar,
1
V o

so besagt die Wellengleichung Ou =0,

u(t,X) = Jd3kei”*fut,ﬁ), (21.46)

1 e 62 — — —
ou(t,X) = Jd?’kelkx —1(t, k) + k*u(t, k) =0. (21.47)
m3 (at2 )

Dies ist, da die Fourierdarstellung eindeutig ist, genau dann der Fall, wenn der Inte-
grand verschwindet, wenn also 1t als Funktion von t ein harmonischer Oszillator mit
Kreisfrequenz w = |K]| ist,

o1, L

u(t, k) = é(el‘”t + e_l‘”t)ll)(k) +
Die Amplituden bei e und e '®* haben wir so zusammengefaft, dafl 1 (0, X) zur Zeit
t = 0 mit der Fourierdarstellung von {(X) iibereinstimmt, und dafl die Zeitableitung
von u zur Zeit t = 0 mit der Fourierdarstellung von ¢(X) iibereinstimmt,

w(0,%) = () | %uqm:¢m. (21.49)

m(eiwt —e Y p(k), w=][kl. (21.48)

iwt
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Die Fourierdarstellung von u stimmt mit der in der Feldtheorie wichtigen Darstellung
des Wellenpakets iiberein,

1

m(ei(kifwt) a“z) _I_efi(kifwt) a*(]z)) C w= “2’ 7 (21.50)

u(t,x) = Jd3k

allerdings ist der Zusammenhang von Anfangswerten ¢ und 1 mit der Losung u in der
Zerlegung (21.48) klarer zu iiberblicken als bei den Amplituden

a(K) = v2r (wh(K) —id(K)) . a"(K) = v2r (wb(-K) +id(-K)) . (2L51)

Wir rechnen in der Fourierdarstellung der Losung u nach, daf§ ¢ zur Zeit t am Ort X
mit t My z[¢d] beitragt. Wir setzen dazu in das Integral

= 1 ikx 1 ik LRIt §T
f(t,X) = = 3Jd3k K m(e Kt — e 71IKY) ¢ (k) (21.52)
vV 271
die Fouriertransformierte
- 1 el
(k) = N Jd?’y e RV ¢ (1) (21.53)
T

ein, substituieren die Integrationsvariable, § = X+ Z, vertauschen, wie wir bei geniigend
gutartigen Funktionen ¢ diirfen, die Integrationsreihenfolge und fithren fiir die d’k-
Integration Kugelkoordinaten ein, wobei wir die z-Achse im Raum der k-Vektoren in
Richtung Z wihlen, sodaf einfach kZ = k|z] cos® = k|Z]u, u = cos 0, gilt.

1 [ 1
f(t,X) = PPk [dBPy—=
2m) ) ) 721

1 [ 1
= 5 PPz [dPk——=
(2m)* ) ) 21k

(c! RO _ o (RE-0)-IK0)Y ()

(e 1 (KE-KIY) _ o 1(KZHKIY) ¢y 4 7) (21.54)

)

1 r o0 1 27T 1 o ) )
= G d’z OdkaJflu L d(pﬂe’lk‘zlu(elkt—eﬂkt) d(X+2) .

Die @-Integration ergibt einen Faktor 27t, zur Integration iiber w = cos© gehort die
Stammfunktion e '*1Z% /(—ik|Z]), die bei u = %1 auszuwerten ist. Es verbleibt

oy L s, 1 % CiKIE KIZ (aikt ikt a2 2
f(t,x)—(%[)zjd ZQ@L dk (e e %) (e e ) d(X+2)
1 3 1 ik (|2 —t) ik (2 (7 1
= — 21.
(2ﬂ)2jd22’ﬂjdk(e ¢ ) +2), (21.55)

denn von den vier e-Funktionen, die bei Ausmultiplizieren der zwei Klammern entstehen,
gehoren zwei zu k-Werten, die im Integrationsbereich von —oo bis 0 durchlaufen werden,
Jo dk (g(k) +g(—k)) = [7_dkg(k).

Das Integral iiber k ergibt zwei 8-Funktionen (20.68), die wir bei der Integration d3z
in Kugelkoordinaten, Z = r (0, ¢), verwenden

1 00 1 27 1
f(t,x) = ZTJO dr 12 J_ldcosejo de ;(5(’(—1”) — 6(1”—1—’[)) G(X+r1i(0,9)) . (21.56)



222 21 Wellengleichung

Fiir positive Zeiten t trégt im Integrationsbereich 0 < r < oo nur die erste d-Funktion
bei, fiir negative t nur die zweite,

t 1 dcos8 [["de (X —tTi(8, @) firt<0

Es ist also mit der Notation von (21.35), da f(t,X) fiir t = 0 stetig ist, fiir alle Zeiten t

1 1 27T N — .
f1.2) { t L ! dcos6 [T de d)()i—I—tn(G,(p)) fir t>0 (21.57)
X

1 1

dgkeii’_"—_, iRt _ o=iIkIty (k) = t M z[d] 21.58
2ﬂ3j L ) $(K) =t M, <l (21.58)
und demnach auch
1 ool or T e 0
d3k ikxX = (. ilk|t —ilk|t Kl= —(tM 2 ) 21.
o AP S T ) = (Ml (21.50)

Retardiertes Potential

Um einen Eindruck iiber die Losung der inhomogenen Wellengleichung zu bekommen,

integrieren wir die Gleichung
62

iiber das Zeitintervall T < t < T+ €. Dabei mogen die Anfangswerte von w zur Zeit
T verschwinden, u(t,X) = 0, 9.u(t,X) = 0. Das Integral auf der linken Seite gibt
0tu(T + €), bis auf Terme, die wegen der Anfangsbedingung von zweiter Ordnung in €
sind. Das Ergebnis der rechten Seite benennen wir

T+e€ 62 T+e€ .
ou(T+¢€) :J dt (Eu—Au) :J dtg(t,X) =g(t+¢€,%) . (21.61)
T T
Wirkt die Stérung g nur diese kurze Zeit, so liegt anschlieflend fiir t > T eine Funktion
©~(t,X) vor, die bis auf Terme, die mit € gegen Null verschwinden, die Wellengleichung
mit Anfangsbedingung

D(p’t(ta )_{) - 0 9 (pT(Ta 7_(’) — 0 9 at(p’f(tai)h:»r - 91(72) Y gT()z) - g(Ta )_{) Y (2162)

erfiillt. Konkret geht diese Losung durch Translation in der Zeit um T aus der entspre-
chenden Losung (21.44) hervor. Sie ist durch den Mittelwert {iber die Funktion g-,
gemittelt iiber eine Kugeloberfliche mit Radius t — T gegeben,

@-(t,X) = (t — 1) M) zlg-] - (21.63)

Wirkt die Stérung g léngere Zeit, so denken wir uns die Losung zusammengesetzt aus
Losungen, die von den kurzzeitigen Storungen erzeugt worden sind, denn wenn Lu; = g
die Losung einer linear inhomogenen Gleichung mit Inhomogenitat g; ist und Luy = g9
die Losung zu einer anderen Inhomogenitéit, dann ist die Summe u = u; + uy Losung
der Gleichung mit der Summe der Inhomogenitaten L(u; +us) = (g1 + g2) -
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Wir betrachten daher das Integral

t
u(t, x) :J dt @ (t,X) . (21.64)
0
Zur Anfangszeit t = 0 verschwindet es, da dann der Integrationsbereich verschwindet.
Die Zeitableitung leitet nach der oberen Integrationsgrenze ab — und ergibt den Inte-
granden an der Stelle T =t — und nach dem ersten Argument von ¢ ab

t t

At d¢ o (t, %) :J dtdr e (t, %) . (21.65)

duu(t,X) = @u(t, %) +J
0

0
Sie verschwindet zur Anfangszeit t = 0, da dann der Integrationsbereich verschwindet.
Die zweite Zeitableitung ergibt

t t

(0¢)*u(t,X) = 6t(pT(t,>Z)|Tt+JOdT (00)%@<(t,X) = g(t,%)—deT (0¢)%@(t,%) . (21.66)

Addieren wir hierzu —Au = f;dT(—A(pT(t,fc’)) und berticksichtigen wir, dal @, die
Wellengleichung 16st, so verbleibt

Ou(t, %) = g(t, ) . (21.67)

Es ist also zu allen Zeiten t und fiir alle X das Integral

t
u(t, 7?) = J dt (t — T) M(tffr),fc‘[g't] (2168)
0
die Losung der inhomogenen Wellengleichung Ou = g mit den Anfangswerten 1(0,X) = 0
und 0;u(0,xX) =0.
Zur Auswertung des Integrals fiir t > 0 substituieren wir T(r) =t — r und integrieren
iiber v

u(t,x) = J

0

t t

1 27T 1
derJ dcosGJ d(p;g(t—r,%—i—rﬁ) (21.69)
-1

1
drr M, 2lgi—y] = —
M x[gt—] 47TJ )

0

Bei den drei Integralen handelt es sich, da t > 0 ist, um die Integration in Kugelkoordi-
naten {iber die Punkte Z mit Betrag kleiner t

L[ ppstoizen,
A1t z1<¢ Z]

Wechseln wir hier zur Integrationsvariablen § = X 4 Z und bezeichnen wir die Kugel um
X mit Radius |r| als

u(t, X) = (21.70)

Kig={U:X—4l <Irl}, (21.71)

so lautet die Losung der inhomogenen Wellengleichung Ou = g, die zur Zeit t = 0
zusammen mit ihrer ersten Zeitableitung verschwindet,

L[ g0
Kigpx

(21.72)



224 21 Wellengleichung

Fiir t < 0 substituieren wir in (21.68) T(r) = t + r, dann erstreckt sich, nachdem
wir die untere und obere Integrationsgrenze vertauscht haben, das r-Integral von 0 bis
—t = [t| und die drei Integrale konnen als Volumenintegral {iber eine Kugel mit Radius [t]
aufgefat werden. Wir erhalten so fiir t < 0

L[ gy QR0
K,z

t<0: u(t,x) (21.73)

~an X1l

Bei nichtverschwindenden Anfangswerten zur Zeit t = 0 setzt sich die Losung des
Anfangswertproblems aus dieser partikuldren Losung der inhomogenen Wellengleichung
und einem Wellenpaket (21.44) zusammen, das die Anfangswerte hat,

u(t,X) =t Mzld] + %(t M z[W]) + —

Da die Losung stetig von den Anfangswerten und der Inhomogenitéit abhéngt, ist das
Anfangswertproblem der inhomogenen Wellengleichung sachgemésf.

Das Integral iiber die retardierte Inhomogenitét g ist fiir jeden Radius R > 0 der Kugel
um X eine Losung der inhomogenen Wellengleichung, denn die Differenz zweier solcher
Integrale (R > R’)

1 — —
h(t,X) = — d3 = — J d3 21.75
03 = LK L 3 U S Il

ist das retardierte Potential einer Ladungsdichte g, die in der inneren Kugel und demnach
in X verschwindet. Folglich ist die Differenz h eine Losung der homogenen Wellenglei-
chung, Oh(t,xX) =g(t,x) =0.

Falls die Quelle g mit wachsendem raumlichen Abstand gentigend schnell abfallt, sodaf3
der Grenzwert R — oo existiert, so ist also das retardierte Potential

1 sty g(t—ﬁli—ﬂﬁl,ﬁ)
4mt X — 1l

Upet (1, X) = (21.76)
eine Losung der inhomogenen Wellengleichung.

Zum retardierten Potential zur Zeit t am Ort X tragen alle Inhomogenitédten g von
allen Orten § mit dem Wert bei, den sie zur retardierten Zeit t. hatten: das ist die
Zeit, die um die Lichtlaufzeit von § nach X, |X — 4], frither als t ist. Die Losung uw der
inhomogenen Wellengleichung héngt an jedem Punkt (t,X) der Raumzeit nur von dem
Wert von g auf dem Riickwirtslichtkegel von (t,X) ab, das sind die Punkte (t,, ), fiir
die t — t,ot = [X — Y| gilt. Der Beitrag von jeder einzelnen Inhomogenitéit am Ort § wird
mit dem Kepler- oder Coulombpotential 1/|X — §| gewichtet, das sie am Ort X bewirkt.
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GauBBbedingung

In der Lorenzeichung 0 + divA =0 (16.11) erfiillt jede Komponente des Viererpoten-
tials (A%, Al A% A3) = (¢, A) eine inhomogene Wellengleichung (16.19) mit Inhomoge-

nitét (5%,3',3%,3°%) = (p,]),
OA™ =i™ m=0,1,2,3. (22.1)

Die Losung 148t sich als Summe des retardiertem Potentials und eines Wellenpakets
schreiben

AT = AL+ Adom (22.2)
o1 j™(t—1X—4l,7)
Al (t,%X) = d? = 22.3

Da die Losung nach Vorgabe der Inhomogenitét j™ und der Anfangswerte von A™ ein-
deutig festgelegt ist, ist zu priifen, ob auch die Lorenzbedingung erfiillt ist. Die Funktion
OmA™ = 3, + div A erfiillt als Folge der inhomogenen Wellengleichungen OA™ = j™
und der Kontinuitétsgleichung 0,,j™ = 0 eine homogene Wellengleichung

0(0mA™) =0 . (22.4)

Folglich verschwindet 0,,A™ zu allen Zeiten, wenn ihr anfinglicher Wert und ihre an-
fangliche Zeitableitung verschwinden,

0:$(0,%) = —divA(0,%X) , 0:0:d(0,%) = —divA(0,%) . (22.5)

Die erste Bedingung legt die anfdngliche Zeitableitung von ¢ fest, die zweite Bedingung
ist die Gauibedingung div E(0,X) = p(0,X), denn wegen O¢ = p besagt sie

div(—grad ¢ — 3;A)(0,%) = p(0,%) . (22.6)

Dies ist eine Poissongleichung fiir das skalare Potential ¢(0,X) und legt es eindeutig fest,
wenn p und 6t/i gegeben sind und wenn man verschwindende Randwerte fiir [X| — oo
unterstellt.

Beliebige, auf ein Gebiet beschriinkte Anderungen 8p der anfinglichen Ladungsdichte
gehoren normalerweise zu nichtlokalisierten Anderungen SE des elektrischen Feldes. Nur
wenn sich 8p als Divergenz eines Feldes 8F schreiben 148t, das auBerhalb eines Gebietes
verschwindet, ist die Anderung der Anfangswerte und der Ladungs- und Stromdichten
lokalisiert. Solche lokalisierten Anderungen wirken sich nur im Vorwirtslichtkegel der
Anderungen aus.
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Zeitableitung von Ladungs- und Strommomenten

Ist die Quelle j™, die das retardierte Viererpotential erzeugt, raumlich auf ein Gebiet
beschrankt, dessen Ausdehnung klein ist gegen den Abstand r = |X]|, so kann man den
Integranden von (22.3) durch eine Entwicklung nach y'/r nihern. Wir beriicksichtigen
beim Fernfeld A" des Potentials nur Anteile, die im Grenzfall r — oo bei konstanter

fern

retardierter Zeit
t=t—r (22.7)

nicht stérker als 1/r abfallen, und ndhern die unterschiedliche Retardierung der Beitriage
von verschiedenen Orten y durch eine Taylorreihe. Die Richtung von der Quelle zum Ort
X, an dem wir das Potential bestimmen, ist = = X/r.

1 1

Y (22.8)
|>?—*|—r(1—2z *+g—2)%—r—ﬁ j+ O(=)
yl = S Ut g) = y .

. IR B o L oy o
JjUft—r+ g - 0(0) ="t ) + -Gy (t_)+§(n-y)26t2] (t)+... (22.9)

Dies gilt nur ungefahr, wenn sich wéhrend der Zeiten, um die sich die Lichtlaufzeiten
verschiedener Teile der Quelle unterscheiden, die Quelle j™ nur wenig dndert.
In dieser Naherung ist das Fernfeld

- 1 sm i iy sm 1 17 iy jm
Al (t,X) = m(Jd?’y) +n Jdgyy 0g™ + 5™ n Jdgyy Y o™, (22.10)

wobei i™, 9™ und 904%™ die Argumente (t_,7) haben und 1,j € {1,2, 3} rdumliche
Komponenten abzéhlen. Terme mit hoheren Zeitableitungen vernachlassigen wir.
Fiir das skalare Potential A° = ¢ erhalten wir, da j° = p die Ladungsdichte ist,

N d 1 RE
Prern (t, %) = 4M(Jd‘°’y p+mnt aJdgyy p+3n n’d Jd3yy yvp), (2211

also die zeitunabhéngige Ladung q und zur retardierten Zeit t —r die Zeitableitung des
elektrischen Dipolmoments P und die zweiten Zeitableitungen der Quadrupolmomente
QVY, die wir als Matrixelemente einer symmetrischen, spurfreien Matrix Q auffassen,

q= Jdgy p, Pl= Jdgy y'p, QY= Jd?’y (3u'y) —895%)p, 83;QY =0,  (22.12)

1 1

Prern(t, X) = (q+nP+ —fi-Qi+ GJdgyy p). (22.13)

|

Das Integral iiber die Stromdichte f, das beim Vektorpotential A auftritt, kann man
mit Hilfe der Kontinuitétsgleichung, p + 9,j* = 0, als Zeitableitung von P schreiben,

Jd?’xji(z) = Jd3x (0 (x'%) — x' (0j*)) = Jd?’xxi p=Pt, (22.14)
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denn das Integral iiber die rdumlichen Ableitungen 0y (x'j*) gibt Randterme und ver-
schwindet, weil nach Annahme die Strome fiir groe r verschwinden.

Ebenso kann man rdumliche Momente der Stromdichte, genauer symmetrisierte Mo-
mente, als Zeitableitung des Quadrupolmomentes schreiben,

Jd3x G'% +jxH) = Jd3x (0 (x¥)5%) — x*% 0yj*) = Jd?’xxixj P
(22.15)
Q” + = 3 6”Jd3xx .

Das magnetische Moment M einer Stromverteilung ist das antisymmetrisierte Moment

. . - 1 -
Jd?’ (X% = %) = €M, M = §Jd3x% X3 . (22.16)
Damit erhalten wir
Jd xxYj = ejM* + = Q” + — 5 6”Jd3xx P (22.17)
und konnen die ersten zwei Terme von (22.10) auswerten
> 1 1 3
Kimlt%) = p(Foix M g Qi ot [Pug%) . (2219

Der dritte Term in (22.10) betrifft zweite Zeitableitungen von Integralen iiber x™xJj*.
Wir vernachlissigen sie so wie dritte Zeitableitungen von x'x)x*p.
Die Feldstédrken bestimmen wir ebenfalls nur bis zur Ordnung 1/r. Wegen

0 1 1 0 xk d
=0+0(= —f(t—7)=———o 22.19
xkr + (rQ) T0xk (t=r) rdt ( )

wirkt in dieser Niaherung 0/9x" wie die Zeitableitung, multipliziert mit der Komponente
—n' der Richtung zur Quelle. Daher ist das Magnetfeld B=rotA=—-fxA,

- 1 -, O

B (t, X) = ———1i x (P “AxM+ 6Qﬁ) , (22.20)

und das elektrische Feld E = — grad ¢ — 0y A=m (I) —A

1 ..
EL (6,%) = —— (69 — nin/ (P M ) . 22.21
fern( ) 47'[T'( Tl n ) Tl X + = QTL ( )
Da (89 —n'nl) Vektoren v auf ihren zu i senkrechten Teil ¥, projiziert, ist E= —K n

und B = i x E. In der Fernzone bilden also mn, E und B ein orthogonales Rechtssystem,
wobei E und B gleich grof} sind. Die Energiestromdichte S (14.38) ist nach auen gerichtet

§‘fern - E"fern X B"fern = (E%ern + Bfern) . (2222)

Beschleunigte Ladungen strahlen Energie ab, die mit Lichtgeschwindigkeit nach auflen
stromt.
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Feld einer Punktladung

Wir betrachten ein geladenes Teilchen, das die Weltlinie z(s) = (z%(s), z!(s), z*(s), 23(s))
mit begrenzter Hochstgeschwindigkeit ((dZ/ ds)/(dz%/ ds)) 2(t) < v2__ < 1 durchlaufe,
und untersuchen, welches elektromagnetische Feld es erzeugt. Die Weltlinie sei mit der
Eigenzeit s parametrisiert, die eine vom Teilchen mitgefithrte Uhr anzeigt. Dann ist der
Tangentialvektor u an die Weltlinie normiert,

dz 2 2 1y2 212 2 _
= W) - W) - ) - () =1 (22.23)

und héngt durch u = \/1%7(1, V) mit der raumlichen Geschwindigkeit V zusammen.

u

Die Eigenzeit auf der Weltlinie definiert die Zeit s(x), die ein Beobachter im Ereignis
x mit Licht von z(s) gerade auf der Uhr des Teilchens ablaufen sieht. Sie hat iiberall auf
dem Vorwiértslichtkegel von z(s) den Wert s.

Zur Berechnung des Viererpotentials schreiben wir das retardierte Potential in der
scheinbar komplizierteren, gleich aber einfacher auszuwertenden Form. Wir schreiben

(x —y)? fiir (x°—9y°%)2— (x! —y1)? — (x* —y?)? — (x> —y?)? und behaupten
Ara(x) = %t JR4d4y 5((x—uy)*) 0" —y”)i™(y) . (22.24)

Wenn wir zuniichst iiber y° integrieren und dabei verwenden, wie eine verkettete o-
Funktion wirkt (18.36), erweist sich dies tatséchlich als das retardierte Potential

1 1
Am I d3 dO 5 0_,0_ |g__ =)\ m
mix) = o [y [ d? S 0~ R — g™ )

(22.25)

Die Viererstromdichte des Teilchens schreiben wir als Integral {iber eine vierdimensionale
d-Funktion
sm 4 dzm
iMy)=a |ds8(y —z(s)) .
S
Auch hier kénnen wir die verkettete 8-Funktion §(y® —z°(s)) mit (18.36) auswerten und
erhalten

(22.26)

m dz™ 5 .
™) = a [ds sy~ 2(s)) - 81— 21s))
1 dz™ L. 1 dz™ L. (22.27)
=dq st 6(s —s) 0 ds (G —Z(s)) =q 2 ds 8§ —2Z(s)) ,
‘| ds ‘| ds

wobei dieser Ausdruck fiir die Eigenzeit s(y®) auszuwerten ist, zu der die Koordinatenzeit
z2%(s(y?)) = y° durchlaufen wird. Schreiben wir kurz Z(t) fiir die verkettete Funktion
Z(s(t)), so erweist sich die Ladungsdichte als die eines Punktteilchens bei Z(t) und die
Stromdichte die Geschwindigkeit des Teilchen multipliziert mit der Ladungsdichte,

- dz

p(t, ) =ad*(y—2Z(t), jlt,y)=q I 8%y —Z(t) . (22.28)
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Setzen wir die Stromdichte (22.26) in die kovariante Schreibweise des retardierten
Potentials (22.24) ein, so heben sich die vier §-Funktionen mit der d*y-Integration weg,
es verbleibt

1 dz™
A™(x) = —sté((z(s)—X)Q)G(xo—zo(s)) & (22.29)
21 ds
Auch hier brauchen wir die Kettenregel (18.36) fiir die d-Funktion. Mit
d 9 dz
g(z(s)—x) ‘ —25-(x—z(s)) (22.30)

und der Kurzschrift u™ = dz™/ds (22.23) erhalten wir das von Alfred Marie Liénard
(1869-1958) und Emil Wiechert (1861-1928) im Jahr 1898 beziehungsweise 1900 herge-
leitete Viererpotential

A™(x) = — . (22.31)
Der hier auftretende Vierervektor
y=x—2z(s(x)) (22.32)

zeigt von der Ursache zur Auswirkung: vom Ereignis z(s), in dem die Weltlinie des
Teilchens den Riickwirtslichtkegel von x durchléuft, zum Ereignis x, dessen Potential
das Teilchen bewirkt. Der Vierervektor y ist lichtartig und zukunftsgerichtet,

yx)=x—z(s(x)), v*=0, y°>0, (22.33)

und héngt auch iiber s(x) von x ab. In raumliche und zeitliche Komponenten aufgespal-
tet, gilt
y=(rx—Z(s(x) =r(L1), (22.34)

wobei 1 den Abstand und i den Richtungsvektor vom Teilchen zum Beobachter bei X
bezeichnet. Die Vierergeschwindigkeit des Teilchens ist

1
V1—v?

u= (1,V) . (22.35)

Folglich ist das Skalarprodukt

T
V1—v?

Die Ableitungen von s(x) bestimmen wir durch Ableiten von y? = 0,

y-u= (1—m-V). (22.36)

0=(0m™ —u"0ms)Yn, OmsS= Ym _. K - (22.37)
y-u

Der Vierervektor k in Richtung von y ist lichtartig, durch sein Skalarprodukt mit u
normiert und hat die Zerlegung

(1,7), kK*=0, k-u=1. (22.38)
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Damit kéonnen wir die Ableitungen von y und y - u durch die Viererbeschleunigung

du dtd 1 1 vd va d2x
=L oY) =i ety q=——, (22
ds det(\/l—\ﬂ( W)= m g @t g) s A= (2239)
und die bisher eingefiihrten Groflen ausdriicken,
a n o__ 6 n__ nk
mY T T (22.40)

am(y'u) - (amyn)un+y'ukm:um+(y'u_1)km-

Wir erhalten so die Feldstérken (m < n bezeichnet den vorstehenden Ausdruck, in dem
m mit n vertauscht worden ist)

qd Om(y-uwuy q Omlun
SERLE LLAL R El A —men

4 (y-u)? 41t (y - u) (22.41)
= kmwn - knwm )

Fon = (amAn - anAm) =

wobei zu ) )

T i yw)? (-

(22.42)

ein beliebiges Vielfaches von k,, hinzugefiigt werden darf, ohne die Feldstérken F,,,, zu
andern. Wir wihlen dieses Vielfache so, dafl der in 1t lineare Anteil senkrecht auf u steht.
Zudem ist er senkrecht auf k. Folglich tragt nur der Anteil der Viererbeschleunigung zu
den Feldstédrken bei, der senkrecht auf der von u und k aufgespannten Ebene ist.
Insbesondere besagt dies fiir das elektrische Feld, E' = Fo; = kow; — kiwy,

q 1—v? qﬁx(*—ﬁ)x&)

- (
E=—1__ " (R—¥)+—
47tr2(1—\7ﬁ)3(n v) 4 r(1—Vn)3

(22.43)

Sein beschleunigungsunabhéngiger Teil fillt mit 1/r? ab und zeigt nicht in Richtung @
von der Ursache, dem retardierten Ereignis z , zur Auswirkung bei x , sondern in Richtung
von X—(Z4rV), vom Bestimmungsort Z+r V nach X . Der Bestimmungsort ist der Ort, den
das Teilchen mit gleichférmiger Geschwindigkeit v in dem Augenblick erreichen wiirde,
in dem es sich bei X auswirkt.

Der beschleunigungsabhéngige Teil des elektrischen Feldes fallt wie 1/r ab. Er steht
senkrecht auf der Richtung 1@ von der Ursache zum Ort ¥ und ist linear in der Beschleu-
nigung d. Von der Beschleunigung triagt bei X nur der Anteil zum Feld bei, der senkrecht
auf der Richtung i — vV vom Bestimmungsort zu X ist.

Das Magnetfeld des Teilchens steht senkrecht auf @1 und E. Denn es ist k° = |k| und

Bk = —sijkkiw]- = Eijkkiwj = Eijk ki/ko Ej , g =M X E . (2244)

Die Energiestromdichte S = E x B des Strahlungsfeldes zeigt in Richtung 1 von der
Ursache weg: eine beschleunigte Ladung strahlt Energie ab. Das heifit nicht, dafl viele
beschleunigte Ladungen in jedem Fall strahlen: Ladungen, die, gleichméafig auf einen
Kreis verteilt, ihn mit konstanter Winkelgeschwindigkeit durchlaufen, gehoren zu einer
konstanten Ladungs- und Stromdichte und erzeugen statische Felder.
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In geeigneter Schreibweise zeigt sich, daf§ die Raum- und Zeitableitungen und magneti-
sche und elektrische Felder in die Maxwellgleichungen auf gleiche Art eingehen und daf3
die Maxwellgleichungen kovariant unter Poincaré-Transformationen sind, das heifit: sie
gelten auch fiir gleichférmig bewegte Beobachter, die Poincaré-transformierte Koordina-
ten und Felder verwenden.

Feldstarketensor

Schreibt man fiir die partiellen Ableitungen nach den Raumzeitkoordinaten

0 0 0 0 0

aoza:w, alzw, 52:w, a3:w7 (23.1)
so lauten die homogenen Maxwellgleichungen (14.9)
divB=0, rotE+09.B=0 (23.2)
ausgeschrieben
0:B' + 0,B” + 09;B° =0,
0,E> —03E* +9,B' =0, (23.3)

63E1 - 61E3 + 6082 - 0 5
0,E* — 9,E' +9¢B* =0 .

Allen vier Gleichungen ist gemein, daf} sie eine Linearkombination von drei Feldstérken
betreffen, die einmal abgeleitet werden.

Die kovariante Schreibweise der Maxwellgleichungen deutet die Feldstéarken als die
sechs Komponenten eines antisymmetrischen Tensors, des Feldstéirketensors !

an = _an 5 FOi = Eia Fi]' - _eiikBk . (234)
Explizit gilt
Foo For Foz Fos 0 [
Fio Fii Fi2 Fu3 —E! 0 —B° B
Fao Fu Fao Fag| |-E2 B 0 —B (23.5)
Foo Fa Fa s —E —B* B! 0

Indizes 1i,j, k haben Werte aus {1, 2, 3}, lexographisch spitere Buchstaben wie m,n stehen fiir Werte
aus {0,1,2,3}.
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Mit diesen Bezeichnungen haben die homogenen Maxwellgleichungen die Form

01F23 4+ 09F31 + 03F12 =0,
02F30 + 03Fg2 + 0gFe3 =0,

(23.6)
03Fo1 + 0oF13 +01F3 =0,
0pF12 + 01Fy + 02Fp; =0
und konnen in Indexschreibweise kurz als
01Fmn + OmFrnt + 00Fin =0 (23.7)

geschrieben werden.

Weil die Komponenten des Feldstérketensors antisymmetrisch sind, F,,, = —Fm , ist
die zyklische Summe auf der linken Seite bis auf einen Faktor 2 auch die vorzeichenbehaf-
tete Summe iiber alle Permutationen von 1, m, n und daher (2.57) total antisymmetrisch,

Yimn = 0tFmn + 0mFnt + 0nFim
(alan + aanl + anFlm - aanm - amFln - anle) (238>

DO | =

Yr()r(m)n(n) = sign(70) Yimn -

Die Gleichungen (23.7) bestehen also nicht aus 4 -4 -4 unabhéngigen Komponenten-
gleichungen, wie man bei drei Indizes 1, m und n und einem Laufbereich iiber vier Werte
vermuten konnte, sondern 1, m und n miissen in einer nichttrivialen Gleichung paarwei-
se verschieden sein und ihre Permutation fithrt nicht auf eine neue Gleichung. Daher
enthélt (23.7) 4-3-2 /3! =4 unabhéngige Gleichungen, nédmlich (23.6).

Die inhomogenen Maxwellgleichungen (14.10)

divE=p, rotB—0,E=7, (23.9)

lauten ausgeschrieben
0.E! +0,E* + 04E% = p
—0oE! +9,B% —95B% =ij' |
—9oE? + 03B! —9,B® =32,
—0E® +0,B% — 9,B! =3j* |

(23.10)

oder, wenn wir die elektrischen und magnetischen Felder als Komponenten des Feld-

starketensors schreiben und zur Betonung der Struktur verschwindende Terme wie 0¢Fqq
einfiigen,

OoFoo — 01F19 — 02F20 — 03F30 = p

—30Fo1 + 01F11 + 02Fa1 + 03F31 =3,

—0oFos + 01F12 + 09Fan + 03F3 =37,

—0oFo3 + 01F13 + 02Fa3 + 05F55 =37 .

(23.11)
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Das Minuszeichen bei den Komponenten Fg;, Foo und Fo3 gehort zur Definition der Kom-
ponenten des Feldstédrketensors mit oberen Indizes

an — T.lka]ankl ’ FOi — _FOi ’ Fij — Fij ’ (2312)
1 m=n=0
Mt =¢ -1 m=ne{l,2,3} |, (23.13)
0 m#n
FOO ]:01 F02 FOB 0 _El _E2 _E3
10 11 12 13 1 3 2
]];0 ]];1 EQQ ;3 = Ez é)g % _gl : (23.14)
F30 F31 F32 F33 E3 _BQ Bl 0

Dann haben die inhomogenen Maxwellgleichungen die Form

aQFOO + alFlo + 82F20 + 83F30 =P,
aO‘FOI + alFll + a2F21 + 63F31 — jl ’

23.15
aOFOQ + alF12 + aQFQQ + 83F32 — ]-2 ’ ( )
O0F% + 0, F13 4 0,F% 4+ 03F =32 .
und lauten mit j = (p,j,j?,j?) in Indexschreibweise
OmF™ =35™. (23.16)
Lokale Ladungserhaltung
Weil F™"™ = —F*™ antisymmetrisch unter Vertauschung der Indizes ist und weil die zwei-

fache partielle Ableitung, wenn sie in einem Gebiet stetig ist, nicht von der Reihenfolge
der Ableitungen abhéngt, 0,,0,, = 0,0, verschwindet die Doppelsumme 0,0, F™".
Denn eine Doppelsumme iiber ein symmetrisches und ein antisymmetrisches Indexpaar
verschwindet (Seite 164).

Wenden wir 0,, auf (23.16) an, so erhalten wir 0,,0,,F™" = 0,j™. Die linke Seite
verschwindet. Sie ist der Viererdivergenz 0,j™ = 00j°+01j!+02j2+03j> des Viererstroms
gleich

0t =0. (23.17)

In Ladungs- und Stromdichte ausgedriickt ist dies die Kontinuitéitsgleichung
p+divi=0. (23.18)

Die Kontinuitétsgleichung schrinkt denkbare Quellen p und f fiir elektromagnetische
Felder ein. Es konnen in den Maxwellgleichungen nur solche Ladungs- und Stromdichten
auftreten, die der Kontinuitatsgleichung und damit lokaler Ladungserhaltung geniigen.
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Viererpotential

Setzen wir die Losung der homogenen Maxwellgleichungen (16.1,16.8)

B=rotA, E=—gradd—9dA . (23.19)
in Frun (23.5) ein, verwenden wir dabei die Schreibweise A = ¢, A = (AL, A2 A3) fiir
die Komponenten des Viererpotentials mit oberen Indizes und

(Ag, A1, As, As) = (A?, —Al —A2% —A3) | A™=qm™"A, , (23.20)
so erweisen sich die Feldstérken
For =E' =00A1 —01Aq, Foo=FE>=00As—02Aq, Fo3=EF>=0pA3—33A0,
Fio = —B? = 01A; — 02A1, Fo3 = —B' = 0,A3—03A, , Fi3 =B’ =01A35— 037, ,

(23.21)
als die antisymmetrisierte Ableitung des Viererpotentials,
Diese Feldstédrken losen die homogenen Maxwellgleichungen, denn wegen Fy,, = —Fn1m

ist (23.7) total antisymmetrisch. Da aber der Wert partieller Ableitungen nicht von der
Reihenfolge abhéngt, verschwindet die Antisymmetrisierung der Ableitungen

al(amAn - anAm) + am(anAl - alAn) + an(alAm - amAl) =
- (alam - amal)An + (aman - anam)Al + (anal - alan)Am =0.

Auch ohne Riickgriff auf die Losungen (16.1,16.8) konnen wir aus (23.7) schlielen, dafl
die Feldstéirken F,,,, die antisymmetrisierten Ableitungen eines Viererpotentials sind,
falls das Gebiet der Raumzeit, in dem die Felder definiert sind und (23.7) erfiillen,
sternformig ist, also mit jedem Punkt x den Verbindungsstrahl vom Ursprung zu x
enthalt.

Um das einzusehen, wiederholen wir den Beweis des Poincaréschen Lemmas (15.40).
Wir schreiben F,,(x) als ein Integral iiber eine Ableitung, fiihren sie mit der Kettenregel
aus, verwenden (23.7), die Antisymmetrie von F,,, und identifizieren das Ergebnis als
antisymmetrisierte, mit der Kettenregel ausgewertete Ableitung,

ol

d 1
Frn(X) = | dA o (A Frun(Ax)) = J dA (2AFin gy, + A2 01F )
Jo 0

o1

— | A\ (2AFrnp, — A2 X (OmFatiy, + OnFimpy,))
JO

o1

— | dA (2AF o, + A2 X (OmFin )y, — OnFimy,))
JO

1 1
= amJ AAA X' F (AX) — anJ AAA X Fin (AX) .
0 0

Es ist also Fjun = 0mAn — 0n A, wobei hier das Vektorpotential durch ein Integral
langs des Strahls vom Ursprung zum Punkt x gegeben ist (15.48),

(23.23)

(23.24)

An(x) = Jldx Ax Frn (Ax) . (23.25)
0
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Eichinvarianz und Lorenzbedingung

Das Viererpotential kann umgeeicht werden, ohne die Feldstéirken zu dndern (16.9),
¢ =p—0x, A =A+gradx. (23.26)

Ausgedriickt in Komponenten des Viererpotentials mit unteren Indizes, lautet die Eich-
transformation
Al =An —0mX - (23.27)

Klarerweise bleiben alle antisymmetrisierten Ableitungen F,,,, ungedndert, wenn man
zu A, einen Vierergradienten hinzufiigt, denn der Wert partieller Ableitungen héngt
nicht von der Reihenfolge ab.

F;ln - am(An - anX) - an(Am - amX) = amAn - anAm - (aman - anam)X = an
(23.28)
Durch Umeichen kann man die Lorenzbedingung

OmA™ =0 (23.29)

erfiillen. Gilt zunéchst 0,,A’™ = f, dann ist die Lorenzbedingung fiir A™ eine Differen-
tialgleichung fiir x

f=0mA ™ =0, (A™ — 3™x) = —3,,0™X . (23.30)

Hier tritt 0™y mit oberem Index auf. Wir haben A™ = n™"A, und A’™ = nm"A/
vereinbart, also auch
0™x =n""onX . (23.31)

Der Differentialoperator 9,,,0™ erweist sich also als der Wellenoperator (16.12),
Omd™ =1""0m0n = (30)” — (91)* — (32)* — (33)* =10 . (23.32)
Die Losung der inhomogenen Wellengleichung fiir x, Ox = —f,

1 ft—IX—4yl.y
47t X — 4

(23.33)

ist nicht eindeutig. Sie 148t weiteres Umeichen mit Wellenpaketen x zu, die die Wellen-
gleichung O = 0 erfiillen.

Inhomogene Wellengleichung

Mit der Lorenzbedingung 0,,A™ = 0 entkoppeln die inhomogenen Maxwellgleichungen,
denn wenn wir die Losung der homogenen Maxwellgleichungen F™" = 0™A™ — 9"A™
einsetzen und die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschen, verschwindet we-
gen der Lorenzbedingung der zweite Term

O F™™ = 0, (0™A™ — d"A™) = 0, 0™A™ — "0 A™ = DA™ . (23.34)
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In der Lorenzeichung sind die inhomogenen Maxwellgleichungen entkoppelte, inhomoge-
ne Wellengleichungen fiir die vier Komponentenfunktionen A™ des Viererpotentials

DA™ =" . (23.35)

Die Funktionen A™ sind allerdings noch durch die Lorenzbedingung gekoppelt.

In der Viererschreibweise treten Raum- und Zeitableitungen und elektrische und ma-
gnetische Feldstédrken in den Maxwellgleichungen in gleicher Weise auf. Einzig das Vorzei-
chen von % im Vergleich zu n'!, 1?2 und n3® unterscheidet die zweiten Zeitableitungen
im Wellenoperator von den zweiten Ableitungen nach den kartesischen Ortskoordinaten.

Kovarianz der Maxwellgleichungen

Die Kontinuitétsgleichung (23.17), die Lorenzbedingung (23.29), der Zusammenhang
von Feldstérken und Viererpotential (23.22), die Eichtransformationen (23.27) und die
Wellengleichungen (23.35) sind kovariant unter Poincaré-Transformationen. Das heifit,
bringt man in diesen Gleichungen alle Terme auf die linke Seite, so sind diese linken Seiten
Funktionen der Felder und ihrer Ableitungen, also Jet-Funktionen, die unter Poincaré-
Transformationen linear transformieren. Diese Jet-Funktionen sind das, was man die
,2Form® der Gleichungen nennt.

Die homogenen Maxwellgleichungen (23.7) sind sogar kovariant unter beliebigen Trans-
formationen x(x')), wenn man durch

_ox" ox®
- ox/™ Jx/m

Fron (') Fro(x(x)) (23.36)
die transformierten Feldstdarken definiert. Denn die zyklische Summe auf der linken Seite
der homogenen Maxwellgleichungen ist wegen F,., = —F.., eine vorzeichenbehaftete
Summe iiber alle Permutationen und daher total antisymmetrisch unter jeder Vertau-
schung eines Indexpaares (23.8). In

ox"  0x®

2Y(mn (X)) = a/‘(ax—’m Py Frs(x(x')) + .. )
oxt ox" ox°®
— a;((/l a):/(m a;n axtFrS‘(X(X/)) 23 37
0%x"™  ox® , ox" 0% , (23.37)
+ Frs(x(x')) + Fre(x(x))+ ...

ax/max/t axln ax/m ax/naxlt
oxt ox" 0x*®

- X't Ox/™ Ox/™ 2Ytrs (X(X/)) )

wobei die Punkte fiir die permutierten Ausdriicke stehen, heben sich daher die zweiten

. . 248 24s . .
Ableitungen von x nach x’ paarweise weg, denn ax?“)gx’t — ax?t gx’“ = (. Als Folge ist die
transformierte Funktion Y7, linear in Y, und verschwindet genau dann, wenn Y, ver-

schwindet. Die homogenen Maxwellgleichungen sind unter beliebigen Transformationen
x(x’) kovariant.
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Liest man die inhomogenen Maxwellgleichungen als Definition der Stromdichten
N0 Fra(x) =ji(x) (23.38)

dann sind sogar alle Maxwellgleichungen unter beliebigen Transformationen x(x’) inva-
riant, denn dann definiert n*™9’, Fi (x') die transformierte Stromdichte.

Allerdings ist Elektrovakuum, ein Gebiet, in dem die Ladungs- und Stromdichten
verschwinden, nicht invariant unter beliebigen Koordinatentransformationen, sondern
N ™0 Fri(x) transformiert unter beliebigen Koordinatentransformationen nichtlinear,
ist also nicht kovariant unter beliebigen Koordinatentransformationen. Wir unterstellen,
daB alle Beobachter darin iibereinstimmen, ob ein Gebiet ladungs- und stromfrei ist (statt
zu unterstellen, dal beschleunigte Beobachter Ladungen sehen, wo unbeschleunigte nur
Feldstérken, aber keine Ladungen sehen) und zeigen, dafl Elektrovakuum durch Poincaré-
Transformationen in sich iibergeht.

Poincaré-Transformationen

x—x =Ax+a (23.39)

transformieren Raumzeitpunkte x = (x°, x!,x?,x3) durch eine Lorentztransformation A
und eine Verschiebung um a = (a’ a', a?, a®). Zu ihnen gehort die adjungierte Trans-
formation (3.106) von Feldern, also von Abbildungen des Minkowskiraumes in einen
Bildraum, in dem eine Darstellung der Poincaré-Gruppe wirkt.
Bei den Stromdichten j™ und dem Viererpotential A™ transformiert der Bildraum als
Vierervektor,
'™ (%) =AM MAT (x = a)

A™Mx)=A"L AMA  (x—a)) . (23.40)

Die Kontinuitédtsgleichung und die Lorenzbedingung sind unter solchen Transformatio-
nen invariant. Denn nach der Kettenregel gilt

oz’

Oxmf(z(x)) = Ixm

GRS (23.41)

also filr z"m = AT (x™ — a™) mit O,mz" = AT,

Omi’ ™) = AT AT B = 0™, (23.42)

“l(x—a)’
wobei wir AT A™,, = 8", und 8"y, 0y = 0y, und 0,j™ = 01 j™ verwendet haben. Es
transformiert also die Viererdivergenz eines Vektorfeldes (23.40) wie ein Skalarfeld ¢ ,

d'(x) =dp(A H(x—a)), (23.43)

und verschwindet genau dann, wenn das transformierte Feld verschwindet, denn die
Transformationen sind linear und Null ist ein Fixpunkt.

Genauer betrachtet ist 0,,)™ ein Skalarfeld unter allgemeinen linear inhomogenen
Transformationen der Raumzeit, denn wir wir haben nur die Invertierbarkeit von A
benutzt.
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Der Wellenoperator O = n™™ 0,,,0,, ist unter Poincaré-Transformationen invariant:
auf ein Vektorfeld oder ein Skalarfeld angewendet ergibt er ein Vektor- oder Skalarfeld.
Mit (23.41) gilt fiir jedes Skalarfeld ¢

O¢'(x) =™ AT 0 ATy, (23.44)

Wir erinnern daran, dafl Lorentztransformationen definitionsgeméfl diejenigen linearen
Transformationen sind, die das Skalarprodukt der Raumzeit

x-y=x"y" —xty! —x2y? —x*y® = x*yt (23.45)
invariant lassen, fiir die also fiir alle x und y gilt
x-y = (Ax) - (AY) , M Xyt =N A™e XS A XL (23.46)
was genau dann der Fall ist, wenn
Ma =M AMA™, n=ATnA (23.47)
Daher gilt 1 = AT1 A und die inverse Relation
NMmMATT AT =0T (23.48)

Folglich ist
0¢'(x) =0, - (23.49)
Entsprechend gilt fiir Vektorfelder DA’ ™(x) = A™,OA™ (A" (x — a)), weil die Trans-
formationsmatrix A nicht von x abhéngt.
Es sind also die Gleichungen OA™ = j™, 0, A™ = 0 und 0,,j™ = 0 Poincaré-
kovariant. Sie gelten genau dann, wenn die Poincaré-transformierten Potentiale und
Stromdichten dieselben Gleichungen erfiillen.

Das Feld A,y = NMmn A" transformiert wie ein duales Vektorfeld mit A™'T, denn
multipliziert man 1 = A™A von links mit A~!" und von rechts mit 17!, so zeigt sich

AT =nAnt (23.50)

und
ALL(X) =N AN AT A (x—a) = AT LPAL AT (x—a) (23.51)
Daraus folgt in Ubereinstimmung mit (23.36) fiir die Feldstéirken Fpp = 0mApn — 0nAm

(x) =ATTT KA PR (AT (x —a)) . (23.52)

/
an
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Feldstarken einer gleichformig bewegten Ladung

Wenn wir im Transformationsgesetz (23.52) die Summation in Beitrdge der elektrischen

und magnetischen Feldstéirken aufspalten, besagt es fiir die Komponenten E' = Fy; und
Bk = _ekijFij /2, i, j, k € {1, 2, 3} (234)

B = (AT %A = AT (AT B = AT AT e B

1 23.53

B/n — _enij (/\71)0i /\flkj Ek + 5 enij eklm/\ilki /\71 lj Bm ) ( )

Handelt es sich bei A um die drehungsfreie Lorentztransformation, die die Weltlinie
x(s) = (s,0,0,0) eines ruhenden Teilchens auf diejenige eines Teilchens abbildet, das
sich mit Geschwindigkeit v in Richtung i bewegt, Ax(s) =s/v/1 —v2?(1,vii), so hat A
die Matrixelemente

ANo=v, A% =Ay=ywm', AYy=084+(y—1)n'n), y=1/V1—-v2. (23.54)
Die Matrixelemente von A~! ergeben sich durch Vorzeichenwechsel von v,
A% =v, (A=A =—ywm', (ATH =85+ (y—1n' . (23.55)
Das bewegte Teilchen erzeugt folglich die Feldstarken
E'=yE+#
_ (23.56)
B +

X
+yvit x E |

St _
we]]
—

|
=

St

wobei die Felder auf der rechten Seite am Urbild A~'x des Arguments der linken Seite
zu nehmen sind. In ihre Anteile parallel und senkrecht zur Bewegungsrichtung i zerlegt,
lauten die Zusammenhinge

/

rmy
rmy
I
gall
<i
os]]

1
j_ ( 1 —VvX ) )
vi- v (23.57)

’ B, + .

Es ist bemerkenswert, dafl diese ungleiche Transformation der parallelen und senkrech-
ten Anteile zur Folge hat, dal das elektrische Feld einer gleichférmig bewegten Punkt-
ladung jederzeit zu dem Ort zeigt, an dem es augenblicklich ist: Ein bei X = 0 ruhendes
Teilchen der Ladung g erzeugt bei (t,x,y,z) die Feldstiarken

I
M

)

/

os]]
I
os]]
os]]
I
<i
rmy

I X

E(t,x,y,z) = %T% . B(t,x,y,z)=0. (23.58)

Die y- und z-Komponenten eines elektrischen Feldes eines Teilchens, das sich mit Ge-
schwindigkeit v langs der x-Achse bewegt, sind um 1/4/1 — v? vergroflert und betragen
q 1 1

E.L.E E)=— V1—v2 . 23.
( x> Byo Z) AT V2 (2 —|—y2—|—zz)3/2( v x,y,z) (23.59)
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Driicken wir die Argumente (t,x,y,z) von E durch die Argumente von E/ aus, x =
(x' —vt)/V/1—v?,y=y und z = z’, so bedeutet dies

E(t, %,y /)_i (1-v*) vty 2
oYz _471((x/—vt’)2+(1_v2)(y/2+2/2))3/z(x v aU,Z)
q (1-v?%) e(t’) ‘
T (v e (e 0 b (23.60)
y/2+z/2

- 24
sin” 0 = (X/—Vt/)2 +y/2+Z/2 :

Das elektrische Feld E/(t, %) eines Teilchens, das die Weltlinie Ww(t) = w(0) + vt gleich-
formig durchlauft, zeigt zur Zeit t am Ort X in Richtung X — w(t) = r(t) é(t) vom
augenblicklichen, nicht vom retardierten Ort des Teilchens W(t) zu X. Das Feld ist nicht
radialsymmetrisch, sondern héangt vom Winkel 8 zwischen vV und € ab. In Bewegungsrich-
tung ist es um (1 —v?) schwiicher als das elektrische Feld eines gleichzeitig am gleichen
Ort ruhenden Teilchens, quer dazu um einen Faktor 1/4/1 — V2 stérker, dhnlich einem
Pfannkuchen, zu dem man eine Kugel ausgewalzt hat.

Das Magnetfeld der gleichférmig bewegten Ladung ist gemé8 (23.57, 23.58) senkrecht
auf der Geschwindigkeit ¥V und der Richtung € zu ihrem augenblicklichen Ort, also axi-
alsymmetrisch um die Achse V,

B =vxE. (23.61)

Kovarianz des retardierten Potentials und des Wellenpakets

Bei zeitrichtungstreuen Lorentztransformationen ist das retardierte Potential einer trans-
formierten Quelle das Transformierte des retardierten Potentials der Quelle und trans-
formierte Amplituden eines Wellenpakets ergeben das transformierte Wellenpaket.

Um dies zu zeigen, ersetzen wir im Integral

f(t,%) = Jdgy —— : (23.62)

das bis auf einen Faktor das retardierte Potential einer Inhomogenitit g ergibt, die
Integrationsvariablen § durch Z = X — i und setzen z° = v/Z2. Dann ist § = X — Z und
t—|X— 7| = x" —z°, und das Integral erstreckt sich iiber die drei Koordinaten (z!, z2, z3)
der Punkte des Vorwiirtslichtkegels des Ursprungs, z? = (z°)? — (2)2 =0, 20 = /(2)?,

3
f(x) = J% glx—2z). (23.63)

Wir betrachten allgemeiner Integrale iiber die Massenschale z? = (z°)? — (2)? = m?2,
20 = v/m?2 + 22 > 0, das retardierte Potential ist der Spezialfall m = 0. Da sich das d®z-
Integral, anders als beispielsweise (21.72), iiber R? erstreckt, ist der Integrationsbereich
invariant unter Lorentztransformationen.
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Dafl der Zusammenhang von f und g Poincaré-invariant ist, ist fiir Translationen
g’(x) = g(x — a) offensichtlich, denn

d3 d3

J—OZ g'(x —z) :J—OZ gx—z—a)=f(x—a) ="f(x) . (23.64)
z z

Ebenso einfach wirken riumliche Drehungen g’(x) = g(x’, D~!X). Wenn man iiber die

gedrehten Variable @ = D~!Z integriert und d3z = d3u und u® = Vm?2 + 12 = 2° =

vm? + 22 beachtet (Drehungen haben Determinanten von Betrag 1 und lassen Léngen-

quadrate invariant), so gilt

3 3
J% gx" =2, DX —2)) = Jd_u gx* —u, D X)) — i) =f(x",D7'%) = f'(x) .
(23.65)
Das Maf3 d®z/z° ist unter allen zeitrichtungstreuen Lorentztransformationen invariant.
Das brauchen wir nur fiir einen Schub (Boost) in x-Richtung zeigen (6.21), denn jede
zeitrichtungstreue Lorentztransformation kann als solch ein Schub geschrieben werden
(24.110), dem eine Drehung vorangeht und dem eine weitere Drehung nachfolgt.
Der Schub in x-Richtung (6.21), angewendet auf den Vierervektor (v/m?+ z2 Z),
ergibt

\/m:\/mQ—i—ZQ—VZx: 1 (1_ VZy gy
Vi Vi

, Zx—vym2 422 ,
BT Ao TRy BTER

die Determinante der 3 x 3 Jacobimatrix J, J'; = 0z'1/02), ist

0 / 1 « 2 > 2
det] = -2 = (1- 2y vtz (23.67)
RV S A Y e Y =

Zusammengenommen ist fiir jeden Wert von m? > 0 das Mafl d*k/v/m?2 + k2 Lorentz-
invariant,
&z dz d3z
vm2+z2 ym?+z? Vvm2 422
Nach Wechsel und Umbenennung der Integrationsvariablen zeigt sich, dafl die Lorentz-
transformierte Quelle das Lorentztransformierte retardierte Potential erzeugt,

(23.68)

‘det]} =

3 3./ 3
J% g(A " (x—2)) = szj 9N\ x—2) = J% gA X —2) = f(A %) = f/(x) .
(23.69)

Bei den Losungen der homogenen Maxwellgleichungen, den Wellenpaketen (21.50)

A™(x) = — Jdgk(e_ik"‘am(k)—I—eik"‘am*(k)) S (@370)

(2m)® ) 2k0

\kozng‘
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gehoren zum Lorentztransformierten Feld A’™(x) = A™,A™(A~'x) die folgendermaBen
transformierten Amplituden: Das Skalarprodukt k - A~!x ist Lorentzinvariant,

k- (A7'%) = (AK) - (AA %) = (AK) -x . (23.71)
Verwenden wir die transformierten Integrationsvariablen K’, die rdumlichen Komponen-
ten von k/ = Ak, so ist das MaBl d®k/k" = d3k’/k°’ Lorentzinvariant, das Argument der
Amplituden a™(k) und a™*(k) ist k = A~'k/. Also ist
1 J d3k/
™ (2m)3 ) 2K/0
Benennen wir k/ in k um, so zeigt dies, dafl zum Lorentztransformierten Feld die trans-
formierten Amplituden

ad™k)=A"a™(ATK), d/ ™ (k) =A™ a (AT . (23.73)

gehoren. Sie transformieren wie ein Vierervektorfeld auf der Massenschale m = 0 der
Wellenvektoren k.
Bei Translationen um b werden die Amplituden mit der Funktion e'

AT (x) = A™

(efik’ ©x an(/\flk/) + eik’ ©X an*(/\*lk’)) (2372)

‘k’O:\E/\

< multipliziert,

1 d’k —ik(x— m(y ik (x— mx (17
A’m(x):Am(x—b):(Qn)BJQ—ko (e D) g () gl (x0) gmos ()

a™K) =e*Pam(k), a/™* (k) =e kP am™* (k) . (23.74)

- )
\koz‘k‘

Dafl die Maxwellgleichungen des Elektrovakuums unter einer grofleren Gruppe invari-
ant sind, zeigt die Streckung x — x’ = Ax mit transformierten Feldstéirken

Fia(x) =A?Fa(A71x) . (23.75)

Erfiillt Fy, die Maxwellgleichungen 1™*%9,,Fx1 = ji mit einem Viererstrom ji(x), so
geniigt Fi, ebenfalls den Maxwellgleichungen mit einem Viererstrom j{(x) = A~3ji (A~ 1x),

™ Fla(x) =A™ 0 Fiy (23.76)

Die gestreckte Ladungsverteilung p’(x) = A 3p(A~!x) gehoért zu unverdnderter Ge-
samtladung,

Q = Jd?’x p'(x) = Jd3x A3 (A x) 21 X Jd?’z p(z)=Q, (23.77)

was mit dem nicht in den Maxwellgleichungen enthaltenen Befund vertraglich ist, dafl
es Elektronen und Protonen nur mit einer und keiner anderen Ladung gibt. Aber es
gibt nicht Wasserstoffatome in beliebig gestreckter Gréle. Demnach bilden Streckungen
nicht physikalisch realisierte Sachverhalte auf ebenfalls reale Sachverhalte ab. Dafl nicht
Streckungen und konforme Transformationen, die sich als allgemeinste Symmetrien der
Maxwellgleichungen des Elektrovakuums erweisen [7, Kapitel 5.8], sondern nur Poincaré-
Transformationen physikalische Abldufe auf physikalische Abldufe abbilden, beruht auf
Eigenschaften der Materie, die nicht mit den Maxwellgleichungen erfafit werden. Insbe-
sondere konnen die diskreten Massen von Teilchen nicht aus den Maxwellgleichungen
folgen, denn mit jeder Losung der Maxwellgleichung 16st sie auch jede beliebig skalierte
Losung.
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Wirkt auf einem Vektorraum V eine Darstellung D einer Gruppe G, so definiert sie die
kontragrediente Darstellung D im Dualraum V* durch die Invarianzforderung, daf fiir
jedes g € G jeder transformierte Dualvektor Dgu, angewendet auf jeden transformierten
Vektor D4V dasselbe ergibt, wie vor der Transformation

(Dou)(Dg¥) = u(¥) . (24.1)
Die lineare Abbildung 139 ist hierdurch eindeutig festgelegt, denn
u(¥) = (Dgu)(Dy¥) 2" (DID,u) (V) (24.2)
gilt fiir alle V nur, wenn Dngu = u ist, was wiederum genau dann fiir alle u gilt, falls
Dy=D] . (24.3)
Die linearen Abbildungen Dg stellen g dar,
(DgDnu)(DgnV) = (DgDnut) (DgDin¥) = (Drut) (Dn¥) = u(¥) (24.4)

und da ﬁgh eindeutig ist, stimmt es mit Dg h = Dgﬁh iiberein. Man kann natiirlich die
Darstellungseigenschaft auch einfach nachrechnen,

Dgn = ((Dgn)") ™' = ((DgDn)") ™" = (DRDy) ™" = (Dg) ' (Dy,) ™' =DgDr . (24.5)

Transformiert ein Vektorraum V unter einer Darstellung D, so definieren wir, dafl der
Dualraum unter der kontragredienten Transformation D = DT~! transformiert.

Dann unterscheidet die Stellung der Indizes nicht nur zwischen Vektorkomponenten
mit oberen Indizes und Dualvektorkomponenten mit unteren Indizes, sondern unter-
scheidet auch das Transformationsgesetz. Transformierte Vektoren v/ = D4V und trans-
formierte Dualvektoren u' = Dgu haben Komponenten

V/i = Dl] \)] R ull = DT_lij u] . (246)

Im Formelbild treten die Indizes entweder nur als Summationsindexpaar eines oberen
und eines unteren Indexes auf oder als einzelner Index, der in jedem Term in derselben
Indexstellung erscheint.

Der Ubersichtlichkeit wegen erlauben wir uns, das g bei D4 wegzulassen, wenn aus
dem Zusammenhang klar ist, ob wir von der Darstellung D sprechen, die die Gruppe



244 24 Darstellungen

G in die lineare Gruppe GL(n) abbildet, oder von der Darstellungsmatrix Dy eines
Gruppenelementes, die einen Vektorraum V auf sich abbildet.

Wenn Dy Darstellungsmatrizen sind, dann sind nicht nur 159 = Dgil, sondern
auch die komplex konjugierten Matrizen Dy, Darstellungsmatrizen derselben Dimen-
sion, denn die Darstellungseigenschaft Dy D}, = (Dg D)™ = Dgp™ ist erfiillt.

Die Komponenten von Vektoren W eines Vektorraumes V, in dem die Gruppe G durch
D* dargestellt ist, bezeichnen wir mit gequerten Indizes, W = f; W', entsprechend die
Komponenten von dazu dualen Vektoren mit x5 = x(7i5). In dieser Notation haben die
Matrizen und die transformierten Vektoren die Komponenten

DY = (D), w'=Dhwl, x=D"x. 247

Insbesondere bei mit griechischen Buchstaben bezeichneten Indizes findet sich auch die
Notation, den Index mit einem Punkt zu versehen, ¥ %, um am Indexbild klarzumachen,
daB es sich um die Komponenten eines Vektors handelt, auf den die konjugiert komplexe
Darstellung wirkt. Diese Notation verbietet sich aber bei den lateinischen Buchstaben
wie 1 und j .

Transformiert ein Vektor unter der Darstellung D, so bezeichnen wir seine Kompo-
nenten mit einem oberen Index, transformiert er unter D ~!, so schreiben wir den Index
unten. Zum komplex konjugierten Transformationsgesetz gehort ein gequerter oder ge-
punkteter Index.

Der erste Index der Matrixelemente D'; der Transformationsmatrix bezeichnet die
Zeile, der zweite die Spalte. Dabei schreiben wir den ersten Index von D nach oben.
Er steht dann in derselben Hohe wie der Index der Komponente des transformierten
Vektors. Die Matrix D~ ist wie D und die 1-Matrix ein Element der Matrixgruppe
D(G). Ihre Matrixelemente werden mit demselben Indexbild geschrieben

DY (D1 = 8% . (24.8)

Die Matrixelemente der transponierten Matrix erhélt man durch Vertauschen von
Zeilen- und Spaltenindex. Es bezeichnet der erste Index die Zeile, also entsteht das
Indexbild

(DT = (D71, (24.9)

das zur Konvention pafit, daf§ im Transformationsgesetz von Komponenten jeweils der
erste Index von D oder DT ~! die transformierte Komponente bezeichnet und der zweite
Index zu einem Indexpaar gehort, von denen einer oben und einer unten steht und {iber
das summiert wird.
Die Summe u;v' von Produkten der Vektorkomponenten mit den Komponenten eines
Dualvektors ist invariant
WV =D 1y DYV =y DY DY VR = 0y 8 v =V (24.10)
Fiir diesen Sachverhalt, der unserer Definition des kontragredienten Transformations-
gesetzes (24.3) zugrunde lag, gibt es umgangssprachliche, anschauliche Formulierungen:
ein unterer Index frifit, was die Transformation betrifft, in der Summe einen oberen
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Index auf, die Summe eines oberen mit einem unteren Index transformiert nicht, das
Summationsindexpaar ist stumm.
Die vier Darstellungen

D, D!, D*, D*T! (24.11)

konnen auf unterschiedliche Weise miteinander zusammenhéngen. So gilt fiir jede Dar-
stellung auf einem reellen Vektorraum

D reell: D*=D. (24.12)

Stimmen D und D*T~! iiberein, also die inverse Matrix D~! mit der hermitesch
adjungierten Matrix D*T, so heifit die Darstellung unitér,

D unitdr: Df=D"'. (24.13)

Auch wenn in der Quantenmechanik unitidre Transformationen besonders wichtig sind,
sind nicht alle in der Physik wichtigen Darstellungen unitér, zum Beispiel kann es, wie wir
nur andeuten, keine treue,! endlichdimensionale, unitéire Darstellung von Lorentztrans-
formationen geben, denn fiir jedes n ist die Gruppe U(n) der unitidren Transformationen
eines n-dimensionalen Vektorraumes kompakt, die Lorentzgruppe hingegen ist es nicht.

Ist die Darstellung reell und unitér, dann handelt es sich um orthogonale Darstellungs-
matrizen DT = D~!, und alle vier Darstellungen D, DT~!, D* D*T~! stimmen iiberein.
Dann braucht man nicht das unterschiedliche Transformationsverhalten durch die Index-
stellung und Indexschreibung, durch obere und untere, gequerte und ungequerte Indizes,
zu unterscheiden.

Orthogonale Darstellungen

Als nicht wesentlich verschieden, als dquivalent, sehen wir Darstellungen D und D’ an,
wenn sie sich nur durch einen Basiswechsel B unterscheiden (3.38), wenn also mit einer
linearen Abbildung B fiir alle g € G gilt

D, =BDgB". (24.14)

Sind D und B nicht reell, so fassen wir die komplexen Matrizen als reelle Matrizen in
einem rellen Raum doppelter Dimension auf. Wir unterstellen so, ohne die Giiltigkeit
unserer Uberlegungen einzuschrénken, daB B und D reell sind.
Ist die kontragrediente Darstellung DT ~! zur urspriinglichen Darstellung D dquivalent,
so gilt fiir alle g € G
D=B'D"'B (24.15)

und nach Multiplikation von links mit DT B

D'BD =B, D"'*By D' =By . (24.16)

ITreu ist eine Darstellung, die verschiedenen Gruppenelementen verschiedene Darstellungsmatrizen
zuordnet.
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Dies heiit, dafl B eine reelle Bilinearform B(x,y) = Bi; x'y’ definiert und daf die Dar-
stellungsmatrizen Transformationen x' — D% x*, y’ — D’ y! bewirken, die B invariant
lassen,

B(Dx,Dy) = Bi; D x* D’ y' = (D' By; D’¢) x*y*

24.17
= (D"BD)iux*y' =B x*y' =B(x,y) . (2417)

Die Darstellung D bildet, wenn sie dquivalent zur kontragredienten Darstellung ist, die
Gruppe G nicht irgendwie in GL(d,RR) ab, sondern in die Untergruppe der Transfor-
mationen, die eine Bilinearform invariant lassen. Die Bilinearform ist nicht entartet (Es
verschwindet B(x,y) fiir alle y nur, falls x = 0.), denn B! existiert.

Fiir jede dquivalente Darstellung D’ = C~! D C gilt

D'=B ' (D)" B’ mit BB =CT'BC. (24.18)

Es édndert sich also die Matrix B, die die Aquivalenztransformation bewirkt, bei be-
liebigem Basiswechsel wie eine Bilinearform. Mit den Transformationen C, die B nicht
invariant lassen, kénnen wir B auf eine Standardform wie zum Beispiel (24.20) oder
(24.27) bringen, die Darstellungsmatrizen D hingegen lassen B invariant.

Die Darstellungsmatrizen lassen den symmetrischen Anteil S = (B + BT)/2 = ST und
den antisymmetrischen Anteil A = (B — B1)/2 = —AT der Bilinearform B = S + A
getrennt invariant: aus DTBD = D (24.16) folgt durch Transponieren DTB™D = D
(3.54). Addieren und Subtrahieren ergibt

DTB+BY)D=(B+BT), D'sD=S, DTAD=A. (24.19)

Also definiert S eine reelle, symmetrische Form, die, wie auf Seite 108 gezeigt, reell
diagonalisierbar ist. Wahlt man die Lénge der Basisvektoren geeignet, so kann man die
Zahlenwerte der Diagonalelemente, wenn S nichtentartet ist, auf 1 oder —1 normieren:
es gibt eine zu S gehorige Orthonormalbasis. In dieser Basis ist S die Metrik 1 in einer
Raumzeit RP'9 mit p zeitartigen Koordinaten und q = d — p raumartigen Koordinaten

1 falls m=nec{l...p}
Mmn =4 —1 falls m=ne{p+1...d} . (24.20)
0 falls m#n

Die Bedingung D™D =1 besagt, da8 die Matrizen D Lorentztransformationen
Aixx =Ax, XM=AMx" (24.21)

sind, die das Langenquadrat x-X = Mmn X™ x™ des Minkowskiraumes RP-9 invariant
lassen,

X X =N AT XA XS = XX, NnA™ AN =1, ATMA =1, (24.22)

Die Darstellung D : G — GL(d,R) ist der kontragredienten Darstellung DT ! genau
dann mit einer symmetrischen, reellen Matrix S dquivalent, wenn die Darstellungsma-
trizen in geeigneter Basis Lorentztransformationen A € O(p, q) eines Minkowskiraumes
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RP-9 sind. Ist S positiv oder negativ definit, so bildet die Darstellung D die Gruppe G
in die Gruppe der orthogonalen Transformationen, O(d), das ist die Gruppe der Dreh-
spiegelungen, ab.

In einem Vektorraum mit einem Skalarprodukt definiert jeder Vektor x einen Vek-
tor x aus dem Dualraum, der jeden Vektor y auf sein Skalarprodukt mit x abbildet,
x(Y) =x-y=xX"MNum) Y™ = Xm y™. Die Komponenten von x und X hingen, da das
Skalarprodukt nicht entartet ist, invertierbar miteinander zusammen,

Xm =X"Mnm , Xt =x 1 M. (24.23)

Um Schreibarbeit zu sparen, a8t man das Symbol ™ weg und entnimmt dem Indexbild,
namlich dem untenstehenden Index, dafl es sich um die Komponenten x,,, des zu x geho-
rigen Dualvektors handelt. Bei der zu 1 inversen Matrix schreibt man den Exponenten
nicht aus: man entnimmt der Indexstellung, dafl es sich bei dem 1 mit zwei oberen Indizes
um die Komponenten der zu 1 inversen Matrix handelt,

Xm = XnT]nm s X" = Xlnln ) nlnnnm - 61m . (24-24)

Diese abkiirzende Schreibweise nennt man Hoch- und Runterziehen von Indizes.

Es transformiert x,, = X™Mum, wie das Indexbild angibt, als Komponenten eines
Dualvektors, wenn sich die Komponenten x™ wie die eines Vektors dndern. In Matrix-
schreibweise gilt nimlich wegen ATt =n An~! (23.50)

AT mx) =1 (Ax) . (24.25)

Ob man erst den Index herunterzieht und dann transformiert oder umgekehrt ist gleich.
Transponiert man AT~! = n An~! (23.50), so erhiilt man wegen nT = 1 mit hoch-
und runtergezogenen Indizes

/\71 — T_lfl/\TT_l ’ Aflmn — nmk/\Tklnln — /\Tmn ) (2426)

Die Notation tduscht bei unaufmerksamem Lesen A~! = AT vor. Es sind aber AT™
nicht die Matrixelemente der transponierten Matrix: die haben das Indexbild AT, ™,
sondern die Matrixelemente von n~'ATn, bei denen ein Index hoch- und der andere
runtergezogen worden ist.

Symplektische Transformationen

Ist die kontragrediente Darstellung DT ~! zur Darstellung D mit einer reellen, antisym-
metrischen Matrix A = —AT #quivalent, DT~! = ADA !, dann ist det A # 0 und man
kann A durch eine reelle Basistransformation C auf die Form CTA C = j bringen,

)= <_1 1) . P=-1. (24.27)

Solch eine antisymmetrische 2N x 2N-Matrix j tritt als Wert der Poisson-Klammer der
Phasenraumkoordinaten in der Hamiltonschen Mechanik von N Freiheitsgraden auf.
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Die Herleitung, warum A von dieser Form ist, sei hier nur angedeutet: man geht wie
auf Seite 108 vor, schlieit, dafl die Eigenwerte der antisymmetrischen Form rein imaginér
sind, A =il, und dafl demnach die Eigenvektoren komplexe Linearkombinationen u+iv
reeller Vektoren u und v sind. Die Eigenwertgleichung A(u+iv) =il(u+1iv), in Real-
und Imaginérteil getrennt, besagt Au = —1lv und Av = lu. Wie bei symmetrischen
Matrizen bildet A den Raum V| = {z: z"Au = 0 = z" Av} der auf u und v beziiglich A
senkrecht stehenden Vektoren auf sich ab. SchlieSlich absorbiert man den Zahlenwert
von 1, der nicht verschwindet, da A~! existiert, in Basisvektoren e; = wund e;,n = v/1.

Formuliert man mit dem derart auf Standardform j gebrachten A die Aquivalenz der
Darstellung D zur kontragredienten Darstellung, so besagt

DY D =), (24.28)

daB jede Darstellungsmatrix eine symplektische Transformation bewirkt. Die Gruppe
der symplektischen Transformationen Sp(2N) besteht aus Transformationen

X' =S" L x™ (24.29)

die die antisymmetrische Bilinearform (x,y) = x™y"J;n mit Jn = dmiNn — OmntN
in einem reellen, 2N-dimensionalen Vektorraum invariant lassen,

<X/7y/> :.]mn Smr Xr Sns ys :JTS Xrys Y Jmn Smr Sns :JT‘S Y STJ S :J * (2430>

Die Darstellung D : G — GL(2N, R) ist der kontragredienten Darstellung DT ~! genau
dann mit einer antisymmetrischen, reellen Matrix A dquivalent, wenn in geeigneter Basis
die Darstellungsmatrizen symplektische Transformationen S aus Sp(2N) sind.

In einem Vektorraum mit einer antisymmetrischen Bilinearform (x,y) = x™y™ Jun
definiert jeder Vektor x einen Vektor x aus dem Dualraum, der jeden Vektor y auf die
reelle Zahl X(y) = (x,Y) = X™ J;un Y™ = Xn y™ abbildet. Die Komponenten von x und x
hiangen, da die antisymmetrische Form () nicht entartet ist, invertierbar miteinander

zusammen,
Xn =X Jn s X=Xyt (24.31)

Um Schreibarbeit zu sparen, 148t man das Symbol ~ weg und entnimmt dem Indexbild,
nidmlich dem untenstehenden Index, dafl es sich bei x,,, um die Komponenten des zu x
gehorigen Dualvektors handelt. Bei der zu j inversen Matrix schreibt man den Exponen-
ten nicht aus: man entnimmt der Indexstellung, dafl es sich bei dem j mit zwei oberen
Indizes um die Komponenten der zu j inversen Matrix handelt,

Xn =X s X=X, 3 = 0h (24.32)

Diese abkiirzenden Schreibweise definiert das Hoch- und Runterziehen von Indizes in
einem Raum mit nichtentarteter Bilinearform j. Da j antisymmetrisch ist, mufl man
beim Hoch- und Runterziehen und bei einem Indexpaar die Reihenfolge von oberem und
unterem Summationsindex beachten, X, U™ = X" ), m U™ = X" Jn Y™ = —X"Yn .
Da die Bilinearform nach Definition der symplektischen Transformationen invariant
unter symplektischen Transformationen ist, gehort zum symplektisch transformierten
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Vektor x der Dualvektor g;c, der sich durch die kontragrediente symplektische Trans-
formation im Dualraum aus dem zu x gehorigen Vektor ergibt, Sx = ST ~!x. Es trans-
formiert x;m = X™),m, Wie das Indexbild angibt, als Komponenten eines Dualvektors,
wenn sich die Komponenten x™ wie die eines Vektors &ndern. In Matrixschreibweise gilt
némlich

STx) = (ST S HSx=3(Sx), (24.33)

wobei wir ST3S = j in der von links mit ST ! und von rechts mit S—! multiplizierten
Form verwendet haben.

Tensoren, Tensorprodukt

Tensor ist die Sammelbezeichnung fiir Abbildungen in die reellen (oder komplexen) Zah-
len, die von keinem, einem oder mehreren Vektoren linear abhéngen.

Entsprechend ist ein Tensorfeld einer Mannigfaltigkeit M eine lineare Abbildung T,
die an jedem Punkt p € M keinem, einem oder mehreren Vektorfeldern u,v, ... einen
reellen Funktionswert zuordnet. Fiir jede reelle Funktion f von M und fiir jedes Vektor-
argument u des Tensorfeldes gilt T(fu,v,...)(p) = f(p) T(u,v,...)(p).

Beispielsweise ist der Grundstiickspreis P(x,y) eines rechteckigen Grundstiicks ein
Tensor. Er ist linear in den Kanten x und y und vollsténdig durch den Preis der Einheits-
fliche bestimmt, P(x,y) =xyP(1,1). Auch das Skalarprodukt w-w zweier Vektoren u
und v héngt linear von u und linear von v ab. Es definiert einen Tensor, die Metrik

glu,v)=u-v. (24.34)

Ebenso ist in drei Dimensionen das Volumen eines Tetraeders mit Kanten U, Vv und w
linear in den drei Vektoren

V(T V,W) = e ut vV wh V(e &, &) . (24.35)

Tensorfelder, die von Vektorfeldern und Dualvektorfeldern abhéngen, sind beispielsweise
die Torsion T(u,v,z) und die Kriimmung R(u,v,w, z), die bei Parallelverschiebung in
gekriimmten Réumen auftreten und die an jedem Punkt p angeben, um wieviel ein
kleines Parallelogramm sich zu schlieen fehlt und um wieviel verdreht ein Vektor nach
Parallelverschiebung um ein kleines Parallelogramm endet [7, Anhang C].

Als einen Tensor iiber den Vektorrdumen U und V bezeichnen wir jede Abbildung

T:{uxv — R (24.36)

u v —T(uv)

die in beiden Argumenten linear ist. Es gilt also fiir jeden Tensor T und fiir alle Zahlen
a, b und fiir alle Vektoren u,u;, us € U und fiir alle Vektoren v, vy, vy € V

T(lau; +buy,v) =aT(u,v) +bT(uy,v),

24.37
T(uw,avi +bvy) =aT(u,vi) +bT(u,vy) . ( )
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R(u7v7 W)

P,P.w

u

Abbildung 24.1: Torsion und Kriimmung

Seien ey, €s, ... und &1, &, . . . je eine Basis von U und V und die Vektoren u = e; ut € U
und v = &;V) € V in diesen Basen entwickelt. Dann ist T(u,v) wegen der Bilinearitét
eine Doppelsumme

T(u,v) =T(esul, &V) =Tyu'v | Ty =T(ey, &) (24.38)

von Produkten der Komponenten von u und v mit den Komponenten von T .

Da man lineare Abbildungen addieren und vervielfiltigen kann, bildet die Menge der
Tensoren iiber U und V einen Vektorraum, den Vektorraum L(U,V) der bilinearen Ab-
bildungen von U und V. Der Dualraum von L(U, V) ist das Tensorprodukt U ® V. Wir
bestimmen die Eigenschaften von U ® V aus den Eigenschaften der linearen Abbildun-
gen T wie aus einem Spiegelbild.

Wir kénnen jeden Tensor iiber U und V fiir jedes v als Tensor iiber U auffassen und
fiir jedes u als einen Tensor iiber V. Dual zu den Tensoren iiber einem Vektorraum
ist der Vektorraum selbst, wir konnen also u als lineare Abbildung der Tensoren iiber
U auffassen und v als lineare Abbildung von Tensoren iiber V. Das Tensorprodukt ®
bildet Paare (u,v) solcher linearen Abbildungen auf die lineare Abbildung u® v ab, die
Tensoren iiber U und V die Zahl

(u®v) (T) =T(u,v) (24.39)

zuordnet. Weil T im linken Argument linear ist (24.37), gilt fir jeden Tensor T und fiir
alle Zahlen a, b und fiir alle Vektoren u, u;, us € U und fiir alle Vektoren v,v{,v, € V

((au; +buy) @v) (T) = (auy, @ V) (T)+ (bus®@v) (T), (24.40)
also das Distributivgesetz fiir den linken Faktor, entsprechend folgt es fiir den rechten,

(au +bw)@v=au; @v+bu, v, (24.41)
u®(avi+bvy) =au®@v, +bu®v, , (24.42)
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also insbesondere

(au)@v=u® (av)=a(u®v) . (24.43)

Dabei sind die Summe und das Vielfache von Tensorprodukten als Summe und Vielfache
von linearen Abbildungen definiert, die Tensoren T in die reellen Zahlen abbilden.

Zum Vergleich: Im kartesischen Produkt U x V ist (2u,v) # (u, 2v) und Addition und
das Vielfache sind nicht definiert.

Weil das Tensorprodukt U @ V dual zu den Tensoren iiber U und V sind, kénnen
Tensoren umgekehrt auch als lineare Abbildungen von U ® V gedeutet werden, die auf
Tensorprodukten geméfl

Tu®v)=(uev)(T)=T(u,v) (24.44)

wirken und auf Summen und Vielfachen von Tensorprodukten dadurch erkléart sind, dafl
sie linear sind,

Tlauv+bu @V)=aT(u®v)+bT(Uu @V) . (24.45)

Streng genommen ist der Tensor, der Linearkombinationen von Produkten u®v linear in
die reellen Zahlen abbildet, verschieden von dem Tensor, der von Paaren von Vektoren
(u,v) abhingt, denn ihr Definitionsbereich unterscheidet sich. Aber wir identifizieren
durch (24.44) das Duale des Dualen Vektorraumes mit dem urspriinglichen Vektorraum
der Tensoren.

Das Tensorprodukt ist assoziativ. Sei W ein dritter Vektorraum und T eine in allen
Argumenten lineare Abbildung von U x V x W in die reellen Zahlen. Fiirue U, v eV
und w € W gilt

Tu,v,w)=Tuev,w) =T((ueVv)@Ww)

=T(u,vaw) =Tu® (vaw)) . (24.46)

Dabei gilt das erste Gleichheitszeichen, weil T fiir jedes w ein Tensor iiber U und V ist
und das zweite gilt fiir Tensoren iiber U ® V und W, das dritte Gleichheitszeichen gilt,
weil T fiir jedes u ein Tensor iiber V und W ist und das letzte Gleichheitszeichen gilt fiir
Tensoren iiber U und V ® W. Da diese Gleichungen fiir alle Tensoren T gelten, ist das
Tensorprodukt assoziativ und die Klammern sind iiberfliissig,

ULRV)@W=uRvVaw =uvew. (24.47)

Sei (e, eq,...) eine Basis von U und sei ebenso (€i,€,,...) eine Basis von V, dann
definiert
(ei &® é])(T) = T(ei, é]) = Ti' (2448)

in dieser Basis die Komponenten von T und zeigt, da8 die Tensorprodukte (e; ®€;) linear
unabhingig sind: jede Linearkombination cYe; ® é; mit Koeffizienten ¢¥ verschwindet
fiir alle Tensoren T nur, falls alle Koeffizienten verschwinden,

(cVe;®&)(T) =cI Ty =0VT <V =0Vij. 24.49
) )
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Umgekehrt sind alle linearen Abbildungen eines Tensors linear in seinen Komponenten,
L(T) = LYTy;, also bilden die Tensorprodukte jeder Basis ej, €5 ... von U mit jeder Basis
€1, €s,... von 'V eine Basis des Tensorproduktes: die lineare Hiille ihrer Tensorprodukte
ist das Tensorprodukt U ® V

UV ={cYe®eé:c’ cR}. (24.50)

Insbesondere ist die Dimension des Tensorproduktes zweier Rdume gleich dem Produkt
der Dimensionen der Faktoren,

dim(U ® V) = dim U dim V. (24.51)

Im Unterschied dazu ist die Dimension der direkten Summe zweier Vektorrdume die
Summe der Dimensionen der Summanden, dim(U & V) = dimU + dim V.

Man beachte, dal U ® V nicht nur aus Tensorprodukten von Vektoren, sondern aus
Linearkombinationen von Tensorprodukten besteht. Bei (a'e;) ® (b'é;) = a'bl e; ® &;
hat die Komponentenmatrix ¢ = a'b* den Rang 1, falls (ale;) # 0 und (b'é;) # 0,
gewdhnlich hat aber die Matrix der Koeffizienten von c¢Yu; ® v; maximalen Rang.

Das Tensorprodukt ist nicht kommutativ. Selbst wenn die Vektorrdume U und V
iibereinstimmen, besteht zwischen T(u,v) und T(v,u) keine fiir alle Tensoren T giiltige
Beziehung.

Es 148t sich allerdings das symmetrische Produkt VV'V und das alternierende Produkt
VAV zweier gleicher Vektorrdume, das dual zu symmetrischen Tensoren, T(v,w) =
T(w,Vv), beziehungsweise zu antisymmetrischen Tensoren, T(v,w) = —T(w, v), ist, durch

VWWw=vWw+wev, vVAW=vdW-—wgeV, (24.52)

definieren. Fiir k Faktoren V wird es assoziativ und multilinear durch die (vorzeichen-
behaftete) Summe iiber alle Permutationen 7 der k Faktoren definiert,

viVvV...Vv = Zvﬂu) QVr2) ® ... ®Vr(k) »

TTESK

(24.53)
ViAVe A AV = Z sign(71) V(1) @ Virp2) @ - .. @ Vr(x) -
TTESK
Sind U und V euklidisch, haben sie also eine Metrik gy und gy, so definiert
glu®v,u' @v) = gulu,u') gy(v,v') (24.54)

auf natiirliche Art die Metrik des Tensorproduktes U ® V. Die Tensorprodukte zweier
Orthonormalbasen sind dann eine Orthonormalbasis des Tensorproduktraumes.

Tensorprodukt von Darstellungen

Sei L eine lineare Selbstabbildung von U und K eine lineare Selbstabbildung von V.
Beide definieren die natiirliche Abbildung L x K, die das kartesische Produkt U x V
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durch (L x K)(u,v) = (Lu, Kv) auf sich abbildet. Ebenso definieren sie auf natiirliche
Art die lineare Selbstabbildung L ® K des Tensorproduktes U ® V durch

LeKluev=(Lu)® (Kv) . (24.55)

Hierdurch ist die Abbildung L ® K schon vollsténdig festgelegt, denn sie ist linear. Auf-
einen beliebigen Vektor N = e; ® & NY € U ® V wirkt sie gemif

(LeK)(ei®éNY) = ((LoK)(e;®eé)) NY = ((Le;) ® (Ké;)) NY (24.56)
= ((exl*) @ (&KY))NY = e @ & L NI K, = e @ e N'M '
wobei N’k = T*; NY KY; die Komponenten des transformierten Vektors (L ® K)N sind.
Schreiben wir die Komponenten NV als Rechteckmatrix N, wobei i die Zeile und j die
Spalte abzahlt, so wirkt (L ® K) auf diese Komponentenmatrix durch Multiplikation von
links mit der Matrix L und von rechts mit KT,

N’ = LNK™ . (24.57)

Sind insbesondere L und K Darstellungsmatrizen D und D einer Gruppe, die auf U
und V dargestellt ist, so ist D ® D eine Darstellung. Denn es gilt, je nachdem welche
Schreibweise man bevorzugt,

(Dg ® Dg) (Dh® Dh) - (DgDh) ® (ljgljh) - Dgh ® Dgh )

. o . (24.58)
N” =DgN'D} = DgDyND} D} =DgnNDy, .

Die bequeme Schreibweise, Elemente des Tensorproduktes durch Rechteckmatrizen
darzustellen, auf die Tensorprodukte von linearen Abbildungen von links und transpo-
niert von rechts wirken, versagt bei mehr als zwei Faktoren. Dann mufl auf die Index-
schreibweise zuriickgegriffen werden. In ihr transformieren die Komponenten NY mit
einer Darstellungsmatrix D fiir den ersten Index i, der die Komponenten eines Vektors
in U benennt, und einer Darstellungsmatrix D fiir den zweiten Index j, der die Kompo-
nenten eines Vektors in 'V abzéhlt,

N =D DYNY | N =DNDT. (24.59)

Ist hierbei V seinerseits ein Tensorprodukt und D das Tensorprodukt von Darstellungen

und kontragredienten Darstellungen, so haben die Komponenten mehrere Indizes und

transformieren beispielsweise beim Produkt von s Faktoren V und r Faktoren V* mit
N/jlmjsil,,,ir — Djlkl o Djsks DT_lilll o DT_lirerkl.”ksll,,,lr

. . 24.60
:D]lkl -..D]Sks Dilllil -..DillrirNklmksllmlr : ( )

Unter Drehungen invariante Unterraume von V3 ® Vs

Die Transformation des Tensorproduktes zweier Vektorraume zerfillt normalerweise in
die Transformation niedriger dimensionaler Unterrdume. Betrachten wir beispielsweise
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das neundimensionale Tensorprodukt V3 ® V3 eines reellen, euklidischen, dreidimensio-
nalen Vektorraumes Vs, auf den Drehspiegelungen D, DT = D!, wirken.

Im Tensorprodukt V3 ® V3 sind der sechsdimensionale Unterraum, der von symmetri-
schen Produkten u® v+ v ® u aufgespannt wird, und der dreidimensionale Unterraum,
der von antisymmetrischen Produkten u®v—v® u aufgespannt wird, invariante Unter-
rdume, denn symmetrisierte und antisymmetrisierte Produkte werden auf symmetrisierte
und antisymmetrisierte Produkte abgebildet,

MDeD)(ueviveu)=(Du)® (Dv)+ (Dv)® (Du) . (24.61)

Fiir die Komponentenmatrix von N = & ® & NV, die in N’ = DN D" transformiert,
bedeutet dies, dal ihre symmetrischen und antisymmetrischen Anteile getrennt trans-
formieren,

(N4+NTH=D(N+NODT, (N-N1T=D(N-NT)DT. (24.62)

Der sechsdimensionale Unterraum der symmetrischen Tensorprodukte S = & ® € S,
SU = St zerfillt in Vielfache der 1 und den Raum der spurfreien Tensorprodukte
SU = S8Y 4 SU, SUsy; = 0, die wegen DY, Dy 68 = §Y (3.62) unter Drehungen
getrennt transformieren,

§'V = DY DIy (S6* + SK') = S8V + DY DI SK . (24.63)

Dabei ist D' D'y S¥! spurfrei, wenn S*! spurfrei ist, denn es ist 8;;D* D’y = 8,1 . Die
Tensortransformation des neundimensionalen Tensorproduktes 148t also den eindimen-
sionalen Unterraum W; der Elemente Sé; ® €;, den fiinfdimensionalen Unterraum Wj
der Elemente mit spurfreien, symmetrischen Komponenten SY & ® & und den dreidi-
mensionalen Unterraum W3, der von antisymmetrischen Produkten aufgespannt wird,
invariant,

V@ V3 =W, W5 P W5 . (24.64)

Die Elemente von Wy sind punktweise invariant.

Der Raum W5 der symmetrischen, spurfreien Tensoren enthélt keinen echten, invari-
anten Unterraum: jedes S € W5 definiert eine symmetrische Bilinearform, die durch eine
Drehung diagonalisiert werden kann (Seite 108), und ist daher von der Form

a
S=D b D' . (24.65)
—a—D>

Mit S enthélt der Darstellungsraum nicht nur die Diagonalmatrix mit Diagonalelementen
(a,b,—a —b), sondern auch die Matrix mit vertauschten Diagonalelementen, die sich
hieraus durch Drehung um die z-Achse um 7t/2 ergibt,

—1 a 0 1 b
1 0 b -1 0 = a . (24.66)
1 —a—>b 1 —a—>
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Ebenso enthélt er die Diagonalmatrix mit Diagonalelementen (a, —a—b, b). Von diesen
drei Matrizen sind aber, wenn S nicht verschwindet, zwei linear unabhéngig, sie spannen
den gesamten Raum der diagonalen, spurfreien Matrizen auf, der seinerseits durch Dre-
hungen in den Raum W5 transformiert wird. Also enthélt Wy keinen echten, invarianten
Unterraum.

Die antisymmetrischen Tensorprodukte, AY & ® €;, AY = —AJ" = e A¥, 1,j,k €
{1, 2,3}, heilen Axialvektoren. Sie transformieren unter Drehungen mit det D = 1 wie
Vektoren, bleiben aber, anders als die Vektoren aus V3, die man zur Betonung des Un-
terschieds auch polare Vektoren nennt, unter Spiegelungen invariant (2.46),

(D ® D)(€; ® €j €1k Ak) = (Dé; ® D€j) eijk AR = (61 ® €m) DY D™; ek Ak
€ijk Dli ij Ak = €ijk Dli ij an Dnr AT =detD €lmn Dnr AT = €lmn A/n
A'' = (det D) DY AT . (24.67)

Axialvektoren A sind Elemente eines dreidimensionalen Darstellungsraumes der Dreh-
gruppe O(3), auf dem jedes D € O(3) durch (det D) D dargestellt ist.

Beispielsweise ist das Magnetfeld ein Axialvektor: durchlauft ein geladenes Teilchen
unter der Wirkung der Lorentzkraft F = q(E + ¥ x B) die Bahn %(t) durch %(0)
mit Anfangsgeschwindigkeit V(0), so wird die gespiegelte Bahn —X(t) durch —X(0) mit
gespiegelter Anfangsgeschwindigkeit —v(0) in den Feldern E'(t,X) = —E(t,—%) und
B'(t,%) = B(t, —%) durchlaufen.

Da das Kreuzprodukt U@ x V zweier Vektoren aus V = V3 wie ein Axialvektor unter
Spiegelungen invariant ist, (—il) X (—V) = U X V ist es streng genommen nicht in V,
sondern ein Axialvektor in A = Wj3. So gesehen ist das Kreuzprodukt eine Abbildung
von V XV — A, beim wiederholten Kreuzprodukt handelt es sich um Abbildungen
VxA—-Vund AxA—A.

Die Orthonormalbasis von A liegt bei gewéhlter Orthonormalbasis von V bis auf einen
Faktor fest. Drehungen um die x-Achse von 'V lassen eine Drehachse in A invariant, von
der man einen nichtverschwindenden Vektor als Einheitsvektor €, wéhlen kann. Er geht
durch dieselben Drehungen wie in V in die Einheitsvektoren €, und €, iber. Die so durch
Drehungen in A ausgezeichnete Basis ist nach der Wahl des Einheitsvektors €y, also bis
auf einen Faktor A # 0, eindeutig. Daf§ die Basen von V und A nur bis auf einen Faktor
relativ zueinander festliegen, zeigt sich auch daran, dafl die Vektoren und Axialvektoren,
etwa Geschwindigkeiten vV und Magnetfeldstarke B, unterschiedliche MaBeinheiten haben
und nicht addiert werden konnen. Sie konnen zwar der Richtung nach, nicht aber der
Grofle nach verglichen werden.

Lorentztransformationen als Tensordarstellung von SL(2, C)

Wirkt die Gruppe SL(2, C) der linearen Transformationen M des Raumes V = C2, deren
Determinanten den speziellen Wert 1 haben,

M:(S Z) ,a,b,c,deC, ad—bc=1, (24.68)
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durch die Selbstdarstellung und auf einen anderen Vektorraum W durch Multiplikation
mit der konjugiert komplexen Darstellung, dann besteht das Tensorprodukt von V @ W
aus Vektoren N, deren Komponenten man als 2 x 2 Matrix angeben kann, auf die ein
M € SL(2,C) durch Multiplikation von links gemeinsam mit Multiplikation mit M*T =
MT von rechts wirkt (24.59),

N = MNMT . (24.69)

Unter dieser Darstellung von SL(2,C) ist der reelle, vierdimensionale Unterraum der
hermiteschen 2 x 2 Matrizen invariant: wenn N = N ist, dann ist auch N’T = N’ . Mit den
folgenden vier hermiteschen Basismatrizen, der 1-Matrix und den drei Pauli-Matrizen
o!, 0% und o?,

oot w=( ) el ) e () e

168t sich jede hermitesche 2 x 2 Matrix als reelle Linearkombination k =koo®+ky 0! +
ko 0% + k3 02 schreiben,

K-k K ik?
Tk —ik? KO+ KP
(24.71)

L m o_ n_m _ ko + ks ki —iky
k=K 07 =Mmn k0 _<k1+ik2 ko—k3>

Sie geht durch jede Transformation
k — MkM' = ¥/ (24.72)

in eine hermitesche 2 x 2 Matrix kK’ iiber, wobei k/ = Ak linear mit k zusammenhéngt.
Diese zu M gehorige Transformation A hat reelle Matrixelemente, denn fiir alle reellen
Vierervektoren k ist k/ reell. Genauer handelt es sich bei A € O(1,3) um eine Lorentz-
transformation, denn die Determinante von k

detk = (k”)2 — (k')% — (k?)? — (k%)? (24.73)

stimmt, da die Determinante von M € SL(2, C) Eins ist, nach dem Determinantenpro-

duktsatz mit det k’ = det(M kM) = det M det kdet MT = det k iiberein,
(k0)2 _ (k1)2 _ (k2)2 _ (k3)2 — (k/0)2 _ (k/1)2 _ (k/2)2 _ (k/3)2 ) (2474)
Um den Zusammenhang von SL(2,C) mit der Lorentzgruppe SO(1, 3) genauer anzuge-

ben, miissen wir zunéchst den folgenden algebraischen Sachverhalt klaren.

Polardarstellung invertierbarer Matrizen

So wie sich jede nichtverschwindende komplexe Zahl z = e! * r eindeutig als Produkt einer
Drehung e'* und einer Streckung r = e™ > 0 schreiben 148t, so la3t sich jede invertierbare
Matrix M als Produkt einer unitiren Matrix U mit einer Matrix e" schreiben, wobei
H = H hermitesch ist, und U und H eindeutig durch M bestimmt sind,

M=Ue", U =ut, H =H. (24.75)
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Denn MM ist hermitesch und hat eine zugehorige Orthonormalbasis von Eigenvektoren
mit reellen Eigenwerten (20.19). Kein Eigenwert A verschwindet, denn M ist invertier-
bar. Vielmehr ist der zum Eigenvektor u gehorige Eigenwert von MM positiv wegen
A(u,u) = (u, MMMu) = (Mu, Mu) und weil (u, 1) und (v, v) mit v = Mu positiv sind.
Also ist die hermitesche Abbildung H wohldefiniert, die jeden dieser Eigenvektoren mit
dem zugehorigen Eigenwert 1/2 log A streckt,

MM =M (24.76)

Ebenso ist die hermitesche Abbildung e H definiert, die jeden Eigenvektor u von MM
mit dem zugehérigen 1/v/A streckt. Aber dann ist U = Me™H unitéir, wie man einfach
nachrechnet: Die Abbildung

Ul =e"MMe ™™ (24.77)

bildet jeden Eigenvektor u auf sich ab, denn u wird um 1/v/A, danach um A und schlief-
lich wieder um 1/v/A gestreckt. Da die Eigenvektoren eine Basis bilden, ist UTU = 1,
also U = Me" unitér. Damit ist M = Ue" (24.75) gezeigt.

WEeil jede invertierbare, komplexe Matrix M eindeutig zu einem Paar (U, H) einer uni-
taren und einer hermiteschen Matrix gehort und weil die hermiteschen N x N-Matrizen
einen reellen, N2-dimensionalen Vektorraum bilden, ist die Gruppe GL(N, C) in N kom-
plexen Dimensionen die Mannigfaltigkeit U(N) x RN?

Hat die Determinante von M den speziellen Wert 1, dann ist det Udete™ = 1. Es
ist aber det U das Produkt der Eigenwerte von U, die auf dem komplexen Einheitskreis
liegen, also eine komplexe Zahl €'® vom Betrag 1. Die Determinante von e ist eine
positive Zahl e®, denn die Eigenwerte von e sind von der Form e*, wobei « ein reeller
Eigenwert von H ist. Das Produkt der Determinanten e%*i® ist genau dann 1, wenn
e® = e® = 1 ist, das heifit, wenn U aus der Gruppe SU(n) der speziellen unitiren
Transformationen ist, deren Determinante den Wert 1 hat, und wenn dete™ = 1 ist.
Letzteres schrinkt die Summe der Eigenwerte von H ein, det e = e*1e*2 || = ex1 ozt
ergibt nur 1, falls die Summe der Eigenwerte von H verschwindet, o; + o5 + ... = 0,
das heifit, dafi die Spur von H verschwindet, SpH = 0. Die Gruppe SL(N, C) ist also
die Mannigfaltigkeit SU(N) x R(N*~1),

Insbesondere ist, wie wir gleich sehen werden, SU(2) die Mannigfaltigkeit S, und
SL(2, C) ist die Mannigfaltigkeit S? x R3.

Die Drehgruppe SU(2)/Zs

Den Gruppenelementen von SU(2) entsprechen umkehrbar eindeutig die Punkte der
dreidimensionale Kugeloberfliche S®. Denn die Spalten jeder unitéiren 2x2-Matrix U
sind wegen UTU = 1 die Komponenten von Vektoren einer Orthonormalbasis. Hat also

U die Form
a b
U= (c d) , (24.78)

so gilt |a?> + |c[? = 1. Die zweite Spalte steht genau dann senkrecht auf der ersten,
a*b +c*d = 0, wenn (b, d) ein Vielfaches von (—c*, a*) ist, und dieses Vielfache wird
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dadurch festgelegt, dafl die Determinante von U Eins ist. Daher hat U die Form

U= (2 _fl) (M)’ + (Ja)® + (Re)> + (Je)’ =1 . (24.79)
Zu jedem U gehort eine Punkt auf S? = {(v,w,x,y) € R* : v? + w? + x> + y? = 1} und
zu jedem Punkt auf S® gehort ein U € SU(2) mit a=v+iwund c =x+iy.

Da sich jeder Punkt auf $? mit einem Winkel 0 < o < 27t und einem dreidimensionalen
Einheitsvektor (n,mny,n,) als (v,w,x,y) = cos «/2(1,0,0,0) — sin &/2 (0, N, 1y, Ny )
schreiben 1i8t, kann jede SU(2)-Matrix als folgende Linearkombination der 1-Matrix o
und der Pauli-Matrizen ¢!, 0® und ¢® (24.70) geschrieben werden:

< cos g —i(sin§)n, —i(sing) (ny— iny))

—i(sin §) (ny +iny) cos§ +i(sin §)n,

Ugn = (cos%)l—i(sin%)ﬁ(f:

(24.80)
Fiir die neun Produkte der drei Pauli-Matrizen gilt, wie man elementar nachrechnet,

ot =86Y1+ie% e, 1i,j,ke{1,2,3). (24.81)

Multipliziert und summiert mit den Komponenten a* und b’ von Vektoren @ und b,

L ia a? al —ia?

dc:=a'o' = <a1+ia2 i ) (24.82)
lautet dies

(dd)(bd)=(ad-b)1+i(dxb)a. (24.83)

Insbesondere vertauschen (@) (b3) = (b &) (@), falls @ und b parallel sind. Falls sie
zueinander senkrecht stehen, antivertauschen die Matrizen (@) (b &) = —(b &) (@3).

Fiir einen Einheitsvektor 1 ist das Quadrat (7 &)? = 1 und mit (R )?* = 1 und
(11 6)%**! = i & vereinfachen sich Potenzreihen der Matrix 7 &

(_1 o(/2)2k (_1 “/2)2k+1
PP sy
e CDRE L e DR 24.84
=Y o e * .

= (cos%)l—i(sin%)ﬁﬁ.

no

SR
exp(—1§ncr) —;

Ql

Es wird also jedes U € SU(2) von einer infinitesimalen Transformation —i 5 7l G erzeugt,
Ueen :exp(—igﬁﬁ) —cosS1—isinoHG. (24.85)

2 2 2
Jede lineare Transformation (24.72) k — Wk U 1Bt den eindimensionalen Unterraum

der Vielfachen ko 0° der 1 und den dreidimensionalen Unterraum der spurfreien Matrizen
k & getrennt invariant und bewirkt in letzterem jeweils eine Drehung um die Achse 1
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um den Winkel . Um dies nachzurechnen, zerlegen wir K = ki + K. in einen zu
parallelen und einen senkrechten Teil, k = ]A<H +k 1, wobei lA<|| = k0% — k|G und
f( 1 = —]2 1 0 ist.

Der Anteil lA<|| vertauscht mit jeder Potenzreihe von 1 &, also mit U,

Uk uf =k uuf =% . (24.86)

Bei der Berechnung der Transformation von k; = —k, & beriicksichtigen wir (24.83),
daB k| ¢ mit ¢ antivertauscht

(k. 6) (16) = (i) (kL.d) | (24.87)

Ql

weil K, und & senkrecht aufeinander stehen, und schreiben U (24.85) mit ¢ = cos 5 und
s=sing kurz als U=c—isf 6. Mit (1 6)* =1 und (24.83) erhalten wir

(24.88)

Es bewirkt also Ugn = e 1379 durch K& — Uomlz(_fom = (Dom]z) 0 die Drehung
D 4n von Vektoren k um die Achse 1 und den Winkel

Don: k> K :EH +cosaxk, +sinaxi x Kk, . (24.89)

Umgekehrt gehort zu jeder Drehmatrix D 4y, mit Drehachse 1 und Drehwinkel « das
Paar unitirer Matrizen Ugn = e 1570 und —Uy, = e %

713 Die Matrixpaare £Uqp,
also Uyy bis auf die Gruppe Z, = {1, —1}, bilden die Gruppe SU(2)/Z, . Sie ist auf dem
Vektorraum R3? als die Drehgruppe SO(3) dargestellt.

Drehungsfreie Lorentztransformation

Die Lorentztransformation k — MkMT (24.72), die zu M = e, H = HT, SpH = 0
gehort, stellt sich als ein drehungsfreier Schub heraus.

Die spurfreie, hermitesche Matrix H kénnen wir als Linearkombination H = —g no
der drei Pauli-Matrizen (24.70) schreiben, wobei wir i normiert wihlen, (f1)?> = 1. Die
Exponentialreihe e vereinfacht sich wegen (1 G)? = 1 wie in (24.84)

e = eXp(—g 1 6) = (cosh g) — (sinh g) no, (24.90)

wobei wir die 1-Matrix nicht explizit schreiben.

Die Matrix ]A<, die auf kK’ = eHlA<( H)r = ere abgeblldet wird, schrelben wir als
k= 1A<|| +1A<L, wobei ]A<H KO — k6 und kL = —kL G ist und k = Kk TH—kL den Vektor
in seinen zu M parallelen und senkrechten Anteil zerlegt.
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Zur Berechnung der Transformation von k | brauchen wir nur, dafl k L mit Hx o
antivertauscht (24.87), k; H= —Hk,, weil k; und 1 senkrecht aufeinander stehen,

Mk, e =ee Mk, =k, . (24.91)
Die Matrix lA<|| vertauscht mit e™. Wegen (1 5)? =1 gilt

eHlA<|| M = 1A<|| e = (K0 — k&) (cosh B — (sinh ) 7 G)
= ((cosh B) k" + (sinh B) k) — ((sinh B) k" 4 (cosh B) k) 7i & (24.92)

:k/o_ /HT_L’(_)‘»

K0 coshp sinh B\ [k°
(k’|) - <sinh[3 coshfB ) \kj /) ° (24.93)
Der zu 7t senkrechte Anteil k. | bleibt unverandert.
Dies ist die drehungsfreie Lorentztransformation in 1-Richtung mit Geschwindigkeit
v = tanhf3. Bis auf das Vorzeichen der Geschwindigkeit stimmt diese Transformation
mit der passiven Lorentztransformation (6.14) iberein.

Anders als bei Drehungen oder drehungsfreien Lorentztransformationen kann nicht
jede Matrix M € SL(2, C) als Exponentialreihe einer infinitesimalen Transformation

Hieraus lesen wir ab

sinh z

— -

N = exp((K+il) &) = coshz + (k+il)g, (k+il)>=2%, (24.94)

z

geschrieben werden. Die Ausnahmen sind von der Form
M = (_01 _bl) , b#0. (24.95)

Denn damit M = N gelten kann, muf % von Null verschieden sein, sonst wéire N
diagonal. Damit die Hauptdiagonalelemente iibereinstimmen, mufl k¥ = 13 = 0 sein.
N1y = 0 besagt k! +il' +i(k?+il1?) = 0. Als Folge ist z = 0 und Ny; = coshz = 1 # My;.

Mabiustransformationen von Lichtstrahlen

Fiir jeden Wellenvektor k™ eines Lichtstrahls verschwindet die Determinante der Matrix
k = K™ 1mn 0™, denn sie ist das Ldngenquadrat des Vierervektors k (24.73) und k ist
lichtartig, k? = 0. Weil die Matrix k nur Rang 1 hat, lassen sich ihre Matrixelemente

als Produkte 12“[-3 = U U, «, B € {1,2}, der Komponenten eines zweidimensionalen,
komplexen Vektors u schreiben

KO-k kK ik W w\ 4, (VK=K
. = uy,uy) =e ; . (24.96
(—kl —ik2 KO 4K ) <u2 (W) {y,) =" = ki, (24.96)
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Dabei ist u durch ein gegebenes 1A<, k = ki # 0, det k= 0, bis auf eine Phase bestimmt.
Lorentztransformationen dndern k.5 = uq u’é in ki i = MY M}gé ks (24.69) und
transformieren demnach u in u, = M, P ug

u\ _ [(au; +buy _(a b o
<u/2)_(cu1+du2)’ M_(c d)’ a,b,c,deC, ad—bc=1. (24.97)

Einen zweidimensionalen, komplexen Vektor, der wie u linear unter M € SL(2, C) trans-
formiert, nennen wir Spinor.

Das Verhéltnis z = u;/u, der Komponenten des zum Lichtstrahl gehorigen Spinors
héngt umkehrbar eindeutig mit der Richtung € zusammen, aus der man den Licht-
strahl einfallen sieht, der Real- und der Imaginérteil von 1/z sind stereographische
Koordinaten (5.22) von S?. Denn der Wellenvektor eines Lichtstrahls hat die Form
(k%K) = kO(1, —&). Driicken wir die Richtung wie in (5.25) durch die Winkel 0 und ¢
aus, € = (sin 0 cos @, sin 0 sin @, cos 0), und verwenden wir die trigonometrischen Identi-
tat

1+cos® 1+ cos?(6/2) —sin*(6/2)

= = cot(0/2 24.98
sin © 2cos(0/2) sin(0/2) cot(6/2) , (24.98)
so ergibt sich
u kKO —%k3 14 cosH 0 i,
- = = —e ¥ 24.
T T KT smeae | '° (24.99)

Da die Richtung z eines Lichtstrahls das Verhéltnis von Spinorkomponenten ist, &n-
dern es Lorentztransformationen A durch die zum Matrixpaar =M (A) € SL(2,C)/Z,
gehorige Mobiustransformation

(24.100)

Aberration und Drehung sind Mébiustransformationen von z = cot g e 1@,

Zu gegebener Mobiustransformation mit Koeffizienten a,b,c,d € C gehort jeweils
ein Paar von linearen Transformationen mit Matrizen =M. Die Md&biusgruppe ist zur
Gruppe SL(2,C)/Zy und demnach zur eigentlichen Lorentzgruppe SO(1, 3)T isomorph.

Sind zi, z9, z3 drei verschieden Punkte der Riemannschen Zahlenkugel C U {oo} und
sind wy, wy, wy ebenfalls verschieden, dann [17] gibt es genau eine Mobiustransformation

T:2— w(z), (W —wy) (Wy — wj) _ (z—2z1) (22 — z3)

(W —WQ) (Wl —w3) N (Z— Z5) (Zl — 23) ) (24.101)

die z; in Wi = w(z1), 2o in Wy = W(25) und z3 in wy = w(z3) tiberfiithrt. Demnach gibt es
an einem Ort genau einen Beobachter, der drei vorgegebene Sterne in drei vorgegebenen
Richtungen sieht. Die Orter der anderen Sterne liegen dann fest.

Die Lorentzgruppe in N Dimensionen

Die Lorentzgruppe O(p, q) besteht aus den reellen, linearen Transformationen A der
Punkte x des N-dimensionalen Minkowskiraumes RP'9, N =p + q,

X' =Ax, (24.102)
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die das Skalarprodukt x -y invariant lassen. Es ist in Matrixschreibweise x -y = x'n v.
Dabei ist n eine symmetrische, invertierbare Matrix, die bei geeigneter Wahl der Basis
diagonal ist, und die p positive und g negative Diagonalelemente hat (24.20). Lorentz-
transformationen gehoren also zu den Matrizen A, die fiir alle x und alle y die Gleichung
(Ax)™ Ay = x™ny und demnach die Matrixgleichung

A™TA =1 (24.103)
erfiillen. Nehmen wir hiervon die Determinante, so folgt
(det A)*> =1 (24.104)

wegen det(A™ A) = (det AT)(detn)(det A) und wegen det AT = det A.

Die Determinante einer Lorentztransformation kann also nur die Werte +1 oder —1
haben. Die speziellen Transformationen A, deren Determinante den Wert 1 hat, bilden
die spezielle, orthogonale Gruppe SO(p, q), oder SO(N), falls p = 0 oder q = 0 ist.

Fir (qp) > 0 ist die Gruppe O(p, q) die Mannigfaltigkeit O(p) x O(q) x R9? und
hat vier Zusammenhangskomponenten.

Um dies zu zeigen, zerlegen wir die (p + q) X (p + q)-Matrizen 1 und A

n= (1 _1) , A= (/é g) (24.105)

in einen p X p-Block 1 und A, einen q x q-Block —1 und D, einen q x p-Block C und
einen p X g-Block B und schreiben (24.103) aus

ATA=1+C'Cc, D'D=1+B"B, A'™B=C'D. (24.106)

Da CTC nicht negative Eigenwerte hat, hat 1 + CTC Eigenwerte, die nicht kleiner als 1
sind. Also ist A invertierbar, (det A)? = det(14 CTC) > 1, und ebenso D, (det D)? > 1.

Jede reelle, invertierbare Matrix A kann eindeutig in ein Produkt einer orthogonalen
Matrix O, OT = O~!, mit einer positiv definiten, symmetrischen Matrix S, S = ST,
zerlegt werden,

A=0S. (24.107)

Denn ATA definiert eine symmetrische Matrix S? mit positiven Eigenwerten A; > 0,
i=1,...p, und dadurch auch die positive, symmetrische Matrix

S=VATA, S=5T, (24.108)
mit denselben Eigenvektoren wie S? und den positiven Eigenwerten /A; . Die Matrix
O=AS!', O0'=0"1, (24.109)

ist orthogonal, wie ST"TATAS ™! = S71§25~1 = 1 zeigt.
Da A und D invertierbar sind, kann A (24.105) eindeutig zerlegt werden

CIRTCEN a1
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wobei wir abkiirzend P :ACA)_lC und Q = O~!'B schreiben. S und S sind invertierbar
und symmetrisch, O und O sind orthogonale Matrizen. Gleichung (24.103) besagt

$2=14+PTP, sSQ=P'S, $*=1+Q"Q. (24.111)
Setzen wir Q = S~IPTS und S~2 = (1 + PTP)~! in der letzten Gleichung ein, so folgt
$?=1+SPS'S™'PTS oder 1=S2+4P(1+PTP)'PT. (24.112)

Was dies fiir $2 besagt, finden wir heraus, indem wir die Matrizen auf eine Basis,
nimlich die Eigenvektoren w von PPT anwenden, PPTw = Aw. Wenn P™w nicht ver-
schwindet, ist PTw Eigenvektor von PTP, (PTP)PTw = APTw, zu demselben Eigenwert.
Dann gilt \
Tpy—1pT L Or
P(1+P"P)"P w—P1+)\P W= W
Dies gilt auch, wenn PTw verschwindet, denn dann ist PPTw = 0, also A = 0. In (24.112)

eingesetzt ergibt sich 5w = S—2w oder $?w = (1 + A)w. Also ist

(24.113)

S?=1+pPPT. (24.114)

Dies gilt, wenn wir S auf Eigenvektoren von PPT anwenden. Da sie eine Basis in RY
bilden, gilt dies auch angewendet auf einen beliebigen Vektor, also als Matrixgleichung.
Aus gleichen Grund ist, angewendet auf Eigenvektoren von PPT und demnach fiir alle

Vektoren,
. —1

_ Also ist jede Lorentzmatrix eindeutig durch ein Paar von Drehspiegelungen O € O(p),
O € O(q) und eine drehungsfreie Lorentztransformation Lp, Lp = (Lp)T, gegeben, die
durch eine Matrix P mit q Zeilen und p Spalten bestimmt ist

(0 (V14 PTP pT
/\_( O)Lp, Lp_( b W)' (24.116)

Da q x p Matrizen P den Vektorraum RY9P bilden, gehort zu jeder Lorentztransfor-
mation genau ein Punkt in der Mannigfaltigkeit O(p) x O(q) x R9P, die aus Tripeln
(0, O, P) besteht. Da R9P zusammenhéngend ist und die Drehspiegelungen jeweils zwei
Zusammenhangskomponenten haben, hat O(p, q) mit (qp) > 0 genau vier Zusammen-
hangskomponenten.

Lorentztransformationen A mit detO = detO = 1 erhalten die Orientierung der
zeitartigen und der raumartigen Richtungen und bilden die eigentliche Lorentzgruppe
SO(p, q)", die zusammenhiingend ist. Die anderen Zusammenhangskomponenten von
O(p, q) erhdlt man durch Multiplikation mit der Zeitumkehr 7 und mit der Raumspie-
gelung P, die eine ungerade Anzahl zeitlicher oder rdumlicher Koordinaten spiegeln,
sowie mit TP,

T = ) . P= (24.117)
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Die Lorentztransformation Lp wirkt in 1+ 1-dimensionalen Unterrdumen U; des Min-
kowskiraumes RP>9, die zueinander senkrecht stehen, jeweils wie die Lorentztransforma-
tion (6.14). Der zu diesen Unterrdumen senkrechte Unterraum bleibt punktweise invari-
ant.

Dies sieht man durch Betrachtung der Eigenvektoren w; von PPT. Sie stehen aufeinan-
der senkrecht, wenn sie zu verschiedenen Eigenwerten gehoren, und kénnen zueinander
senkrecht gewdhlt werden, wenn der Eigenwert entartet ist. Wir wéhlen sie zudem nor-
miert W;FW;L = &ij. Gleiches gilt fiir die Eigenvektoren von PTP, die durch PTw;/v/A;
gegeben sind, wenn der zugehorige Eigenwert nicht verschwindet. Im weiteren bezeichne
w; einschrinkender Eigenvektoren mit nichtverschwindendem Eigenwert.

Die Eigenvektoren u; von PPT zum Eigenwert 0, PPTu; = 0, werden schon von PT
vernichtet, PTu; = 0, denn aus PPTu; = 0 folgt uPP™u; = 0. Dies ist die Summe
der Quadrate der Komponenten von PTu; und verschwindet nur, falls PTu; = 0 ist.
Entsprechend gilt Pv, = 0 fiir Eigenvektoren v, von PTP zum Eigenwert 0.

Da die Eigenvektoren von PPT ebenso wie die Eigenvektoren von PTP aufeinander
senkrecht stehen, sind die N Vektoren des Minkowskiraumes

1 PTWi 0 Vi 0
) ) o)) ()

ein Vielbein, also eine orthonormierte Basis.
Die Vektoren ny und m; werden von Lp invariant gelassen. Die Punkte at; +bx; der
Unterrdume Ui, die von t; und x; aufgespannt werden, transformieren ineinander

Lrti=VI+Ati+VAixi, Lexi=vAti+vV1I+Aix,

o ' a’ (VIEN \/7\71 a (24.119)
Lp(ati+bxi) =a ti+b'xy, (b,)_< \/}\_1 1+}\i) (b) .

Dies sind zweidimensionale Lorentztransformationen wie in (6.14) mit Geschwindigkeit

Ai
—/ . 24.120
VEA TN ( )

Beim Vorzeichen der Geschwindigkeit v ist zu beachten, dafl (6.14) eine Koordinaten-
transformation beschreibt und nicht eine aktive Transformation von Punkten.
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MeBwerte Q sind Produkte einer Mafizahl z € R oder eines Fehlerintervalls mit ganzzah-
ligen Potenzen von Mafleinheiten q = (qi, qs,...qn), deren Produkt auch Dimension
des Mefiwerts heifft. Man kann Mef3werte addieren und multiplizieren. Mathematisch ge-
sprochen bilden sie eine Polynomalgebra von Einheiten und ihren Inversen. So verwendet
das s1-System (Internationales Einheitensystem, auch MKSA-System genannt) die Ein-
heiten Meter, Kilogramm, Sekunde, Ampere, Kelvin und Mol (n = 6). Physiker brauchen
auch einige Wurzeln aus diesen Einheiten, weil es zum Beispiel in der Quantenmecha-
nik Groflen gibt, die Wellenfunktionen 1\ : R* — C, x — (x), deren Betragsquadrat
Wahrscheinlichkeitsdichten sind. Daher hat 1 (x) die MaBeinheit Meter—2.

Die Summe zweier MefigroBlen unterschiedlicher Dimension ist direkt: 299 792 458
Meter + 5 Kilogramm, kann eindeutig in 299 792 458 Meter und 5 Kilogramm zer-
legt werden. Daher betrachtet man normalerweise nur Summen von Mefgrolen gleicher
Dimension. Allerdings ist nicht immer klar, was genau dies heif}t.

Ist ein Fufl verschieden von 1,646 - 10~* nautischen Meilen? Fiir Piloten ja, denn in der
Luftfahrt sind Hohe und Entfernung grundverschieden und werden in diesen verschie-
denen Einheiten gemessen. Holzféller hingegen wandeln beim Féllen von Baumen Héhe
mit dem obigen Umrechnungsfaktor in Lénge.

Sind Kilo oder Milli Einheiten? Sicher nicht: die Namen stehen fiir die Faktoren 1000
und 1/1000. Was aber ist ein Mol anderes? Es bezeichnet die Avogadrozahl

1 mol = Na = 6,022142-10% | (25.1)

namlich die Zahl von Atomen in 12 Gramm des Kohlenstoffisotops C-12. Solange diese
reelle Zahl nur mit einem grofleren Fehler bekannt ist, als die Stoffmenge 12 g reprodu-
zierbar ist, mag es sich lohnen, Mol als Einheit aufzufassen. Dennoch begreife ich sie als
mafsystemunabhéngige Zahl wie Kilo, Mega oder Giga.

Die Reaktionsrate oder katalytische Aktivitidt von einem mol pro Sekunde hat in der
Chemie den Namen Katal und das Formelzeichen kat= mol/s.

Bei allen Kreissegmenten mit demselben Offnungswinkel ist das Verhiltnis der Bo-
genlédnge zum Radius gleich. Also kann man mit diesem dimensionslosen Verhéltnis den
Winkel angeben. Die hinzugefiigte Mafleinheit Radiant (rad) ist tiberfliissig, denn 1 rad
ist 1. Sie besagt lediglich, dal die Zahl, von der man spricht, einen Winkel bezeichnet.

Der Vollkreis hat den Winkel 27t. Man unterteilt ihn in 360 Winkelgrade. Also ist ein
Winkelgrad die Zahl /180 ~ 0,0174533 (1.31).

Der Raumwinkel eines Teils der Kugeloberfliche ist die Grofle dieser Flache geteilt
durch das Quadrat des Kugelradiusses. Dieses dimensionslose Verhéltnis von Fliachen
betréigt bei der vollstandigen Kugeloberflache 47t. Die Mafleinheit Steradiant (sr) besagt
nur, dafl die Zahl einen Raumwinkel bezeichnet, denn 1 sr ist 1.
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Vorsicht ist geboten bei Groflen, die pro Radiant oder pro Steradiant angegeben wer-
den, etwa die Lichtstirke einer Kerze, den Energiestrom pro Raumwinkel. Der Gesamt-
energiestrom ist das Integral iiber den Raumwinkel und bei richtungsunabhéngigem In-
tegranden das 47t-fache der pro Raumwinkel angegebenen Grofle.

Viele Produkte der Mafleinheiten haben eigene Namen. Sie sind zusammen mit den
Werten der wichtigsten Naturkonstanten in der folgenden Tabelle aufgelistet. Dabei sind
die Zahlen in den Spalten m, kg, s und A die Potenzen dieser Mafleinheiten. Beispielsweise
besagt die Zeile elektrische Feldkonstante ey = 107/(47z2) m—3 kg s* A2 mit

Ze = 299792458 . (25.2)

Tabelle 25.1: MaBeinheiten und Naturkonstante

Grofe Mafleinheit Zeichen Wert mkg s A
Lénge Meter m 1 1000
Masse Kilogramm kg 1 0100
Zeit Sekunde s 1 0010
Strom Ampere A 1 0001
Lichtgeschwindigkeit c Zc 1 0-10
elektrische Feldkonstante €0 107/ (4mz?) -3-142
Wirkungsquantum h 1,0545716-1073 2 1-1 0
Gravitationskonstante Gn 6,673-107 11 3-1-20
Induktionskonstante o 47t-1077 1 1-2-2
Ladung Coulomb C 1 0011
Kapazitét Farad F 1 -2-142
Dosis, Energie pro Masse Gray Gy 1 2 0-20
Frequenz, Rate Hertz Hz 1 0 0-10
Induktivitat Henry H 1 2 1-2-2
Energie Joule J 1 2120
Kraft Newton N 1 1 1-20
Widerstand Ohm Q 1 2 1-3-2
Druck, Energiedichte Pascal Pa 1 -1 1-20
Leitfdhigkeit Siemens S 1 -2-132
Magnetfeldstérke (sI) Tesla T 1 0 1-2-1
Spannung Volt \% 1 2 1-3-1
Leistung Watt W 1 2 1-30
magnetischer FluB (s1) Weber Wb 1 2 1-2-1

Becquerel und Hertz ist dieselbe Einheit, Bq = Hz. Zerfélle oder Schwingungen pro
Sekunde sind eine Anzahl pro Sekunde.

Die Einheit Candela fiir Lichtstdrke war nur solange von den iibrigen Einheiten un-
abhingig, wie man die Leistung einer Lichtquelle nicht mit anderen Energiestromen
vergleichen konnte. Nachdem man Lichtstérke geniigend genau messen kann, ist eine
Candela als der Energiestrom cd = 1/683 Watt pro Raumwinkel festgelegt. Eine in alle
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Richtungen mit einer Lichtstdrke von einer Candela strahlende Kerze strahlt insgesamt
47t/683 Watt Lichtleistung ab. Candela und Watt sind nicht verschiedener als Fufl und
nautische Meile.

Solange man Lichtstdrken miteinander genauer vergleichen als ihren absoluten Wert
bestimmen konnte, rechtfertigte dies eine eigene Mafleinheit fiir Lichtstéarke. Entspre-
chend miiite man aber fiir die Massen der Planeten und Monde eine eigene Einheit
einfithren, denn aus der Beobachtung ihrer Bahn kann man ihren Schwarzschildradius

2Gym
TSchwarzschild = CI;I (253)

mit groferer Genauigkeit als die Newtonsche Gravitationskonstante bestimmen. Daher
sind die Verhéltnisse des Massen m, die man aus den beobachteten Schwarzschildradien
berechnet, genauer als die Massen selbst.

Gefiihlte Temperatur, empfundene Helligkeit (Lux, Lumen) und #quivalente Energie-
dosis (Sievert) sind biologische Einheiten, weil in ihre Definition die Auswirkung auf den
Menschen, beispielsweise die Empfindlichkeit des Auges, eingehen.

Besteht zwischen zwei Mafleinheiten ein universeller Zusammenhang, so kann man
ihre Dimension identifizieren und sie ineinander umrechnen. Dies vereinfacht viele Glei-
chungen der Physik und legt ihren wesentlichen Kern frei.

So kann man mit Hilfe der Boltzmann-Konstanten

kg =8,617342(15) 10 ° eVK™! (25.4)

die Temperatureinheit als Energieeinheit auffassen und Kelvin (K) in Elektronvolt (eV)
umrechnen,’

kg =1 o 1K=8617342(15)10° eV , 11600 K =1 ¢V |, (25.5)
genau so, wie man Elektronvolt (eV) in Joule (J) umrechnet,
1 eV =1,602176462(63) 1072 J . (25.6)

Fafit man Temperaturen als Energien auf, so hat die Boltzmann-Konstante kg den
Wert 1, nicht anders als die Einheiten Radiant oder Steradiant.

Alle Grundeinheiten sind im Laufe der Geschichte zunéchst willkiirlich festgesetzt wor-
den, weil man in einem Kontinuum moglicher Werte keine physikalisch ausgezeichneten
Einheiten kannte. Das hat sich mit dem Fortschritt der Physik gedndert.

Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, c, das Plancksche Wirkungsquantum h, die
elektrische Feldkonstante ¢y und Newtons Gravitationskonstante Gy konnen statt der
si-Einheiten als Grundeinheiten verwendet werden.

Mit welchem Zahlenfaktor ¢y und Gy als Grundeinheiten verwendet werden, ist al-
lerdings willkiirlich: in Heaviside-Lorentz-Einheiten (gq) werden die Maxwellgleichungen
einfach, dafiir ist das Coulomb-Potential komplizierter als in Gauf-Einheiten (47t e).

1Zur Oberflichentemperatur der Sonne, 5780 K, gehort also beim Sonnenlicht eine mittlere Photon-
energie von etwa 0,5 eV, mehr als eine GréBlenordnung kleiner als die Rydbergenergie (25.10).



268 25 MafBsysteme

Die Gravitationskonstante Gy zeichnet zusammen mit der Lichtgeschwindigkeit ¢ und
dem Planckschen Wirkungsquantum h die Energieskala der Planckmasse

‘h 5
Mplanac? = G—C —1,2209 10 GeV (25.7)
N

aus. Untersucht man aber theoretisch Ablaufe, in denen die Quantenmechanik, die endli-
che Ausbreitungsgeschwindigkeit von Licht und die Gravitation gemeinsam wichtig sind,
namlich die gravitative Streuung von hochenergetischen, neutralen Teilchen, so zeigt sich,
daB die Gravitation schon bei einer Energie, die um /327t ~ 10 kleiner ist, so stark wird,
dafl unser bislang erfolgreiches Verfahren zur Auswertung der Theorie (Stérungstheorie,
Feynmangraphen) versagt. Daher ist die Energieskala, bei der Gravitation stark wird,
wohl etwa um einen Faktor 10 kleiner als 10! GeV.

Bei ¢ und h liegen auch die Zahlenfaktoren fest, mit denen sie als Einheit verwendet
werden sollten: die Lichtgeschwindigkeit ¢, nicht ein Vielfaches, ist die Grenzgeschwindig-
keit fiir jeden je beobachteten Transport von Energie oder Impuls. Ebenso ist h, nicht ein
Vielfaches, der Drehimpuls eines Photons und die kleinstmogliche Drehimpulsénderung.

Welche der Naturkonstanten man zweckméfligerweise als Einheit verwendet, héngt
von dem Bereich der Physik ab, den man betrachtet: die Elektrostatik vereinfacht sich
in Einheiten von ¢q oder 47te statt der Stromeinheit Ampere (A). Relativistische Physik
enthiillt die Gemeinsamkeiten von Zeit und Raum, wenn man in Einheiten der Lichtge-
schwindigkeit ¢ rechnet, und Meter (m), urspriinglich als das 40 000 000-stel des dquato-
rialen Erdumfangs definiert, in Sekunden (s) umrechnet (1.52)

c=1 & 15=299792458 m . (25.8)

In der Quantenmechanik ist es vorteilhaft, i als Einheit zu verwenden.

Die Grofe ey kommt im Potential des Wasserstoffatoms als e?/(47teo) zusammen mit
der Ladung e des Elektrons vor. Diese Einheitenkombination hat die Dimension Energie
mal Lénge, denn durch den Abstand vom Schwerpunkt geteilt, ergibt sich die potentielle
Energie im Wasserstoffatom. Ebenfalls die Dimension Energie mal Lénge hat fic, denn h
hat die Dimension einer Wirkung, also von Energie mal Zeit oder von Impuls mal Léange.
Folglich ist die Feinstrukturkonstante

e? 1
x = N —
4meghe 137

(25.9)

eine dimensionslose, maflsystemunabhéngige Zahl, die die Stédrke der elektromagneti-
schen Wechselwirkung nicht nur des Elektrons charakterisiert. Die Feinstrukturkonstan-
te ist universell, da alle anderen Ladungen ganze (bei Quarks drittelzahlige) Vielfache
der Elektronladung sind.

Zur Elektronmasse m gehort die Ruhenergie des Elektrons, mc? ~ 511 keV. Aber
die Schrodinger-Gleichung, aus der man die Energien des Wasserstoffatoms ausrechnet,
enthilt kein ¢ und die Elektronmasse nur im Verhiltnis m/h2. Also ist die Energieskala
des Wasserstoffatoms die Rydbergenergie (der Faktor 1/2 ergibt sich aus der Schrédin-
gergleichung)

1
Ry =3 o’mc? ~ 13,6 eV . (25.10)
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Die Wirkung h hat die Dimension von Lénge mal Impuls. Durch den Impuls m c geteilt
erhélt man daher eine Lange, die um den Faktor 27t reduzierte Comptonwellenlénge des
Elektrons,

h
A= o 3,861592642(28) 107 m . (25.11)

Die Schrodingergleichung des Wasserstoffatoms enthélt kein ¢ und enthélt die Masse m
nur im Verhéltnis zu h?. Folglich ist der Bohrsche Radius

~ 0,529 107" m (25.12)

a=
axmec

die Léngenskala des Wasserstoffatoms.
Die Naturkonstanten oder andere Einheiten Qq, Qs, ... sind durch Mafizahlen Z; € R, ,
Z; > 0, und Potenzen der Si-Einheiten qq, gs, ... gegeben,

n
Qi =Ziai"qs* ... g5t = Zi | J(aw) . (25.13)
Wenn die Vektoren e; = (eyi, €2i,...eni) € R™, zu denen wir die Exponenten zusam-

menfassen, linear abhéngig sind, ) ; e; Ay = 0, so kombinieren sich die entsprechenden
Potenzen der Naturkonstanten zu mafsystemunabhéngigen Zahlen Z(A), beispielsweise
zur Feinstrukturkonstanten,

o= ([12) aF o™i _HzA (25.14)

Sind hingegen n Exponentenvektoren ey, e, ... e, in (25.13) linear unabhéngig, also
eine Basis, so kann man die reskalierten Groflen

n

Qi = CZQ— =] [(aw)e (25.15)
k=1

nach den Einheiten q; auflésen

- ﬁ QiEij g Z exikij = 0y (25.16)
i=1 i

und daher geeignete Wurzeln der Gréflen Qq, Qo, ... Q, als Einheiten verwenden. Wur-
zeln entstehen bei solch einem Basiswechsel, weil die Matrixelemente der inversen Ma-
trix E einer ganzzahligen Matrix e normalerweise rationale Zahlen sind.

Die Formel zeigt, dafl die triviale Aufgabe, eine Mafleinheit q zugunsten einer Natur-
konstanten Q zu eliminieren, fiir mehrere Naturkonstanten das Invertieren von Matrizen
erfordert und nur noch von wenigen im Kopf gelést werden kann.

Nach m und A aufgelst erhilt man aus ¢/z. = ms™ und 47z 10~ 7¢y = m kg 's*A?

1 4 2
m=—s'ke®cle® , A=) s ikgtcieyt (25.17)
Ze 107 z..

und kann alle Groflen der Tabelle (25.1) durch die Einheiten s, kg, ¢ und €, ausdriicken.
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Tabelle 25.2: Umrechnung in s kg ¢ €

Zeichen Wert(m kg s A) mkg s A Wert(s kg ¢ €g) s kg ¢ €9
m 1 1000 z7! 1 0 1 0
kg 1 0100 1 0 1 0 0
s 1 0010 1 1 0 0
A 1 0001 (471/(1072.))2  -1/2 1/2 3/2 1/2
c Ze 1 0-10 1 0 0 1 0
€o 107/(4mz2) -3 -1 4 2 1 0o 0 0 1
h 1,0545716-1073 2 1-1 0 1,0545716-107%z;2 1 1 2 0
Gn 6,673-10711 3-1-20  6,673-1071z73 1 -1 3 0
lo At-1077 1 1-2-2 1 0 0 -2 -1
C 1 0011 (4107 7/z)2  1/2 1/2 3/2 1/2
F 1 2 -1 4 2 4711077 2, 1 0 1 1
Gy 1 2 0-2 0 22 0 2 0
Hz 1 0 0-10 1 10 0 0
H 1 2 1-2-2 107/ (47 z,) 1 0 -1 -1
J 1 2 1-2 0 22 0 1 2 0
N 1 1 1-20 z! 1110
Q 1 2 1-3-2 107/ (47 z, ) 0 0 -1 -1
Pa 1 1120 Zc 31 -1 0
S 1 2-13 2 47t1077 2 0o 0 1 1
T 1 0 1-2-1 (107zc/(4m))2  -3/2 1/2-3/2-1/2
\Y% 1 2 1-3-1 (4 221077)"2  -1/2 1/2 1/2-1/2
W 1 2 1-30 22 1120
Wh 1 2 1-2-1 (4mz310°7)"2  1/21/2 1/2-1/2

Im relativistischen Heaviside-System vernachléssigt man einfach die Potenzen von ¢
und €, und liest beispielsweise 1 Henry = 107/(299 792 458 - 471) s.

Gleichungen zwischen physikalischen Grofien gelten ja genau dann, wenn die Groflen in
ihrer Mafizahl und der Potenz der Einheiten iibereinstimmen. Sie gelten daher auch, wenn
man einige der Einheiten durch 1 ersetzt, genauso wie die Gleichheit von Funktionen
P(z) = Q(z) die Gleichung P(1) = Q(1) zur Folge hat. Gilt eine Gleichung im SI-System
m, kg, s, A, so gilt sie auch in den Einheiten s, kg, ¢, €. Denn die einen Einheiten kénnen
umkehrbar in die anderen umgerechnet werden. Die Gleichungen gelten unverdandert,
wenn man ¢ und €q durch 1 ersetzt, also alle Faktoren ¢ und €, weglafit.

Zwar kann man dann den physikalischen Gréflen nicht mehr die weggelassenen Ein-
heiten ansehen, aber man kann sie jederzeit wieder hinzufiigen, wenn man weif3, welcher
physikalischen Grofle, beispielsweise einer Kraft oder einer Leistung, diese Mafzahl zu-
kommt. Das ist in der Geometrie nicht anders. Dort verwenden Mathematiker Einheits-
vektoren, statt Vektoren, die eine Langeneinheit lang sind. Am Ende jeder einheitenlosen
Rechnung kann man die Einheit rekonstruieren, wenn man weify, ob das Ergebnis eine
Lénge, eine Flache oder ein Volumen ist.
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Wie die Tabelle 25.2 bei der Widerstandseinheit Ohm zeigt, ist ¢ '€, * ein elektrischer
Widerstand. Die Feinstrukturkonstante o = e?/(47 eghic) (25.9) ist dimensionslos. Folg-
lich ist . )

e e

RKlitzing B 2mth B h (2518)

eine Leitfidhigkeit, die, da sie von h, nicht aber von ¢ abhéngt, fiir Experimente wich-

tig sein sollte, die Quanteneigenschaften von langsam bewegten Elektronen betreffen.

Tatséchlich treten im Kontinuum denkbarer Leitfahigkeiten beim Quantenhalleffekt die

diskreten, ganzzahligen Vielfache dieser Leitfdhigkeit auf. Da sie hochgenau und mit

vergleichsweise geringem Aufwand gemessen werden kann, wird erwogen, ihr Inverses,
die von Klitzing-Konstante

RKlitzing = 25 812,807 Q (25.19)

statt der Stromeinheit Ampere als Basiseinheit des s1-Systems zu definieren.
Mit m = 10%cm, kg = 103g und A = 10z, cm?g2s 2(47eo)? kann man die Grofen
der Tabelle 25.1 leicht in Gaufleinheiten, cm, g, s und 47e, umrechnen.

Tabelle 25.3: Umrechnung in cm g s 47teg

Zeichen Wert(m kg s A) mkg s A Wert(cm g s 4mep) cm g s 47eg
m 1 1 000 10 1 0 0 0
kg 1 0 100O0 103 0 1 0 0
S 1 0 010 1 0 0 1 0
A 1 0001 10 zc 3/21/2 -2 1/2
c Zc 1 0-10 10%z, 1 0 -1 0
€0 107/(4mt2?) -3-1 42 (47r) 1 0 0 0 1
h 1,0545716-1073 2 1-1 0 1,0545716-1072" 2 1 -1 0
Gn 6,673 10711 3-1-20 6,673-1078 3 -1 -2 0
C o 47t-107° 2, 2 1-3-2 4102z ! -1 0 1 -1
C 1 0011 10 zc 3/21/2 -1 1/2
F 1 -2 -1 4 2 107522 10 0 1
Gy 1 2 0-2 0 10° 2 0 2 0
Hz 1 0 0-10 1 0 0 -1 0
H 1 2 1-2-2 10°/22 -1 0 2 -1
J 1 2 1-20 107 2 1 -2 0
N 1 1 1-20 10° 1 1 -2 0
Q 1 2 1-3-2 10°/22 -1 0 1 -1
Pa 1 -1 1-20 10 -11 -2 0
S 1 -2-13 2 1075 22 1 0 -1 1
cT ze 1 1-3-1 10° 1/21/2 -1 -1/2
v 1 2 1-3-1 10 /2, 1/21/2 -1 -1/2
W 1 2 1-30 107 2 1 -3 0
¢ Wb ze 3 1-3-1 108 3/21/2-1/2 -1/2
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Allerdings verwendet man im Gauflschen System die Bezeichnung Magnetfeld fiir das
mit ¢ multiplizierte Magnetfeld des SI-Systems

BGauB =cC BSI . (2520)

Dann ist die Lorentzkraft q(E4+vxBg) = q(E+¥XBgaus). Das scheint komplizierter, aber
so definiert haben das elektrische Feld E und das Magnetfeld Bqaug dieselbe Mafleinheit
und konnen der Gréfle nach verglichen werden,

107%¢T =Gs=cm 2 g?s ! (4reg) 7 (25.21)
Tabelle 25.4: Mafleinheiten und Naturkonstante im Gauflschen System
Grofle MafBeinheit Zeichen Wert cm g sdmeg
Lange Zentimeter cm 1 1 00 O
Masse Gramm g 1 0 10 O
Zeit Sekunde s 1 0 01 0
Strom 1 3/21/2-2 1/2
Lichtgeschwindigkeit c 10% z, 1 0-1 0
elektrische Feldkonstante €0 (47r)~ 1 0 00 1
Wirkungsquantum h 1,0545716-1072" 2 1-1 0
Gravitationskonstante Gn 6,673-1078 3 -1-2 0
¢ Induktionskonstante CHo 4102zt -1 01 -1
Ladung Franklin Fr 1 3/21/2-1 1/2
Kapazitét 1 1 00 1
Dosis, Energie pro Masse 1 2 0-2 0
Frequenz, Rate Hertz Hz 1 0 0-1 0
Induktivitat 1 -1 02 -1
Energie Erg erg 1 2 1-2 0
Kraft Dyn dyn 1 1 1-2 0
Widerstand 1 -1 01 -1
Druck, Energiedichte Barye Ba 1 -1 1-2 0
Leitfahigkeit 1 1 0-1 1
Magnetfeldstarke (Gau)  Gauf Gs 1 -1/21/2-1-1/2
Spannung Gilbert Gb 1 1/21/2-1-1/2
Leistung 1 2 1-3 0
magnetischer Fluff (Gaul) Maxwell Mx 1 3/21/2-1-1/2

Die Potenzen von 47tey werden im Gaufischen System nicht angegeben, sondern durch
Eins ersetzt. Zudem erspart man sich oft die Angabe der Einheit und ersetzt sie durch
das Symbol [esu] (elektrostatische Einheiten) als Platzhalter fiir die jeweils zutreffende
Mafeinheit in (halbzahligen) Potenzen von c¢m, g und s.

Man rechnet so nur mit den Mafizahlen.
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