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Kontinuitätsgleichung für Energie und Impuls . . . . . . . . . . . . . . . 154

Abhängigkeitsgebiet . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

Gaußsche Schachtel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

15 Differentialformen 159

Inhalte von Untermannigfaltigkeiten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161
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1 Vektorräume

Vektorräume V sind Mengen, deren Elemente, die Vektoren, man sinnvoll addieren und
vervielfältigen kann.

Die Formulierung:
”
Ein Vektor ist eine Größe, die Richtung und Betrag hat.“ beschreibt

Vektoren wie zu Beispiel Verschiebungen, Geschwindigkeiten, Stromdichten, Kraft, Im-
puls und Beschleunigungen scheinbar anschaulicher. Aber sie lenkt die Aufmerksamkeit
auf Eigenschaften, die nicht allen Vektoren zukommen – der Nullvektor hat keine Rich-
tung –, die sich bei Addition unübersichtlich verhalten, und die Größen besitzen können,
ohne Vektoren zu sein. So haben Drehungen Dαn eine Richtung n, die Drehachse, und
den Betrag des Drehwinkels α. Aber da man Drehungen nicht sinnvoll addieren und
vervielfältigen kann, D2πn = D0, sind sie keine Vektoren.

Viele Größen werden auf dieselbe Art addiert und vervielfältigt wie Ortsvektoren,
beispielsweise Einkaufszettel oder Warenpreise. Man kann sie genauso als Vektoren be-
greifen wie Parallelogramme und Stromdichten, die Parallelogramme durchströmen.

Der Begriff Vektor ist nicht daran gebunden, daß wir Vektoren in einer zweidimen-
sionalen Ebene oder in einem dreidimensionalen Raum anschauen können. So ist bei
Ereignissen oder bei Verabredungen nicht nur wichtig, wo sie stattfinden, sondern auch
wann. Sie werden also durch vier Angaben, drei Ortsangaben und die zugehörige Zeit
bezeichnet. Diese vierdimensionale Menge von Ereignissen, die Raumzeit, kann in Ab-
wesenheit von Gravitation als Vektorraum begriffen werden. Verschiebungen in dieser
Raumzeit, Vierergeschwindigkeiten, Viererbeschleunigungen und Viererimpulse bilden
zugehörige vierdimensionale Vektorräume, mit denen es sich genauso rechnen und den-
ken läßt wie mit dreidimensionalen Vektoren.

Daß dabei dem einen oder anderen die geometrische Anschauung abhanden kommt,
sollte man nicht überschätzen. Viele geometrische Sachverhalte in höherdimensionalen
Räumen werden schon in zweidimensionalen Grundrissen, Längs- und Querschnitten
oder Minkowskidiagrammen sichtbar und verständlich.

Die reellen oder komplexen Funktionen eines Bereichs bilden unendlichdimensionale
Vektorräume. Auch sie kann man geometrisch begreifen. Wenn man eine Funktion durch
einen einfacheren Ausdruck nähern will, bewertet man die Güte der Näherung mit der
Summe der Quadrate der Fehler und verwendet im Raum der Funktionen den gleichen
Abstand, c2 = a2 + b2, wie ihn Pythagoras für rechtwinklige Dreiecke formulierte. Im
unendlichdimensionalen Raum der Funktionen kann man wie in Kapitel 17 sinnvoll da-
von reden, daß zwei Funktionen weit voneinander entfernt sind oder daß sie zueinander
senkrecht sind.

Keine Vektoren sind zum Beispiel die Verschiebungen auf einem Zylinder oder einer
Kugeloberfläche, die Steigungen von Straßen oder die Temperaturen von Flammen. Eine
Kugeloberfläche ist keine Ebene, 100 Prozent Steigung und 100 Prozent Steigung ergibt
nicht 200 Prozent Steigung, und wer mit einer Kerze eine zweite anzündet, verdoppelt
nicht die Temperatur.
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Mathematische Struktur von Vektorräumen

Die mathematischen Strukturen von Vektorräumen sind kinderleicht. Jedes Kind kann
aus zwei Einkaufszetteln einen zusammenschreiben oder das doppelte von dem besor-
gen, was aufgeschrieben worden ist. Dabei hat es die grundlegenden Rechenoperationen
in Vektorräumen angewendet, die Addition und Vervielfältigung. Sie genügen für alle
Vektoren u, v und w und alle Zahlen λ und κ (in der Physik reell oder komplex) den
Regeln 1

u+ v = v+ u Kommutativität (Parallelogramm) (1.1)

(u+ v) +w = u+ (v+w) Assoziativität, (1.2)

u+ 0 = u Existenz eines Nullvektors 0 , (1.3)

u+ (−u) = 0 Existenz des entgegengesetzten Vektors, (1.4)

λ (κu) = (λ κ)u , 1u = u Einfaches und Vielfaches von u , 6= Torus (1.5)

(λ+ κ)u = λu+ κu Distributivgesetz, (1.6)

λ (u+ v) = λu+ λ v Strahlensatz. (1.7)

Nicht zu den mathematischen Operationen in Vektorräumen gehört die Division, auch
wenn in einigen Fällen Verhältnisse von Vektorkomponenten (6.25, 9.18) physikalische
Bedeutung haben.

Basis, Komponenten

Inhalte von Einkaufswagen oder Einkaufslisten

w = 2 kg Mehl + 5 kg Zucker + 1,2 Pfd Kartoffeln + . . .

oder Preise für Waren in e

u = 0,36 pro kg Mehl + 1,48 pro kg Zucker + 0,85 pro Pfund Kartoffeln + . . .

sind alltäglich auftretende Vektoren in hochdimensionalen Vektorräumen.
Der Vektor w = e1w

1 + e2w
2 + . . . ist eine Linearkombination (also eine Summe

von Vielfachen) von Basisvektoren e1, e2 . . . mit Komponenten w1, w2 . . . Dabei ist
e1 = 1 kg Mehl, e2 = 1 kg Zucker, . . . die Basis und (w1,w2, . . .) = (2, 5, . . .) die Kom-
ponenten. Die hochgestellten Zahlen (gelesen

”
w eins, w zwei,. . .“) bezeichnen in dieser

Notation nicht Exponenten, sondern numerieren Komponenten, untenstehende Zahlen
numerieren Basisvektoren. Die Notation ist nützlich, solange Exponenten nicht auftreten
oder aus dem Zusammenhang klar ist, ob die zweite Komponente des Vektors w oder
sein Längenquadrat gemeint ist.

Es ist ungewöhnlich, aber für die Matrixrechnung sehr praktisch, die Komponenten
w1,w2 . . . rechts von den Basisvektoren e1, e2 . . . zu notieren. Wegen des Druckbildes
schreiben wir die Komponenten von Vektoren im laufenden Text als Zeilen, auch wenn
wir sie bei Matrixmultiplikation in Spalten anordnen.

1λ und κ sind die griechischen Buchstaben lambda und kappa.
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Bei der Addition und skalaren Multiplikation von Vektoren addieren und vervielfälti-
gen sich die Komponenten,

u+w = (e1 u
1 + e2 u

2 + . . .) + (e1w
1 + e2w

2 + . . .)

(1.2)
= (e1 u

1 + e1w
1) + (e2 u

2 + e2w
2) + . . .

(1.6)
= e1 (u1 +w1) + e2 (u2 +w2) + . . . ,

(u+w)1 = u1 +w1 , (u+w)2 = u2 +w2 , . . . (1.8)

λu = λ (e1 u
1 + e2 u

2 + . . .)
(1.7)
= e1 λu

1 + e2 λu
2 + . . .

(λu)1 = λu1 , (λu)2 = λu2 , . . . (1.9)

Statt die Komponenten einzeln anzugeben, verwenden wir einen Index i, der die Werte
annehmen kann, mit denen wir die Basisvektoren abzählen und notieren die Gleichung
als

(u+w)i = ui +wi , (λu)i = λui , i = 1, 2 . . . . (1.10)

Eine Gleichung in Indexnotation ist genau dann richtig, wenn sie für jeden Wert, den der
Index i annehmen kann, erfüllt ist. Beispielsweise ist die Vektorgleichung u = λw genau
dann richtig, wenn jede Komponente ui = λwi erfüllt. Dieselbe Gleichung können wir
auch als uj = λwj schreiben, wobei j ein Index ist, der jeden der Werte annehmen kann,
mit denen wir die Basisvektoren abzählen. Was eine Gleichung mit einem Index besagt,
ändert sich nicht, wenn wir ihn in allen Termen gleich umbenennen.

Der Vektor w =
∑
i eiw

i = e1w
1 + e2w

2 + . . . ist eine Summe von Vielfachen der
Basisvektoren. In ihr tritt der Summationsindex i doppelt auf, einmal oben und ein-
mal unten, und durchläuft den Laufbereich der möglichen Werte. Die Summe hängt
nicht vom Namen i des Summationsindexes ab,

∑
i eiw

i =
∑
j ejw

j . Wir verwenden
als Kurzschreibweise die Einsteinsche Summationskonvention: Ein Indexpaar bezeichnet
auch ohne Summenzeichen die Anweisung, über den Laufbereich des Indexes zu sum-
mieren,

eiw
i := e1w

1 + e2w
2 + e3w

3 + . . . (1.11)

Für einen doppelt vorkommenden Index kann kein Wert eingesetzt werden, denn das
Indexpaar steht für die Summationsanweisung, über seinen Laufbereich zu summieren.

In Indexnotation kommt in einer Gleichung jeder Index, der nicht paarweise auftritt,
in jedem Term in gleicher Höhe vor: Die Gleichung ui = a , also u1 = a, u2 = a . . . , ist
meist nicht gemeint, sondern zeigt normalerweise einen Fehler an.

Dimension und lineare Abhängigkeit

Vektoren e1, e2 . . . en heißen linear unabhängig, wenn jede Linearkombination ei λ
i (Ach-

tung Summe!) nur dann verschwindet, wenn alle Koeffizienten λi, i = 1, 2 . . . Null sind.
Ein Vektorraum V ist n-dimensional, dim V = n, wenn er n, nicht aber n + 1, linear

unabhängige Vektoren e1, e2 . . . en enthält. Jedes geordnete n-Tupel von linear unab-
hängigen Vektoren e1, e2 . . . en heißt eine Basis.
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Jedes Element w des n-dimensionalen Raumes V kann als Linearkombination einer
Basis e1, e2 . . . en geschrieben werden, w = eiw

i . Dabei sind die Komponenten wi

eindeutig. Denn w, e1, e2 . . .en ∈ V sind linear abhängig, wλ+ ei λ
i = 0, wobei λ 6= 0,

sonst wären schon e1, e2, . . .en linear abhängig. Also gilt w = eiw
i mit wi = −λi/λ.

Ist zudem w = eiw
′ i, so gilt 0 = w−w = eiw

i−eiw
′ i = ei (w

i−w′ i), also wi = w′ i

für i = 1, 2 . . .n, da die Basisvektoren e1, e2 . . . en linear unabhängig sind.
Bei gewählter Basis e1, e2 . . . en kann jeder Vektorw durch das n-Tupel seiner Kompo-

nenten wi angegeben werden: V ist isomorph (in den betrachteten Strukturen gleich) zu
Rn oder Cn. Auch wenn Vektorräume so verschieden sein mögen wie Waren und Preise,
was ihre Addition und skalare Multiplikation angeht, sind sie alle einander gleich, wenn
ihre Dimensionen übereinstimmen.

Ort und Geschwindigkeit

Orte können in drei Richtungen verschoben werden. Die hintereinander ausgeführten
Translationen ~a bilden einen dreidimensionalen, reellen Vektorraum,

~a = ~eia
i , ~a =



a1

a2

a3


 , ~e1 =




1
0
0


 , ~e2 =




0
1
0


 , ~e3 =




0
0
1


 , (1.12)

wobei ~e1 die Verschiebung in x-Richtung, ~e2 die Verschiebung in y-Richtung und ~e3 die
Verschiebung in z-Richtung um eine Einheitslänge bezeichnet und + für Hintereinander-
ausführen steht.

Das ist ein mathematisches Modell der Wirklichkeit: der Raum ist dreidimensional, ist
kein Torus, hat keine Torsion, keine Krümmung und keine Löcher. Anderes ist denkbar
(Allgemeine Relativitätstheorie, string-Theorie) und kann sich als richtig erweisen.

Im Ortsraum gehört zu jedem Paar von Punkten A und B genau eine Translation−→
AB, die A nach B verschiebt. Wählt man einen Punkt O, den Ursprung, dann kann man

jeden Punkt A durch die Translation
−−→
OA bezeichnen, Sie heißt Ortsvektor. Ortsvektoren

hängen von der Wahl des Ursprungs ab, Differenzvektoren
−→
AB nicht.

−→
OB =

−−→
OA+

−→
AB⇔ −→

AB =
−→
OB −

−−→
OA

−−→
O′A =

−−→
O′O+

−−→
OA

−−→
O′B−

−−→
O′A =

−−→
O′O+

−→
OB− (

−−→
O′O +

−−→
OA) =

−→
OB−

−−→
OA

(1.13)

Ein Punktteilchen durchläuft mit der Zeit t seine Bahnkurve ~f . Sie ist eine Abbildung
der Zeit, die von einer Startzeit t zur Ankunftszeit t zunimmt, I = {t : t ≤ t ≤ t} , in
den Ortsraum,

Kurve ~f :

{
I ⊂ R → V

t 7→ ~f(t) = ~ei f
i(t)

. (1.14)

Glatte Bahnen können differenziert werden. Ihre Ableitung nach der Zeit ist die Ge-
schwindigkeit,

~v(t) =
d~f

dt
= lim
ǫ→0

~f(t+ ǫ) − ~f(t)

ǫ
. (1.15)
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Falls die Basisvektoren zeitunabhängig sind, sind die Komponenten der Geschwindigkeit
die Zeitableitungen der Komponentenfunktionen der Bahn,

~v =
d

dt
(~ei f

i) = ~ei
dfi

dt
. (1.16)

Sei ~fO die Bahn eines bewegten Ursprungs O relativ zu einem ruhenden Ursprung O′

und gebe ~f den Verschiebungsvektor vom bewegten Ursprung zu einem Teilchen. Es
hat bezüglich O die Geschwindigkeit ~v = d~f/dt und durchläuft bezüglich des ruhenden
Ursprungs O′ die Bahn ~fO + ~f mit der Gesamtgeschwindigkeit

~vGesamt(t) = lim
ǫ→0

~f(t+ ǫ) + ~fO(t+ ǫ) − (~f(t) + ~fO(t))

ǫ
= ~v(t) +~vO(t) . (1.17)

Also bilden Geschwindigkeiten einen Vektorraum.
Genau genommen ist diese Geschwindigkeitsaddition falsch. Sie unterstellt, daß die

Zeit t für den bewegten Ursprung und den ruhenden Ursprung gleich ist. Aber Zeit ist,
was Uhren messen, und verschieden bewegte Uhren ordnen, wie wir noch sehen werden,
denselben Ereignissen verschiedene Zeiten zu.

Dualraum V∗

Inhalte von Einkaufswagen bilden einen Vektorraum V . Preise der Waren bilden einen
dazugehörigen, aber anderen Vektorraum V∗ . Man kann Preise mit Zahlen, etwa der
Mehrwertsteuer 0,19 , multiplizieren und Kostenanteile, etwa für Transport und Groß-
handel, addieren.

Preise sind lineare Abbildungen von Waren: Der Preis in e,

p = 0,36 pro kg Mehl + 1,48 pro kg Zucker + 0,85 pro Pfund Kartoffeln ,

angewendet auf den Warenkorb

w = 2 kg Mehl + 5 kg Zucker + 1,2 Pfd Kartoffeln ,

ergibt die Zahlung

p(w) = 0,36 ∗ 2 + 1,48 ∗ 5 + 0,85 ∗ 1,2 = 9,14 .

Die Zahlung p(w) ist linear im Wageninhalt, w, x ∈ V,

p(w+ x) = p(w) + p(x) , p(λw) = λ p(w) . (1.18)

Ebenso bewirkt jede (räumlich konstante) Kraft F eine lineare Abbildung von Verschie-
bungen um ~x = ~eix

i auf die dabei verrichtete Arbeit F : ~x 7→ Fi x
i, F(~ei) = Fi .

Der Dualraum V∗ ist die Menge der linearen Abbildungen von V in die reellen (oder
komplexen) Zahlen. Im Dualraum sind Addition und Vervielfachung von p und q ∈ V∗

durch die Addition und Vervielfachung der Funktionswerte erklärt ,

(p+ q)(w) = p(w) + q(w) , (λ p)(w) = λ p(w) . (1.19)
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Summen und Vielfache linearer Abbildungen sind lineare Abbildungen.
Jede lineare Abbildung p eines n-dimensionalen Vektorraumes V ist durch ihre Wir-

kung auf eine Basis e1, e2 . . .en ,
p(ei) = pi (1.20)

festgelegt. Sei nämlich w = eiw
i ein beliebiger Vektor aus V , dann gilt

p(w) = p(eiw
i) = p(ei)w

i = piw
i = p1w

1 + p2w
2 + . . . . (1.21)

Betrachte bei gegebener Basis e1, e2 . . .en die linearen Abbildungen f1, f2 . . . fn ∈ V∗,
die jeden Vektor w ∈ V auf seine erste, zweite . . . n-te Komponente abbilden,

fi(w) = wi , fi(ej) = δij , (1.22)

δij =

{
1 falls i = j

0 falls i 6= j
. (1.23)

Das hierbei auftretende Kronecker-Delta δij hat den Wert Eins oder Null, je nachdem,
ob der Wert von i mit dem Wert von j übereinstimmt,

δ1
1 = δ2

2 = δ3
3 . . . = 1 , δ1

2 = δ2
1 = δ1

3 = . . . = 0 . (1.24)

Summen mit einem Kronecker-Delta vereinfachen sich. Es hat ja die Summe
∑
j δ
i
j a
j

nur einen nichtverschwindenden Summanden, weil δij verschwindet, wenn j die Werte
durchläuft, die vom Wert von i verschieden sind. Wenn der Wert von j den Wert von i
durchläuft, hat δij den Wert 1, demnach ist

∑
j δ
i
j a
j =

∑
j=i δ

i
j a
j = ai.

δ1
ja
j = δ1

1 a
1 + δ1

2 a
2 + δ1

3 a
3 + . . . = 1a1 + 0a2 + 0a3 + . . . = a1 ,

δ2
ja
j = δ2

1 a
1 + δ2

2 a
2 + δ2

3 a
3 + . . . = 0a1 + 1a2 + 0a3 + . . . = a2 , . . .

(1.25)

δij a
j = ai . (1.26)

Zum Formelbild: bei einer Summe von Komponenten aj mit einem Kronecker-Delta δij
verschwinden das Kronecker-Delta und das Summationsindexpaar. An die Stelle des
Summationsindexes tritt bei a der andere Index von δ , als wären δ und das Summa-
tionsindexpaar eine Angelschnur, die man von a aus einholt: sie verschwindet auf der
Rolle und der Fisch, der an der Schnur hängt, der Index i, landet an Bord.

Der Sachverhalt gilt unverändert, wenn statt aj Größen summiert werden, die mit
weiteren Indizes abgezählt werden, beispielsweise gilt δij δ

j
k = δik .

Eine Fallgrube ist die Summe δii ! Sie ergibt die Größe des Laufbereiches des Indexes i,
dessen Werte die Basis abzählen,

δii = δ1
1 + δ2

2 + . . . = 1 + 1 + . . . = n = Laufbereich = dimV . (1.27)

Jede lineare Abbildung p ∈ V∗ ist eine Linearkombination p = pi f
i der Abbildun-

gen fi,
pi f

i(w) = piw
i = p(w) . (1.28)
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Die Abbildungen f1, f2 . . . fn sind linear unabhängig, denn die Abbildung pi f
i verschwin-

det genau dann, wenn pi f
i(w) = piw

i für alle w ∈ V verschwindet, also falls alle pi = 0
sind. Demnach bilden die fi eine Basis des Dualraumes V∗, die Dualbasis zu ei .

Die Komponenten pi eines Dualvektors p = pif
i numerieren wir mit einem unteren

Index, die Vektoren fi der Dualbasis mit einem oberen.
Der Dualraum (V∗)∗ eines endlichdimensionalen Dualraumes V∗ kann mit dem ur-

sprünglichen Vektorraum V identifiziert werden, denn jedes w ∈ V definiert die lineare
Abbildung w : p 7→ w(p) := p(w) von V∗ in die reellen (komplexen) Zahlen. Am Dual-
raum kann man daher wie in einem Spiegel den ursprünglichen Vektorraum erkennen,
so wie man das Spiel eines Tennisspielers am Spiel seines Gegners ablesen kann.

Länge

Viele Vektorräume haben zusätzliche Struktur, nämlich Länge und damit Richtung.
Genügt die Länge dem Satz des Pythagoras, so heißen die Vektorräume euklidisch.

Sei ~a senkrecht zu ~b, ~a ⊥ ~b, und sei ~c = ~a + ~b ihre Summe, die Hypotenuse des
rechtwinkligen Dreiecks mit Katheten ~a und ~b. Dann gilt in der Euklidischen Ebene,
weil dort Flächen und Längen bei Drehen und Verschieben ungeändert bleiben, für ihre
Längen a,b und c der Satz des Pythagoras, c2 = a2 + b2.

a b

cb

a

a

b

a b

a

b
c2 + 4ab/2 =

a2 + b2 + 2ab

Abbildung 1.1: Satz des Pythagoras

Seien ~e1,~e2,~e3 . . . eine Orthonormalbasis, das heißt eine Basis aus aufeinander senk-
recht stehenden Vektoren mit Einheitslänge, dann hat jeder reelle Vektor ~c = ~eic

i das
Längenquadrat (dessen Wurzel, die Länge von ~c, auch Betrag von ~c heißt)

~c 2 = (c1)2 + (c2)2 + (c3)2 + . . . = cici , |~c| =
√

~c 2 . (1.29)

Aus dem Zusammenhang sollte klar sein, welche hochgestellten Zahlen Komponenten

✻
✲

π
2

sinxcosx

2π

Abbildung 1.2: Sinus und Cosinus

bezeichnen und welche das Quadrat.
Die Funktionen cos und sin sind

im rechtwinkligen Dreieck die Kathe-
tenlängen, bezogen auf die Länge der
Hypotenuse, als Funktion des Win-
kels zwischen Ankathete und Hypo-
tenuse,

cos2 α+ sin2 α = 1 . (1.30)
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Der Winkel α ist die Länge des Kreisbogens, geteilt durch den Radius. Da ein Kreis
mit Radius r einen Umfang 2πr hat, ist er ein Kreisbogen mit Winkel 2π. Das sind 360
Winkelgrade, demnach ist ein Grad die Zahl

360◦ = 2π , 1◦ =
π

180
≈ 0,0174533 . (1.31)

Skalarprodukt

Die Länge c der Summe zweier Vektoren ~a und ~b, die den Winkel δ = ∢(~a,~b) einschlie-

~a

~a+ ~b

|~b| cos δ

~b
|~b| sin δ

Abbildung 1.3: Länge von ~a+ ~b

ßen, (dann liegt γ = π − δ der Seite ~a + ~b

gegenüber) lesen wir aus Abbildung 1.3 ab.
In ihr ist ~a+~b die Hypotenuse eines recht-

winkligen Dreiecks mit Katheten der Längen
|~a| + |~b| cos δ und |~b| sin δ. Nach dem Satz
des Pythagoras und wegen der Summenre-
gel (1.30) gilt der Cosinus-Satz

(~a+ ~b)2 = (|~a| + |~b| cos δ)2 + (|~b| sin δ)2 = |~a|2 + |~b|2 + 2|~a||~b| cos δ ,

c2 = a2 + b2 − 2ab cosγ .
(1.32)

Andererseits ist das Längenquadrat in jeder Orthonormalbasis die Summe der Quadrate
der Komponenten (1.29)

(~a+ ~b)2 = (ai + bi)(ai + bi) = aiai + bibi + 2aibi = |~a|2 + |~b|2 + 2aibi . (1.33)

Also ist die Summe aibi der Produkte der Komponenten ai und bi bezüglich einer
Orthonormalbasis gleich dem Cosinus des eingeschlossenen Winkels δ mal den Beträgen
der Vektoren. Diese Summe nennt man das Skalarprodukt von ~a und ~b ,

~a ·~b = a1b1 + a2b2 + a3b3 + . . . , (1.34)

~a ·~b = |~a||~b| cos δ , cos(∢(~a,~b)) =
~a ·~b
|~a||~b|

. (1.35)

Den Cosinus des eingeschlossenen Winkels zweier Vektoren kann man mit dem Ska-
larprodukt (1.34) mit den Grundrechenarten berechnen: Multiplizieren, Addieren und
Wurzelziehen beim Berechnen der Beträge.

Das Skalarprodukt zweier von Null verschiedener Vektoren verschwindet genau dann,
wenn sie senkrecht zueinander stehen, also einen Winkel von 90◦ = π/2 einschließen.

Mit Hilfe des Skalarprodukts kann man leicht jeden Vektor ~a in seine Anteile parallel
und senkrecht zu einer Richtung ~n, ~n2 = 1, zerlegen,

~a = ~a‖ + ~a⊥ , ~a‖ = ~n(~n · ~a) , ~a⊥ = ~a− ~n(~n · ~a) . (1.36)

Das Skalarprodukt in einem reellen Vektorraum ist reell, symmetrisch und bilinear,
das heißt, linear in jedem der beiden Faktoren,

~a ·~b = ~b · ~a ,

~a · (λ1
~b+ λ2 ~c) = λ1 ~a ·~b+ λ2 ~a ·~c , (λ1~a+ λ2~c) ·~b = λ1 ~a ·~b+ λ2 ~c ·~b .

(1.37)
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Die Bilinearität ist aus (1.34) unmittelbar ersichtlich, während man sie dem Produkt
(1.35) der Beträge mit dem Cosinus des eingeschlossenen Winkels nicht ansieht.

Das Skalarprodukt eines Vektors mit sich ist sein Längenquadrat. In einem Euklidi-
schen Vektorraum, nicht aber in der Raumzeit, ist es positiv definit,

~a · ~a ≥ 0 , ~a · ~a = 0 ⇔ ~a = 0 . (1.38)

Das Skalarprodukt ist eine Differenz von Längenquadraten,

~a ·~b =
1

4

(
(~a+ ~b) · (~a+ ~b) − (~a− ~b) · (~a− ~b)

)
. (1.39)

Metrik

Da
√
u ·u die Länge des Vektors u ergibt, heißt das Skalarprodukt auch Metrik,

g : V × V → R , (u, v) 7→ g(u, v) = u · v . (1.40)

Sie ist permutationssymmetrisch und bilinear

g(u, v) = g(v,u) , g(u, v+w) = g(u, v) + g(u,w) , g(u, λ v) = λ g(u, v) , (1.41)

und daher durch ihre Werte für Basisvektoren festgelegt,

g(u, v) = g(eiu
i, ej v

j) = g(ei, ej)u
i vj = gij u

i vj , gij = g(ei, ej) = gji . (1.42)

Die Skalarprodukte der Basisvektoren sind die Komponenten der Metrik gij = ei · ej .
Hierbei treten zwei Indizes i und j auf, weil wir Paare von Basisvektoren abzählen, die als
erstes und als zweites Argument der Metrik auftreten. Die verschiedenen Indizes können
unabhängig voneinander Werte annehmen, mit denen wir die Basisvektoren abzählen.

Wenn wir in der Metrik g(u, v) die Summen u = ei u
i und v = ei v

i einsetzen, müssen
wir zunächst ein Paar Summationsindizes umbenennen, denn die Summen, aus denen u
und v bestehen, sind unabhängig voneinander. Hätten wir fälschlicherweise die Summe
v = ei v

i nicht umbenannt, so wäre der undefinierte Ausdruck g(ei, ei)u
i vi mit einen

vierfach auftretenden Index entstanden, der zum Beispiel den Term g(e1, e2)u
1 v2 nicht

enthält. Ein mehr als zweifach in einem Term auftretender Index zeigt in Indexschreib-
weise einen Fehler an.

In einem Raum mit Skalarprodukt gehört zu jedem Vektor u ∈ V der Dualvektor
ũ ∈ V∗, die lineare Abbildung, die jedem Vektor v sein Skalarprodukt mit u zuordnet,

ũ : V → R , v 7→ g(u, v) = g(u, ej v
j) = g(u, ej) v

j (1.43)

mit Komponenten ũj = g(u, ej) = gij u
i, ũ = gij u

i fj. Umgekehrt sind dann die
Komponenten von u eine Linearkombination der Komponenten von ũ, ui = gikũk .
Da u = ei g

ikũk und ũ eindeutig und invertierbar miteinander zusammenhängen, spart
man sich die unterscheidende Notation und läßt das Zeichen˜bei den Komponenten weg.
Man erkennt an der Indexstellung, ob es sich um die Komponenten des Vektors (oberer
Index) oder des dualen Vektors (unterer Index) handelt. Sie hängen durch

”
Herauf- und

Herunterziehen“ des Indexes miteinander zusammen

uj = gji u
i , ui = gik uk . (1.44)

Wie man die Koeffizienten gik der inversen Metrik berechnet, klärt erst (3.73).
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Orthonormalbasis

Ist das Skalarprodukt positiv definit, dann gibt es eine Orthonormalbasis ~ei (und viele
andere mehr). Ihre Vektoren haben Einheitslänge und stehen aufeinander senkrecht,

ei · ej = δij . (1.45)

Das hierbei auftretende Kronecker-Delta δij ist permutationssymmetrisch, δij = δj i ,
und hat den Wert Eins oder Null, je nachdem, ob der Wert von i mit dem Wert von j
übereinstimmt,

δij =

{
1 falls i = j

0 falls i 6= j
, (1.46)

δ11 = δ22 = δ33 = . . . = 1 , δ12 = δ21 = δ13 = δ31 = . . . = 0 .

Nur in einer Orthonormalbasis stimmen die Komponenten jedes Vektors u mit denen
des zugehörigen Dualvektors überein,

ui = δij u
j = ui . (1.47)

Sie sind folglich die Skalarprodukte mit den Basisvektoren

ui = u · ei , u = ei (ei ·u) . (1.48)

Die Doppelsumme g(u, v) = gij u
i vj, die das Skalarprodukt angibt, vereinfacht sich

zur schon bekannten Einfachsumme g(u, v) = δij u
i vj = ui vi (1.29),

u · v = ui vi . (1.49)

Bisher bestand in unseren Gleichungen jedes Summationsindexpaar aus einem oberen
und einem unteren Index. Jeder Index, der nicht zu einem Summationspaar gehörte,
trat an jedem Term in gleicher Stellung auf. Bei Komponenten bezüglich einer Ortho-

normalbasis treten auch Summationsindexpaare gleicher Indexstellung auf, wie (1.49)
zeigt. Indizes, die nicht paarweise auftreten, können an den verschiedenen Termen wie
in ui = ui = δij u

j oben oder unten vorkommen.

Dreiecksungleichung

Definiert man durch ~a ·~b = ai bi =:
√
aj aj

√
bk bk cos δ den Winkel δ zwischen ~a und ~b,

so muß man zeigen, daß der so definierte Cosinus in jedem Fall zwischen −1 und 1 liegt.
Dies gilt genau dann, wenn die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

|~a ·~b|2 ≤ |~a|2|~b|2 (1.50)

gilt. Sie ist richtig für |~b| = 0. Für |~b| 6= 0 und λ = −~a ·~b/|~b|2 betrachtet man

0 ≤ |~a+ λ~b|2|~b|2 = (~a+ λ~b) · (~a+ λ~b) |~b|2 = λ2 |~b|4 + 2λ (~a ·~b) |~b|2 + |~a|2|~b|2

= (λ |~b|2 + ~a ·~b )2 + |~a|2|~b|2 − (~a ·~b)2 = |~a|2|~b|2 − (~a ·~b )2
(1.51)

und ist fertig. Wegen |~a + ~b|2 = ~a2 + ~b2 + 2~a ·~b ≤ ~a2 + ~b2 + 2|~a||~b| = (|~a| + |~b|)2 folgt
die Dreiecksungleichung, |~a+ ~b|2 ≤ (|~a| + |~b|)2 . Im Dreieck ist die Verbindung über Eck
länger als die gerade Strecke.
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Das Längenquadrat der Raumzeit

In der Raumzeit definieren die Weltlinien von kräftefreien Teilchen und von Lichtpulsen

✻

✲

B B′

E

x

t

LichtLicht

Abbildung 1.4: Beobachter mit
auslaufenden Lichtstrahlen

Geraden. Dabei ist die Geschwindigkeit c von Licht
im Vakuum unabhängig von der Geschwindigkeit der
Quelle. Es gibt nicht schnelleres oder langsameres
Licht. Licht überholt nicht Licht! [4]

Die Weltlinien von Lichtpulsen in dieselbe Richtung
schneiden sich demnach nicht: sie sind in Raumzeit-
diagrammen parallel.

Michelsons und Morleys Messungen zeigen das

Relativitätsprinzip: Im Vakuum läßt sich, wenn

man gravitative Effekte vernachlässigt, Ruhe nicht von

gleichförmiger Bewegung unterscheiden.

Insbesondere kann man nicht anhand der Geschwin-
digkeit des Lichts einen gleichförmig bewegten Beobachter von einem ruhenden Beob-
achter unterscheiden. Es gibt keinen nachweisbaren Äther, dessen Bestandteile ein Ruh-
system definierten, und es gibt keine meßbare Weltzeit, die Ereignissen an sich zukäme.

Gibt man Länge einfach in Laufzeit von Licht an, so ist eine Sekunde die Länge
(Tabelle 25.2)

1 Sekunde = 299 792 458 Meter . (1.52)

Geschwindigkeiten sind dann dimensionslos und c hat den natürlichen Wert c = 1. Meter
pro Sekunde ist ein Zahlenfaktor wie Kilo oder Milli und bedeutet etwa 3,3 Nano

Meter

Sekunde
=

1

299 792 458
, c = 299 792 458

Meter

Sekunde
= 1 . (1.53)

Wir verwenden dieses Maßsystem und vermeiden alle Faktoren c. Denn sie erschweren
unnötigerweise das Lesen der Gleichungen und lenken vom Wesentlichen ab.

Sendet ein Beobachter B, dem seine mitgeführte Uhr die Zeit t− anzeigt, einen Licht-
puls zu einem Ereignis E und sieht er den reflektierten Puls zur Zeit t+, so ist t+ − t− =

thin+ther = 2 tLaufzeit die doppelte Lichtlaufzeit von B zu E und definitionsgemäß die dop-

t−

thin

t+

ther

B

Er
t

t′−

t′+
B′

E
t′

Abbildung 1.5: relativ gleichzeitig

pelte Entfernung r des Ereignisses E vom
Beobachter,

r = (t+ − t−)/2 . (1.54)

Da es keine anderweitig meßbare Welt-
zeit gibt, die dem Ereignis E an sich
zukäme, verwendet jeder Beobachter als
Zeit t, zu der ein Ereignis stattgefunden
hat, den Mittelwert von Sende- und Emp-
fangszeit, die ihm seine eigene Uhr an-
zeigt,

t = (t+ + t−)/2 . (1.55)
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Die Zeit t liegt um die Lichtlaufzeit nach t− und vor t+. Gleichzeitig zu E ist das
Ereignis t auf der Weltlinie des Beobachters, das mitten zwischen t− und t+ liegt.

Umgekehrt gilt – und rechtfertigt nachträglich die Notation –

t+ = t+ r , t− = t− r . (1.56)

Geometrisch konstruiert man in einem zweidimensionalen Raumzeitdiagramm bei ge-
gebener Weltlinie des Beobachters B die zu einem Ereignis E gleichzeitigen Ereignisse als

Bt+

t−

E

E′

Abbildung 1.6: gleich-
ortig und gleichzeitig
im Lichteck

Diagonale in einem Rechteck von Weltlinien von Lichtpulsen,
die wir Lichtstrahlen nennen. Das Rechteck heißt Lichteck [13].

Die bei E ein- und auslaufenden Lichtstrahlen schneiden die
Weltlinie des Beobachters [7, 16] in den Ereignissen t− und t+.
Die von t− auslaufenden Lichtstrahlen bilden mit den bei t+
einlaufenden Lichtstrahlen ein Lichteck t−Et+E

′. Da für die Er-
eignisse E und E′ die Zeiten t− und t+ übereinstimmen, finden
E und E′ für diesen Beobachter gleichzeitig, in gleicher Entfer-
nung und in entgegengesetzter Richtung statt. Wie man durch
Vergrößern und Verkleinern des Lichtecks bei festgehaltenem
Schnittpunkt der Diagonalen bestätigt, sind alle Ereignisse auf
der Geraden E′E für den Beobachter gleichzeitig.

Wie man durch Verschieben des Lichtecks t−Et+E
′ längs der

Weltlinie des Beobachters sieht, finden die Ereignisse, die auf ei-
ner Parallelen zu seiner Weltlinie liegen, für ihn in gleicher Entfernung und mit gleicher
Richtung der Lichtstrahlen, also am gleichen Ort ~x statt. Ebenso sind für ihn die Ereig-
nisse, die auf einer Parallelen zur Geraden durch E′ und E liegen, einander gleichzeitig.

Die Weltlinie des Beobachters und die für ihn zu einer Zeit stattfindenden Ereignis-
se bilden in Raumzeitdiagrammen die Diagonalen eines Lichtecks. Die eine Diagonale
besteht aus gleichortigen Ereignissen, die andere aus gleichzeitigen.

Gegeneinander bewegte Beobachter stimmen nicht darin überein, welche nacheinan-
der liegenden Ereignisse am gleichen Ort stattfinden. Denn die Weltlinien gegeneinander
bewegter Beobachter sind nicht parallel. Da dann auch die anderen Diagonalen in den
Lichtecken beider Beobachter nicht einander parallel sind, stimmen gegeneinander be-
wegte Beobachter auch nach Berücksichtigung von Laufzeiteffekten nicht darin überein,
welche verschiedenen Ereignisse zur gleichen Zeit stattfinden.

In der Raumzeit definiert die Zeit, die auf einer gleichförmig bewegten Uhr zwischen
zwei Ereignissen vergeht, die zeitliche Entfernung dieser Ereignisse.

Um diese Zeit zu bestimmen, liest ein Beobachter B wie in Diagramm 1.7 die Zeit auf
einer Uhr U ab, die sich gleichförmig bewegt, und vergleicht mit der eigenen Uhr [7, 16].

Einfachheitshalber mögen die Uhr und der Beobachter sich im Ereignis O treffen und
dabei ihre Uhren auf Null stellen. Dann zeigen die Uhren in jedem Ereignis die zeitliche
Entfernung zum Ursprung O an. Wenn der Beobachter auf die Uhr U schaut, die sich
gleichmäßig in Sichtlinie von ihm entfernt, und eine Zeit tU abliest, so ist dies die Zeit,
die auf U bis zum Abstrahlen des Lichtes vergangen war, das der Beobachter gerade
sieht. Dabei zeige ihm seine eigene Uhr die Empfangszeit tB an. Sie ist der Sendezeit
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proportional
tB = k(B, U) tU für tU > 0 , (1.57)

mit einem Faktor k(B, U), der nicht von der Sendezeit abhängt [4]. Denn wenn der

U B

O

tB

t′B

tU

t′U

Abbildung 1.7: Strahlensatz

Beobachter später auf der bewegten Uhr die Zeit t′U
abliest, so ist das Dreieck Ot′Ut

′
B dem Dreieck OtUtB

ähnlich und in allen Abmessungen um denselben Fak-
tor vergrößert. Daher sind die Verhältnisse tB/tU und
t′B/t

′
U gleich.

Schwingt in der Zeit tU ein von der Uhr mitgeführ-
ter Quarz n-mal mit einer Frequenz2 νU = n/tU, so
sieht der Beobachter diese n Schwingungen, während
auf seiner Uhr die Zeit tB vergeht. Er beobachtet also
die Frequenz

νB =
1

k(B, U)
νU . (1.58)

Die sichtbare Frequenzänderung der Uhr, die sich in
Sichtlinie entfernt, ist der longitudinale Dopplereffekt.
Er ist dem akustischen Dopplereffekt verwandt, den
man als jaulendes Abfallen der Tonhöhe vorbeifahren-
der Polizeisirenen oder Rennwagen hört.

Da sich gleichförmige Bewegung nicht von Ruhe unterscheiden läßt, hängt k nur von
der Relativgeschwindigkeit von U und B ab und nicht wie bei Schall auch von ihrer
Geschwindigkeit gegenüber einem Medium. Zudem hängt k davon ab, ob die verwendeten

B S U

τ
τ′

O

Abbildung 1.8: Uhrenvergleich

Uhren gleich gehen. Das kann man einfach able-
sen, wenn sie ruhen. Bewegen sie sich, so muß man
die Laufzeiten berücksichtigen, die das Licht von
beiden Uhren bis zu demjenigen braucht, der sie
abliest. Solch eine Laufzeitkorrektur erübrigt sich
aber für einen Schiedsrichter S, der wie in Ab-
bildung 1.8 stets mitten zwischen den Uhren ist.
Lichtpulse, die er zu einer Zeit zu B und U aussen-
det, und die jeweils zurückgestreut werden, tref-
fen beide immer zur gleichen Zeit wieder bei ihm
ein. Da er stets gleich weit von beiden Uhren ent-
fernt ist, sind die Lichtlaufzeiten von beiden Uh-
ren zum Schiedsrichter gleich [7, 16]. Beide Uhren
gehen gleich, wenn sie dem Schiedsrichter gleiche
Zeiten anzeigen:

τ′ = τ . (1.59)

Dies definiert geometrisch, welche Längen auf geraden Weltlinien gegeneinander be-
wegter Beobachter und Uhren gleich sind, und stimmt ausnahmslos in allen Beobach-
tungen mit dem physikalischen Verhalten gleicher, realer Uhren überein.

2ν und τ sind die griechischen Buchstaben nü und tau. τ ist von r und ν von v zu unterscheiden.
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Wir verlängern die Weltlinien des Lichtpulses, der von der Uhr U empfangen und
reflektiert wird, wenn sie die Zeit τ anzeigt, bis zur Weltlinie des Beobachters B und

B S U

τ =
√
t+t−

t+

t−

τ′

O

Abbildung 1.9: Satz des Minkowski

bezeichnen in Abbildung 1.9 mit t− und t+ die
Zeiten, die die Uhr von B anzeigt, wenn er den
Lichtpuls zu U aussendet und wieder empfängt.
Wegen (1.57) zeigt die Uhr von B die Zeit

τ′ = k(B, S) k(S, B) t− (1.60)

an, wenn der Lichtpuls wieder einläuft, der zur
Zeit t− ausgesendet wurde und der von S reflek-
tiert wurde. Denn τ′ ist ein Vielfaches der Zeit,
zu der der Lichtpuls von S reflektiert wird, und
diese Zeit ist ein Vielfaches der Zeit t−, zu der der
Lichtpuls von B ausgesendet wurde. Ebenso folgt

t+ = k(B, S) k(S, B) τ′ . (1.61)

Also ist τ′ das geometrische Mittel von t− und t+

τ′

t−
=
t+

τ′
, τ′ 2 = t+ t− , (1.62)

und wegen τ′ = τ (1.59) gilt der

Satz des Minkowski: Durchlaufen zwei gleichförmig bewegte Beobachter B und U ein

Ereignis O und stellen sie dabei ihre gleichen Uhren auf Null, so ist die Zeit τ, die auf der

Uhr von U bis zum Durchlaufen eines späteren Ereignisses E vergeht, das geometrische

Mittel derjenigen Zeit t−, die die Uhr des Beobachters B anzeigt, wenn er einen Lichtpuls

zu E aussendet, und der Zeit t+, die sie anzeigt, wenn er den Lichtpuls von E empfängt,

τ2 = t+ t− = (t+ r) (t− r) = t2 − r2 . (1.63)

Durchläuft eine gleichförmig bewegte Uhr die Ereignisse (0, 0, 0, 0) und (t, x,y, z) =

(x0, x1, x2, x3) , so definiert die Zeit τ , die dazwischen auf der Uhr vergeht, die raumzeit-
liche Entfernung beider Ereignisse,

τ2 = t2 − r2 = t2 − x2 − y2 − z2 = ηmn x
m xn , m,n ∈ {0, 1, 2, 3} , (1.64)

ηmn =






1 m = n = 0
−1 m = n ∈ {1, 2, 3}

0 m 6= n

. (1.65)

Das Längenquadrat in der Raumzeit ist nicht positiv definit, sondern hat p = 1 Plus-
zeichen und q = 3 Minuszeichen. Die Differenz p− q heißt Signatur der Metrik. Sie ist
basisunabhängig und hat in der Raumzeit den Wert −2.
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Longitudinaler Dopplerfaktor und Geschwindigkeit

Nach dem Raumzeitdiagramm 1.9 ist τ′/t− = t+/τ
′ und τ′ = τ, also gilt τ/t− = t+/τ.

Es ist aber τ/t− das Verhältnis von Empfangs- zu Sendezeit (1.57) von Lichtpulsen, die
von B zu U ausgesendet werden, und t+/τ ist das Verhältnis für den Rückweg. Also
stimmen beide Verhältnisse überein

k(U, B) = k(B, U) . (1.66)

Der Dopplerfaktor, mit dem B Frequenzen von U verschoben sieht, stimmt bei Be-
wegung in Sichtlinie mit dem Dopplerfaktor überein, mit dem U Frequenzen von B

verschoben wahrnimmt.
Wegen t+ = k(B, U) τ und τ = k(U, B) t− gilt

t+ = k2 t− (1.67)

für alle Ereignisse E, die nach dem Ursprung von der Uhr U durchlaufen werden, wenn
sie sich vom Beobachter B entfernt. Mit (1.56) heißt dies

k2 =
t+

t−
=
t+ r

t− r
=

1 + r/t

1 − r/t
. (1.68)

Das Verhältnis r/t ist definitionsgemäß die Geschwindigkeit v, mit der sich die Uhr U

tS

tE

tB

tU

U B

O

Abbildung 1.10: Auf-
einander zu und von-
einander weg

vom Beobachter B entfernt, also hängen der Dopplerfaktor k
und die Geschwindigkeit v durch

k(v) =

√
1 + v

1 − v
=

1 + v√
1 − v2

, v =
k2 − 1

k2 + 1
(1.69)

zusammen.
Bei einer Uhr U, die auf den Beobachter B zufliegt, sich also

mit negativer Geschwindigkeit entfernt, ist der Dopplerfaktor
der Kehrwert

k(−v) =
tE

tS
=
tU

tB
=

1

k(v)
. (1.70)

Eine Uhr, die sich gleichförmig von einem Beobachter ent-
fernt, erscheint langsamer, er sieht auf ihr die Zeit tU = tB/k,
wenn ihm seine eigene, gleiche Uhr tB anzeigt. Dabei ist k(v)
für v > 0 größer als Eins. Wenn sich die Uhr einem Beobach-
ter gleichförmig nähert, erscheint sie ihm schneller, denn der
Dopplerfaktor während der Annäherung ist bei Bewegung in

Sichtlinie der Kehrwert des Dopplerfaktors beim Wegfliegen.
Mit (1.69) kann man die Geschwindigkeit v bestimmen, indem man, wie alltäglich in

der Verkehrsüberwachung, den Dopplerfaktor k mißt. Da er gleich bleibt, wenn man Be-
obachter und beobachtete Uhr vertauscht (1.66), messen zwei in Sichtlinie gegeneinander
bewegte Beobachter dieselbe Relativgeschwindigkeit (in entgegengesetzte Richtung).
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B1 B2 B3

t1
t2

t3

Abbildung 1.11: Addi-
tion von Geschwindig-
keiten

Wir bestimmen aus (1.69), wie sich Relativgeschwindigkeiten
mehrerer Beobachter verhalten. Die Zeiten, zu denen drei in glei-
che Richtung bewegte Beobachter B1, B2 und B3 einen Lichtpuls
registrieren, sind einander proportional

t2 = k21 t1 , t3 = k32 t2 , t3 = k31 t1 . (1.71)

Hieraus liest man unmittelbar ab

k31 = k32 k21 . (1.72)

Der Dopplerfaktor k31, um den B3 die eigene Uhr schneller als die von B1 gehen sieht,
ist das Produkt des Dopplerfaktors k32, um den B3 seine Uhr schneller als die Uhr von
B2 gehen sieht, mit dem Dopplerfaktor k21, um den B2 seine Uhr schneller als die Uhr
von B1 gehen sieht.

Durch die Geschwindigkeiten ausgedrückt (1.69) und quadriert heißt dies (im Maßsy-
stem mit c = 1)

1 + v31

1 − v31

=
1 + v32

1 − v32

1 + v21

1 − v21

(1.73)

und, nach v31 aufgelöst,

v31 =
v32 + v21

1 + v32 v21

. (1.74)

Die Geschwindigkeit v31, mit der B3 den Beobachter B1 sich entfernen sieht, ist nicht
die Summe v32+v21 der Geschwindigkeit v32, mit der B3 den Beobachter B2 sich entfernen
sieht, und der Geschwindigkeit v21, mit der B2 den Beobachter B1 sich entfernen sieht.
Die naive Geschwindigkeitsaddition ist nur ungefähr richtig, solange, wie im täglichen
Leben, v32 und v21 klein gegen die Lichtgeschwindigkeit c = 1 sind.

Geschwindigkeiten addieren sich bis auf das Vorzeichen im Nenner wie Steigungen:
Ist die Ladefläche eines Lastwagens um einen Winkel α gekippt, so hat sie die Steigung
m1 = tanα. Befährt dieser Lastwagen eine Straße mit Neigungswinkel β und Steigung
m2 = tanβ, so ist die Ladefläche gegenüber der Horizontalen um α+β gekippt und hat
die Gesamtsteigung

m3 =
sin(α+ β)

cos(α+ β)
=

cosα sinβ+ sinα cosβ

cosα cosβ− sinα sinβ
=

tanα+ tanβ

1 − tanα tanβ
=
m1 +m2

1 −m1m2

. (1.75)

Definieren wir die Schnelligkeit (Rapidität) als Logarithmus des Dopplerfaktors k,

σ = ln k =
1

2
ln

1 + v

1 − v
, v =

eσ − e−σ

eσ + e−σ
= tanhσ , (1.76)

so entspricht der Multiplikation der Dopplerfaktoren k = eσ die Addition der zugehörigen
Schnelligkeiten. Es sind die Schnelligkeiten σ , nicht die Geschwindigkeiten tanhσ , die
sich bei Bewegung in einer Richtung von Beobachter zu Beobachter addieren.
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Eine Gruppe ist eine Menge G mit einem assoziativen Produkt

G×G → G

a b 7→ ab
, a (b c) = (ab) c , (2.1)

und einem Einselement e, dessen Produkt alle Gruppenelemente a unverändert läßt,

e a = a e = a (2.2)

und in der jedes Gruppenelement a ein Links- und Rechtsinverses hat. Es wird mit a−1

bezeichnet.
a−1 a = aa−1 = e (2.3)

Die Menge der invertierbaren Selbstabbildungen jeder Menge M, die Transformationen
von M, bildet eine Gruppe, die Transformationsgruppe von M. Dabei ist die Gruppen-
multiplikation das Hintereinanderausführen und die identische Abbildung das Einsele-
ment, id = e .

Gerade und ungerade Permutationen

Invertierbare Selbstabbildungen π der natürlichen Zahlen bis n oder von anderen Mengen
mit n Elementen heißen Permutationen,

π : {1, 2 . . .n} → {1, 2 . . .n} , i 7→ π(i) , invertierbar . (2.4)

Beispielsweise ist 2, 1, 5, 4, 3 eine Permutation von 1, 2, 3, 4, 5 . Permutationen der natür-
lichen Zahlen bis n bilden die Permutationsgruppe von n Elementen, die auch symme-

trische Gruppe heißt und die wir mit Sn bezeichnen.
Jede Permutation kann als Produkt zyklischer Vertauschungen geschrieben werden,

bei der beispielsweise 1 auf π(1), π(1) auf π(π(1)) und so weiter abgebildet wird bis
man nach einigen Schritten mit πk(1) wieder 1 erreicht. Dieser Zykel besteht also aus
dem Bild von 1 unter wiederholter Anwendung von π. Er heißt auch Orbit von 1 unter
der Wirkung der zyklischen Gruppe

ZN =
{
π,π2, . . . ,πN = e

}
, (2.5)

wobei N das kleinste gemeinsame Vielfache der Längen der Zykel ist, aus denen π be-
steht. Jede Zahl 1′, die nicht im Orbit von 1 vorkommt, definiert einen weiteren Zy-
kel (1′,π(1′),π2(1′) . . .πk

′−1(1′)) in dem jede Zahl zyklisch auf ihren Zykelnachfolger
abgebildet wird. Zahlen, die noch nicht in beiden Zykeln sind, definieren weitere Zy-
kel. Beispielsweise bildet die Permutation π = (1, 2)(3, 5)(4) die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 auf
π(1),π(2),π(3),π(4),π(5) = 2, 1, 5, 4, 3 ab.
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Sei π′ = (1)(2, 5)(3, 4), dann bildet das Produkt π′ ◦ π = (1)(2, 5)(3, 4)(1, 2)(3, 5)(4)
von rechts nach links gelesen, 1 zunächst auf 2 ab. Diese 2 wird durch die davon links
stehenden Zykel auf 5 abgebildet, insgesamt wird also 1 auf 5 abgebildet. 5 wird, wieder
von rechts nach links lesend, auf 3 und 3 danach auf 4 abgebildet, also 5 auf 4. So
fortfahrend erschließt man das Produkt der hintereinander ausgeführten Permutationen
(1)(2, 5)(3, 4)(1, 2)(3, 5)(4) = (1, 5, 4, 3, 2). Zykel der Länge 1 braucht man nicht notieren,
da sie nichts verändern. Die inverse Permutation besteht aus den rückwärts gelesenen
Zykeln, (1, 3, 4)−1 = (4, 3, 1).

Die Permutationsgruppe wird von Nachbarvertauschungen (l, l+1) erzeugt. Sie bilden
l ∈ {1, 2, . . . ,n−1} auf l+1 und l+1 auf l ab und lassen alle anderen Zahlen unverändert.
Jede Permutation kann als hintereinander ausführte Nachbarvertauschungen geschrieben
werden.

Die Fehlstellung a(π) zählt in π(1),π(2) . . .π(n) ab, wie oft von links gelesen ein π(i)

größer als ein rechts davon stehendes π(j) ist. So ist a(2, 1, 5, 4, 3) = 1+0+2+1+0 , denn
2 ist größer als 1, 5 ist größer als 4 und 3, und 4 ist größer als 3 . Mit der Stufenfunktion

Θ(x) =

{
0 , falls x ≤ 0 ,
1 , falls x > 0 ,

(2.6)

schreibt sich die Fehlstellung als

a(π) =
∑

i<j

Θ(π(i) − π(j)) . (2.7)

Wenn die Fehlstellung a(π) gerade ist, heißt die Permutation π gerade, sonst ungerade.
Das Signum

sign(π) = (−1)a(π) (2.8)

einer Permutation π ist 1, wenn die Permutation π gerade ist, sonst −1.
Jede Paarvertauschung (k, l), die k auf l, l auf k und die übrigen Zahlen auf sich abbil-

det, verändert die Fehlstellung um eine ungerade Zahl, sign
(
(k, l)◦π

)
= − sign(π) . Dies

sieht man zunächst für Nachbarvertauschungen (k, k+1) ein: sie ändern die Fehlstellung
um ±1, weil sie in genau einem Paar aus (π(1),π(2) . . .π(n)) ändern, ob eine linksste-
hende Zahl größer als eine rechtsstehende ist. Aus (l, k+1) = (k, k+1)◦(l, k)◦(k, k+1)
folgt dann durch Induktion, daß jede Paarvertauschung die Fehlstellung einer Permuta-
tion um eine ungerade Anzahl ändert.

Es läßt sich jede Permutation π aus Paarvertauschungen zusammensetzen. Allerdings
ist diese Zusammensetzung nicht eindeutig, wie das Beispiel (1, 2)(2, 3) = (1, 2, 3) =

(1, 3)(2, 3)(1, 2)(1, 3) zeigt. Ob aber die Anzahl der Paarvertauschungen gerade oder
ungerade ist, das kann man eindeutig an der Fehlstellung a(π) ablesen. Ist sie gerade
(ungerade), so ist die Zahl der Paarvertauschungen gerade (ungerade). Also gibt sign(π)

an, ob die Permutation π aus einer geraden oder ungeraden Anzahl von Paarvertau-
schungen zusammengesetzt ist, und für hintereinander ausgeführte Permutationen π′

und π gilt

sign(π′ ◦ π) = sign(π′) sign(π) . (2.9)

Zyklische Vertauschungen einer geraden Zahl von Elementen sind ungerade, zyklische
Vertauschungen einer ungeraden Zahl von Elementen sind gerade.



19

Parallelogramme

Bei Inhalten von Warenkörben übersieht man, daß sie Elementen eines Vektorraumes
entsprechen, wenn man nur an positive Anzahlen denkt und Warenrückgabe oder An-
lieferung als etwas ganz anderes als Einkaufen ansieht, als ob man das nicht gegenseitig
verrechnen könnte.

Ebenso denkt man bei Addition von Flächen gewöhnlich nur an positive Flächen. Es
gibt aber auch negative Flächen, zum Beispiel Löcher in der Hose, die man genauso
wie Stoffflecken addieren kann. Flickt man mit einem Flecken ein Loch, so hebt sich die
Lochfläche und die Fleckenfläche gegenseitig weg und es bleibt ein Rest Flecken oder
Loch je nach Größe der beiden. Die Fläche von Löchern ist negative Fläche von Flecken.

Welche der Flächen, Loch oder Flecken, man als positiv betrachtet, kann man frei
wählen. Bei einer Lochblende zählt man die Öffnung – das Loch in der Kamera, durch
das Licht einfallen kann – gemeinhin als positiv. Ein Flecken auf der Linse vermindert
die Öffnung. Er wirkt als Loch in der Lochblende.

Auch bei Funktionsgraphen rechnet man mit Flächen beider Vorzeichen und zählt die
Fläche oberhalb der x-Achse als positiv, unterhalb negativ und definiert das Integral
über ein Intervall als Negatives des Integrals über das rückwärts durchlaufene Intervall
(12.7).

Der Einfachheit wegen betrachten wir Parallelogrammflächen. Solch ein Parallelo-
gramm besteht aus den Punkten

{x : x = e+ λa+ χb , 0 ≤ λ ≤ 1 , 0 ≤ χ ≤ 1} , (2.10)

die man durch Verschiebung um Bruchteile der Kantenvektoren a und b von einem
Eckpunkt e aus erreicht. Seine Fläche ist translationsinvariant und hängt nicht von e
ab. Wir bezeichnen sie mit

a∧ b (2.11)

(gesprochen
”
a Dach b“ oder

”
a Keil b“ oder

”
a mal b“) und vereinbaren, daß dies

Produkt positive Fläche bezeichnet, wenn b so wie die y-Achse zur x-Achse links von
a liegt, und daß es sich um Lochfläche handelt, also um negative Fläche, wenn b rechts
von a liegt. Da diese Vertauschung von a und b die Punktmenge des Parallelogramms
auf sich abbildet, sind die Flächen a∧ b und b∧ a einander entgegengesetzt

a∧ b = −b∧ a (2.12)

mit der offensichtlichen richtigen Folge a∧ a = 0, daß die Fläche von entarteten Paral-
lelogrammen verschwindet.

Vervielfältig man eine Kante, so vervielfältigt sich die Fläche,

a∧ (λ b) = λ(a∧ b) = (λa) ∧ b . (2.13)

Dies gilt bei Flächen und Lochflächen auch für negative Faktoren. Vergrößert man beide
Kantenvektoren, wächst die Fläche quadratisch, (λa) ∧ (λ b) = λ2(a∧ b) .
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Flächengröße unterliegt dem Cavalierischen Prinzip: sie bleibt bei Scherungen ungeän-
dert. Eine Scherung des Parallelogramms a∧ b fügt dem Kantenvektor a ein beliebiges
Vielfaches von b hinzu oder dem Kantenvektor b ein beliebiges Vielfaches von a

a∧ b = (a+ λb) ∧ b = a∧ (b+ λ′a) . (2.14)

Dabei bleibt die Flächengröße unverändert, denn die Dreiecke, die man bei der Scherung
an einer Seite abschneidet und an der Gegenseite anfügt, gehen durch eine Translation
um einen Kantenvektor ineinander über und haben daher gleiche Fläche.

a

a

0

b

b

y

a

0

b

Abbildung 2.1: Cavalierisches Prinzip

Mit dem Cavalierischen Prinzip können wir die Fläche a ∧ b auf die Fläche des Ba-
sisparallelogramms e1 ∧e2 beziehen, das von zwei Basisvektoren e1 und e2 gebildet wird,
die die Ebene aufspannen, in der a und b liegen, a = ax + ay , ax = e1a

1 , ay = e2a
2,

entsprechend ist b = bx + by . Das Parallelogramm a ∧ b in Abbildung 2.1 ist eben-
so groß wie a′ ∧ b , wobei a′ = a + λ b mit λ = −a2/b2 in die e1-Richtung zeigt,
a′ = e1(a

1 − b1 a2/b2). Anschließend scheren wir b in b′ = b + ηa′ = e2b
2 = by in die

Richtung von e2 . Folglich hat das Parallelogramm a∧ b die Größe a′ ∧ b′ ,

a∧ b = e1

(
a1 −

b1a2

b2

)
∧ e2 b

2 = e1 ∧ e2

(
a1 b2 − a2 b1

)
. (2.15)

Der Faktor bei e1 ∧ e2 ist die vorzeichenbehaftete Summe über die beiden Permutatio-
nen π von 1 und 2 oder, wegen a2 b1 = b1 a2, von a und b ,

a∧ b = e1 ∧ e2

∑

π∈S2

sign(π)aπ(1) bπ(2) = e1 ∧ e2

∑

π∈S2

sign(π)π(a)1π(b)2 . (2.16)

Wie man mit (2.15) bestätigt, ist die Flächengröße antisymmetrisch (Mathematiker sa-
gen alternierend oder schiefsymmetrisch) und bilinear (zumindest solange a,b und c in
einer Ebene liegen),

a∧ b = −b∧ a , (a+ b) ∧ c = a∧ c+ b∧ c , (λa) ∧ b = λ(a∧ b) . (2.17)
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Dabei folgt die Linearität im zweiten Argument schon aus der Antisymmetrie und der
Linearität im ersten Argument.

Insbesondere wechselt die Flächengröße das Vorzeichen, wenn man eine Kante spiegelt,

a∧ (−b) = −(a∧ b) = (−a) ∧ b (2.18)

oder die Faktoren vertauscht. Lochfläche ist das Spiegelbild von Fläche. Dies stimmt mit
unserer Festlegung überein, daß a∧b Fläche bezeichnet, wenn der zweite Kantenvektor
links vom ersten liegt, und Lochfläche, also negative Fläche, wenn er rechts vom ersten
liegt. Daher ist unerheblich, welchen der Eckpunkte des Parallelogramms man verwendet,
um seine Fläche durch das geordnete Paar auslaufender Kantenvektoren zu bezeichnen,
wobei der zweite Kantenvektor an allen Ecken links, bei Lochflächen rechts, vom ersten
liegt,

a∧ b = (−b) ∧ a = (−a) ∧ (−b) = b∧ (−a) . (2.19)

Ohne Rechnung mit rein geometrischen Konstruktionen ist die Flächengröße (2.15) aus
der Abbildung 2.2 nur mit Mühe abzulesen. Das durch die zwei Scherungen entstehende
Rechteck a′ ∧ by ist um einen Streifen kleiner als das Rechteck ax∧ by. Dieser Streifen
hat die Fläche des Rechtecks ay∧bx, wie die mittlere Abbildung von 2.2 zeigt. Dort sind
die gegenüber liegenden Rechtecke gleich groß, weil sie zu gleich großen Dreiecksflächen
gehören, deren Unterdreiecke paarweise gleich groß sind. Daher ist die Parallelogramm-
fläche die Differenz ax∧by−bx∧ay = ax∧by+ay∧bx = (ax+ay)∧(bx+by) = a∧b .
Hierbei haben wir die Additivität (2.17) verwendet, wie sie aus (2.15) für Vektoren a,
b und c folgt, die in einer Ebene liegen. Zudem verschwindet die Fläche von entarteten
Parallelogrammen, ax ∧ bx = ay ∧ by = 0.

a

a

0

b

b

y

a

x

b

y

a

y

b

x

Abbildung 2.2: Parallelogrammfläche

Allein schon aus der Additivität in beiden Argumenten und daraus, daß die Fläche
a∧ a von entarteten Parallelogrammen verschwindet, folgt die Antisymmetrie,

0 = (a+ b) ∧ (a+ b) = a∧a+a∧ b+ b∧a+ b∧b = 0 +a∧ b+b∧a+ 0 . (2.20)

Abbildung 2.3 zeigt die Additivität (2.17) der Flächen von Parallelogrammen mit
einem gemeinsamen Kantenvektor c , der gestrichelt dargestellt ist. In der rechten Ab-
bildung wird zu der Fläche a∧ c die Lochfläche b∧ c addiert. Das Ergebnis kann, nach



22 2 Inhalte

Verrechnung von Restloch mit Restfläche, in (a+b)∧ c geschert werden, falls a , b und
c in derselben Ebene liegen.

Falls allerdings a ∧ c und b ∧ c zwei Flächen eines Giebeldachs bezeichnen, so hat,
wie jeder Dachdecker weiß, die Dachfläche nicht die gleiche Größe wie die Grundfläche
(a + b) ∧ c. Die Additivität (2.17) gilt für die Querschnittsfläche, wie sie für Ströme
durch Parallelogrammflächen entscheidend ist. Die Regenmenge, die auf ein Dach fällt,
hängt nur von der projizierten Grundfläche ab, nicht von der Dachneigung. Ebenso gilt
(2.17), wenn wir das Volumen eines Spats bedenken, der von parallelen Parallelogrammen
berandet wird. Was ein spatförmiges Haus im Dach an Volumen mehr hat, fehlt im Keller.
In beiden Fällen gilt das Cavalierische Prinzip, daß wir die Flächensumme a∧ c+ b∧ c

in Richtung von (a + b) ∧ c scheren können, ohne den Fluß durch die Fläche oder das
Volumen des Spats zu ändern.

b

a+ b




a









a

b

a+ b

Abbildung 2.3: Addition von Parallelogrammflächen

Ohne diese Einschränkung auf Querschnittsflächen, beispielsweise für die Größe der
Fläche selbst, gilt (2.17) nur mit einem Fehler, wenn die Flächen nicht in derselben Ebene
liegen. Nähert man eine glatte, gewölbte Fläche durch die Summe kleiner Dreiecksflächen
(halbe Parallelogramme), deren Ecken auf der gewölbten Fläche liegen (Parallelogramme
würden normalerweise nicht mit allen Ecken auf der gewölbten Fläche liegen, sondern
wie ein Stuhl auf unebenem Boden kippeln), so wird der Fehler umso kleiner, je feiner
man die Zerlegung der gewölbten Fläche wählt und verschwindet bei glatten Flächen
im Grenzfall immer feiner gewählten Zerlegungen. Demnach gilt (2.17) auch, wenn man
die Größe von glatten, gewölbten Flächen mit feiner und feiner gewählten Zerlegungen
in Dreiecksflächen ermittelt. Daher findet man die Linearität des Keilproduktes oft erst
bei Differentialformen.

Mit seiner Linearität und seiner Antisymmetrie läßt sich die Parallelogrammfläche
a∧b leicht als Vielfaches der Fläche e1 ∧ e2 zweier Vektoren e1 und e2 angeben, die die
Ebene aufspannen, in der a und b liegen. Denn in der Doppelsumme (ei a

i) ∧ (ej b
j) =

(ei ∧ ej)a
i bj fallen wegen ei ∧ ej = −ej ∧ ei die Terme mit e1 ∧ e1 und e2 ∧ e2 weg

und wegen e2 ∧ e1 = −e1 ∧ e2 erhält man (2.15).

Liegt die Fläche in einem höherdimensionalen Raum nicht in der Richtung der er-
sten beiden Basisvektoren, so folgen aus der Linearität in jedem Kantenvektor und der
Antisymmetrie (2.17), ei ∧ ej = −ej ∧ ei ,

a∧ b = (ei a
i) ∧ (ej b

j) =
∑

i,j

ei ∧ ej (a
i bj) =

∑

i<j

ei ∧ ej (a
i bj − aj bi) . (2.21)
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Spate

So wie es Fläche mit beiden Vorzeichen gibt, so gibt es Volumen mit beiden Vorzeichen:
es gibt Raum und Hohlraum, mit Bergen kann man Täler zuschütten. In einer Ebene, in
der Kies abgebaut und gelagert wird, gibt es Kieshaufen und Kiesgruben. Ihr Volumen
ist entgegengesetzt und hebt sich gegenseitig auf, wenn man Gruben verfüllt.

Wir betrachten der Einfachheit wegen das Volumen eines Spats, eines Körpers, der von
parallelen Parallelogrammen berandet wird. Er wird auch Parallelotop oder Parallelflach
genannt. Jeder Spat wird von einen Eckpunkt e ausgehend von Kantenvektoren a, b und
c aufgespannt und und besteht aus einer Punktmenge

{x : x = e+ λa+ χb+ η c , 0 ≤ λ ≤ 1 , 0 ≤ χ ≤ 1 , 0 ≤ η ≤ 1} . (2.22)

Wir vereinbaren, daß wir mit a ∧ b∧ c positives Volumen meinen, wenn a, b und c in
dieser Reihenfolge rechtshändig sind, das heißt, nach Translation und Drehung wie Dau-
men, Zeigefinger und Mittelfinger der rechten Hand liegen. Sind a, b und c linkshändig,
so bezeichne a∧b∧c Hohlraum, negatives Volumen. Das Volumen a∧b∧c wechselt sein
Vorzeichen, wenn man das Vorzeichen von c wechselt, also an der a-b-Ebene spiegelt,
oder wenn man ein Paar Kanten vertauscht. Hohlraum ist das Spiegelbild von Raum.

b

a




Abbildung 2.4: Cavalierisches Prinzip

Für das Volumen a∧b∧c von Spaten mit
Kantenvektoren a, b und c gilt das Cavalie-
rische Prinzip, daß man jeden Kantenvek-
tor in der Ebene der beiden anderen scheren
kann, ohne das Volumen zu verändern. Denn
bei einer Scherung eines Kantenvektors in
Richtung eines anderen wird das Volumen,
das an einer Seite abgeschnitten wird, an der
Gegenseite, um einen Kantenvektor verscho-
ben, angesetzt.

Ebenso bleibt der Strom J(a,b) unver-
ändert, der ein Parallelogramm mit Kanten
a und b quert, wenn man einen Kanten-
vektor in Richtung der Stromdichte (in der
nebenstehenden Abbildung der Vektor c)
schert, denn diese Scherung verändert nicht
die Querschnittsfläche, und ebenso wenn man die Stromdichte in Richtung der Kanten-
vektoren des Parallelogramms schert, denn eine zusätzliche Stromdichte in der Ebene
des Parallelogramms bewirkt keinen zusätzlichen Strom durch das Parallelogramm.

Wir benutzen das Cavalierische Prinzip, um das Volumen des Spats mit Kantenvek-
toren a, b und c als Vielfaches desjenigen Spats zu schreiben, dessen Kantenvektoren
e1, e2 und e3 eine Basis für den (Unter-)Raum bilden, in dem a, b und c liegen. Unter-
stellt, daß die Komponente c3 nicht verschwindet, scheren wir a∧ b∧ c volumentreu in
a′ ∧ b′ ∧ c′, so daß a′ = a+ λ c und b′ = b+ η c in der e1-e2-Ebene liegen. Das ist für
λ = −a3

c3
und η = −b3

c3
der Fall. Anschließend scheren wir c in der e1-e2 Ebene, so daß
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c′ = e3 c
3 in e3 Richtung zeigt. Dann gilt a∧ b∧ c = a′ ∧ b′ ∧ c′ mit

a′ = e1

(
a1 −

a3

c3
c1
)
+ e2

(
a2 −

a3

c3
c2
)

, b′ = e1

(
b1 −

b3

c3
c1
)
+ e2

(
b2 −

b3

c3
c2
)

, c′ = e3 c
3

(2.23)
Nach (2.15) ist a′ ∧ b′ = e1 ∧ e2 (a′1 b′2 − a′2 b′ 1). Damit erhalten wir

a∧b∧c = e1 ∧e2 ∧e3 c
3
((
a1 −

a3

c3
c1
) (
b2 −

b3

c3
c2
)
−
(
a2 −

a3

c3
c2
) (
b1 −

b3

c3
c1
))

. (2.24)

Ausmultipliziert heben sich die zwei Produkte weg, die c1 c2 enthalten, und mit alpha-
betisch oder nach Komponenten geordneten Faktoren ergibt sich

a∧ b∧ c = e
(
a1 b2 c3 + a2 b3 c1 + a3 b1 c2 − a1 b3 c2 − a2 b1 c3 − a3 b2 c1

)

= e
(
a1 b2 c3 + c1 a2 b3 + b1 c2 a3 − a1 c2 b3 − b1 a2 c3 − c1 b2 a3

)
,

(2.25)

wobei e das Volumen des Basisspats bezeichnet,

e = e1 ∧ e2 ∧ e3 . (2.26)

Die Summe erstreckt sich über alle sechs Permutationen π von 1, 2, 3 oder von a,b, c,
gewichtet mit dem Vorzeichen von π (2.8)

a∧ b∧ c = e
∑

π∈S3

sign(π)aπ(1) bπ(2) cπ(3) = e
∑

π∈S3

sign(π)π(a)1 π(b)2 π(c)3 . (2.27)

Das Volumen des Spats ist linear in jedem Kantenvektor. Es wechselt sein Vorzeichen,
wenn man a in −a spiegelt oder a mit b vertauscht oder b mit c und ist demnach total
antisymmetrisch. Spatvolumen ist eine alternierende Multilinearform der Kantenvekto-
ren.

Weil das Volumen eines Spats in drei Dimensionen in den drei Kantenvektoren line-
ar ist, ist es eine Drei fachsumme über Produkte der Komponenten der drei Vektoren
multipliziert mit dem Volumen des Basisspats, und mit Koeffizienten, die wir mit dem
ǫ-Symbol zusammenfassen,

a∧ b∧ c = e ǫijk a
i bj ck . (2.28)

Von den 33 = 27 Termen der Dreifachsumme mit einem jeweiligen Laufbereich über drei
Werte tragen in (2.25) oder (2.27) nur die Terme bei, bei denen i, j und k verschiedene
Werte annehmen, also eine Permutation von 1, 2 und 3 sind. Dann sind die Koeffizienten
1 oder −1, je nachdem, ob diese Permutation gerade oder ungerade ist. Sie definieren
das ǫ-Symbol,

ǫijk =






1 , falls ijk eine gerade Permutation von 1, 2, 3 ist,
−1 , falls ijk eine ungerade Permutation von 1, 2, 3 ist,

0 , falls ijk keine Permutation von 1, 2, 3 ist.
(2.29)



25

Stromdichte

Jede Flächenstromdichte J ordnet einem Parallelogramm mit Kantenvektoren a und b
den Strom J(a,b) zu, der es durchfließt. Ist die Stromdichte konstant, so ist der Strom
linear in den Kantenvektoren,

J(λa+ b, c) = λ J(a, c) + J(b, c) , J(a, λ b+ c) = λ J(a,b) + J(a, c) . (2.30)

Der Strom durch entartete Parallelogramme verschwindet, J(a,a) = 0, und wechselt
daher sein Vorzeichen, wenn man a und b vertauscht (2.20),

0 = J(a+b,a+b) = J(a,a)+J(a,b)+J(b,a)+J(b,b) = 0+J(a,b)+J(b,a)+0 . (2.31)

Da der Strom sein Vorzeichen wechselt, wenn man a in −a spiegelt oder wenn man a
und b vertauscht, rechnen wir mit Strom durch Flächen und Lochflächen, die man mit
entgegengesetztem Vorzeichen miteinander verrechnen kann. Beispielsweise wirkt sich
eine Abdeckung in der Querschnittsfläche negativ auf den Strom aus.

Schreiben wir a und b als Linearkombinationen der Basisvektoren e1, e2, . . ., so erweist
sich der Strom, weil er bilinear ist, als eine Doppelsumme

J(a,b) = J(eia
i, ejb

j) = J(ei, ej)a
i bj = Jij a

i bj , Jij = J(ei, ej) = −Jji . (2.32)

In ihr verschwinden wegen der Antisymmetrie J11 = −J11 = 0 , J22 = −J22 = 0, . . . und
wegen J12 = −J21, J13 = −J31, . . . sind die Komponenten Jij = J(ei, ej), das sind die
Ströme durch Parallelogramme mit Basiskanten, nur für i < j unabhängig Jij = −Jji .
Der Strom durch (a,b) ist daher expliziter

J(a,b) =
∑

i<j

Jij (a
i bj − aj bi)

= J12 (a1 b2 − a2 b1) + J13 (a1 b3 − a3 b1) + J23 (a2 b3 − a3 b2) + . . . .

(2.33)

Wie alle linearen Abbildungen kann man Stromdichten sinnvoll addieren und verviel-
fältigen, dabei addieren und vervielfältigen sich ihre Komponenten, (J+ J′)ij = Jij + J

′
ij

(λ J)ij = λ Jij. Stromdichten bilden einen n(n− 1)/2-dimensionalen Vektorraum. Er ist
dual zum Vektorraum Λ2(V) der Parallelogrammflächen.

In n = 3 Dimensionen wechseln wir die Bezeichnungen. Mit dem Volumen des Basis-
spats e = e1 ∧ e2 ∧ e3 (2.26) als Proportionalitätsfaktor definieren wir die Komponenten
(j1, j2, j3) der Stromdichte j = e1 j

1 + e2 j
2 + e3 j

3 durch

J12 = e j3 , J13 = −e j2 , J23 = e j1 , Jij = eǫijk j
k . (2.34)

So notiert bewirkt die Stromdichte den Strom

J(a,b) = j∧a∧b = e
(
j1 (a2 b3 −a3 b2)+ j2 (a3 b1 −a1 b3)+ j3 (a1 b2 −a2 b1)

)
. (2.35)

Er ist das Volumen (2.25) des Spats, der von j, a und b aufgespannt wird.
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Der Faktor e in (2.34) ist erforderlich, damit J(a,b) = j ∧ a ∧ b, wie die Notation
behauptet, eine Funktion der drei Vektoren ist und nicht davon abhängt, in welcher
Basis man die Vektoren angibt.

In 3 Dimensionen ist jede Funktion, die wie a ∧ b ∧ c linear von 3 Vektoren ab-
hängt, beispielsweise die Ladung Q(a,b, c) im Spat mit Kantenvektoren a, b und c,
und die total antisymmetrisch unter Paarvertauschungen ist, durch ihren Wert auf dem
Basisspat festgelegt. Sie sind ja durch ihre Werte auf Basisvektoren ei, ej, ek bestimmt,
von Null verschieden aber nur, wenn die Argumente ei, ej, ek eine Permutation π von
e1, e2, e3 sind und haben dann den Wert, Signum dieser Permutation mal dem Wert für
e1, e2, e3: Q(eπ(1), eπ(2), eπ(3)) = sign(π)Q(e1, e2, e3). Das Verhältnis von Q(e1, e2, e3)

zum Basisvolumen e1 ∧ e2 ∧ e3 ist die Ladungsdichte ρ, Q(a,b, c) = ρ a∧ b∧ c .
Teilchen in einem homogenen Teilchenstrom, die mit Geschwindigkeit v das Paral-

lelogramm a ∧ b in einer Zeit t queren, füllen das Volumen tv ∧ a ∧ b. Ihre Anzahl
N(t v,a,b) = ρ t v∧ a ∧ b) ist dieses Volumen, multipliziert mit der Teilchendichte ρ.
Der Teilchenstrom ist diese Anzahl pro Zeit, J(a,b) = ρ v ∧ a ∧ b. Also ist die Teil-
chenstromdichte (wir schreiben der Deutlichkeit wegen Vektorpfeile) Teilchendichte mal
Teilchengeschwindigkeit,

~j = ρ~v . (2.36)

Dies ist richtig für eine Teilchensorte. Beim elektrischen Strom mehrerer Teilchensor-
ten mit unterschiedlicher Geschwindigkeit müssen die einzelnen Ströme addiert werden.
Diese Summe ist nicht die Gesamtladungsdichte mal einer mittleren Geschwindigkeit. So
ist beispielsweise Kupfer ungeladen, ρIonen + ρElektronen = 0. Dennoch fließt im Kupfer-
draht wegen der unterschiedlichen Beweglichkeit von Ionen und Elektronen bei angelegter
Spannung Strom.

Kreuzprodukt

Im dreidimensionalen Euklidischen Raum kann man (2.35) auch so lesen, daß das orien-
tierte Parallelogramm a∧b einen Vektor a×b = −(b×a) definiert, das Kreuzprodukt
von a mit b (Mathematiker kennen es als das Hodge-Duale der Zweiform a∧b), dessen
Skalarprodukt mit der Stromdichte den Strom durch das Parallelogramm ergibt,

c · (a× b) = c∧ a∧ b , (2.37)

a× b = e el g
li ǫijk a

j bk . (2.38)

Dabei sind gli Koeffizienten, die mit gml = em · el summiert δm
i = gmlg

li ergeben
(man berechnet sie mit (3.73)).

cm (em · el) e gliǫijk a
j bk = e cm gmlg

liǫijk a
j bk = e cm δm

iǫijk a
j bk = e ǫijk c

i aj bk

Der Ausdruck für das Kreuzprodukt ist komplizierter als in vielen Lehrbüchern, damit
er, wie die Notation behauptet, nur von den Vektoren a und b abhängt und nicht davon,
in welcher Basis man a und b angibt. In jeder Orthonormalbasis ist gij = δij = gij und
e = 1. Dann vereinfachen sich die Komponenten des Kreuzprodukts zu




(a× b)1

(a× b)2

(a× b)3


 =



a2 b3 − a3 b2

a3 b1 − a1 b3

a1 b2 − a2 b1


 . (2.39)
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Wegen c · (a×b) = c∧a∧b steht das Kreuzprodukt senkrecht auf jedem seiner Faktoren,

0 = a · (a× b) , 0 = b · (a× b) . (2.40)

Sein Betrag ist, wie wir gleich bestätigen werden (2.52), das Produkt der Beträge von a
und b mal dem Sinus des eingeschlossenen Winkels

|a× b| = |a| |b| sin(∢(a,b)) , a,b,a× b rechtshändig . (2.41)

Das Kreuzprodukt der beiden Vektoren a und b ist also derjenige Vektor, der sie, falls
sie linear unabhängig sind, zu einer rechtshändigen Basis a,b,a×b ergänzt, und dessen
Betrag der Betrag der Fläche des von ihnen aufgespannten Parallelogramms ist.

Das Kreuzprodukt charakterisiert nicht nur orientierte Parallelogramme. Es tritt bei-
spielsweise bei jeder Drehung Dα~n um eine Achse ~n, ~n2 = 1, um einen Winkel α auf.

Drehungen sind linear. Zerlegt man einen Vektor ~u in seinen zur Drehachse ~n paral-
lelen und senkrechten Anteil (1.36),

~u = ~u‖ + ~u⊥ , ~u‖ = ~n(~n · ~u) , ~u⊥ = ~u− ~n(~n · ~u) , (2.42)

so bleibt ~u‖ unverändert und ~u⊥ wird in der zu ~n senkrechten Ebene, die von ~u⊥ und
~n× ~u = ~n× ~u⊥ aufgespannt wird, auf (cosα) ~u⊥ + (sinα) ~n× ~u gedreht,

Dα~n : ~u 7→ ~n(~n · ~u) + (cosα)(~u− ~n(~n · ~u)) + (sinα) ~n× ~u . (2.43)

Ebenso tritt das Kreuzprodukt in der Lorentzkraft ~F(t,~x,~v) = q (~E(t,~x)+~v×~B(t,~x))
auf, die das elektrische Feld ~E(t,~x) und das magnetische Feld ~B(t,~x) auf ein Teilchen
mit Ladung q ausüben, das zur Zeit t mit Geschwindigkeit ~v den Ort ~x durchläuft.

Der Drehimpuls ~L = ~r×~p eines Teilchens ist das Kreuzprodukt seines Orts mit seinem
Impuls. Die Änderung des Drehimpulses wird vom Drehmoment ~M = ~r×~F bewirkt.

Falls das Drehmoment jederzeit verschwindet, ist der Drehimpuls erhalten, das heißt,
er stimmt zu jeder Zeit t mit seinem Startwert überein, ~L(t) = ~L(0). Dann ist die Bahn
t 7→ ~r(t) eben. Denn das Kreuzprodukt steht senkrecht auf jedem seiner Faktoren, also
ist ~r(t) ·~L(t) = 0. Wegen ~L(t) = ~L(0) ist ~r(t) jederzeit senkrecht zu ~L(0), also aus der
Ebene durch den Ursprung mit Normalenvektor ~L(0).

Das Kreuzprodukt zweier Vektoren dreht sich so wie ein Vektor, genauer: das Kreuz-
produkt gedrehter Vektoren ist das gedrehte Kreuzprodukt der Vektoren. Dabei sind
Drehungen Transformationen D, die Längenquadrate, und daher Skalarprodukte, und
Volumen invariant lassen.

Denn weil sich das Volumen von irgend drei Vektoren c∧ a∧ b = ~c · (~a× ~b) und das
Skalarprodukt zweier Vektoren c ·d nicht bei einer Drehung D ändern,

~c · (~a× ~b) = (D~c) · (D~a) × (D~b) , ~c · (~a× ~b) = (D~c) ·D(~a× ~b) , (2.44)

verschwindet (D~c) ·
(
(D~a) × (D~b) − D(~a × ~b)

)
für alle Vektoren ~c′ = D~c. Daher ver-

schwindet (D~a)×(D~b)−D(~a×~b) und es ist das Kreuzprodukt von gedrehten Vektoren
dem gedrehten Kreuzprodukt der Vektoren gleich,

(D~a) × (D~b) = D(~a× ~b) . (2.45)



28 2 Inhalte

Unter der Spiegelung am Ursprung, Π : ~a 7→ −~a, die Vektoren auf ihr negatives
abbildet, ändern sich ihre Kreuzprodukte nicht.

(−~a) × (−~b) = ~a× ~b (2.46)

Sie verhalten sich also unter der Paritätstransformation Π anders als Vektoren und hei-
ßen deshalb zur Unterscheidung Axialvektoren, während Vektoren, die bei Spiegelung
ihr Vorzeichen ändern, zur Betonung dieser Eigenschaft auch polare Vektoren heißen.
Daß Axialvektoren mit ihren unterschiedlichen Eigenschaften Elemente anderer Vektor-
räume sind, wird oft schon an ihren Maßeinheiten deutlich, die verbieten, sie zu polaren
Vektoren zu addieren.

Drehwinkel und Drehachse bleiben bei Spiegelung unverändert, ΠDα~nΠ
−1 = Dα~n .

Zur Berechnung von (~a × ~b)2 und anderer Größen mit mehreren Kreuzprodukten
benötigen wir eine Formel für das Produkt zweier ǫ-Symbole. Bezeichne π je eine der 6
Permutationen von l,m,n oder i, j, k, so gilt

ǫijkǫlmn =
∑

π

sign(π) δiπ(l) δjπ(m) δkπ(n) =
∑

π

sign(π) δπ(i)l δπ(j)m δπ(k)n (2.47)

= δilδjmδkn + δimδjnδkl + δinδjlδkm − δilδjnδkm − δinδjmδkl − δimδjlδkn

Das sind, da jeder der sechs Indizes drei Werte annehmen kann, 36 = 729 Gleichungen.
Man zeigt sie entweder durch stumpfsinniges Ausschreiben aller Gleichungen oder durch
das Argument, daß beide Seiten total antisymmetrisch in ijk und in lmn sind und
demnach durch ihre Werte für i = 1, j = 2 und k = 3 sowie l = 1, m = 2 und k = 3
festgelegt sind. Für diese Werte stimmen beide Seiten überein.

Die Antisymmetrie der rechten Seite bei Vertauschen von i und j etwa, zeigt sich,
wenn wir sie mit umgekehrtem Vorzeichen und i mit j vertauscht aufschreiben und mit
der ursprünglichen Summe vergleichen.

− δjlδimδkn
︸ ︷︷ ︸

1

− δjmδinδkl
︸ ︷︷ ︸

2

− δjnδilδkm
︸ ︷︷ ︸

3

+ δjlδinδkm
︸ ︷︷ ︸

4

+ δjnδimδkl
︸ ︷︷ ︸

5

+ δjmδilδkn
︸ ︷︷ ︸

6

= δilδjmδkn
︸ ︷︷ ︸

6

+ δimδjnδkl
︸ ︷︷ ︸

5

+ δinδjlδkm
︸ ︷︷ ︸

4

− δilδjnδkm
︸ ︷︷ ︸

3

− δinδjmδkl
︸ ︷︷ ︸

2

− δimδjlδkn
︸ ︷︷ ︸

1

(2.48)

Die auf beiden Seiten gleich gekennzeichneten Terme sind gleich, weil sie sich nur durch
die Reihenfolge von Zahlenfaktoren (jedes δ hat den Wert 0 oder 1) in einem Produkt
unterscheiden.

Summiert man die Gleichung (2.47), so folgt mit (1.26) und, Achtung, δnn = 3 (1.27),

ǫijn ǫlmn = δilδjm − δimδjl , (2.49)

ǫimnǫlmn = 2δil , (2.50)

ǫlmnǫlmn = 6 . (2.51)

Damit ergibt sich die Länge des Kreuzproduktes, das wir einfachheitshalber in einer
Orthonormalbasis auswerten,

ǫnija
ibjǫnlma

lbm = (δilδjm − δimδjl)a
ibjalbm = aiaibjbj − aibiajbj

(~a× ~b)2 = ~a2~b 2 − (~a ·~b)2 = |~a|2 |~b|2 sin2(∢(~a,~b))
(2.52)
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Ebenso ergibt sich das wiederholte Kreuzprodukt. Es ist nicht assoziativ.

(~a× (~b× ~c ))i = ǫijna
jǫnklb

kcl = (δikδjl − δilδjk)a
jbkcl = bi ajcj − ci ajbj

~a× (~b× ~c ) = ~b (~a ·~c) − ~c (~a ·~b)
(2.53)

Dichten

In n-dimensionalen Vektorräumen V sind p-Spate (p ≤ n), auch Parallelflach oder Par-
allelepiped genannt, Punktmengen, die von einem Eckpunkt e ausgehend von p Kanten-
vektoren u1,u2, . . .up, aufgespannt werden,

{x : x = e+

p∑

i=1

λiui mit 0 ≤ λi ≤ 1} . (2.54)

Das p-Volumen u1 ∧ u2 ∧ . . . ∧ up des p-Spats definieren wir analog zum zwei- und
dreidimensionalen Spat als linear in jedem der Kantenvektoren ui = eju

j
i, i = 1, 2, . . .p.

Es wechselt sein Vorzeichen, wenn wir eine Kante, etwa u1 in −u1, spiegeln oder wenn
wir zwei Kantenvektoren vertauschen. Wir betrachten also Volumen und Hohlvolumen,
die man miteinander verrechnen kann.

Wegen der Multilinearität ist das p-Volumen p-Spats eine p-fache Summe1 der Volumi-
na von Basis-p-Spaten ei1 ∧ei2 . . .∧eip mit i1 < i2 . . . < ip. Die Spate mit permutierten
Kanten sind nicht linear unabhängig, sondern unterscheiden sich nur um das Vorzeichen
der Permutation,

u1 ∧ u2 . . . ∧ up = ei1 ∧ ei2 . . . ∧ eip u
i1

1 u
i2

2 . . .uipp (2.55)

=
∑

i1<i2<...<ip

ei1 ∧ ei2 . . . ∧ eip
∑

π∈Sp

sign(π)uiπ(1)
1 u
iπ(2)

2 . . .uiπ(p)
p .

Jede vorzeichenbehaftete Summe über alle Permutationen π ∈ Sp

Xi1i2...ip =
∑

π∈Sp

sign(π) Yiπ(1)iπ(2)...iπ(p)
(2.56)

stimmt für jedes π′ ∈ Sp bis auf das Vorzeichen sign(π′) mit der Summe über alle
Permutationen π ◦ π′ überein, denn mit π durchläuft auch π ◦ π′ alle Elemente von
Sp . Zudem gilt sign(π ◦ π′) = sign(π) sign(π′) (2.9). Daher ist die vorzeichenbehaftete
Summe total antisymmetrisch unter Vertauschung irgend eines Indexpaares

Xi1i2...ip = sign(π′)
∑

π∈Sp

sign(π) Yiπ(π′(1))iπ(π′(2))...iπ(π′(p))
= sign(π′)Xiπ′(1)iπ′(2)...iπ′(p)

.

(2.57)

1Zur Notation der p-fachen Summe braucht man p verschiedene Indizes. Statt verschiedener Buchsta-
ben schreiben wir verschieden indizierte Buchstaben, i1, i2 . . . ip .
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Die Produkte ei1 ∧ ei2 . . .∧ eip mit i1 < i2 . . . < ip sind linear unabhängig und bilden
demnach eine Basis des n!/((n − p)!p!)-dimensionalen Vektorraumes Λp(V), der von
den Volumina von p-Spaten aufgespannt wird.
p-Dichten F sind dual zu p-Spaten und ordnen ihnen ihren F-Inhalt zu. Der F-Inhalt

ist linear in jeder Kante des p-Spats

F(u1 ∧ u2 . . . ∧ up) = F(ei1 ∧ ei2 . . . ∧ eip)u
i1

1 u
i2

2 . . . uipp

=
∑

i1<i2<...<ip

Fi1 i2 ... ip

∑

π∈Sp

sign(π)uiπ(1)
1 u
iπ(2)

2 . . .uiπ(p)
p . (2.58)

Er ist linear in den Komponenten

Fi1i2 ... ip = F(ei1 ∧ ei2 . . . ∧ eip) = sign(π) Fiπ(1)iπ(2) ... iπ(p)
(2.59)

der p-Dichte, die total antisymmetrisch unter Permutationen π ∈ Sp sind, und linear in
den Komponenten jedes Kantenvektors.

Das Volumen eines n-Spats u1 ∧ u2 ∧ . . . ∧ un im n-dimensionalen Vektorraum V

ist linear in jedem der n Kantenvektoren und total antisymmetrisch unter Vertauschung
zweier Vektoren. Daher verschwinden in der n-fachen Summe

u1 ∧ u2 ∧ . . . ∧ un = ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ einu
i1

1u
i2

2 . . .uinn (2.60)

alle Terme, in denen i1, i2, . . . , in keine Permutation von 1, 2, . . .n sind. Im übrigen
stimmt ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ ein bis auf das Vorzeichen dieser Permutation mit

e = e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ en (2.61)

überein. Der Vorzeichenfaktor definiert das ǫ-Symbol in n Dimensionen,

ei1 ∧ ei2 ∧ . . . ∧ ein = ǫi1i2···in e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ en . (2.62)

ǫi1i2 ··· in =






1 , falls i1i2 . . . in gerade Permutation von 1, 2 . . .n ist,
−1 , falls i1i2 . . . in ungerade Permutation von 1, 2 . . .n ist,

0 , falls i1i2 . . . in keine Permutation von 1, 2 . . .n ist.
(2.63)

Damit schreibt sich das Volumen des n-Spats als

u1 ∧u2 ∧ . . .∧un = e ǫi1i2 ... inu
i1

1 u
i2

2 . . .uinn = e
∑

π∈Sn

sign(π)uπ(1)
1u
π(2)

2 . . .uπ(n)
n .

(2.64)
Jede im Spat enthaltene Ladung Q(u1,u2, . . . ,un) ist bei konstanter Ladungsdichte ρ

proportional zum Volumen,

Q(u1,u2, . . . ,un) = ρu1 ∧ u2 ∧ . . . ∧ un . (2.65)
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Lineare Selbstabbildungen L : V → V eines Vektorraums V beispielsweise Drehungen,
Streckungen, Scherungen, Lorentztransformationen, bilden gerade Linien auf gerade Li-
nien ab. Daher stammt ihre Name

”
linear“.

Die Bilder dreier sich schneidender Geraden sind (in mindestens zwei Dimensionen)
drei sich schneidende Geraden. Also werden Dreiecke auf Dreiecke abgebildet und die
Bilder ihrer Kantenvektoren a, b und a+ b, das sind Differenzvektoren, erfüllen

L(a+ b) = L(a) + L(b) , L(λa) = λ L(a) . (3.1)

Wegen dieser Linearitätseigenschaft ist die Abbildung L dadurch festgelegt, wie L auf
eine Basis e1, e2 . . . en wirkt, L(a) = L(eja

j) = L(ej)a
j. Dabei ist L(ej), das Bild des

j-ten Basisvektors, eine Linearkombination der Basis,

L(ej) = ei L
i
j ,

L(a) = L(ej a
j) = L(ej)a

j = ei L
i
j a
j .

(3.2)

Also ist L in dieser Basis vollständig durch die Koeffizienten Lij gegeben. Man ordnet
sie als Matrix in Zeilen und Spalten an,

L =




L1
1 L1

2 · · · L1
n

L2
1 L2

2 · · · L2
n

...
...

. . .
...

Ln1 Ln2 · · · Lnn


 . (3.3)

Dabei steht das Matrixelement Lij in der Matrix L in der Zeile Nummer i und der Spalte
Nummer j. Der von links erste Index numeriert die Zeile, der zweite die Spalte. Die Ma-
trixelemente so mit ihrer Zeilen- und Spaltenzahl zu bezeichnen, stammt von Gottfried
Wilhelm Leibniz, (1646 -1716) [18], dem Namenspatron der Universität Hannover.

Die j-te Spalte der Matrix L enthält die Komponenten des Bildes des j-ten Basisvek-
tors, L(ej) = ei L

i
j . Zum Formelbild dieser Gleichung: wenn man das Symbol L von

links durch den Basisvektor ej zieht, dann schiebt es wie ein Schneeräumer den Index j
vor sich her und ein nebeneinander stehendes Summationsindexpaar i verbindet wie ein
Abschleppseil die Basisvektoren mit den Matrixelementen.

Notiert man die Komponenten des Vektors L(a) als eine Spaltenmatrix, so hat sie in
der Zeile i die Komponente a′ i = L(a)i = Lij a

j, also das Produkt der i-ten Zeile der
Matrix L mal der Spalte der Komponenten von a.



a′1

a′2

...
a′n


 =




L1
1 a

1 + L1
2 a

2 + . . . + L1
n a

n

L2
1 a

1 + L2
2 a

2 + . . . + L2
n a

n

...
Ln1 a

1 + Ln2 a
2 + . . . + Lnn a

n


 =




L1
1 L1

2 · · · L1
n

L2
1 L2

2 · · · L2
n

...
...

. . .
...

Ln1 Ln2 · · · Lnn







a1

a2

...
an




(3.4)
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Bei gegebener Basis gehört zu jeder linearen Abbildung genau eine Matrix und zu jeder
Matrix genau eine lineare Abbildung. Daher verwendet man die Begriffe lineare Abbil-
dung und Matrix oft austauschbar. Aber ihre Entsprechung hängt von der Basis ab.

Da Summe und Vielfache von linearen Abbildungen wieder lineare Abbildungen sind,
können sie sinnvoll addiert und vervielfältigt werden, sie bilden Vektorräume,

(L+M)(a) = L(a) +M(a) , (λ L)(a) = λ L(a) ,

(L+M)ij = Lij +M
i
j , (λ L)ij = λ Lij .

(3.5)

Matrizen werden wie Vektoren komponentenweise addiert und mit Zahlen multipliziert.
Hintereinanderausführen von linearen Abbildungen definiert das Produkt der Matrizen,1

L(M(ej)) = L(ekM
k
j) = L(ek)M

k
j = ei L

i
kM

k
j = ei(LM)ij . (3.6)

Die Matrix LM, die zu den hintereinander ausgeführten Abbildungen M gefolgt von L
gehört, hat die Matrixelemente

(LM)ij = LikM
k
j = Li1M

1
j + L

i
2M

2
j + . . . . (3.7)

Bei der Produktmatrix LM steht in der Zeile Nummer i und der Spalte Nummer j das
Produkt der i-ten Zeile von L mit der j-ten Spalte von M.

Beim Matrixprodukt wird Zeile mit Spalte multipliziert.
Im Formelbild (LM)ij = LikM

k
j ist i auf beiden Seiten der erste und obere und j der

letzte und untere Index. Rechts in der Mitte ist das Indexpaar unmittelbar benachbart
und bezeichnet eine Summation.

Beispiele: n = 2 , Spiegelung an der x-Achse,

L(e1) = e1 , L(e2) = −e2 ,

L(e1 a
1 + e2 a

2) = e1 a
1 + e2 (−a2) ,

a′1 = a1 , a′2 = −a2 , (3.8)(
a′1

a′2

)
=

(
1 0
0 −1

)(
a1

a2

)
.

Spiegelung an der Diagonalen,

M(e1) = e2 , M(e2) = e1 ,

M(e1 a
1 + e2 a

2) = e2 a
1 + e1 a

2 ,

a′1 = a2 , a′2 = a1 , (3.9)(
a′1

a′2

)
=

(
0 1
1 0

)(
a1

a2

)
.

Matrixmultiplikation ist nicht kommutativ. ML, hier die Drehung um 90◦,

ML =

(
0 1
1 0

)(
1 0
0 −1

)
=

(
0 −1
1 0

)
(3.10)

1Bei rechts notierten Vektorkomponenten bleiben die Summationsindexpaare unmittelbar benachbart.
Notiert man die Komponenten links von den Basisvektoren, wird das Formelbild unübersichtlicher.
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ist nicht LM, hier die Drehung um −90◦

LM =

(
1 0
0 −1

)(
0 1
1 0

)
=

(
0 1

−1 0

)
. (3.11)

Die Differenz
[A,B] = AB− BA (3.12)

ist der Kommutator von A mit B. A vertauscht oder kommutiert mit B, falls AB = BA

gilt, also falls der Kommutator [A,B] = 0 verschwindet.
Matrixmultiplikation ist assoziativ, A (BC) = (AB)C , und distributiv

(A (BC))ij = Aik (BC)kj = Aik B
k
l C

l
j = (AB)ilC

l
j = ((AB)C)ij (3.13)

A (B+ C) = AB+AC , A (λB) = λAB . (3.14)

Zur identischen Abbildung, 1 : a 7→ a, gehört die 1-Matrix. Wegen 1(ej) = ej = ei δ
i
j

(1.26) sind ihre Matrixelemente

1
i
j = δij =

{
1 falls i = j

0 falls i 6= j
, 1 =




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

. . .
...

0 0 · · · 1


 , 1A = A1 = A . (3.15)

Jede Abbildung A vertauscht mit jedem Vielfachen der 1, λA = Aλ .
Zur Nullabbildung, 0 : a 7→ 0, gehört die 0-Matrix

0 =




0 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

. . .
...

0 0 · · · 0


 , 0A = A0 = 0 . (3.16)

Permutiert eine lineare Abbildung Dπ die Basisvektoren, Dπ(ej) = eπ(j), π ∈ Sn, so
sind ihre Matrixelemente

Dπ
i
j = δiπ(j) = δπ

−1(i)
j . (3.17)

Es ist ja π(j) = i genau dann, wenn j = π−1(π(j)) = π−1(i) ist. Eine Permutationsmatrix
hat in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine 1 und sonst Nullen. Das Produkt zweier
Permutationsmatrizen Dπ und Dπ′, π,π′ ∈ Sn, ist die Permutationsmatrix Dπ′′, die zu
den hintereinander ausgeführten Permutationen, π′′ = π ◦ π′, gehört,

DπDπ′ = Dπ◦π′ , (DπDπ′)ij = δπ
−1(i)

k δ
k
π′(j) = δπ

−1(i)
π′(j) = δiπ(π′(j)) . (3.18)

Permutationsmatrizen sind eine Darstellung der Permutationen.
DrehungenD in n = 2 Dimensionen um einen Drehwinkel ϕ,D(a) = a ′ , sind gegeben

durch

e ′
1 = cosϕe1 + sinϕe2 ,
e ′

2 = − sinϕe1 + cosϕe2 ,
D =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
,

(
a′ 1

a′ 2

)
=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
a1

a2

)
=

(
cosϕa1 − sinϕa2

sinϕa1 + cosϕa2

)
. (3.19)
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Das Längenquadrat ist invariant unter Drehungen, (c := cosϕ , s := sinϕ),

(c a1 − s a2)2 + (s a1 + c a2)2 = (a1)2(c2 + s2) + (a2)2(c2 + s2) = (a1)2 + (a2)2 . (3.20)

Demnach sind auch alle Skalarprodukte invariant, denn sie sind Differenzen invarianter
Längenquadrate (1.39). Längen und Winkel werden durch Drehungen nicht geändert.

Inverse Matrix

Zu manchen linearen Abbildungen L existiert das Inverse L−1, L−1L = 1,

L−1 i
k L

k
j = δij , (3.21)

zum Beispiel bei Drehstreckungen M die inverse Streckung und Rückdrehung M−1

M = r

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, M−1 =

1

r

(
cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

)
. (3.22)

Aber eine inverse Matrix existiert nicht immer, wie
(
a b

c d

)(
0 1
0 0

)
=

(
0 a

0 c

)
(3.23)

zeigt. Egal, wie man hier die Matrixelemente a,b, c,d wählt, erhält man als Produkt
nicht die 1-Matrix.

Wenn die Bilder einer Basis L(e1) = e ′
1 . . . L(en) = e ′

n eine Basis bilden – dazu reicht
in endlich dimensionalen Räumen, daß die e ′

i linear unabhängig sind – dann existiert
die inverse Abbildung L−1. Denn man kann jeden Basisvektor ek als Linearkombination
der neuen Basis e ′

i schreiben, ei = e′jN
j
i und durch N(e′i) = e′jN

j
i eine Abbildung N

definieren, die e′1, e
′
2, . . . auf e1, e2, . . . abbildet. Aber dann läßt NL die Basis e1, e2, . . .

und daher alle Vektoren invariant,NLei = Ne′i = ei . Ebenso läßt LN die Basis e′1, e
′
2, . . .

und daher alle Vektoren invariant. Es ist also NL = 1 = LN und N = L−1.
Einen unendlich dimensionalen Vektorraum V kann L auf einen Unterraum abbil-

den und linksinvertierbar sein, ohne daß ein Rechtsinverses existiert, zum Beispiel im
Vektorraum aller Polynome

∑
anx

n einer Variablen x mit Zahlenkoeffizienten an die
Abbildung L(

∑
anx

n) =
∑
anx

n+1, die jedes Polynom mit x multipliziert. Ein Links-
inverses ist die Abbildung L−1(

∑
bnx

n) =
∑
bn+1x

n . Ein Rechtsinverses kann nicht
existieren, da L(R(a0)) nicht das x-unabhängige Polynom a0 sein kann, egal auf welches
Polynom R die Zahl a0 abbildet.

Sind die Bilder der Basisvektoren e1, e2 . . . linear abhängig, sind also in 0 = L(ei) λ
i

nicht alle λi Null, dann wird wegen L(ei) λ
i = L(ei λ

i) der Vektor λ = ei λ
i 6= 0 ebenso

wie 0 auf 0 abgebildet, und L kann nicht invertierbar sein, weil 0 mehrere Urbilder hat.
Sind L und M invertierbar, dann auch LM ,

M−1L−1 = (LM)−1 , (3.24)

denn (M−1L−1)(LM) = M−1(L−1L)M = M−1M = 1.
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Determinante

Ob in einem n-dimensionalen Raum n Vektoren linear unabhängig sind, zeigt sich an
dem Volumen, das sie aufspannen. Es verschwindet genau dann, wenn die Vektoren linear
abhängig sind.

Die Determinante einer linearen Abbildung L ist der Faktor, um den sie das Volumen
vergrößert,

L(e1) ∧ L(e2) ∧ . . . ∧ L(en) = det L · e1 ∧ e2 ∧ . . . ∧ en , (3.25)

zum Beispiel det 1 = 1 . Der Wert der Determinante von L bestimmt, ob L invertier-
bar ist. Es existiert L−1 (in Zeichen ∃L−1) genau dann, wenn die Determinante nicht
verschwindet,

∃L−1 ⇔ det L 6= 0 . (3.26)

Deshalb heißt die Determinante Determinante. Sie ist durch (2.64) gegeben.

det L = ǫi1i2 ... in L
i1

1 L
i2

2 . . . Linn =
∑

π∈Sn

sign(π) Lπ(1)
1 L
π(2)

2 . . . Lπ(n)
n (3.27)

Zum Beispiel ist die Determinante einer 2 × 2-Matrix L (2.15)

det L2×2 = L1
1L

2
2 − L2

1L
1
2 (3.28)

und, dies ist die Flaschenregel2 von Sarrus, die Determinante einer 3×3-Matrix L (2.25)

det L3×3 = L1
1L

2
2L

3
3+L

2
1L

3
2L

1
3+L

3
1L

1
2L

2
3−L

2
1L

1
2L

3
3−L

1
1L

3
2L

2
3−L

3
1L

2
2L

1
3 . (3.29)

Die Determinante einer n × n-Matrix besteht aus n! Summanden. Für Dreiecksmatri-
zen ∆, die unterhalb der Diagonalen verschwinden, (∆ij = 0 für i > j), vereinfacht sie
sich zu einem Term det∆ = ∆1

1∆
2
2 · · ·∆nn .

Das Volumen ist antisymmetrisch in jedem Paar von Faktoren, a ∧ b = −b ∧ a

(2.17). Also verändert jede Permutation π der Faktoren L(e1) ∧ . . . ∧ L(en) den Wert
des Volumens um das Vorzeichen der Permutation,

L(eπ(1)) ∧ L(eπ(2)) ∧ . . . ∧ L(eπ(n)) = sign(π) L(e1) ∧ L(e2) ∧ . . . ∧ L(en) . (3.30)

Da in der Spalte j der Matrix L die Komponenten des Vektors L(ej) stehen, zeigt dies, daß
das Vertauschen zweier Spalten das Vorzeichen der Determinante wechselt. Ist j1, j2, . . . jn
keine Permutation von 1, 2, . . .n, so stimmen mindestens zwei Werte überein und das
Volumen verschwindet. Mit dem ǫ-Symbol (2.63) zusammengefaßt, gilt also (2.62)

L(ej1) ∧ L(ej2) ∧ . . . ∧ L(ejn) = ǫj1j2...jn L(e1) ∧ L(e2) ∧ . . . ∧ L(en) (3.31)

und
ǫi1i2 ... in L

i1
j1 L

i2
j2 · · · Linjn = ǫj1j2 ... jn det L . (3.32)

2Schreibt man die 3 × 3-Matrix auf ein Etikett, das eine Flasche umhüllt, dann ist ihre Determinante
die Summe der Produkte des oberen Matrixelements mit dem rechts darunter stehenden und dem dar-
unter rechts stehenden Matrixelement minus der Summe der Produkte der schräg links untereinander
stehenden Matrixelemente.
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Damit zeigt man den Determinantenproduktsatz: Bei verketteten linearen Abbildungen
vergrößert sich das Volumen um das Produkt der Vergrößerungsfaktoren der einzelnen
Abbildungen,

det(LM) = (detL)(detM) . (3.33)

Zum Beweis schreibt man die Determinante des Produkts aus, ordnet Faktoren um und
verwendet (3.32)

det(LM) = ǫi1i2 ... in L
i1
j1 M

j1
1 L

i2
j2 M

j2
2 · · · LinjnMjn

n =

= ǫi1i2 ... in L
i1
j1 L

i2
j2 · · · LinjnMj1

1M
j2

2 · · · Mjn
n =

= (det L) ǫj1j2 ... jnM
j1

1M
j2

2 · · · Mjn
n = (detL)(detM) .

(3.34)

Aus det(L−1L) = det 1 = 1 folgt 1 = (det L−1)(detL), also

det(L−1) =
1

det L
. (3.35)

Die lineare Abbildung Dπ (3.17), die Basisvektoren permutiert, Dπei = eπ(i), π ∈Sn,
ändert das Volumen des Basisspats um das Vorzeichen der Permutation, detDπ =

sign(π). Ihr Produkt LDπ mit einer Matrix L permutiert die Spalten von L, (LDπ)
i
k =

Liπ(k). In umgedrehter Produktreihenfolge DπL werden, wie δiπ(j) = δπ
−1(i)

j zeigt, die

Zeilen der Matrix L invers permutiert, (DπL)
i
k = Lπ

−1(i)
k. Nach dem Determinantenpro-

duktsatz wechselt daher die Determinante jeder Matrix beim Vertauschen zweier Zeilen
ebenso wie beim Vertauschen zweier Spalten ihr Vorzeichen.

Der Determinantenproduktsatz zeigt, daß die Determinante einer linearen Abbildung L
nicht von der Basis e1, e2 . . . en abhängt, die die Matrix L durch L(ei) = ejL

j
i definiert.

Sei nämlich
e′i = N(ei) (3.36)

eine zweite Basis, dann ist die Matrix N invertierbar. Die Matrixelemente von L in der
zweiten Basis erhält man als Komponenten von

L(e′i) = LN(ei) = N
(
(N−1LN)ei

)
= N

(
ej(N

−1LN)ji
)

= e′j(N
−1LN)ji (3.37)

Es hat also L in der Basis N(e1),N(e2), . . . dieselben Matrixelemente wie

L′ = N−1 LN (3.38)

in der Basis e1, e2, . . .. Die Determinanten der Matrizen L′ = N−1 LN und L stimmen
nach Determinantenproduktsatz überein,

det(N−1 LN) = (detN)−1(detL) (detN) = det L . (3.39)

Entsprechend gilt für jeden Vektor

v = NN−1v = N
(
N−1eiv

i
)

= N(ej)N
−1 j

iv
i = e′jv

′ j , (3.40)

daß er in der Basis N(e1),N(e2), . . . dieselben Komponenten hat wie N−1v in der Basis
e1, e2, . . .,

v′j = N−1 j
i v
i . (3.41)
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Körperfeste Transformationen

Die Lage eines festen Körpers kann man angeben durch den Ort eines herausgegriffenen
Punktes, etwa des Schwerpunktes, den man als körperfesten Ursprung verwendet, und
durch drei mit dem Körper verbundene orthonormale Basisvektoren. Sie definieren kör-
perfeste Achsen e′1, e

′
2 und e′3. Sie gehen aus einer gewählten Ausgangslage e1, e2 und e3

durch eine Drehung N hervor, die die Lage des Körpers charakterisiert,

e′i = N(ei) . (3.42)

Als körperfest bezeichnet man diejenige Drehung D̂ = NDN−1, die auf die körper-
festen Achsen e′l genauso wirkt wie D (genannt die raumfeste Drehung) auf ek, mit
anderen Worten, in der e′-Basis hat D̂ dieselben Matrixelemente wie D in der e-Basis,

D̂(e′l) = NDN−1N(el) = ND(el) = N(ek)D
k
l = e′kD

k
l . (3.43)

Die körperfeste Drehung D̂ = NDN−1 wirkt daher auf N, die Lage des Körpers, durch
Multiplikation mit D von rechts,

D̂N = ND . (3.44)

Folgt einer ersten körperfeste Drehung D̂1 eine zweite, D̂2 = N1D2N
−1
1 mit N1 = ND1,

so geht die Lage N1 in ND1D2 über. Dabei ändern sich die körperfesten Komponenten
eines Vektors v, der nicht gedreht wird, weil er beispielsweise zu einem Fixstern zeigt, in
v′ i = (D−1

2 D
−1
1 )ij(N

−1v)j .

Die Spur einer linearen Abbildung

Ebenso wie die Determinante hängt bei einer Matrix die Summe über die Hauptdiago-
nalelemente, die Spur,

Sp L = Lii , (3.45)

nicht von der gewählten Basis ab. Denn wegen AikB
k
i = BkiA

i
k gilt

Sp(AB) = Sp(BA) , (3.46)

und die Spur ist folglich zyklisch,

Sp(ABC) = Sp(A(BC)) = Sp((BC)A) = Sp(BCA) . (3.47)

Aber demnach hat in einer anderen Basis SpL′ = Sp(N−1LN) = Sp(NN−1L) = Sp L
die Spur denselben Wert. Da sie, anders als die Matrixelemente Lij , nicht von der Basis
abhängt, ist sie eine Funktion der linearen Abbildung L.

Rechteckmatrizen, Transponieren

Lineare Abbildungen L eines n-dimensionalen Vektorraumes V in einenm-dimensionalen
Vektorraum W sind durch ihre Wirkung L(ei) auf die Basisvektoren e1, e2, . . . , en von V

festgelegt,

L :

{
V → W

a 7→ L(a) = L(ei a
i) = L(ei)a

i = ẽr L
r
i a
i . (3.48)
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Die Bilder der Basisvektoren sind Linearkombinationen der Basisvektoren ẽ1, ẽ2, . . . ẽm
von W, die Komponenten von L(ei) bilden die i-te Spalte der Rechteckmatrix, die L in
diesen Basen von V und W darstellt,



L1

1 · · · L1
n

...
. . .

...
Lm1 · · · Lmn


 m = dimW,n = dim V . (3.49)

Die Zeilenzahl m der m × n-Matrix ist die Dimension des Zielraumes W, die Spal-
tenzahl n die Dimension des Urbildraumes n. Rechteckmatrizen können multipliziert
werden, wenn die zugehörigen linearen Abbildungen hintereinander ausgeführt werden
können, wenn also der Zielraum der einen Abbildung der Urbildraum der nächsten Ab-
bildung ist. Dann stimmt im Matrixprodukt die Zeilenzahl der rechten Matrix mit der
Spaltenzahl der linken Matrix überein.

Der Dualraum V∗ eines Vektorraumes V besteht aus den linearen Abbildungen u :

V → C des Vektorraumes V in die reellen (oder komplexen) Zahlen,

u : v 7→ u(v) = u(ei v
i) = u(ei) v

i = ui v
i . (3.50)

Zu jedem Dualvektor u gehört demnach eine einzeilige 1 × n-Matrix mit Komponenten
u(ei) = ui, also ein Zeilenvektor, der durch Matrixmultiplikation, Zeile mal Spalte, auf
den Spaltenvektor der Komponenten von v ∈ V angewendet wird, u(v) = ui v

i .
Auch jeder Spaltenvektor v kann als Matrix einer linearen Abbildung v begriffen wer-

den. Sie bildet R nach V ab, insbesondere λ ∈ R auf λ v .
Wendet man u ∈ V∗ auf linear transformierte Vektoren Lv an, so ist u(Lv) = u′(v)

eine lineare Abbildung u′ = u ◦ L von Vektoren v in die Zahlen, wobei u′ linear von u
abhängt. Die Abbildung u 7→ u′ ist die zu L transponierte Abbildung LT

LTu = u ◦ L . (3.51)

Transponieren wälzt die Abbildung L von V auf V∗ ab, (LTu)(v) = u(L(v)) .
Die zugehörige Matrix wird bei Transponieren an der Hauptdiagonalen gespiegelt,

denn
u(Lv) = ui L

i
j v
j = (LTu)j v

j = LT
j
i ui v

j , (3.52)

und da dies für alle u und v gilt, enthält die transponierte Matrix LT in Zeile j und
Spalte i dasjenige Element, das in L in Zeile i und Spalte j steht,

LT
j
i = Lij . (3.53)

Das Transponierte eines Produktes ist das in der Reihenfolge gespiegelte Produkt der
transponierten Faktoren, ((3.51) oder (3.53), Übungsaufgabe)

(LM)T = MT LT . (3.54)

Aus 1T = 1 und 1 = LL−1 folgt (L−1)TLT = 1 . Das Transponierte des Inversen ist das
Inverse des Transponierten,

(L−1)T = (LT)−1 . (3.55)
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Die Determinanten von L und LT stimmen überein,

det L = det LT . (3.56)

Stellt man nämlich mit (3.32) detL durch n! gleiche Summanden dar,

det L =
1

n!
ǫj1j2 ... jnǫi1i2 ... in L

i1
j1 L

i2
j2 · · · Linjn , (3.57)

so ist dies wegen Lij = LT
j
i auch die Determinante der transponierten Matrix.

Offensichtlich ändert Transponieren nicht die Spur, SpL = Sp LT .

Metrische Größe von Volumen

Stehen in einem Euklidischen Vektorraum V die Kanten u1,u2, . . .up eines p-Spats
senkrecht aufeinander und haben sie die Längen l1 =

√
u1 ·u1 , . . . , lp =

√
up ·up ,

dann ist sein Volumen das Produkt dieser Längen, |u1 ∧u2 ∧ . . . ∧up| = l1 l2 . . . lp . Es
ist die Wurzel der Determinante der Skalarproduktmatrix gu, deren Matrixelemente die
Skalarprodukte der Kantenvektoren sind,

|u1 ∧ u2 ∧ . . . ∧ up| =
√

| det gu| , (gu)ij = ui ·uj . (3.58)

Dies bleibt richtig, auch wenn die Kantenvektoren schiefwinklig sind, denn dann sind sie
die Bilder ui = L(ei) = ekL

k
i von senkrecht aufeinander stehenden Vektoren ei, die um

den Faktor det L weniger p-Volumen aufspannen.
Die Skalarproduktmatrix gu hängt wegen ui ·uj = (ek · el)LkiLlj = LT i

k(ek · el)Llj
durch gu = LTgeL mit ge zusammen und nach dem Determinantenproduktsatz gilt
√

| det gu| =
√

| det(LTgeL)| = | detL|
√

| det(ge)| = | det L||e1 ∧ . . . ∧ ep|

= | det L e1 ∧ . . . ∧ ep| = |L(e1) ∧ . . . ∧ L(ep))| = |u1 ∧ . . . ∧ up| .
(3.59)

Im Raum Λp(V), der von p-Spaten aufgespannt wird, ist durch

(u1∧u2∧· · ·∧up) · (v1∧v2∧· · ·∧vp) =
∑

π∈Sp

sign(π) (u1 · vπ(1))(u2 · vπ(2)) . . . (up · vπ(p))

(3.60)
ein Skalarprodukt definiert, das ihn zu einem Euklidischen Raum macht.

Drehungen

Lineare Selbstabbildungen eines euklidischen, reellen Vektorraum, die alle Längen – und
demnach Skalarprodukte und Winkel – invariant lassen, heißen orthogonale Transfor-
mationen oder Drehspiegelungen. Wenn sie zudem das Vorzeichen des Volumens nicht
ändern, handelt es sich um Drehungen.

In einer Orthonormalbasis gilt für jede Drehspiegelung D

D(ei) = e ′
i = ekD

k
i , e ′

i · e ′
j = ei · ej = δij , (3.61)

δij = (ekD
k
i) · (elDlj) = ek · elDkiDlj = δklD

k
iD

l
j = DkiD

k
j = DT

i
kDkj (3.62)

1 = DTD , DT = D−1 . (3.63)
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Die BedingungenDkiD
k
j = δij oderDTD = 1, daß die Spaltenvektoren vonD normiert

sind und zueinander senkrecht stehen, heißen Orthogonalitätsrelationen.
Drehspiegelungen lassen alle Skalarprodukte, nicht nur diejenigen der Basis invariant,

(D(a)) · (D(b)) = (D(eia
i)) · (D(ejb

j)) = e ′
i · e ′

j a
i bj = δij a

i bj = a ·b . (3.64)

Mit dem Determinantenproduktsatz (3.34) und wegen detDT = detD (3.56) folgt

1 = det 1 = det(DTD) = (detDT)(detD) = (detD)2 , (3.65)

daß die Determinante einer Drehspiegelung 1 oder −1 sein muß,

detD = ±1 . (3.66)

Falls detD = 1 ist, heißt die orthogonale Transformation D eine Drehung.
Die Gruppe der Drehungen in n Dimensionen heißt SO(n), die Gruppe der speziellen,

orthogonalen Transformationen. Denn ihre Determinanten haben den speziellen Wert 1.
Da die Determinante eine stetige Funktion der Matrixelemente ist, gibt es keine stetig

von einem Parameter λ abhängende Schar von Drehspiegelungen Dλ mit detDλ=0 = 1
und detDλ=1 = −1: Drehungen hängen nicht stetig mit Spiegelungen zusammen.

Ist die Dimension des Vektorraumes V ungerade, so existiert, wie wir weiter unten
zeigen, für jede Drehspiegelung stets eine Richtung n, n2 = 1, die Drehachse, die punkt-
weise invariant gelassen oder gespiegelt wird. Auf einen beliebigen Vektor k in drei

Dimensionen angewendet, läßt eine Drehspiegelung Dαn den Anteil k‖ in Richtung der
Drehachse n, n 2 = 1, ungeändert oder spiegelt ihn. Der zu n senkrechte Teil k⊥, wird
in drei Dimensionen in der zu n senkrechten Ebene um den Drehwinkel α gedreht,

k = k‖ + k⊥ , k‖ = n (n ·k) , k⊥ = k − n (n ·k) ,

Dαnk = (detDαn) k‖ + (cosα) k⊥ + (sinα)n× k⊥ .
(3.67)

Unabhängig von der Drehachse geht jede Drehung gegen die identische Abbildung, wenn
der Drehwinkel gegen Null oder 2π geht.

Wegen cos(−α) = cosα und sin(−α) = − sinα stimmt zudem die Drehung um die
Achse n um den Winkel α mit der Drehung um −n um den Winkel 2π − α überein.
Deuten wir n als Richtung und α/2 als Entfernung, in der man vom Nordpol auf einer
dreidimensionalen Kugelfläche S3 = {p ∈ R4 : (p1)2+(p2)2+(p3)2+(p4)2 = 1} längs eines
Großkreises zum Punkt p gelangt,3 so erreicht man mit α = 2π den von n unabhängigen
Südpol, die Drehung D2πn = 1. Es entspricht so jeder Drehung in drei Dimensionen ein
antipodales Punktepaar ±p auf S3 . Diese Punktpaare bilden die Mannigfaltigkeit S3/Z2,
der die Gruppe SO(3) bijektiv entspricht (zu Z2 = {1, −1} siehe (2.5)).

Numerische Berechnung der Determinante

Wegen der Antisymmetrie und der spaltenweisen Linearität der Determinante ändert
sie nicht ihren Wert, wenn man zu einer Spalte der Matrix ein Vielfaches einer anderen
Spalte addiert. Dieses Cavalierische Prinzip benutzt man bei der numerischen Berech-
nung der Determinante der n×n-Matrix L und berechnet sie in weniger als n! Schritten
als Determinante einer Dreiecksmatrix.

3 Wir bezeichnen die n-dimensionale Sphäre oder Kugeloberfläche mit Sn.
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Zunächst bringt man der numerischen Stabilität der Berechnung wegen das Matrix-
element mit dem größten Betrag in die rechte, untere Ecke. Dazu vertauscht man, falls
erforderlich, die n-te Zeile mit derjenigen des größten Matrixelements und dann seine
Spalte mit der n-ten Spalte. Dabei ändert jede erforderliche Spalten- oder Zeilenver-
tauschung das Vorzeichen der Determinante. Dann schert man wie bei der Berechnung
der Parallelogrammfläche (2.15) und des Spatvolumens (2.25) jeden der ersten n − 1
Spaltenvektoren längs des n-ten Spaltenvektors, so daß die n-te Komponente der ge-
scherten Vektoren verschwindet, L′ ij = Lij − Lincj mit cj = Lnj/c und c = Lnn 6= 0 ,
für 1 ≤ j < n . In der Matrix L′ verschwinden alle Elemente in der Zeile links von Lnn
und L′ hat bis auf das Vorzeichen dieselbe Determinante wie L.

In der resultierenden (n − 1) × (n − 1) Untermatrix der ersten (n − 1)-Zeilen und
(n − 1)-Spalten verfährt man entsprechend. Man erhält so schließlich eine Matrix, die
unterhalb der Diagonalen verschwindet. Ihre Determinante stimmt mit der ursprüngli-
chen Determinante bis auf die Minuszeichen von den erforderlichen Zeilen- und Spalten-
vertauschungen überein.

Die Determinante solch einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente.
Sie verschwindet genau dann, wenn ein Diagonalelement verschwindet. Dann gibt es,
wie dieses Verfahren zeigt, eine nichtverschwindende Linearkombination der Spalten der
ursprünglichen Matrix, die sich zu einer Nullspalte kombiniert. Die Determinante von L
verschwindet genau dann, wenn die Bilder L(ei) einer Basis linear abhängig sind.

Berechnung der inversen Matrix

Die Determinante (3.27)

det L = ǫi1i2 ... in L
i1

1 L
i2

2 · · · Linn =
∑

π∈Sn

sign(π) Lπ(1)
1 L
π(2)

2 · · · Lπ(n)
n (3.68)

ist ein Polynom der Matrixelemente. Vom Matrixelement in der k-ten Zeile und der l-ten
Spalte, x = Lkl, hängt sie linear inhomogen ab, det L = ax+b, denn sie ist linear in jeder
Spalte. Der Koeffizient a hängt natürlich von k und l und anderen Matrixelementen ab,

alk = ǫi1i2 ... il−1 kil+1... in L
i1

1 L
i2

2 · · · Lil−1
l−1 ︸︷︷︸

Lkl fehlt

Lil+1
l+1 · · · Linn . (3.69)

Für den Fall k = n und l = n ist der Vorfaktor a die Determinante der Untermatrix
von L, die man durch Weglassen der n-ten Zeile und der n-ten Spalte erhält.

det L =
∑

π(n)=n

(
sign(π) Lπ(1)

1 L
π(2)

2 · · ·
)
Lπ(n)

n +
∑

π(n) 6=n
sign(π) Lπ(1)

1 L
π(2)

2 · · · Lπ(n)
n

a =
∑

π∈Sn−1

sign(π) Lπ(1)
1 L
π(2)

2 · · · Lπ(n−1)
n−1 (3.70)

Falls k oder l nicht n sind, bringen wir Lkl durch zyklisches Vertauschen von n−k Zeilen
und n−l Spalten in die rechte untere Ecke der Matrix L. Dabei ändert die Determinante
ihr Vorzeichen um (−1)(k+l). Der Koeffizient a in det L = ax+b ist demnach (−1)(k+l)

mal der Determinante der Untermatrix, die man durch Streichen der Zeile k und der
Spalte l aus L erhält. Diese Determinante heißt Minor der Zeile k und der Spalte l.
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Multipliziert man die Koeffizienten alk mit Lkj und summiert über k, so erhält man

alkL
k
j = ǫi1i2 ... il−1 kil+1... in L

i1
1 L
i2

2 · · · Lil−1
l−1 Lkj

︸︷︷︸
eingefügt

Lil+1
l+1 · · · Linn . (3.71)

Das ist Null, wenn j nicht mit l übereinstimmt, denn dann stimmt j mit einem der
Werte 1, 2 . . . l − 1, l + 1 . . . überein und alkL

k
j ist die Determinante einer Matrix mit

zwei gleichen Spalten Falls j = l ist, ergibt sich die Determinante,

alkL
k
j = δlj det L . (3.72)

Dies ist der Determinantenentwicklungssatz. Die Determinante ist die Summe über k
der Produkte der Matrixelemente Lkj der Spalte j mit ihren Minoren und dem schach-
brettartigen Vorzeichen (−1)(j+k).

Für uns ist entscheidend, daß (für det L 6= 0) alk/ detL die Matrixelemente L−1 l
k der

inversen Matrix L−1 sind,
alk = L−1 l

k det L . (3.73)

Die Matrixelemente von L−1 sind rationale Funktionen der Matrixelemente von L. Die
Matrix L−1 enthält in der Zeile l und der Spalte k den Minor der Zeile k und der Spalte l ,
mal (−1)(k+l) , geteilt durch die Determinante von L .

Komplexe Zahlen

Die Matrizen

z =

(
x −y

y x

)
, x,y ∈ R , (3.74)

die wir kürzer als

z = x+ iy , 1 =

(
1

1

)
, i =

(
−1

1

)
, (3.75)

schreiben, bilden einen reell zweidimensionalen Vektorraum,

(x + iy) + (u+ i v) = (x + u) + i (y+ v) . (3.76)

In Polarkoordinaten, x = r cosϕ, y = r sinϕ, r =
√
x2 + y2, ϕ = arctany/x, erweisen

sie sich für z 6= 0 als invertierbare Streckung um r und Drehung um ϕ

z = r
(
cosϕ+ i sinϕ

)
= r

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
(3.77)

mit dem Inversen

z−1 =
x − iy

x2 + y2
. (3.78)

Da ihr Produkt
(x+ iy) (u+ i v) = (xu− y v) + i (x v+ yu) (3.79)

assoziativ, distributiv und kommutativ ist, erfüllen sie die Rechenregeln von Zahlen.
Die Nullabbildung und die Drehstreckungen in zwei Dimensionen sind ein Modell der
komplexen Zahlen C = {x+ iy , x,y ∈ R} .

Die komplexe Zahl i ist eine Wurzel aus −1, i2 = −1 . Sie ist reell linear unabhängig
von allen reellen Zahlen, da jede reelle Linearkombination x+ iy nur dann verschwindet,
wenn auch 0 = (x+iy) (x−iy) = x2+y2 gilt, wenn also sowohl x als auch y verschwinden.
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Komplexe Konjugation, Betragsquadrat

Die komplexe Konjugation komplexer Zahlen ist die Spiegelung an der reellen Achse (an
der x-Achse)

∗ : x + iy 7→ (x + iy)∗ = x − iy . (3.80)

Auf Polynome und Potenzreihen wirkt Konjugation additiv, (f + g)∗ = f∗ + g∗ , bei
Produkten wird jeder Faktor konjugiert, (f g)∗ = f∗g∗ .

Die komplexen Zahlen bilden einen reell zweidimensionalen Euklidischen Vektorraum,
die komplexe Ebene, mit positiv definitem Betragsquadrat und der Orthonormalba-
sis e1 = 1 und e2 = i,

|z|2 = z∗ z = |(x + iy)|2 = (x− iy) (x+ iy) = x2 + y2 ≥ 0 , |z|2 = 0 ⇔ z = 0 . (3.81)

Statt durch z zu teilen, multipliziert man oft einfacher mit z∗/|z|2 (3.78).
In z = x+ iy ist x = ℜ(z) = (z+z∗)/2 der Realteil von z und y = ℑ(z) = (z−z∗)/(2i)

der Imaginärteil von z, z = ℜ(z) + i ℑ(z) .
Reelle Zahlen r sind komplexe Zahlen mit verschwindendem Imaginärteil, ℑ(r) = 0 .

Additionstheoreme der Winkelfunktionen

Auf die Punkte z = x + iy angewendet bewirkt die Addition einer komplexen Zahl w
eine Translation und die Multiplikation mit w eine Drehstreckung. Insbesondere gehen
die Zahlen cosα+ i sinα auf dem Einheitskreis durch eine Drehung um einen Winkel β,
also durch Multiplikation mit der komplexen Zahl w = cosβ + i sinβ, in die Zahlen
cos(α+ β) + i sin(α+ β) über,

(cosα+ i sinα)(cosβ+ i sinβ) = (cosα cosβ− sinα sinβ) + i(cosα sinβ+ sinα cosβ)

cos(α+ β) = cosα cosβ− sinα sinβ , (3.82)

sin(α+ β) = cosα sinβ+ sinα cosβ .

Die Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen merkt man sich durch Aus-
multiplizieren komplexer Zahlen der Form cosα+ i sinα .

Das Additionstheorem für sin(α + β) kann man aus der Gleichheit der Fläche des
Parallelogramms, ab sin(α+β), und des Rechtecks, ab sinα cosβ+ab sinβ cosα, der
folgenden Zeichnung entnehmen [19]. Mit cosα = sin(α+ π/2) folgt daraus cos(α+β).

a sinα b sinβ

~bβα~a b cosβ = a cosα

Abbildung 3.1: Additionstheorem sin(α+ β)
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Fundamentalsatz der Algebra

Nach dem Fundamentalsatz der Algebra, von Carl Friedrich Gauß (1777 - 1855) [18]
bewiesen, von uns nur verwendet, hat jedes Polynom Pn(z) = zn +

∑n−1

k=0 ak z
k vom

Grad n in einer komplexen Variablen z und mit komplexen Koeffizienten a0,a1 . . .an−1

n komplexe Nullstellen z1, z2 . . .zn, wobei mehrfache Nullstellen mehrfach zählen,4

zn +

n−1∑

k=0

ak z
k = (z− z1) (z− z2) · · · (z− zn) . (3.83)

Für n = 2 berechnet man die Nullstellen, indem man z2 + pz zum Quadrat von z+ p/2
ergänzt und die Differenz von Quadraten faktorisiert, a2 − b2 = (a+ b) (a− b),

z2 + p z+ q = (z+
p

2
)2 −

p2

4
+ q = (z+

p

2
)2 −

(
√
p2

4
− q
)2

=
(
z+

p

2
−

√
p2

4
− q

) (
z+

p

2
+

√
p2

4
− q

)
= (z− z1) (z− z2) ,

z1 = −
p

2
+

√
p2

4
− q , z2 = −

p

2
−

√
p2

4
− q .

(3.84)

Dabei merkt man sich leichter das Stichwort
”
quadratische Ergänzung“ und führt sie aus

als die Formel für beide Nullstellen.
Bei Polynomen höherer Ordnung, n > 4, kann man die Nullstellen z1, z2 . . . nicht

als algebraischen Ausdruck in den Koeffizienten a0,a1 . . . schreiben. Man kann aber
die Nullstellen bei gegebenem Polynom numerisch mit jeder gewünschten Genauigkeit
bestimmen, nicht anders als die Wurzeln bei der Lösung quadratischer Gleichungen.

Daß sich das Polynom Pn(z) als Produkt von Faktoren z − z1, z − z2 . . . schreiben
läßt, liegt daran, daß man jedes Polynom P(z) bis auf einen Rest R als Produkt eines
Faktors (z − z1) mit einem Polynom kleineren Grades P̂(z) schreiben kann, wobei der
Grad des Restes kleiner als der von (z − z1) ist. Der Rest ist also eine Konstante,
P(z) = (z−z1)P̂(z)+R. Ist nun z1 eine Nullstelle von P(z), 0 = P(z1) = (z1−z1)P̂(z1)+R,
so verschwindet diese Konstante und P(z) = (z− z1)P̂(z) läßt sich restlos durch (z− z1)

teilen. Ebenso enthält P̂(z) einen Faktor (z− z2) und so weiter.

Eigenwertgleichung

Die Eigenwertgleichung bestimmt bei gegebener linearer Abbildung M die speziellen
Richtungen v 6= 0, die Eigenvektoren v von M, die von M lediglich um einem Faktor λ,
den zu v gehörigen Eigenwert von M, gestreckt werden,

Mv = λv ⇔ (M− λ1)v = 0 ⇒ det(M− λ1) = 0 . (3.85)

Damit (M−λ1)v = 0 gilt und v nicht verschwindet, darf (M−λ1) nicht invertierbar sein,
sonst folgte 0 = (M − λ1)−1(M− λ1)v = v . Also muß die Determinante von (M− λ1)

4In diesem Zusammenhang bezeichnen hochgestellte Zahlen natürlich Potenzen, nicht Komponenten.
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verschwinden. Verschwindet sie, so hat (M− λ1) einen Nullvektor v 6= 0, also M einen
Eigenvektor zum Eigenwert λ.

Da die Eigenvektorgleichung linear homogen in v ist, ist jedes nichtverschwindende
Vielfache eines Eigenvektors v auch Eigenvektor zu demselben Eigenwert. Die Eigen-
wertgleichung legt nicht die Normierung und das Vorzeichen des Eigenvektors fest.

Die Determinante det(M − λ1) = (−1)n(λn +
∑n−1

k=0 akλ
k) ist ein Polynom vom

Grad n = dim V in λ . Sie heißt charakteristisches Polynom von M. Die Eigenwertglei-
chung det(M − λ1) = 0 hat nach dem Fundamentalsatz der Algebra (3.83) n komplexe
Lösungen,

det(M− λ1) = (−1)n(λ− λ1) (λ− λ2) · · · (λ− λn) . (3.86)

Da detM der Wert dieses Polynoms für λ = 0 ist, erweist sich die Determinante als
Produkt der Eigenwerte,

detM = λ1 λ2 · · ·λn . (3.87)

Wie der Vergleich des Koeffizienten von λn−1 auf beiden Seiten von (3.86) zeigt, ist
die Spur jeder Matrix M die Summe ihrer Eigenwerte, SpM =

∑
i λi .

Eigenvektoren e1, e2 . . . ek von M zu verschiedenen Eigenwerten λ1, λ2 . . .λk sind line-
ar unabhängig. Das ist richtig für k = 1 . Wären k ≥ 2 Eigenvektoren, aber nicht schon
k − 1 Eigenvektoren, zu verschiedenen Eigenwerten linear abhängig, so gälte

ek = e1a1 + e2a2 + . . . + ek−1ak−1 (3.88)

mit linear unabhängigen e1, e2 . . . ek−1 und Koeffizienten ai, die nicht alle verschwinden.
Wenn wir M− λk1 anwenden, widerspricht aber die Eigenwertgleichung

0 = e1 a1 (λ1 − λk) + e2 a2 (λ2 − λk) + . . . + ek−1 ak−1 (λk−1 − λk) (3.89)

der linearen Unabhängigkeit der Eigenvektoren e1, e2 . . . ek−1 .
Das heißt nicht, daß es bei jeder n × n-Matrix n linear unabhängige Eigenvektoren

gibt, denn es können Nullstellen des charakteristischen Polynoms zusammenfallen, das
heißt mehrfach, etwa p-fach, auftreten. Solch einen Eigenwert nennt man p-fach entartet.
Zu einem p-fach entarteten Eigenwert gibt es nicht unbedingt p linear unabhängige
Eigenvektoren, wie ein Gegenbeispiel zeigt,

M =

(
0 1
0 0

)
. (3.90)

Bei nicht entarteten Eigenwerten gibt es (zumindest im Raum der komplexen Linear-
kombinationen der Vektoren) n Eigenvektoren vi, i = 1, 2 . . .n. Sie sind linear unabhän-
gig, also eine Basis. In dieser Eigenbasis gehört zu M wegen Mvi = λi vi (keine Summe
über i) die Diagonalmatrix

M =




λ1

λ2

. . .

λn


 . (3.91)
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Eine lineare Abbildung A heißt diagonalisierbar, falls eine Basis e1, e2, . . . von Eigen-
vektoren existiert, Aei = aiei (keine Summe über i). Beispielsweise sind reelle, symme-
trische Matrizen diagonalisierbar. Verschwindet der Kommutator (3.12) zweier diagona-
lisierbarer linearer Abbildungen, [A,B] = 0, so bildet B jeden Eigenraum Vλ von A zum
Eigenwert λ auf sich ab, denn (A− λ)e = 0 hat 0 = B (A− λ) e = (A− λ) (Be) zur Fol-
ge, und B kann in Vλ diagonalisiert werden. Dann existiert eine Basis von gemeinsamen
Eigenvektoren, Aei = aiei, Bei = biei .

Falls ein Eigenwert λ = r(cosα + i sinα) einer reellen Matrix M = M∗ nicht reell
ist, r sinα 6= 0, dann ist der Eigenvektor w = u + iv eine komplexe Linearkombination
reeller Vektoren u und v, die linear unabhängig sind. Wäre nämlich v = c u mit einer
Zahl c, so wäre (1 + ic)u 6= 0 und demnach auch u Eigenvektor der reellen Matrix M
zum komplexen Eigenwert λ. Dann aber würde aus dem Imaginärteil von (M− λ)u = 0
folgen, daß λ im Gegensatz zur Voraussetzung reell ist.

Verwenden wir v = e1 und u = e2 als Basisvektoren, so besagt die Eigenwertgleichung,

M (e2 + ie1) = r (cosα+ i sinα)(e2 + ie1) , (3.92)

nach Real- und Imaginärteil getrennt,

Me1 = r(cosα) e1 + r(sinα) e2 , Me2 = −r(sinα) e1 + r(cosα) e2 . (3.93)

Also wirkt M in der von e1 und e2 aufgespannten, reell zweidimensionalen Ebene als
Drehstreckung

M = r

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
(3.94)

und bildet Kreise um den Ursprung auf Kreise um den Ursprung ab.

Eigenräume von Drehungen

Reelle Eigenwerte λ einer Drehspiegelung D, DT D = 1, können nur 1 oder −1 sein,
denn die Skalarprodukte der reellen Eigenvektoren n bleiben unverändert,

n ·n = (Dn) · (Dn) = λ2 n ·n , (3.95)

demnach ist (λ2 − 1)n ·n = 0 und weil das Längenquadrat eines nichtverschwindenden
Vektors im Euklidischen Raum nicht verschwindet, gilt λ2 = 1 und λ = ±1 . Reelle
Eigenvektoren sind invariant oder werden gespiegelt.

Wir betrachten den Unterraum U⊥ der Vektoren, die auf den reellen Eigenvektoren
senkrecht stehen. Er wird durch D auf sich abgebildet,

u ·n = 0 ⇒ 0 = (Du) · (Dn) = ±(Du) ·n . (3.96)

Eingeschränkt auf diesem Unterraum U⊥ ist D eine orthogonale Transformation, die nur
komplexe Eigenvektoren w = u+ iv und komplexe Eigenwerte λ 6= λ∗ hat.
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Wegen der OrthogonalitätsrelationenDikD
i
l = δkl (3.63) und der Eigenwertgleichung

gilt für komplexe Eigenvektoren w = u+ iv und w∗ = u− iv

(Dw∗) · (Dw) −w∗ ·w = 0 = (λ∗λ− 1)w∗ ·w = (|λ|2 − 1)(u 2 + v 2) . (3.97)

Weil u 2 + v 2 nicht Null ist, hat der komplexe Eigenwert den Betrag 1 und ist von der
Form λ = cosα + i sinα. Der Vektor w∗ = u − iv ist Eigenvektor der reellen Matrix D
zum Eigenwert λ∗. Wir können daher im Eigenwertpaar λ und λ∗ die Bezeichnung so
wählen, daß λ einen positiven Imaginärteil hat und α aus dem Bereich 0 < α < π ist.

Aus der Orthogonalitätsrelation folgt

(Dw) · (Dw) −w ·w = 0 = (λ2 − 1)w ·w = (λ2 − 1) (u 2 − v 2 + 2iu · v) , (3.98)

und wegen λ2 6= 1 sind die reellen Vektoren u und v gleich lang und zueinander senkrecht.
Wählen wir sie normiert als Basisvektoren einer Orthonomalbasis, e1 = v, e2 = u, so

wirkt D in diesem Unterraum als Drehung (3.94)

Dα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
. (3.99)

Der auf w = u+ iv senkrechte Unterraum Û⊥ wird auf sich selbst abgebildet.

x ·w = 0 ⇒ 0 = (Dx) · (Dw) = λ(Dx) ·w . (3.100)

Eingeschränkt auf diesen Unterraum ist D eine orthogonale Transformation, die keine
reellen Eigenwerte hat, sondern wiederum eine reell zweidimensionale Ebene, die von
orthonormalen Vektoren aufgespannt wird, durch eine Drehung Dβ transformiert.

Es gibt daher für jede Drehung D eine Orthonormalbasis, in der die zugehörige Matrix
blockdiagonal von der Form

D =




Dα
. . .

Dβ
1

−1




(3.101)

ist, wobei 1 für einen Block von Eigenwerten 1 und −1 für einen anderen Block von
Eigenwerten −1 steht. Wenn die Dimension des Vektorraumes ungerade ist, muß ein
reeller Eigenwert 1 oder −1 auftreten, es gibt eine Drehachse oder eine Spiegelachse.

Bei Spiegelungen ist die Anzahl der Eigenwerte −1 ungerade, bei Drehungen gerade.
Jedes Paar von Eigenwerten −1 gehört zu einer Drehung Dπ um 180◦.

Da jede Drehung Dα aus der identischen Abbildung durch stetiges Vergrößern des
Drehwinkels von 0 auf α hervorgeht, gibt es genau dann, wenn die Eigenwerte −1 paarig
auftreten, wenn also detD = 1 ist, eine Schar Dλ von Drehungen, die stetig von λ abhän-
gen und 1 = Dλ=0 mit D = Dλ=1 verbinden. Die Gruppe der Drehspiegelungen hat zwei
Zusammenhangskomponenten, nämlich erstens die Gruppe SO(n) der Drehungen in n
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Dimensionen. Die Determinante jeder Drehung hat den speziellen Wert detD = 1, woher
der Name spezielle orthogonale Transformation rührt. Die andere Zusammenhangskom-
ponente Π ◦ SO(n) ergibt sich aus SO(n) durch die Paritätstransformation Π, das ist
eine Spiegelung

Π =




−1
1

. . .

1


 (3.102)

einer ungeraden Anzahl orthogonaler Basisvektoren. Die Determinante der Transforma-
tionen Π ◦ SO(n) hat den Wert −1. Zusammen mit SO(n) bildet Π ◦ SO(d) die Gruppe
O(n) der orthogonalen Transformationen oder Drehspiegelungen in n Dimensionen.

Für sich genommen ist Π ◦ SO(n) keine Gruppe, sie enthält insbesondere nicht die 1 .

Adjungierte und kontragrediente Transformation

Invertierbare Selbstabbildungen einer MannigfaltigkeitM nennt man Transformationen.
Sie bilden eine Gruppe, wobei das Produkt im Hintereinanderausführen besteht. Das
Einselement ist die identische Abbildung, die jeden Punkt auf sich abbildet.

Eine Gruppe G wirkt als Transformationsgruppe auf einer Mannigfaltigkeit M , wenn
zu jedem Gruppenelement g ∈ G eine Transformation Mg von M gehört,

Mg :

{
M → M

x 7→ Mgx
, (3.103)

und hintereinander ausgeführte Transformationen diejenige Transformation ergeben, die
zum Gruppenprodukt gehören,

MgMg′ = Mgg′ . (3.104)

Dann spricht man von einer Realisierung der Gruppe G als Transformationsgruppe
auf M . Beispielsweise transformieren Lorentztransformationen die Richtungen von Licht-
strahlen und wirken so als Transformationsgruppe der zweidimensionalen Kugelschale S2.

Trivialerweise realisiert die Identität Mg = id ∀g ∈ G jede Gruppe G .
Ist die Gruppe G spezieller durch lineare Transformationen eines Vektorraumes V

realisiert, so heißt die Abbildung von G in den Raum der linearen Transformationen
von V Darstellung von G und Mg stellt g dar.

Ist G auf zwei Mannigfaltigkeiten M und N durch Transformationen Mg : M → M

und Ng : N → N realisiert, so wirkt g ∈ G auf natürliche Art auch auf die Menge der
Punktepaare (x,y) mit x ∈ M und y ∈ N, also auf das kartesische Produkt M×N , und
bildet sie auf die Paare der transformierten Punkte ab,

Mg ×Ng :

{
M × N → M × N

(x,y) 7→ (Mgx,Ngy)
. (3.105)

Die Transformation Mg ×Ng bewirkt die zu g adjungierte (zugehörige) Transforma-
tion von Abbildungen f von M nach N.
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Jede Abbildung f : M → N ist ja definitionsgemäß eine Untermenge von M × N, die
für jedes x ∈ M genau ein Paar (x,y) = (x, f(x)) enthält.

Da Transformationen invertierbar sind, ist f ⊂ M × N für jedes g ∈ G auch die
Menge aller Paare

(
Mg−1x, f(Mg−1x)

)
. Sie wird durchMg×Ng auf die Funktion (Adg f)

transformiert,

Mg ×Ng :
(
Mg−1x, f(Mg−1x)

)
7→
(
x,Ngf(Mg−1x)

)
=
(
x, (Adg f)(x)

)
,

Adg : f 7→ (Adg f) = Ng ◦ f ◦Mg−1 . (3.106)

Wirkt beispielsweise eine Darstellung Dg einer Gruppe auf einen Vektorraum V, so
transformieren Operatoren A, das sind Selbstabbildungen von M = N = V, unter der
adjungierten Darstellung

(AdgA) = DgADg
−1 . (3.107)

Die Transformationen Adg realisieren die Gruppe G auf dem Raum FM→N der Ab-
bildungen von M nach N,

Adg2
Adg1

f = Ng2
Ng1

fMg−1
1
Mg−1

2
= Ng2g1

fM(g2g1)−1 = Adg2 g1
f . (3.108)

Ist N ein Vektorraum und sind die Transformationen Ng linear, so ist Adg linear, also
eine Darstellung des Gruppenelements g.

Insbesondere sind Dualvektoren u ∈ V∗ Abbildungen eines Vektorraumes V in die
reellen Zahlen. Wirkt auf V eine Darstellung Mg einer Gruppe und ist die Gruppe auf
dem Zielraum R trivial durch Ng = 1 ∀g ∈ G dargestellt, so ist die dazu adjungierte
Transformation von Dualvektoren die Abbildung, die u auf

Adg u = u ◦ (Mg)
−1 = (Mg)

−1Tu (3.109)

abbildet. Dualvektoren transformieren mitM−1T , wenn Vektoren mitM transformieren.
Beide Transformationen sind einander kontragredient (entgegengesetzt): der transfor-
mierte Dualvektor u′ = M−1Tu, angewendet auf den transformierten Vektor v′ = Mv,
ergibt dasselbe wie vor der Transformation

u′(v′) = (M−1Tu)(Mv) = u(M−1Mv) = u(v) . (3.110)

Nur unter Drehspiegelungen stimmt die kontragrediente Transformation mit der ur-
sprünglichen Transformation überein, denn D−1T = D ist die Orthogonalitätsbedingung
(3.63) D−1 = DT oder DTD = 1 .

Das Schursche Lemma

Eine Menge von linearen Abbildungen K, die einen Vektorraum V auf sich abbilden und
dabei einen echten Unterraum U, {0} 6= U 6= V, auf sich abbilden, heißt reduzibel. Wählt
man die Basis für V so, daß die ersten Basisvektoren U aufspannen, so haben die zu den
reduziblen Abbildungen gehörigen Matrizen einen gemeinsamen Block verschwindender
Matrixelemente und sind von der Form

K =

(
∗ ∗
0 ∗

)
. (3.111)
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Eine Menge von linearen Abbildungen K heißt irreduzibel, wenn keine anderen Unter-
räume als {0} und V von allen Abbildungen K auf sich abgebildet werden.

Ist bekannt, daß eine Menge linearer Abbildungen K nur mit Vielfachen der 1 ver-
tauscht, dann ist sie irreduzibel. Denn jeder Projektor auf einen invarianten Unterraum
vertauscht mit jedem K und kann, weil er ein Vielfaches der 1 und ein Projektor ist,
nur 1 oder 0 sein. Folglich ist der invariante Unterraum V oder {0} .

Wenn eine Abbildung W mit einer Abbildung K vertauscht, wenn also WK = KW

gilt, so bildet K für jede Zahl σ den Nullraum von W − σ1,

Nσ = {v ∈ V : (W − σ1)v = 0} , (3.112)

auf sich ab. Denn aus (W − σ1)v = 0 folgt 0 = K(W − σ1)v = (W − σ1)(Kv).
Ist die Menge von linearen Abbildungen K, die mit W vertauschen, irreduzibel und

hat W einen Eigenvektor zu einem Eigenwert λ, dann ist der zugehörige Nullraum Nλ
ein invarianter Unterraum und mindestens eindimensional, und folglich ist Nλ = V, das
heißt W = λ1. Demnach gilt das (Issai Schur, 1875-1941, [18])

Schursche Lemma: Wenn eine lineare Selbstabbildung W eines Vektorraumes einen

Eigenvektor hat und mit einer irreduziblen Menge von linearen Selbstabbildungen K ver-

tauscht, dann ist W = λ1 ein Vielfaches der Eins.

Die Bedingung, einen Eigenvektor zu haben, ist für jede lineare Selbstabbildung eines
komplexen, endlichdimensionalen Vektorraumes erfüllt, ebenso für alle symmetrischen,
reellen Matrizen.

Sei eine Menge von linearen Selbstabbildungen K eines Vektorraum V irreduzibel und
gebe es eine lineare Abbildung W von V in einen Vektorraum W. Wenn jedes K durch W
mit einer linearen Selbstabbildung K′ von W verflochten ist,

K′W = WK , (3.113)

und die Menge dieser K′ ebenfalls irreduzibel ist, dann istW entweder invertierbar und K
und K′ sind einander äquivalent, K′ = WKW−1 , oder W = 0 verschwindet.

Denn das BildWV ist ein invarianter Unterraum der Abbildungen K′ und der Nullraum
vonW ist ein invarianter Unterraum der Abbildungen K. Falls nunW nicht verschwindet,
so ist, weil die Menge der K′ irreduzibel ist, WV = W, und der Nullraum von W ist
nicht V, sondern {0}, da die Menge der K irreduzibel ist. Also ist W invertierbar, oder W
verschwindet.

Das Schursche Lemma erklärt, warum man zwar nicht die Größe von Vektoren ver-
schiedener Maßeinheit (und damit verschiedener Vektorräume), wohl aber ihre Richtung,
vergleichen kann. In den Vektorräumen wirken äquivalente, irreduzible Darstellungen
der Drehgruppe. Man kann daher in den Räumen jeweils eine Basis finden, so daß die
Darstellungsmatrizen gleich sind. Diese Basen liegen bis auf die Wahl der Einheit fest.
Daher ist das Skalarprodukt und das Vektorprodukt auch von Vektoren definiert, die
aus unterschiedlichen Räumen stammen.



4 Die Ableitung

Die Ableitung einer Funktion f : U → R bei x ∈ U ⊂ R ist die Steigung der dortigen
linearen Näherung.

✲

✻
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dx df
dx |x

Abbildung 4.1: Lineare Näherung

Eine Funktion f : U ⊂ R → R ist bei x ∈ U differenzierbar, wenn es eine lineare
Abbildung df|x gibt, die Änderung oder der Gradient von f ,

df|x :

{
R → R

dx 7→ df|x = dx df
dx |x

, (4.1)

die die Funktionsdifferenzen f(x+ dx) − f(x) mit einem Fehler o
(
dx
)

nähert,

f(x+ dx) = f(x) + dx
df

dx |x

+ o
(
dx
)

, (4.2)

der schneller als das Argument verschwindet, limǫ→0 |o(ǫ)|/ǫ = 0 . Das Symbol o(dx)
heißt auch Landauscher Papierkorb.

Entsprechend ist die Ableitung von vektorwertigen Funktionen f : U ⊂ R → V und
insbesondere von komplexen Funktionen f : U ⊂ R → C , x 7→ f(x) = u(x) + i v(x),
definiert, deren Werte addiert und vervielfältigt werden können, also von Abbildungen
in Vektorräume mit einer Norm, mit der man den Fehler f(x+dx)− f(x)−dx df

dx |x
mißt.

Ist f in allen Punkten einer Umgebung U ⊂ R differenzierbar, so heißt f in U diffe-
renzierbar und die Funktion df

dx
: x 7→ df

dx |x
ist die Ableitung von f . Umgekehrt heißt die

Funktion f, von der die Ableitung stammt, Stammfunktion der Funktion df
dx

.
Newtons Notation f′ für die Ableitung df

dx
oder ẋ für dx

dt
ist weniger sinnfällig als die

von Leibniz stammende Schreibweise.
Wir schreiben die Ableitung auch als ∂f, 1 denn die Ableitung hängt nicht davon

ab, wie man das Argument der Funktion f nennt. Ist die Funktion ∂f differenzierbar,

1Die Zeichen ∂f werden
”
de ef“ gesprochen. Die Aussprache

”
del ef“ ist unkundig: das Zeichen ∂ ist ein

Schriftschnitt von d.
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so bezeichnet (∂)2f ihre Ableitung. Die k-fache Ableitung (∂)kf wird traditionell und
ziemlich sinnwidrig als dkf/dxk notiert.

Abgeleitet wird die Funktion f, nicht der Funktionswert f(x). Allerdings versagt bei
der n-ten Potenz x 7→ xn die Konvention, zur Bezeichnung der Funktion einfach beim
Funktionswert f(x) den Bezeichner des Arguments wegzulassen. Dann bliebe zur Be-
zeichnung der n-ten Potenz nur ein nach- und hochgestelltes n, was man als Verweis auf
eine Fußnote liest. Wir bezeichnen die n-te Potenz daher auch ausführlich mit

Pn : x 7→ Pn(x) = xn = x · x · · ·x︸ ︷︷ ︸
n Faktoren

. (4.3)

Als P0 definieren wir P0 : x 7→ 1 . Mit dieser Schreibweise gelten für das Produkt und die
Verkettung von Potenzen

Pn Pm = Pn+m , Pn ◦ Pm = Pnm . (4.4)

Die Ableitung einer Konstanten verschwindet, ∂P0 = 0, die Ableitung der identischen
Abbildung ist 1 , ∂P1 = P0 ,

(x + dx)0 − (x)0 = 1 − 1 = dx 0 ,
d1

dx
= 0 , ∂P0 = 0 ,

(x + dx)1 − (x)1 = x + dx − x = dx 1 ,
dx

dx
= 1 , ∂P1 = 1 .

(4.5)

Es gilt also ∂Pn = nPn−1 für n = 0 und n = 1 .
Da dort, wo eine Funktion maximal ist, ihr Wert nicht durch eine kleine Änderung

des Arguments vergrößert werden kann, verschwindet dort, falls es sich nicht um einen
Randpunkt handelt, ihre Ableitung. Man findet lokale Minima und Maxima der Funkti-
on f an den Nullstellen der Funktion df

dx
. Daß die Ableitung verschwindet ist notwendig,

nicht aber hinreichend für ein lokales Maximum oder Minimum an dieser Stelle, wie etwa
der Sattelpunkt von f(x) = x3 bei x = 0 zeigt. Stellen, an denen die Ableitung von f
verschwindet, nennt man stationäre Punkte von f ,

df

dx |x

= 0 ⇔ x stationärer Punkt von f . (4.6)

Das Partizip Perfekt von ableiten ist abgeleitet, nicht abgelitten, egal wie schmerzhaft
das Ableiten erscheint.

Im Folgenden schreiben wir oft kürzer die Terme o
(
dx
)

nicht aus und rechnen in erster
Ordnung in dx, so als wäre o

(
dx
)

= 0.

Linearität, Produktregel, Kettenregel

Ableiten bildet Funktionen linear auf Funktionen ab, ∂(a f+ b g) = a∂f+ b ∂g,

a,b ∈ R : a f(x+ dx) + b g(x+ dx) = a f(x) + b g(x) + dx(a
df

dx
+ b

dg

dx
) ,

d

dx

(
a f+ b g

)
= a

df

dx
+ b

dg

dx
,

∂
(
a f+ b g

)
= a∂f+ b ∂g

(4.7)
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und genügt der Leibnizregel ∂(f g) = (∂f) g+ f (∂g) für Produkte

f(x+ dx) g(x+ dx) =
(
f(x) + dx

df

dx

)(
g(x) + dx

dg

dx

)

= f(x) g(x) + dx
(df

dx
g(x) + f(x)

dg

dx

) (4.8)

d

dx

(
f g
)

=
df

dx
g+ f

dg

dx
, ∂
(
f g
)

= (∂f) g+ f (∂g) . (4.9)

Ist bei vektorwertigen Funktionen ein Produkt (eine reell bilineare Form) erklärt, etwa
das Skalarprodukt oder das Vektorprodukt, so gilt die Leibnizregel entsprechend.

Die verkettete Funktion h = f ◦ g einer Funktion f mit einer Funktion g ändert sich
bei x, weil sich mit Änderung dx des Arguments der Funktionswert von g um dg =
dg

dx |x
dx ändert und eine Änderung von g den Wert von f ◦ g bei g(x) um df = df

dg |g(x)

dg

ändert. Dies ist die Kettenregel

f
(
g(x+ dx)

)
− f
(
g(x)

)
= f
(
g(x) + dx

dg

dx |x

)
− f
(
g(x)

)
= dx

dg

dx |x

df

dg |g(x)

,

d(f ◦ g)
dx |x

=
df

dg |g(x)

dg

dx |x

, ∂(f ◦ g) =
(
(∂f) ◦ g

)
· (∂g) .

(4.10)

Die Ableitung ∂(f◦g) der verketteten Funktion ist das Produkt von ∂f◦g, der Ableitung
der äußeren Funktion am Bild der inneren Funktion, mit der Ableitung ∂g der inneren
Funktion. Dies skizziert das nachstehende Diagramm.

x

R

g

∂g

R

∂f

f

∂(f ◦ g) =
(
(∂f) ◦ g

)
(∂g)

R

Abbildung 4.2: Ableitung der Verkettung = Produkt der Ableitungen

Ableitung der Umkehrfunktion

Ist die reelle Funktion f differenzierbar und ist bei x die Ableitung df/dx nicht Null, so
existiert in einer Umgebung von y = f(x) die Umkehrfunktion F(y). Sie ist differenzier-
bar. Ableiten von x = F(f(x)) nach x zeigt

1 =
dF

dy |y=f(x)

df

dx |x

, also
dF

dy |y=f(x)

=
1

df
dx |x

,
(
∂F
)
◦ f =

1

∂f
, (4.11)

oder, mit der suggestiven Schreibweise F(y) = x(y) für die Umkehrfunktion

dx

dy |y(x)

=
1

dy
dx |x

. (4.12)



54 4 Die Ableitung

Die Ableitung der Umkehrfunktion am Bildpunkt y(x) ist der Kehrwert der Ableitung
der Funktion am Urbildpunkt x .

Man erhält den Funktionsgraphen der Umkehrfunktion einfach durch Spiegelung des
Funktionsgraphen von y = f(x) an der Diagonalen y = x wie beispielsweise in Abbil-
dung 4.4 auf Seite 56. Denn in einer genügend kleinen Umgebung Ux von x wird jeder
Funktionswert f(y) nur an einem Punkt y angenommen und F ⊂ f(Ux)×Ux = {(f(y),y)}
ist die Umkehrfunktion zu f ⊂ Ux × f(Ux) = {(y, f(y)}.

Zwischenwertsatz, Taylorsche Formel

Die Funktionsdifferenzen lassen sich bei stetig differenzierbaren Funktionen f als Diffe-
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Abbildung 4.3: Satz von
Rolle

renz der Argumente mal der Ableitung an einer Zwischen-
stelle schreiben. Denn zu jeder Sekante durch zwei Punkte
(u, f(u)) und (v, f(v)) des Funktionsgraphen gibt es eine Tan-
gente gleicher Steigung durch einen Zwischenpunkt (ξ, f(ξ)) ,

df

dx |ξ

=
f(v) − f(u)

v− u
, f(x+ dx) = f(x) + dx

df

dx |ξ

. (4.13)

Mit dem Mittelwertsatz zeigt man den Satz von Taylor [9,
Kapitel 3.4.4], den wir später auf andere Art beweisen (12.24).
Für jede n+ 1-fach stetig differenzierbare Funktion f gibt es
zwischen x und x + h eine Stelle ξ mit

f(x+ h) =

n∑

k=0

hk

k!

dk

dxk
f|x +

hn+1

(n+ 1)!

dn+1

dxn+1
f|ξ . (4.14)

Jede Funktion, deren n+ 1-te Ableitung verschwindet, ist ein Polynom n-ter Ordnung.

Ableitung ganzzahliger und rationaler Potenzen

Für die Ableitung der n-ten Potenz gilt für n = 0 und n = 1 (4.5)

dxn

dx
= nxn−1 , ∂Pn = nPn−1 . (4.15)

Vollständige Induktion und (4.9) zeigt diese Gleichung für alle natürlichen Zahlen,

∂Pn+1 = ∂(Pn P1) = ∂(Pn) P1 + Pn ∂(P1) = nPn−1 P1 + Pn P0 = (n+ 1) Pn . (4.16)

Die Funktion P−n : x 7→ 1/xn ist für x 6= 0 der Kehrwert von Pn. Differenzieren wir das
Produkt 1 = P−n Pn mit der Produktregel und lösen wir auf, so erhalten wir

0 = ∂(P−n Pn) = ∂(P−n) Pn + P−n nPn−1 , ∂P−n = −nP−n−1 . (4.17)

Also gilt (4.15) für x 6= 0 für alle ganzzahligen n .
Für natürliche Zahlen n ist P 1

n
: y 7→ y

1
n die Umkehrfunktion zu Pn : x 7→ xn im

Bereich x > 0. Sie hat die Ableitung

∂P 1
n
(y) =

dy
1
n

dy |y=xn

=
1

dxn

dx |x

=
1

nxn−1
=

1

n
y

1
n−1 =

1

n
P 1
n−1(y) . (4.18)
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Nimmt man für natürliche Zahlen p und q von der Funktion P 1
q

: x 7→ x
1
q die p-te

Potenz, so ergibt die Kettenregel (4.10) für die Ableitung von Pp
q

= Pp ◦ P 1
q

∂Pp
q

=
(
pPp−1 ◦ P 1

q

) 1

q
P 1
q−1 =

p

q
Pp−1

q
P 1
q−1 =

p

q
Pp
q−1 . (4.19)

Es gilt demnach für positive x für jede positive, rationale Potenz Pr : x 7→ xr

dxr

dx
= r xr−1 , ∂Pr = rPr−1 . (4.20)

Ableiten des Produkts 1 = P−r Pr ergibt 0 = ∂(P−r) Pr+P−r r Pr−1 . Dann zeigt Auflösen
nach ∂P−r, daß (4.20) auch für negatives, rationales r gilt.

Potenzreihen

Eine Funktion f heißt analytisch in einem Intervall um 0, wenn sie dort eine absolut
konvergente Potenzreihe ist. Ihre Ableitung ist analytisch und gleich der Potenzreihe der
Ableitungen, 2

f : x 7→
∞∑

n=0

1

n!
fn x

n , ∂f : x 7→
∞∑

n=0

1

n!
fn+1 x

n . (4.21)

Ableiten verschiebt also die Koeffizienten der Potenzreihe. Mehrfaches Ableiten ver-
schiebt mehrfach. Die Koeffizienten fl sind folglich die l-fachen Ableitungen der Funktion
am Entwicklungspunkt, fl = (∂)lf(0),

f(x) =

∞∑

n=0

1

n!

(dnf
dxn

)
|0
xn , f(x+ h) =

∞∑

n=0

1

n!

(dnf

dxn
)

|x
hn . (4.22)

Diese Potenzreihe ist die Taylorreihe der analytischen Funktion f.
Die Exponentialfunktion, die Eulersche Funktion ex, Leonhard Euler (1707-1783) [18],

exp x = ex =

∞∑

n=0

1

n!
xn , e = e1 =

∞∑

n=0

1

n!
= 2,71 . . . (4.23)

ergibt abgeleitet wieder die e-Funktion,

d

dx
ex = ex , ∂ exp = exp . (4.24)

Das Produkt von e-Funktionen von Zahlen x und y ist die e-Funktion der Summe

exey = ex+y . (4.25)

2Das Symbol n! , gesprochen n-Fakultät, bezeichnet das Produkt aller natürlichen Zahlen bis ein-
schließlich n, n! = 1 · 2 · · ·n. Dabei ist 0! = 1 .
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Es ist nämlich

∑

n

1

n!
xn

∑

m

1

m!
ym =

∑

n

n∑

m=0

xm

m!

yn−m

(n−m)!
=

∑

n

1

n!

( n∑

m=0

n!

m!(n −m)!
xm yn−m

)

=
∑

n

1

n!
(x+ y)n = ex+y (4.26)

Wegen exey = ex+y gilt für ganzzahlige p und q 6= 0, (ex)p = epx, ex/q = (ex)1/q mit
der Folge (ex)r = erx für alle rationalen r = p/q. Reelle Potenzen von ex sind durch
stetige Ergänzung dieser Relation definiert, α ∈ R , (ex)α = eαx .

Der Logarithmus

Wegen exe−x = e0 = 1 wird die e-Funktion nicht Null, sondern ist für reelle x positiv.

exp x

ln x

Abbildung 4.4: Exponentialfunktion
und Logarithmus

Die Umkehrfunktion, lny, ist durch

x = ln(ex) (4.27)

für y > 0 definiert und erfüllt dort elny = y .
Denn invertiert f−1 die Funktion f auf dem

Bild f(U) eines Gebietes U, f−1 ◦ f = idU, so
gilt f ◦ f−1 = idf(U). Ist nämlich y ∈ f(U), so ist
es das Bild y = f(x) eines Punktes x ∈ U und
f◦f−1(y) ist f◦f−1◦f(x) , was wegen f−1◦f = idU
mit y = f(x) übereinstimmt.

Wegen (ln eu) + (ln ev) = u + v = ln(eu+v) =

ln(eu ev) gilt für positive Faktoren a und b

ln(ab) = lna+ lnb , ln 1 = 0 . (4.28)

Mit der Kettenregel ergibt sich P−1 als die Ab-
leitung der Umkehrfunktion der e-Funktion

d lny

dy |y=expx

=
1

ex
=

1

y
, ∂ ln = P−1 . (4.29)

Für negative y ist |y| = −y und die Ableitung von ln |y| nach der Kettenregel

d ln |y|

dy
=

1

|y|

d|y|

dy
= −

1

|y|
=

1

y
. (4.30)

Demnach ist ln |x| eine Stammfunktion von 1/x , (x 6= 0)

d ln |x|

dx
=

1

x
. (4.31)

Für positive x gilt x = elnx. Reelle Potenzen von x sind durch xα = eα lnx definiert. Als
Ableitung ergibt sich nach der Kettenregel

dxα

dx
=

d eα lnx

dx
= eα lnx α

1

x
= αxα−1 , (4.32)

also gilt (4.20) für positive x und reelle α.
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Matrixreihen

Das Argument A einer Potenzreihe muß nicht unbedingt eine reelle Variable x sein. Es
ist außer Konvergenz der Reihe, deren Untersuchung wir Mathematikern überlassen, nur
erforderlich, daß man A wiederholt mit sich multiplizieren kann und daß Linearkombi-
nationen der Potenzen von A erklärt sind. Ist A beispielsweise eine Matrix, so definiert

eA =

∞∑

n=0

1

n!
An , wobei A0 = 1 , (4.33)

die Exponentialfunktion der Matrix A . Der Beweis von exey macht von xy = yx Ge-
brauch. Unverändert gilt eAeB = eA+B für Matrizen A und B, die miteinander kom-
mutieren, das heißt, für die AB = BA gilt. Aber nicht alle Matrizen kommutieren mit-
einander, und eAeB ist nicht für alle Matrizen eA+B. Da komplexe Zahlen miteinander
kommutieren, gilt ezew = ez+w für alle komplexen Zahlen z und w .

Da Vielfache einer Matrix A miteinander kommutieren, gilt eaAebA = e(a+b)A für alle
Zahlen a und b und insbesondere eAe−A = e0 = 1 . Also sind alle Matrizen von der Form
eA invertierbar. Die Matrix A heißt Erzeugende der linearen Transformationen eaA oder
auch die zu eaA gehörige infinitesimale Transformation, A = d

da
eaA|a=0

.

Eulerformel, Ableitung der Winkelfunktionen

Weil die Koeffizienten 1/n! der Exponentialreihe reell sind, gilt für komplexe Zahlen z

(ez)∗ = e(z∗) . (4.34)

Also hat eiα für reelle α den Betrag |eiα|2 = e−iαeiα = e0 = 1. Der Real- und Imaginärteil
von eiα sind daher Cosinus und Sinus des Winkels, den eiα mit der x-Achse einschließt.
Trennt man die Reihenentwicklung in gerade und ungerade Potenzen, so zerlegt dies eiα

wegen i2n = (−1)n in seinen Realteil cosα und i mal seinen Imaginärteil sinα

eiα =

∞∑

n=0

i2n

(2n)!
α2n +

∞∑

n=0

i2n+1

(2n+ 1)!
α2n+1 =

∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
α2n + i

∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
α2n+1 ,

cosα

i sinα
eiα

eiα = cosα+ i sinα . (4.35)

Dies ist die Eulerformel. Man erhält cos und sin als Potenzreihen

cos x =

∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
x2n = 1−

x2

2
+. . . , sin x =

∞∑

n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 = x−

x3

6
+. . . (4.36)

mit den Ableitungen

d cos x

dx
= − sin x ,

d sin x

dx
= cos x , ∂ cos = − sin , ∂ sin = cos . (4.37)
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Mit der Trennung der Reihe eiα in ihren Real- und Imaginärteil haben wir allerdings
noch nicht bewiesen, daß das Argument α der Winkel des Dreiecks mit Katheten cosα
und sinα ist. Um diese Beweislücke zu schließen, bestimmen wir cos und sin als Potenzrei-

.
............................

...........................
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...........................

...........................

...........................

............................

α
s

s

Abbildung 4.5: Bogen
mit Sehne

he der Bogenlänge.
Der Bogen α eines Einheitskreises ist länger als die Sehne,

2 sinα/2 < α . (4.38)

Wir zerlegen den Winkel in n Teile, α = n (α/n) und verwen-
den die Ungleichung 2 sinα/(2n) < α/n für jeden Teilwinkel

2n sin
α

2n
< α . (4.39)

Bis auf Terme, die schneller als α/2n gegen Null gehen, ist sin ǫ gleich ǫ mal der Ablei-
tung von sin x bei x = 0 ,

2n
α

2n

(d sin x

dx

)
|x=0

+ 2no(
α

2n
) < α . (4.40)

Es definiert aber die Gesamtlänge der feiner und feiner zerlegenden Sehnen die Bogen-
länge, demnach ist der Grenzwert der linken Seite für n→ ∞ die Bogenlänge α und die
Ableitung von sin x bei x = 0 hat den Wert

lim
x→0

sin x

x
= 1 ,

d sin x

dx |x=0

= 1 . (4.41)

Die Ableitung des Cosinus verschwindet bei x = 0, weil er dort seinen maximalen Wert 1
annimmt. Aus den Additionstheoremen (3.82) folgt daher bis auf o(ǫ)-Terme

cos(α+ ǫ) = cosα cos ǫ− sinα sinǫ = cosα− ǫ sinα ,

sin(α+ ǫ) = sinα cos ǫ+ cosα sinǫ = sinα+ ǫ cosα ,

d cosx

dx
= − sin x ,

d sin x

dx
= cos x , ∂ cos = − sin , ∂ sin = cos . (4.42)

Damit können wir cos x =
∑
n
cn
n!
xn und sin x =

∑
n
sn
n!
xn als Potenzreihen des Bo-

genmaßes darstellen. Die Koeffizienten cn und sn sind die Werte der n-ten Ableitungen
bei x = 0 (4.22). Aus cos(0) = 1 und sin(0) = 0 und (4.42) folgen

c2n = (−1)n , c2n+1 = 0 , s2n = 0 , s2n+1 = (−1)n . (4.43)

Also stimmen die Potenzreihen des Bogenmaßes, die cos und sin darstellen, mit den
Reihen (4.36) überein. Das Argument α in eiα ist der Winkel α im Dreieck cosα+i sinα.

Umkehrfunktionen der trigonometrischen Funktionen

Die Ableitungen der Umkehrfunktion Arcus Cosinus, die cosϕ für 0 ≤ ϕ ≤ π invertiert,
und der Umkehrfunktion Arcus Sinus, die sinϕ im Bereich −π/2 ≤ ϕ ≤ π/2 invertiert,

arccos(cosϕ) = ϕ für 0 ≤ ϕ ≤ π , arcsin(sinϕ) = ϕ für −
π

2
≤ ϕ ≤ π

2
, (4.44)
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sind die Kehrwerte der Ableitungen der Winkelfunktionen (4.12) und ergeben

d arccosx

dx |x=cosϕ

=
1

− sinϕ
=

−1√
1 − x2

,
d arcsin x

dx |x=sinϕ

=
1

cosϕ
=

+1√
1 − x2

. (4.45)

Hierbei haben wir im Bereich 0 ≤ ϕ ≤ π die Gleichung sinϕ =
√

(1 − cos2ϕ) verwen-

det, im Bereich −π/2 ≤ ϕ ≤ π/2 gilt cosϕ =
√

(1 − sin2ϕ) .
Die Ableitung des Tangens, tan = sin / cos , ergibt sich mit der Produkt- und der

Kettenregel
d tan x

dx
=

cos x

cos x
−

sin x

cos2 x
(− sin x) =

1

cos2 x
. (4.46)

Die Ableitung seiner Umkehrfunktion arctan, die im Bereich −π/2 < ϕ < π/2 den
Tangens invertiert, arctan(tanϕ) = ϕ, ist der Kehrwert

d arctanx

dx |x=tanϕ

= cos2ϕ =
cos2ϕ

cos2ϕ + sin2ϕ
=

1

1 + tan2ϕ
=

1

1 + x2
. (4.47)

Von der Eulerformel macht man auch umgekehrt Gebrauch und stellt die trigonome-
trischen Funktionen durch e-Funktionen dar, mit denen sich oft leichter rechnen läßt,

cos x =
1

2
(eix + e−ix) , sin x =

1

2i
(eix − e−ix) . (4.48)

Die Hyperbelfunktionen, Cosinus hyperbolicus und Sinus hyperbolicus, sind analog
definiert

cosh x =
1

2
(ex + e−x) , sinh x =

1

2
(ex − e−x) . (4.49)

Sie erfüllen cosh2(x) − sinh2(x) = 1, das heißt cosh x =
√

1 + (sinh x)2, und die Addi-
tionstheoreme,

cosh(x+ y) = (cosh x)(coshy) + (sinh x)(sinhy) ,

sinh(x+ y) = (cosh x)(sinhy) + (sinh x)(coshy) ,
(4.50)

und haben die Ableitungen

d cosh x

dx
= sinh x ,

d sinh x

dx
= cosh x , ∂ cosh = sinh , ∂ sinh = cosh . (4.51)

Komplexer Logarithmus

Da x + iy 6= 0 in Polarkoordinaten als r cosα+ i r sinα geschrieben werden kann, kann
man jede nichtverschwindende komplexe Zahl als z = r eiα schreiben. Dabei ist r = |z|

der Betrag und α der Winkel zur reellen Achse. Er ist, genauer betrachtet, keine stetige
Funktion der komplexen Ebene, selbst wenn man z = 0 ausnimmt. Denn wenn man
von einem Ausgangspunkt gegen den Uhrzeigersinn den Ursprung umläuft, so nimmt
der Winkel α bis zur Rückkehr um 2π zu. Wohldefiniert und stetig ist der Winkel α(z) ,
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wenn man die komplexe Ebene aufschneidet, die Punkte auf einem Strahl vom Ursprung
mit einem festen Wert α = α ausnimmt und für die restlichen Punkte den Winkel aus
dem Bereich zwischen α und α+2π wählt. Wegen z = elnr+iα = elnz ist der Logarithmus
komplexer Zahlen,

ln z = ln |z| + iα(z) , (4.52)

ebenso wie der Winkel α in einer aufgeschnittenen, nicht aber in der ganzen Ebene stetig
und wohldefiniert. Weil der Winkel α bei der Definition des komplexen Logarithmus in
einem Bereich der Größe 2π gewählt werden muß, ist ln(zw) für komplexe Argumente
z und w nicht unbedingt ln z+ lnw und ln(zn) nicht immer n ln z .

Exponentialfunktion einer erzeugenden Transformation

Mit derselben Rechnung, mit der man die Eulerformel zeigt, leitet man her, daß die
Drehung Dα~n (3.67) um den Winkel α um eine Achse ~n, ~n 2 = 1, als Exponentialreihe
einer linearen Abbildung α δ geschrieben werden kann,

~k = ~k‖ + ~k⊥ , ~k‖ = ~n (~n ·~k) , ~k⊥ = ~k − ~n (~n ·~k) ,

Dα~n
~k = ~k‖ + (cosα)~k⊥ + (sinα) ~n× ~k⊥ ,

Dα~n = eαδ , wobei δ : ~k→ ~n× ~k .

(4.53)

Da δ~k‖ verschwindet, besteht die Reihe eαδ~k‖ nur aus dem ersten Term (α δ)0~k‖ = 1~k‖.

Auf ~k⊥ wiederholt angewendet, ergibt δ wegen (2.53)

δ~k⊥ = ~n× ~k⊥ , δ2~k⊥ = ~n× (~n× ~k⊥) = −~k⊥ , δ2n~k⊥ = (−1)n~k⊥ . (4.54)

Teilt man die e-Reihe eαδ~k⊥ wie beim Beweis der Eulerformel (4.35) in gerade und
ungerade Potenzen von α δ und bedenkt man δ2n+1 = δδ2n, so erhält man

eαδ~k⊥ =

∞∑

n=0

1

(2n)!
(−1)nα2n ~k⊥ +

∞∑

n=0

1

(2n+ 1)!
(−1)nα2n+1

~n× ~k⊥

= (cosα)~k⊥ + (sinα) ~n× ~k⊥ .

(4.55)

Da die Abbildungen eαδ und Dα~n auf alle Vektoren ~k gleich wirken, sind sie gleich.
Die Abbildung α δ heißt Erzeugende der Abbildung eαδ, α ist der Transformations-

parameter. Die Ableitung der Transformation nach dem Transformationsparameter an
dem Wert, der zur identischen Transformation gehört, δ = d

dα
eαδ|α=0

, heißt infinitesimale
Transformation.



5 Funktionen mehrerer Variablen

Glatte Kurven oder Wege in n Dimensionen sind differenzierbare Abbildungen f eines
reellen Intervalls I ⊂ R von Parameterwerten in ein Gebiet G ⊂ Rn, das die Kurve
durchläuft,

f :

{
I ⊂ R → G ⊂ R

n

s 7→ f(s) =
(
f1(s), f2(s), . . . fn(s)

) . (5.1)

Auf diesen Kurven lassen sich Funktionen von n Variablen x = (x1, x2, . . .xn) ∈ G ⊂ Rn,
zum Beispiel für n = 2 die Höhe einer Gebirgsfläche über der Ebene,

h :

{
G ⊂ Rn → R

x 7→ h(x)
(5.2)

als zusammengesetzte Funktion h ◦ f : I→ R einer reellen Variablen untersuchen.

h ◦ f :

{
I ⊂ R → R

s 7→ h(f1(s), f2(s) . . . fn(s))
(5.3)

I ⊂ R . ........................
........................ ........................ ....................... ......................... ........................... ❳❳③

. .........................
.......................

....................
..................
................
................
................
.
.................

..................

...................

....................

......................

.........................

............................

f

G ⊂ Rn

. ..............................
............................. ............................. ............................. ............................... ................................ ❳❳③
h R

Abbildung 5.1: h ◦ f : I→ R

Um die Eigenschaften von Funktionen h mehrerer Variablen zu klären, untersuchen
wir die zusammengesetzten Funktionen h ◦ f auf allen möglichen Wegen f, insbesondere
auf den Koordinatenlinien fi,x , die mit zunehmender i-ten Koordinate und festem Wert
der anderen Koordinaten für s = 0 den Punkt x durchlaufen,

fi,x : s 7→ (x1 . . . xi−1, xi + s, xi+1 . . .xn) . (5.4)

Vom Bahnparameter s hängt die zusammengesetzte Funktion h◦fi,x nur deshalb ab, weil
h von xi abhängt und xi sich mit s ändert. Die Steigung auf der i-ten Koordinatenlinie

∂ih|x =
d

ds |s=0

h ◦ fi,x (5.5)

nennt man die partielle Ableitung von h nach der i-ten Variablen bei x. Sie berechnet
sich so, als wären die übrigen Variable x1, . . .xi−1 und xi+1, . . . xn konstant und xi die
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eine Variable, nach der man ableitet, zum Beispiel (mit der Notation (x1, x2) = (y, z))

h(y, z) =
1

2
(a (y)2+2byz+c (z)2) , ∂1h(y, z) = ay+b z , ∂2h(y, z) = by+cz . (5.6)

Auf der Koordinatenlinie fi,x sind die Koordinatenfunktionen1

hj : x 7→ xj (5.7)

mit j 6= i konstant und werden von der Ableitung ∂i übersehen,

∂ih
j = δi

j . (5.8)

Die Funktion h heißt bei x ∈ G differenzierbar, wenn für alle dx = (dx1, dx2, . . . dxn)

der Grenzwert limǫ→0(h(x+ǫdx)−h(x))/ǫ = dh|x existiert. Dann kann der Funktions-
wert h(x+ dx) durch h(x) und die Änderung von h bei x, dh|x, mit einem Fehler o(dx)
genähert werden kann, der schneller als dx gegen Null geht.

h(x+ dx) = h(x) + dh|x + o(dx) , dh|x = dx1 c1(x) + dx2c2(x) + . . . , lim
ǫ→0

o(ǫdx)

ǫ
= 0

(5.9)
Die Änderung dh|x ist eine Funktion von x und eine lineare Funktion von dx. Der Koeffi-
zient bei der Argumentänderung dxi ist, wie die Auswertung auf den Koordinatenlinien
zeigt, die partielle Ableitung nach der i-ten Koordinate

dh(x) = dx1 ∂1h(x) + dx2 ∂2h(x) + . . . = dxi ∂ih(x) . (5.10)

Bei mehrfachen partiellen Ableitungen zeigt sich: Falls ∂ih , ∂jh und ∂i∂jh in der
Umgebung eines Punktes stetig sind, so existiert dort auch ∂j∂ih und stimmt mit ∂i∂jh
überein,

∂i∂jh = ∂j∂ih . (5.11)

Ableitung längs einer Kurve

Ist h differenzierbar, so ändert sich der Wert der mit einer differenzierbaren Kurve f
verketteten Funktion h ◦ f bei kleinen Änderungen ds des Bahnparameters s ein wenig

h ◦ f(s+ ds) = h
(
f1(s) + ds

df1

ds
, f2(s) + ds

df2

ds
, . . .

)
= (5.12)

h ◦ f(s) + ds
(df1

ds
∂1h|f(s) +

df2

ds
∂2h|f(s) + . . .

)
= h ◦ f(s) + ds

dfi

ds
∂ih|f(s) .

Demnach ist die Ableitung der verketteten Funktion2 die Summe der Produkte der Ab-
leitungen der äußeren Funktion h am Punkt f(s) mal den Ableitungen df

ds
der inneren

d(h ◦ f)
ds |s

= ∂1h|f(s)

df1

ds |s

+ ∂2h|f(s)

df2

ds |s

+ . . . = ∂ih|f(s)

dfi

ds |s

=
dfi

ds |s

∂ih|f(s)
. (5.13)

1Die traditionelle Bezeichnung der Koordinatenfunktion, xj, unterscheidet sie nicht vom Funktionswert.
2Die zusammengesetzte Funktion h◦f wird oft einfach als h geschrieben, wenn die Kurve f sich aus dem
Zusammenhang ergibt. Dabei soll die Notation dh/ds statt einer partiellen Ableitung ∂h anzeigen,
daß h ◦ f als Funktion einer Variablen, des Kurvenparameters s, zu differenzieren ist.
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Die Schreibweise ∂ih ḟ
i betont, daß die Ableitungen in der Reihenfolge der Verkettung

von h◦f multipliziert werden, und zwar an den Argumenten, die sich aus der Verkettung
ergeben. Die Schreibweise ḟi∂ih verdeutlicht, daß zur Kurve f ein Ableitungsoperator
am Ort f(s) gehört, die Richtungsableitung ḟi∂i.

Die Änderung der Funktion h längs der Kurve f, die x durchläuft, ist linear in den
partiellen Ableitungen der Funktion h und linear in den Ableitungen der Komponenten
der Kurve f. Die Änderung ergibt sich also wie in (1.21) durch Anwenden eines Vektors,
der der Kurve f zukommt, auf einen dualen Vektor, der zur Funktion h gehört.

Bedenken wir genauer, um welche Vektorräume es sich handelt: Die in einer Um-
gebung von x differenzierbaren Funktionen bilden einen Vektorraum. Was ihre Ablei-
tung auf Kurven durch x betrifft, so sind alle Funktionen h einander äquivalent, deren
partielle Ableitungen bei x übereinstimmen. Wir bezeichnen die Äquivalenzklasse aller
Funktionen, deren Ableitung bei x mit der Ableitung von h übereinstimmt mit dh|x. Ins-
besondere definieren die Koordinatenfunktionen (5.7) Äquivalenzklassen dhj, die man
einfacher dxj nennt. Sie bilden an jedem Punkt x eine Basis des Vektorraumes der dort
äquivalenten Funktionen h ,

dh|x = dxj ∂jh|x . (5.14)

Es haben ja bei x die Funktionen h und xjcj mit konstanten cj, die durch die Werte der
partiellen Ableitungen von h bei x gegeben sind, cj = ∂jh|x , gleiche Ableitungen.

Die Äquivalenzklassen dx1, dx2, . . . sind an jedem Punkt x eine Basis des Raumes der
dort äquivalenten Funktionen. Insbesondere sind sie an jedem Punkt linear unabhängig.
Es ist ja die Linearkombination xjcj nur dann äquivalent zu 0, wenn alle partiellen
Ableitungen und damit alle Komponenten cj verschwinden.

Die Abbildung
d : h 7→ dh = dxi ∂ih (5.15)

die Funktionen h an jedem Punkt auf ihre Äquivalenzklassen dh abbildet, ist linear und
genügt der Produktregel

d(h+ g) = dh+ dg , d(ah) = a dh , d(gh) = (dg)h+ g (dh) . (5.16)

Die Abbildung d heißt äußere Ableitung, denn sie tritt in der Ableitung der verketteten
Funktion h ◦ f als Ableitung der äußeren Funktion auf.

Kurven f durch x = f(0) bilden den Vektorraum der bei x äquivalenten Funktionen
linear auf Zahlen ab, nämlich auf ihre Ableitung längs der Kurve (5.13) bei s = 0. Was
diese lineare Abbildung betrifft, so sind alle Kurven durch x einander äquivalent, deren
Ableitungen nach dem Kurvenparameter dort übereinstimmen. Als Tangentialvektor
v = ḟ am Punkt x definieren wir die Äquivalenzklasse von Kurven, die x mit gleicher
Ableitung wie die Kurve f durchlaufen. Tangentialvektoren bilden Funktionen h und g
an jedem Punkt linear und nach der Produktregel auf reelle Zahlen ab,

v(h+ g) = v(h) + v(g) , v(ah) = a v(h) , v(gh) = v(g)h+ g v(h) . (5.17)

Insbesondere sind die Tangentialvektoren an die Koordinatenlinien fi,x (5.4) die partiel-
len Ableitungen ∂i |x (5.5). Sie bilden eine Basis des Tangentialraumes am Punkt x, denn
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jeder Tangentialvektor v am Punkt x ist eine Linearkombination von ihnen,

v|x = vi(x) ∂i|x . (5.18)

Die Basis ei = ∂i |x von Tx, dem Tangentialraum am Ort x, ist dual zur Basis dxj des
dualen Raumes T∗

x der Äquivalenzklassen der bei x differenzierbaren Funktionen (5.8),

∂i x
j = δi

j . (5.19)

In Räumen mit einem Skalarprodukt und Basisvektoren e1, e2, . . . kann man die Sum-
me ∂ih

dfi

ds
als Skalarprodukt des Tangentialvektors ḟ = ei

dfi

ds
mit einem anderen Vektor,

dem Gradienten von h 3

∇h = gradh = ej g
jk ∂kh (5.20)

deuten, wobei gjk die Matrixelemente derjenigen Matrix sind, die invers ist zur Matrix
der Skalarprodukte der Basisvektoren, gij = ei · ej, gij gjk = δi

k ,

ḟ ·∇h =
dfi

ds
(ei · ej) gjk ∂kh =

dfi

ds
gij g

jk ∂kh =
dfi

ds
δi
k ∂kh =

dfi

ds
∂ih . (5.21)

Der Vektor ∇h(x) ist aus dem Tagentialraum am Punkt x, nicht aus dem Dualraum
und kann daher der Richtung nach mit anderen Tangentialvektoren verglichen werden.
Daß auf höhengleichen Wegen die Steigung d(h ◦ f)/ds = df1

ds
∂1h + df2

ds
∂2h = ḟ ·∇h

verschwindet, besagt, daß sie überall senkrecht zum Gradienten ∇h verlaufen. In Rich-
tung des Gradienten ∇h ist bei gleich langen Tangentialvektoren die Höhenänderung am
größten. Er gibt die Größe und Richtung der Steigung an. Bei Bewegung im Potential
ist die Kraft ~F = − gradV dem Gradienten des Potentials V entgegengesetzt.

In jedem Orthonormalsystem gij = δij stimmen die Komponenten ∂1h, ∂2h . . . des
Gradienten mit denen der äußeren Ableitung dh überein.

Mannigfaltigkeiten, Koordinatentransformationen

Genauer bedacht ist bislang nicht definiert, wie man Funktionen differenziert, die bei-
spielsweise auf einer Kugelfläche definiert sind, denn die Kugelfläche ist, anders als wir
es bei der Definition der Ableitung brauchen, kein Vektorraum, in dem Addition und
Vervielfältigung sinnvoll sind, sondern nur eine Mannigfaltigkeit.

Die mathematischen Strukturen von Mannigfaltigkeiten besprechen wir am Beispiel
der Kugeloberfläche S2, das sind die Punkte p = (x,y, z) in R3 auf der Einheitskugel,
x2 + y2 + z2 = 1. In Ausschnitten sieht S2 so aus wie Bereiche der zweidimensiona-
len Ebene R2. Beispielsweise ergibt die Projektion der Punkte p auf die Grundfläche
invertierbare Koordinaten für die Punkte oberhalb (oder unterhalb) der z-Ebene. Die
stereographischen Projektionen

φSüd : p 7→ (u1,u2) =
( x

1 − z
,
y

1 − z

)
, φNord : p 7→ (v1, v2) =

( x

1 + z
,
y

1 + z

)
(5.22)

3gesprochen
”
Nabla h“ oder

”
grad h“ oder

”
Gradient von h“. Gradient stammt vom lateinischen gradior

schreiten, steigen. Ein Grad ist ein Schritt auf einer markierten Teilung.
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sind für alle Punkte außer dem Nord- und Südpol, pNord = (0, 0, 1) , pSüd = (0, 0, −1) ,
Karten, also invertierbare Abbildungen eines Bereichs von S2 auf R

2 ,
(
wegen x2 + y2 =

1− z2 ist (u1)2 +(u2)2 = |u|2 = (1+ z)/(1− z) und kann leicht nach z aufgelöst werden
)

φ−1
Süd : (u1,u2) 7→

( 2u1

1 + |u|2
,

2u2

1 + |u|2
,

−1 + |u|2

1 + |u|2

)
,

φ−1
Nord : (v1, v2) 7→

( 2v1

1 + |v|2
,

2v2

1 + |v|2
,

1 − |v|2

1 + |v|2

)
.

(5.23)

Allerdings überdeckt keine einzelne Karte, sondern nur beide zusammen, S2 vollständig
und invertierbar. Sie können im gemeinsamen Gültigkeitsbereich z 6= ±1 durch Inversion
am Einheitskreis ineinander umgerechnet werden,

(v1, v2) =
( u1

|u|2
,
u2

|u|2

)
, (u1,u2) =

( v1

|v|2
,
v2

|v|2

)
. (5.24)

Auch die Kugelkoordinaten (r, θ,ϕ) mit Wertebereichen 0 ≤ r, 0 ≤ θ ≤ π und
0 ≤ ϕ < 2π hängen außerhalb der z-Achse invertierbar mit den kartesischen Koordinaten
(x,y, z) der Punkte des R3 zusammen, (allerdings ist ϕ nicht wohldefiniert und stetig)

✲

✻

✓
✓

✓✴

✑
✑

✑
✑✑✸

y

x

θ

ϕ

~x
z 


x

y

z


 = r




sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ


 ,

r =
√
x2 + y2 + z2

θ = arctan(
√
x2 + y2/z)

ϕ = arctan(y/x)

.

(5.25)

So wie in diesem Beispiel besteht jede reelle, n-dimensionale Mannigfaltigkeit M aus
der Vereinigung von Umgebungen Uα, wobei α aus irgendeiner bezeichnenden Index-
menge sei,

M = ∪αUα , (5.26)

die durch Karten φα (auch Koordinatensysteme genannt) bijektiv und stetig auf Umge-
bungen Vα von Rn abgebildet werden,

φα : Uα ⊂ M → Vα = φα(Uα) ⊂ R
n . (5.27)

Die Bilder φα(p) = x(p) ∈ Rn sind die Koordinaten der Punkte p im Koordinatensys-
tem φα .

Im gemeinsamen Gültigkeitsbereich Uα∩Uβ zweier Karten kann man die Koordinaten
wie in den Beispielen (5.24, 5.25) durch die differenzierbare Koordinatentransformation
ineinander umrechnen,

φβα = φβ ◦ φ−1
α : x 7→ x′(x) , (5.28)

die φα(Uα ∩ Uβ) invertierbar auf φβ(Uα ∩ Uβ) abbildet, φ−1
βα = φαβ. Die Koordina-

tentransformation heißt auch Übergangsfunktion.
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Zur jeder reellen Funktion der Mannigfaltigkeit, h : M → R , gehört im Koordinaten-
system φα die Funktion hα des Koordinatenbereichs Vα ,

hα = h ◦ φ−1
α : Vα → R . (5.29)

Sie hängt mit hβ im gemeinsamen Definitionsbereich durch die Übergangsfunktion zu-
sammen,

hβ = hα ◦ φαβ = h ◦ φ−1
β , hβ(x′) = hα(x(x′)) . (5.30)

In diesem Sinn sind die Funktionen hkartesisch : (x,y, z) 7→ y/x und hKugelkoordinaten :

(r, θ,ϕ) 7→ tanϕ verschiedene Koordinatendarstellungen derselben Funktion h . Die
Funktion h heißt differenzierbar, wenn alle hα differenzierbar sind.

Zu jeder Kurve f : I ⊂ R → M gehört im Koordinatensystem φα die Kurve

fα = φα ◦ f (5.31)

im Koordinatenbereich Vα. Die Kurve fα ist die Koordinatendarstellung der Kurve f.
Im gemeinsamen Gültigkeitsbereich hängt sie mit der Koordinatendarstellung fβ durch
die Transformation φβα zusammen,

fβ = φβα ◦ fα . (5.32)

Die zusammengesetzte Funktion h auf der Kurve f ist unabhängig vom verwendeten
Koordinatensystem. In jeder Karte gilt

h ◦ f = hα ◦ fα . (5.33)

Da die zusammengesetzte Funktion unabhängig vom Koordinatensystem sind, ist ihre
Ableitung, der Tangentialvektor ḟ = ḟi∂i angewendet auf h, unabhängig vom Koor-
dinatensystem. Wir fassen dabei die partiellen Ableitungen ∂xih|p von Funktionen der
Mannigfaltigkeit nach den Koordinaten x(p) = φα(p) als Ableitung längs des Urbildes
der i-ten x-Koordinatenlinie auf und rechnen die Ableitung auf dieser Koordinatenlinie
als Ableitung von hα aus,

∂xih|p =
d

ds |s=0

hα(x1, x2, . . . , xi + s, . . . , xn) , x = φα(p) . (5.34)

Am Punkt p ∈ M ist die partielle Ableitung der Funktion h gleich der partiellen Ablei-
tung der Funktion hα bei φα(p) ∈ Rn,

∂xih|p = ∂xihα|φα(p)
. (5.35)

Ebenso definiert die Ableitung längs der x′-Koordinatenlinien eines weiteren Koordi-
natensystems φβ durch

∂x′ jh|p =
d

ds |s=0

hβ(x′ 1, x′1, . . . , x′ j + s, . . . , x′n) , x′ = φβ(p) (5.36)
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die partiellen Ableitungen von h nach den x′-Koordinaten.
Es ist hβ = hα◦φαβ (5.30) oder hβ(x′) = hα((x(x′)). Auf der j-ten x′-Koordinatenlinie

durchläuft x einen Weg x(x′(s)), auf dem sich hα(x(x′(s)) gemäß (5.13) um

d

ds |s=0

hβ(x′(s)) =
d

ds |s=0

hα(x(x′(s)) =
dxi(x′(s))

ds |s=0

∂xihα |x(x′((0))
(5.37)

ändert. Da die Ableitung dxi(x′(s))
ds |s=0

auf der j-ten x′-Koordinatenlinie definitionsgemäß

die partielle Ableitung nach x′ j ist, zeigt dies die Kettenregel für partielle Ableitungen

∂x′ jh =
∂xi

∂x′ j
∂xih (5.38)

oder kürzer

∂′j =
∂xi

∂x′ j
∂i . (5.39)

Aus den gleichen Gründen wie (5.39) gilt

∂i =
∂x′k

∂xi
∂′k , (5.40)

denn welche Koordinaten wir x und welche wir x′ nennen, ist unerheblich. In (5.39)
eingesetzt ergibt sich, weil die partiellen Ableitungen linear unabhängig sind,

∂xi

∂x′ j |x′(x)

∂x′k

∂xi |x
= δj

k . (5.41)

Wie bei (4.12) ist die Ableitung der inversen Transformation das Inverse der Ableitung
der Transformation.

Die Matrix der partiellen Ableitungen der Funktionen x′(x)

Jji(x) = ∂ix
′ j

|x (5.42)

heißt Jacobimatrix [18] der Koordinatentransformation x′(x) . Dabei stehen in der i-
ten Spalte die partiellen Ableitungen nach xi und in der j-te Zeile die Ableitungen
der Koordinaten x′ j. Insbesondere ist bei linearen Transformationen x′ j = Mj

ix
i die

Jacobimatrix J gleich der Matrix M.
Bei kartesischen und bei Kugelkoordinaten (5.25) ist sie

J =




∂r
∂x

∂r
∂y

∂r
∂z

∂θ
∂x

∂θ
∂y

∂θ
∂z

∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

∂ϕ
∂z


 =




x√
x2+y2+z2

y√
x2+y2+z2

z√
x2+y2+z2

zx

(x2+y2+z2)
√
x2+y2

zy

(x2+y2+z2)
√
x2+y2

−

√
x2+y2

x2+y2+z2

− y

x2+y2
x

x2+y2 0


 .

(5.43)
Für die Jacobimatrix der Umkehrfunktionen mit Matrixelementen Njk(x

′) = ∂′kx
j
|x′

erhalten wir in diesem Beispiel

N =




∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂ϕ

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂ϕ


 =




sin θ cosϕ r cosθ cosϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r cosθ sinϕ r sinθ cosϕ

cosθ −r sin θ 0


 . (5.44)
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Drückt man in (5.43) die kartesischen Koordinaten durch die Kugelkoordinaten aus, so
bestätigt Matrixmultiplikation in diesem Beispiel NJ = 1 (5.41).

Wegen (5.40) hängen die Komponenten von Tangentialvektoren v bei p in verschiede-
nen Koordinatensystemen durch

v′ j =
∂x′ j

∂xi
vi (5.45)

miteinander zusammen, denn v = vi∂i = vi(∂xix
′ j)∂x′ j = v′ j∂′j. Für die entsprechende

Koordinatendarstellungen heißt dies

v′ j(x′(x)) =
∂x′ j

∂xi |x

vi(x) . (5.46)

Zum Formelbild: Der Index j tritt auf beiden Seiten in gleicher Stellung auf, nämlich
oben, und betrifft in beiden Ausdrücken Komponenten und Koordinaten des gleichen,
des gestrichenen Koordinatensystems. Der Summationsindex i tritt auf der rechten Seite
unten und oben auf und betrifft ungestrichene Koordinaten und Komponenten. Das
Argument x′ ist das Transformierte von x .

In Matrixschreibweise ergibt sich der Spaltenvektor der Komponenten v′ als Produkt
der Matrix J mit dem Spaltenvektor der Komponenten v, v′ = J v.

Die Äquivalenzklasse dh|p von Funktionen, deren Ableitungen bei p mit denen von
h übereinstimmen, hängt nicht vom Koordinatensystem ab. Denn verwenden wir als
Basis für dh|p die Äquivalenzklassen der Koordinatenfunktionen x(p) = φα(p) oder
x′(p) = φβ(p), so sind die einen Koordinaten Funktionen der anderen, x(x′) = φαβ(x′)
und wegen (5.14) gilt für jede Koordinatenfunktion

dxi = dx′ j
∂xi

∂x′j
. (5.47)

Zusammen mit (5.39) heißt dies, daß zwar die Komponenten der äußeren Ableitung und
des Gradienten, nicht aber die Änderung dh selbst, vom Koordinatensystem abhängen,

dh|p = dxi∂xih|p = dx′ j
∂xi

∂x′j
∂xih|p = dx′ j∂x′ jh|p . (5.48)

Für die Komponenten von Dualvektoren F = dxiFi in verschiedenen Koordinatensyste-
men besagt dies

F′j(x
′) =

∂xi

∂x′ j |x′
Fi(x(x

′)) . (5.49)

Zum Formelbild: Der Index j tritt auf beiden Seiten in gleicher Stellung auf, nämlich
unten, und betrifft in beiden Ausdrücken Komponenten und Koordinaten des gleichen,
des gestrichenen Koordinatensystems. Der Summationsindex i tritt auf der rechten Seite
unten und oben auf und betrifft ungestrichene Koordinaten und Komponenten. Die
Argumente x und x′ hängen miteinander zusammen, da sie die Koordinaten desselben
Punktes p in verschiedenen Systemen sind.

In Matrixschreibweise ergibt sich der Spaltenvektor der Komponenten F′ durch Multi-
plikation von JT−1 mit dem Spaltenvektor der Komponenten F, F′ = JT−1 F: bei Wechsel
des Koordinatensystems transformieren die Komponenten von Dualvektoren kontragre-
dient (3.109) zu den Komponenten von Tangentialvektoren v. Nur wenn JT−1 mit J
übereinstimmt, wenn also J eine orthogonale Matrix ist (3.63), transformieren die Kom-
ponenten von Tangentialvektoren und äußerer Ableitung gleich.
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Vektor- und Dualvektorfelder

Gehört zu jedem Punkt p einer Mannigfaltigkeit M genau ein Vektor u ∈ Tp , beispiels-
weise das Strömungsfeld, das tangential an die Bahnkurven von strömenden Teilchen
ist, so nennt man diese Menge aller Paare {(p,u(p)) ,p ∈ M} ein Vektorfeld u. Streng
genommen handelt es sich dabei nicht unbedingt um eine vektorwertige Funktion der
Mannigfaltigkeit, das wäre ein Schnitt im kartesischen Produkt der Urbildmenge M mit
der Bildmenge, einem Vektorraum V (vergleiche Seite 49). Aber beim Vektorfeld hängt
die Bildmenge Tp, der Tangentialraum des Punktes p, vom Urbildpunkt p ab und ist
beispielsweise bei der Mannigfaltigkeit S2 sichtbar verschieden vom Tangentialraum Tp′

eines anderen Punktes. Die Tangentialräume verschiedener Punkte sind nicht gleich,
sondern einander nur ähnlich (isomorph).

Man nennt die Menge aller Paare (p, v) von Punkten p und Tangentialvektoren v ∈ Tp
das Tangentialbündel TM. Das Vektorfeld u ordnet jedem Punkt p einen Tangentialvek-
tor zu, schneidet also jede Faser {p} × Tp in genau einem Punkt (p,u(p)) . Es ist ein
Schnitt im Tangentialbündel, eine Abbildung von M in das Tangentialbündel TM. Als
Kurzschrift für p 7→ (p,u(p)) notiert man oft nur den Hauptteil p 7→ u(p).

Zwar sieht ein Schnitt durch ein Bündel in genügend kleinen Umgebungen wie eine
Funktion aus, wie ein Schnitt durch ein Produktbündel, denn in jeder Koordinatenumge-
bung U und in Koordinaten x ist ein Vektorfeld u durch seine Komponentenfunktionen
x 7→ (u1(x),u2(x), . . .un(x)) gegeben. Aber wenn man die Mannigfaltigkeit nicht mit
einer Karte überdecken kann, muß man mit (5.46) in die angrenzenden, überlappenden
Umgebungen umrechnen und kann dadurch Einschränkungen unterworfen werden.

So hängen Vektorfelder der Kugeloberfläche S2 in stereographischen Nord- und Südko-
ordinaten (5.22) außerhalb der Pole durch die Jacobimatrix der Inversion am Einheits-
kreis (5.24) zusammen,

Jji(u) =
∂vj

∂ui
=

|u|2δij − 2uiuj

u4
. (5.50)

Schreiben wir (u1,u2) durch Betrag und Winkel, (u1,u2) = |u| (cosϕ, sinϕ), so ist dies

J =
1

|u|2

(
1 − 2c2 −2c s
−2c s 1 − 2s2

)
= −

1

|u|2

(
C S

S −C

)
mit C = cos(2ϕ) , S = sin(2ϕ) .

(5.51)
Insbesondere ist ein stetiges Vektorfeld, das in Südkoordinaten am Südpol nicht ver-
schwindet und die Richtung (1, 0) hat, in Nordkoordinaten ein Vektorfeld, dessen Rich-
tung auf einem Kreis im Limes |v| → ∞ durch (C, S) gegeben ist. Beim Durchlaufen
des Kreises dreht es sich um 2 · 2π und windet sich zweimal um den Ursprung. Da die
Richtung eines nichtverschwindenden Vektorfeldes stetig vom Vektorfeld abhängt und
ein Vektorfeld auf einer Kurve sich stetig mit der Kurve ändert, kann sich die diskrete
Windungszahl 2 nicht ändern, wenn wir den Kreis um den Südpol stetig zum Nordpol zu-
sammenziehen. Dort wäre das Vektorfeld mit Windungszahl 2 unstetig. Also verschwin-
det es dort oder zwischendurch an mindestens einem Punkt. Anders als die Funktion
h : S2 → R2, p 7→ (1, 0) muß jedes reelle Vektorfeld auf S2 in mindestens einem Punkt
verschwinden. Man kann einen Igel nicht ohne Wirbel kämmen.
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Jedes Dualvektorfeld F = dxiFi ist ein Schnitt im dualen Tangentialbündel T∗
M , das

in jeder Koordinatenumgebung U und in x-Koordinaten durch seine Komponentenfunk-
tionen (F1(x), F2(x), . . .Fn(x)) gegeben ist und durch (5.49) mit den Komponentenfunk-
tionen in x′-Koordinaten zusammenhängt.

Beispielsweise ist die Änderung eines Potentials V ein Dualvektorfeld,

dV(x) = dxi ∂iV(x) . (5.52)

Aber nicht jedes Dualvektorfeld

F : x 7→ F(x) = dxiFi(x) (5.53)

ist das Negative der äußeren Ableitung eines Potentials V. Dazu müssen die antisymme-
trisierten Ableitungen der Komponentenfunktionen verschwinden,

F = −dV ⇒ ∂iFj − ∂jFi = 0 . (5.54)

Denn die Reihenfolge partieller Ableitungen kann vertauscht werden, ∂i∂jV = ∂j∂iV

(5.11). Das Verschwinden der antisymmetrisierten Ableitungen (5.54) ist nicht nur not-
wendig, sondern, wie wir später zeigen (15.40), in sternförmigen Gebieten auch hinrei-
chend für die Existenz eines Potentials.

In n = 3 Dimensionen definieren durch

e (rot F)1 = ∂2F3 − ∂3F2 , e (rot F)2 = ∂3F1 − ∂1F3 , e (rot F)3 = ∂1F2 − ∂2F1 ,

e (rot F)i = ǫijk∂jFk . (5.55)

die antisymmetrisierten Ableitungen eines Dualvektorfeldes F ein Vektorfeld, die Rota-
tion von F. Das Volumen des Einheitsspats e (2.26), das hier als Faktor auftreten muß,
damit rot F in beliebiger Basis ein Vektorfeld ist, vereinfacht sich zu 1, wenn man in einer
Orthonormalbasis rechnet.

Ein Dualvektorfeld ist in sternförmigen Gebieten genau dann eine äußere Ableitung,
wenn seine Rotation verschwindet.

Minimieren unter Nebenbedingungen

Eine Funktion h hat im Inneren eines Gebietes G ⊂ Rn in einem Punkt x ein Minimum,
wenn auf allen Kurven f, die x durchlaufen, die verkettete Funktion h ◦ f minimal wird.
Dort muß die Ableitung d(h ◦ f)/ds (5.13) verschwinden,

dfi

ds |s=0

∂ih|x = 0 . (5.56)

Da dies für alle Kurven verschwinden muß, muß ḟi∂ih|x für alle Tangentialvektoren ḟ

verschwinden und folglich jede Komponente der Änderung dh|x

∂ih|x = 0 . (5.57)



71

Verwickelter ist die Frage, in welchem Punkt x einer n−p-dimensionalen Hyperfläche
des R

n, die als Lösungsmenge von p Nebenbedingungen φ1 = 0,φ2 = 0, . . .φp = 0
vorliege, der Wert einer Funktion h kleiner als in allen benachbarten Flächenpunkten
ist. Wie findet man beispielsweise rechnerisch den niedrigsten Punkt der Kugelfläche S2,
also das Minimum der Funktion h(x,y, z) = z unter der Nebenbedingung φ(x,y, z) =

x2 + y2 + z2 − 1 = 0 ?
Die Nebenbedingungen seien unabhängig, das heißt, ihre Änderungen dφ1, dφ2 . . .

seien in einer Umgebung von x linear unabhängig.
In einem Extremalpunkt auf der Hyperfläche muß v(h) = vi ∂ih|x nicht für alle Tan-

gentialvektoren v verschwinden, sondern nur für Tangentialvektoren an Kurven, die in
der Hyperfläche φa(x) = 0,a = 1, 2, . . .p verlaufen, deren Tangentialvektoren folglich
v(φa) = vi ∂iφ

a = 0 erfüllen.
Da die Dualvektoren f1 = dφ1, f2 = dφ2 . . . linear unabhängig sind, können wir

sie durch fp+1, fp+2, . . . , fn zu einer Basis des Dualraumes ergänzen. Sei e1, e2, . . .en
die dazu duale Basis des Tangentialraumes. Die Tangentialvektoren v der Hyperfläche,
angewendet auf f1, f2, . . . fp, verschwinden. Sie sind folglich Linearkombinationen der
Basisvektoren ep+1, ep+2, . . .en. v(h) verschwindet genau dann für alle diese Tangen-
tialvektoren, wenn dh eine Linearkombination von f1, f, . . . fp ist, wenn es also Zahlen
λ1, λ2, . . .λp gibt, so daß am Punkt x gilt

∂ih|x + λa ∂iφ
a

|x = 0 , φa|x = 0 . (5.58)

Das heißt aber, daß bei x alle partiellen Ableitungen der Funktion

H :

{
Rn+p → R

(x1, x2 . . . xn, λ1, λ2, . . .λp) 7→ h(x1, x2 . . . xn) + λaφ
a(x1, x2 . . . xn)

(5.59)

verschwinden. Die Variablen λa, die die Nebenbedingungen φa multiplizieren, heißen
Lagrangesche Multiplikatoren [18].

Daher findet man den niedrigsten Punkt einer Einheitskugel um den Ursprung als
einen derjenigen Punkte, an denen H(x,y, z, λ) = z+λ (x2+y2+z2−1) als Funktion von
x,y, z, λ stationär ist und die partiellen Ableitungen 2 λ x , 2 λ y , 1+2 λ z ,(x2+y2+z2−1)
verschwinden. Da λ wegen 1 + 2λ z = 0 nicht verschwinden kann, gilt x = y = 0 und
folglich z = ±1 und λ = ∓1/2. Bei z = 1 ist h(x,y, z) = z unter der Nebenbedingung
x2 + y2 + z2 = 1 maximal, bei z = −1 minimal.

Konforme Transformationen

Konform heißen Transformationen, die Kugelflächen auf Kugelflächen abbilden. Die
Durchmesser kleiner Kugelflächen werden dabei unabhängig von ihrer Richtung gleich
gestreckt oder gestaucht – es gehen ja Kugeln in Kugeln über. Daher bleiben die Größen-
verhältnisse kleiner, benachbarter Objekte ungeändert. Schnittwinkel von Kurven sind
das Verhältnis von infinitesimalen Bogenlängen und Radien. Da sie um denselben Faktor
geändert werden, sind konforme Transformationen winkeltreu.

Offensichtlich sind Translationen, Drehungen und Streckungen konform. Aber auch
die Inversion an der Kugelfläche KR,~A mit Mittelpunkt ~A und Radius R > 0

IR,~A : ~x 7→ ~x′ = R2 ~x− ~A

(~x− ~A)2
+ ~A , (5.60)
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die Abstände von ~A invertiert, (~x′−~A)2

R2 = R2

(~x−~A)2
, ist konform. Denn die Punkte ~x einer

Kugelfläche Kr, ~m erfüllen (~x− ~m)2 = r2, also eine Gleichung der Form

a
∑

i

(xi)2 + bi x
i + c = 0 , b2 > 4a c , (5.61)

bei der die quadratischen Terme ein Vielfaches des Längenquadrats sind. Durch (~x− ~A)2

geteilt, folgt a′ + b′ix
′ i + c′

∑
j(x

′ j)2 = 0, also die Gleichung einer Kugelfläche für die

p

I(p)
S

S′

I(S)

Abbildung 5.2: Stereographische
Projektion als Inversion an S′

Bildpunkte x′ .
Damit die Inversion IR,~A eine Transformation

einer Mannigfaltigkeit ist, also überall definiert
und invertierbar ist, müssen wir R3 um den Bild-
punkt von ~A ergänzen und IR,~A als Selbstabbil-
dung der Sphäre S3 = R3 ∪ {∞} deuten.

Falls die zu transformierende Kugelfläche das
Inversionszentrum ~A enthält, so ist das Bild der
Kugelfläche eine Ebene. Um diese Sonderfälle
nicht als Ausnahmen formulieren zu müssen, zäh-
len wir praktischerweise die Ebenen zu den Ku-
gelflächen (5.61) mit a = 0.

Insbesondere bildet die Inversion I√2,~ez
an der

Kugel S′ = K√
2,~ez

um den Nordpol der Einheits-

kugel S = K1,~0, die sie im Äquator schneidet, die
Einheitskugel S auf die z-Ebene ab,

I√2,~ez
(x,y, z) =|x2+y2+z1=1

( x

1 − z
,
y

1 − z
, 0
)

,

(5.62)
denn x2 + y2 + (z− 1)2 ist auf der Einheitskugel 2(1 − z). Also ist die stereographische
Projektion (5.22) die Inversion an der Kugelfläche S′ = K√

2,~ez
und folglich eine konforme

Abbildung. Sie bildet Kreise auf Kreise ab, ist winkeltreu und erhält Größenverhältnisse
kleiner, benachbarter Objekte.

Daß die stereographische Projektion Kugelschalen auf Sn−1 auf Kugelschalen oder
Ebenen in Rn−1 abbildet, ergibt sich algebraisch, weil Kugelschalen auf Sn−1 der Schnitt
von Sn−1 = {x ∈ R

n :
∑n

i=1(x
i)2 = 1} mit einer anderen Kugelschale um b ∈ Sn−1 sind,

{x ∈ Rn :
∑n
i=1(x

i − bi)2 = r2}, r < 2. Da diese Schnittpunkte auf Sn liegen, sind
sie auch die Schnittpunkte mit der Ebene {x ∈ Rn : 1 − 2(

∑n

i=1 x
i bi) + 1 = r2}. Als

Funktion der stereographischen Koordinaten u (5.22)

xi =
2ui

1 + |u|2
, i = 1, 2 . . .n− 1, xn = −

1 − |u|2

1 + |u|2
, wobei |u|2 =

n−1∑

i=1

(ui)2 (5.63)

gilt also nach Multiplikation der Ebenengleichung mit 1 + |u|2

(2 − r2)(1 + |u|2) − 4(
n−1∑

i=1

ui bi) + 2bn(1 − |u|2) = 0 . (5.64)

Das ist die Gleichung einer Kugelschale oder, falls 2 − 2bn − r2 = 0, einer Ebene im
Raum der stereographischen Koordinaten u.



6 Bezugssysteme

Die Bahn ~f, die ein Punktteilchen im Ortsraum mit der Zeit t durchläuft, ist eine Ab-
bildung eines Parameterintervalls I auf Orte

~f : I ⊂ R → R
n , t 7→ ~f(t) = ~ei f

i(t) . (6.1)

Wir meiden möglichst die weitverbreitete Schreibweise ~x(t) und unterscheiden den Ort ~x

von der Bahn ~f und dem Ort ~f(t), der zur Zeit t durchlaufen wird.
Bei zeitunabhängigen Basisvektoren ~ei sind die Komponenten der Geschwindigkeit

~v(t) =
d~f

dt |t

= ~ei
dfi

dt |t

= ~ei ḟ
i(t) (6.2)

die Zeitableitungen der Komponenten des Ortsvektors. Die Beschleunigung

~b(t) =
d~v

dt |t

=
d2~f

dt2 |t

= ~ei
d2fi

dt2 |t

= ~ei f̈
i(t) (6.3)

eines Teilchens erfordert wegen der Impulserhaltung die Übertragung von Impuls.
Der Impuls ~p eines Teilchens der Masse m > 0 ist, wie wir noch herleiten werden, in

Maßsystemen mit c = 1

~p =
m~v√
1 − v2

. (6.4)

Hierbei schreiben wir für das Betragsquadrat ~v 2 kürzer und lesbarer v2 .
Der Impuls und damit die Geschwindigkeit bleibt unverändert, wenn nicht von anderen

Teilchen oder Feldern Impuls auf das Teilchen übertragen wird. Die Kraft ~F ist der auf
das Teilchen pro Zeit übertragene Impuls,

d~p

dt
= ~F . (6.5)

Für Geschwindigkeiten, die klein gegen die Lichtgeschwindigkeit c = 1 sind, gilt nähe-
rungsweise bis auf Terme der Ordnung O(v2),

~p ≈ m~v (6.6)

und die Newtonsche Bewegungsgleichung, Kraft ist auf physikalischen Bahnen gleich
Masse mal Beschleunigung,

m ~̈x ≈ ~F . (6.7)
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Die Bewegungsgleichung (6.5) ist mehr als eine Definition der Kraft, da man gleichen
Impulsübertrag ~F dt durch zum Beispiel gleichen Rückstoß feststellen kann und seine
Auswirkung auf verschieden bewegte Teilchen durch (6.5) gegeben ist.

Es gibt keine negativen Massen; die Beschleunigung ist nicht der Kraft entgegen ge-
richtet.

Allerdings gibt es masselose Teilchen, beispielsweise Photonen. Sie bewegen sich mit
Lichtgeschwindigkeit. Ihr Impuls ist nicht durch (6.4) gegeben, sondern hängt mit ihrer
Energie E > 0 in Maßsystemen mit c = 1 durch ~p = E~v , ~v2 = 1, zusammen. Auch Pho-
tonen sind träge und ändern ihre Geschwindigkeit ~v = ~p/E nur, wenn Impuls übertragen
wird.

Freie Teilchen, ~F = 0, bewegen sich gradlinig gleichförmig,

✲

✻

t Freies Teilchen:

x

~x(t) = ~x(0) +~v(0) t . (6.8)

Denn wenn die Ableitung von ~v/
√

1 − v2 verschwindet, ist auch v2 konstant und in
der Folge auch ~v. Also verschwindet die Beschleunigung ~̈x . Nach dem Mittelwertsatz
(4.14) ist daher jede Komponente von ~x(t) ein Polynom erster Ordnung in t, wobei die
Koeffizienten die anfänglichen Ableitungen nullter und erster Ordnung sind. Die Differen-
tialgleichung zweiter Ordnung ~̈x = 0 hat pro Freiheitsgrad zwei Integrationskonstanten,
~x(0) und ~v(0) , ~x(t) = ~x(0) +~v(0) t .

Galileitransformation

Transformationen L : R4 → R4, die Weltlinien freier Teilchen auf Weltlinien freier Teil-
chen, also Geraden auf Geraden, abbilden, müssen linear inhomogen sein, denn Dreiecke
mit Differenzvektoren ~c = ~a+ ~b müssen auf Dreiecke, L(~a+ ~b) = L(~a) + L(~b) , abgebil-
det werden. Wenn sie Längen und Zeitdifferenzen ungeändert lassen, handelt es sich um
Galilei-Transformationen,

(
t′

~x ′

)
=

(
t+ a0

D~x+ ~ut+ ~a

)
=

(
1 0
~u D

)(
t

~x

)
+

(
a0

~a

)
, DTD = 1 . (6.9)

Jede Galilei-Transformation wird durch 3 Parameter der Drehung D, 3 Parameter der
Geschwindigkeit ~u des Ursprungs, drei Translationsparameter des Ortes ~a und einen der
Zeit a0, also insgesamt 10 Parameter festgelegt.

Galilei-Transformationen verknüpfen Newtonsche Inertialsysteme. Das sind Bezugssy-
steme in denen freie Teilchen gerade Weltlinien durchlaufen, Längenquadrate durch den
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Satz des Pythagoras gegeben sind, und in denen eine Weltzeit existiert, die bis auf eine
additive Konstante für alle Beobachter gleich ist.

Da Geschwindigkeiten und Beschleunigungen unter Galilei-Transformationen mit

~v ′ = D~v+ ~u , ~b ′ = D~b , (6.10)

transformieren, ist die Lichtgeschwindigkeit unter Galilei-Transformationen nicht inva-
riant. Sie sind daher nicht wirklich die Transformationen der Koordinaten, die bewegte
Beobachter durch Messung den Ereignissen zuordnen. Vielmehr hängen Inertialsysteme
durch Poincaré-Transformationen zusammen.

Lorentztransformation in zwei Dimensionen

Die Koordinaten (t, x,y, z), die ein Beobachter B einem Ereignis E zuschreibt, hängen
wie folgt mit den Koordinaten (t′, x′,y′, z′) zusammen, die ein Beobachter B ′ für dasselbe
Ereignis mißt, wenn er sich B gegenüber mit Geschwindigkeit v bewegt.

Wir untersuchen zunächst den Fall, daß sich die Weltlinien beider Beobachter schnei-
den und daß sie dabei ihre Uhren auf t′ = t = 0 stellen. Einfachheitshalber wählen
beide Beobachter ihre x-Achse in Richtung der Relativbewegung, sodaß sich B ′ für B in
x-Richtung und umgekehrt B für B ′ in −x′-Richtung bewegt. Der Betrag der Relativge-
schwindigkeit ist für beide Beobachter gleich, jeder sieht den anderen mit dem gleichen
Dopplerfaktor k(B, B ′) = k(B ′, B) verlangsamt (1.66).

Für Ereignisse E in der Ebene, die von den Weltlinien der Beobachter aufgespannt
wird, gilt dann y = z = 0 und y′ = z′ = 0. Aus dem Diagramm (6.1) liest man ab, wie

B B ′

E

t′−

t′+

t−

t+

Abbildung 6.1: Lorentz-
transformation

die Koordinaten t′ und x′ mit t und x zusammenhängen.
Wenn die Lichtstrahlen, die das Ereignis E durchlaufen, die

Weltlinien der Beobachter schneiden, so zeigen deren mitge-
führte Uhren die Zeiten t− und t+ sowie t′− und t′+ an. Dabei
sind t′− und t− sowie t+ und t′+ , wenn beide Uhren gleich
gehen, einander mit dem Dopplerfaktor

k(v) =

√
1 + v

1 − v
=

1 + v√
1 − v2

(6.11)

proportional (1.69). Also mißt der Beobachter B ′ für das
Ereignis E die Lichtkoordinaten

t′+ = k−1 t+ , t′− = k t− . (6.12)

Die Transformation der zwei Lichtkoordinaten zerfällt in zwei
Transformationen je einer Koordinate, denn t′+ hängt nur

von t+ und t′− nur von t− ab. In den Orts- und Zeitkoordinaten t′ = (t′+ + t′−)/2 und
x′ = (t′+ − t′−)/2 ausgedrückt (1.54), entkoppeln die Transformationen nicht

t′ =
1

2
(k+ k−1) t−

1

2
(k− k−1) x , x′ = −

1

2
(k− k−1) t+

1

2
(k+ k−1) x . (6.13)
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Setzen wir hier k(v) = (1 + v)/
√

1 − v2 und 1/k(v) = k(−v) (1.70) ein, so heißt dies

t′ =
t− v x√
1 − v2

, x′ =
−v t+ x√

1 − v2
oder

(
t′

x′

)
=

1√
1 − v2

(
1 −v

−v 1

)(
t

x

)
. (6.14)

Dies ist im Maßsystem c = 1 die Lorentztransformation der Koordinaten eines Ereig-
nisses E in der t-x-Ebene auf die t′-x′-Koordinaten, die ein in x-Richtung mit Geschwin-
digkeit v bewegter Beobachter demselben Ereignis zuschreibt.

Aus (6.12) sieht man, daß k−1 und daher −v zur Umkehrtransformation gehört: für
B ′ bewegt sich B mit Geschwindigkeit −v in x′-Richtung.

Lorentztransformation in vier Dimensionen

Auch wenn allgemeiner das Ereignis E nicht in der t-x-Ebene liegt, muß die Lorentz-
transformation L der (t, x,y, z)-Koordinaten auf (t′, x′,y′, z′)-Koordinaten linear sein,
weil die Weltlinien freier Teilchen für alle Beobachter Geraden sind und Dreiecke auf
Dreiecke abgebildet werden müssen.

Die Koordinaten y′ und z′ sind Linearkombination von t, x, y und z, die für beliebige
t und x verschwinden, wenn das Ereignis E in der Ebene y = z = 0 liegt. Daher hängen
sie nicht von t und x ab (

y′

z′

)
=

(
a b

c d

)(
y

z

)
. (6.15)

Ebenso sind t′ = (t− vx)/
√

1 − v2 + ey+ fz und x′ = (−v t+ x)/
√

1 − v2 + gy+ hz

Linearkombinationen, die für y = z = 0 mit (6.14) übereinstimmen.
Die Lorentztransformation muß das Längenquadrat der Raumzeit (1.64) invariant las-

sen. Denn die Zeit, die auf einer gleichförmig bewegten Uhr zwischen O und E vergeht,
hängt nicht davon ab, welcher Beobachter sie abliest. Da sich auch in der Raumzeit das
Skalarprodukt von Vierervektoren u und v

u · v = u0v0 − u1v1 − u2v2 − u3v3 (6.16)

als Differenz von Längenquadraten schreiben läßt (1.39),

u · v =
1

4

(
(u+ v)2 − (u− v)2

)
, (6.17)

müssen Lorentztransformationen alle Viererskalarprodukte invariant lassen,
Daher verschwinden die Koeffizienten e , f, g und h . Denn die Skalarprodukte (6.16)

zwischen den Vektoren

(
√

1 − v2, 0, 0, 0) , (0,
√

1 − v2, 0, 0) , (0, 0, 1, 0) , (0, 0, 0, 1)

verschwinden. Für B ′ haben diese Vektoren die Komponenten

(1, −v, 0, 0) , (−v, 1, 0, 0) , (e,g,a, c) , (f,h,b,d)

und die Skalarprodukte der ersten beiden mit den letzten beiden müssen verschwinden.
Also gelten (6.14) und (6.15) für beliebige (t, x,y, z), wobei (6.15) noch dadurch ein-

geschränkt ist, daß alle Längenquadrate invariant sind,

(ay+ bz)2 + (cy+ dz)2 = (a2 + c2)y2 + 2(ab+ cd)yz+ (b2 + d2)z2 = y2 + z2 . (6.18)
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Dies gilt genau dann für alle y und z, wenn a2+c2 = 1, ab+cd = 0 und b2+d2 = 1 erfüllt
sind. Wegen ab+ cd = 0 ist (b,d) ein Vielfaches von (−c,a), wegen a2 + c2 = b2 + d2

kann nur (b,d) = ±(−c,a) gelten, und wegen a2 + c2 = 1 lassen sich a und c als
Cosinus und Sinus eines Winkels α schreiben. Daher ist die Lorentztransformation in
der zur Bewegungsrichtung senkrechten Ebene eine Drehspiegelung oder eine Drehung

(
y′

z′

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
y

z

)
. (6.19)

Falls α = 0 ist, nennt man die Lorentztransformation drehungsfrei oder einen Schub
oder einen Boost

t′ =
t− v x√
1 − v2

, x′ =
−v t+ x√

1 − v2
, y′ = y , z′ = z . (6.20)

Fassen wir die vier Koordinaten zum Spaltenvektor (t, x,y, z) zusammen, den wir kurz
mit x bezeichnen, so gilt in Matrixschreibweise x′ = Λ−v x mit

Λv =




1√
1−v2

(
1 v

v 1

)

1
1


 . (6.21)

Umgekehrt gilt x = Λv x
′ , denn Λ−vΛv = 1.

Die Lorentztransformation x′ = Λ−vx ist die passive Transformation, die den Zu-
sammenhang der verschiedenen Koordinaten beschreibt, die verschiedene Beobachter B

und B ′ für dieselben Ereignisse E verwenden. Sie verändert nicht die Ereignisse.
Als aktive Transformation gelesen bildet die Lorentztransformation x′ = Λvx die Welt-

linie eines ruhenden Teilchens s 7→ (s, 0, 0, 0) auf die Weltlinie s 7→ (1, v, 0, 0) s/
√

1 − v2

eines Teilchens ab, das sich mit Geschwindigkeit v in x-Richtung bewegt.
Wenn man bei einer Drehung um eine Achse den Drehwinkel α stetig von Null bis

Abbildung 6.2: Lorentzfluß

zu einem Wert α vergrößert und dabei die Auswir-
kung auf einen Punkt x betrachtet, so durchläuft der
Punkt Dαx = x(α) einen Kreisbogen, denn Drehun-
gen lassen den Abstand zur Achse ungeändert. Ebenso
durchlaufen im Diagramm (6.2) Punkte in der Raum-
zeit Hyperbeln, wenn man auf die Punkte Lorentz-
transformationen Λv anwendet, deren Geschwindig-
keiten Werte von Null bis v, |v| < 1, durchlaufen.
Denn Lorentztransformationen lassen das Längenqua-
drat t2 − x2 − y2 − z2 invariant. Insbesondere werden
lichtartige Vektoren in der t-x-Ebene gestreckt oder ge-
staucht. Der Ursprung ist ein hyperbolischer Fixpunkt.
Er wird nicht wie bei Drehungen als Wirbel von Nachbarpunkten umkreist, sondern wie
ein Staupunkt umflossen.
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Allgemeiner kann sich bei einer Lorentztransformation der Beobachter B ′ mit Ge-
schwindigkeit ~v = Dv~ex in eine beliebige Richtung bewegen, und seine räumlichen Be-
zugsrichtungen können gegenüber B durch eine Drehung D′ verdreht sein (24.116). Die
Matrix solch einer Lorentztransformation ist von der Form Λ = D′Λ~v , Λ~v = DΛvD

−1 ,
wobei D′ und D Drehmatrizen sind.

Darüberhinaus müssen sich die Weltlinien beider Beobachter nicht im Ursprung schnei-
den, sondern können gegeneinander zeitlich und räumlich um a = (a0,a1,a2,a3) ver-
schoben sein. Dann gehen die x′-Koordinaten durch die Poincaré-Transformation

x′ = Λx+ a (6.22)

aus den x-Koordinaten hervor.
Sei die Weltlinie Γ : λ 7→ x(λ) eines Teilchens so parametrisiert, daß die Zeit t streng

monoton zunehme, dt/dλ > 0 . Der Tangentialvektor, die Ableitung dx/dλ, transformiert
unter Poincarétransformationen einfach als Viererdifferenzvektor und hängt durch die
zugehörige Lorentztransformation mit dx′/dλ zusammen,

dx′

dλ
= Λ

dx

dλ
. (6.23)

Die Geschwindigkeit ~v, die Ableitung der räumlichen Komponenten nach der Zeit t , ist
eine rationale Funktion der Ableitungen nach λ,

d~x

dλ
=

d~x

dt

dt

dλ
= ~v

dt

dλ
. (6.24)

Daher ist die Geschwindigkeit ~v ′, die der bewegte Beobachter mißt, eine rationale Funk-
tion der Komponenten von ~v, (i, j, k ∈ {1, 2, 3})

v′ i =
Λim

dxm

dλ

Λ0
n

dxn

dλ

=
Λijv

j +Λi0

Λ0
0 +Λ0

k v
k

. (6.25)

Poincaré-Transformationen sind nicht die allgemeinsten Transformationen, die die
Lichtgeschwindigkeit invariant lassen. Sie bleibt bei konformen Transformationen un-
geändert, die eine größere Gruppe bilden, und zu denen insbesondere die Streckungen
aller Koordinaten, die Dilatationen x′ = eσx , gehören. Daher ist die Herleitung von
Lorentztransformationen aus dem Verhalten einer Lichtuhr nicht zwingend, denn dabei
wird unterstellt statt hergeleitet, daß sich die räumlichen Koordinaten senkrecht zur
Bewegungsrichtung nicht ändern.

Wie die Galilei-Gruppe ist die Poincaré-Gruppe 10-dimensional. Jede Transformation
ist durch 3 Parameter der Geschwindigkeit,~v , 3 Parameter der Drehung und 4 Parameter
einer Translation in der Raumzeit festgelegt.



7 Jetfunktionen

Die Bahn, die Teilchen im Laufe der Zeit t durchlaufen, ist eine Abbildung f eines Zeitin-
tervalls I ⊂ R in eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M. Dabei heißt n auch die Anzahl
der Freiheitsgrade. Wir unterstellen, daß f genügend differenzierbar ist. Dann definiert
die Kurve ihre Verlängerung der Ordnung k, auch Lift oder Prolongation genannt, zu
einer Kurve im Jetraum Jk, dessen Punkte in Umgebungen Uα liegen, die durch Karten
φα bijektiv auf Umgebungen Vα ⊂ R×Rn×Rn×Rn . . .×Rn = R1+(k+1)n abgebildet
werden,

f̂ : t 7→ f̂(t) = (t, f(t),
df

dt
(t),

d2f

dt2
(t) . . .

dkf

dtk
(t)
)

. (7.1)

Die Koordinaten von Punkten des Jetraumes J1 werden typischerweise mit (t, x, v)
bezeichnet, wobei t für die Zeit, x für den Ort und v für die Geschwindigkeit steht. Der
Jetraum J2 besteht aus Punkten (t, x, v,b), wobei b die Beschleunigung ist. In einer
systematischen Notation, die die Ableitungsordnung anzeigt, verwenden wir für Punkte
in Jk Koordinatensätze (t, x, x(1), x(2) . . . x(k)) .

Als Jetfunktionen bezeichnen wir reelle Funktionen, die in einem Bereich eines Jet-
raumes definiert sind. So sind die Energie E eines freien Teilchens der Masse m ebenso
wie die Komponenten des Impulses ~p (in Maßsystemen mit c = 1)

E(t,~x,~v) =
m√

1 −~v2
, ~p(t,~x,~v) =

m~v√
1 −~v2

(7.2)

reelle Funktionen des Bereichs |~v| < 1 des Jetraumes J1. Daß Energie und Impuls wie an-
gegeben von (t,~x,~v) abhängen, werden wir später aus dem Relativitätsprinzip ableiten,
daß man nicht Ruhe von gleichmäßiger Bewegung unterscheiden kann.

Funktionen φ von Jk sind natürlich auch Funktionen von allen Jm mit m > k, denn

πk,m : Jm → Jk , (t, x(0), x(1), x(2), . . .x(k), . . . x(m)) 7→ (t, x(0), x(1), x(2), . . .x(k)) (7.3)

projiziert Jm auf Jk und vergißt die restlichen n(m − k) Koordinaten. Die verkettete
Funktion φ◦πk,m des Jetraumes Jm setzt φ auf den letzten n(m−k)-Variablen konstant
fort. Sie ist gemeint, wenn wir eine Funktion von Jk als Funktion von Jm mit m > k

auffassen.
Verkettet man eine Jetfunktion φ, beispielsweise die Energie oder den Impuls, mit der

Verlängerung f̂ einer Kurve, so erhält man ihren Wert auf der Kurve im Laufe der Zeit
t 7→ (φ ◦ f̂)(t) .

Teilchen, die miteinander wechselwirken und diesen oder jenen Kräften ausgesetzt sind,
durchlaufen nicht jede denkbare Bahn f : t 7→ f(t), sondern nur solche Bahnen fphys, die
den Bewegungsgleichungen genügen. Bemerkenswerterweise betreffen diese Gleichungen
zu jeder Zeit t nur den Ort, die Geschwindigkeit und die Beschleunigung zu dieser Zeit
und sind von der Form (i = 1, 2, . . . Zahl der Freiheitsgrade)

Gi ◦ f̂phys(t) = Gi(t, fphys(t),
d

dt
fphys(t),

d2

dt2
fphys(t)) = 0 . (7.4)
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Dabei sind die Gi Funktionen des Jetraumes J2 wie beispielsweise

Gi(t, x, v,b) = mbi + ∂iV (7.5)

bei der nichtrelativistischen Bewegung eines Teilchens der Masse m im Potential V
unter Einfluß der Kraft Fi = −∂iV . Die Funktionen Gi können geschwindigkeits- oder
zeitabhängig sein, etwa beim Teilchen im Magnetfeld oder bei der Schaukel, das ist ein
Pendel, dessen Länge durch Heben und Senken des Schwerpunkts zeitlich geändert wird.

Um von ihnen reden zu können, nennen wir die Jetfunktionen Gi(t, x, v,b), mit denen
wir die Bewegungsgleichungen (7.4) formulieren, Bewegungsfunktionen. Diese Funktio-
nen sind gemeint, wenn man von der

”
Form“ der Gleichungen spricht. Wir unterstellen,

daß man die Bewegungsfunktionen Gi so wie in diesem Beispielen nach den Beschleuni-
gungen bj auflösen kann, daß also die Ableitungen ∂Gi

∂bj
die Elemente einer n×n-Matrix

sind, deren Determinante nicht verschwindet. Dies schließt die Feynmansche Weltglei-
chung U = 0 aus, die mit der Unweltlichkeit U =

∑
i(Gi)

2 alle Gleichungen zusammen-
faßt.

Wir definieren die konvektive Zeitableitung dt von Funktionen φ des Jetraumes Jk
als partielle Ableitung nach t und

”
formal“ bezüglich der übrigen Jetvariablen x(r). Sie

differenziert nach x(r) und multipliziert diese Ableitung mit x(r+1) = dtx(r): am Punkt
(t, x, x(1), . . .x(k+1)) ∈ Jk+1 hat die konvektive Ableitung von φ den Wert

dtφ =
(
∂t + xm(1) ∂xm + xm(2) ∂xm(1)

. . . + xm(k+1) ∂xm(k)

)
φ . (7.6)

Die Verkettung der konvektiven Zeitableitung dtφ mit der Verlängerung f̂ einer Kurve
ergibt die Zeitableitung der verketteten Jetfunktion

(dtφ) ◦ f̂ =
d

dt
(φ ◦ f̂) . (7.7)

Dies ist die Kettenregel der Differentation

(
∂t +

dfm

dt

∂

∂xm
+

d2fm

dt2
∂

∂xm
(1)

+ . . . +
dk+1fm

dtk+1

∂

∂xm
(k)

)
φ|(

t,f(t), df
dt

(t),...d
kf

dtk
(t)

)

=
d

dt
φ
(
t, f(t),

df

dt
(t), . . .

dkf

dtk
(t)
)

.

(7.8)

Die Bewegungsgleichung freier Teilchen ist der Impulserhaltungssatz. Weil der Impuls
erhalten ist und auf freie Teilchen kein Impuls übertragen wird, ändert er sich nicht im
Laufe der Zeit auf den Bahnen freier Teilchen,

(dt~p) ◦ f̂frei = 0 . (7.9)

Um Eigenschaften und Zusammenhänge solcher Bewegungsgleichungen zu untersu-
chen, ist es vorteilhaft, die Bewegungsfunktionen wie

dt~p = dt
m~v√
1 −~v 2

= m

(
~b√

1 − v2
+

~v (~b ·~v)
√

1 −~v2
3

)
(7.10)

auch ohne Verkettung mit physikalischen Bahnen zu betrachten.
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Fall im homogenen Gravitationsfeld

Die nichtrelativistische Bewegung im homogenen Gravitationsfeld, ~F = −mg (0, 0, 1) ,
unterliegt den Newtonschen Bewegungsgleichungen

mẍ(t) = 0 , mÿ(t) = 0 , mz̈(t) = −mg ,

x(t) = x0 + ux t , y(t) = y0 + uy t , z(t) = z0 + uz t−
1

2
g t2 .

(8.1)

Die allgemeine Lösung solch einer linear inhomogenen Gleichung, Lz = a, ist, wenn ei-
ne spezielle Lösung Lzspeziell = a existiert, wenn also a im Bildbereich von L liegt, die
Summe z = zspeziell + zhomogen dieser speziellen Lösung und einer Lösung der homogenen
Gleichung, Lzhomogen = 0 . Denn die Differenz zweier Lösungen z und ẑ löst die homo-
genen Gleichung, L(z − ẑ) = (Lz) − (Lẑ) = a − a = 0 . Im vorliegenden Fall ist die
allgemeine Fallkurve die Superposition von senkrechtem Fall, bei dem zur Zeit t = 0 der
Scheitelpunkt ~x = 0 durchlaufen wird, mit gleichförmiger Bewegung.

Im homogenen Gravitationsfeld ist die Summe von kinetischer Energie Ekin = 1
2
m~v 2

und potentieller Energie Epot = mgz, die Energie

E =
1

2
m~v 2 +mgz , (8.2)

erhalten. Ihre Zeitableitung

dtE = m~b~v+mgvz = ~v
(
m~b+mg~ez

)
(8.3)

verschwindet auf physikalischen Bahnen, denn sie erfüllen die Newtonschen Bewegungs-
gleichungen

(
m~b+mg~ez

)
◦ f̂phys = 0 .

Zwangsbedingungen

Wenn ein Teilchen der Masse m im homogenen Schwerefeld eine Ebene herabgleitet, die
um den Winkel ϕ gegenüber der Horizontalen geneigt ist, dann sind die möglichen Orte
durch eine Zwangsbedingung φ(x) = 0 eingeschränkt, wobei φ in diesem Beispiel durch

φ(x1, x2, x3) = −x2 sinϕ+ x3 cosϕ (8.4)

gegeben sei.
Die Ebene übt auf das Teilchen eine Kraft ~FZwang aus, die erzwingt, daß das Teilchen

nicht eindringt, sondern daß die Bahn jederzeit in der Ebene verläuft.
Differenzieren der Zwangsbedingung φ(x(t)) = 0 zeigt, daß die Geschwindigkeit für
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❄

~FGewicht

❏
❏❪ ~FZwang

✑✑✰

~Fgesamt

Abbildung 8.1: Schiefe
Ebene

alle Bahnen, die in der Ebene verlaufen, senkrecht auf dem
Gradienten von φ steht,

dxi

dt
∂iφ|φ(x)=0

= 0 . (8.5)

Dies legt nicht vollständig fest, wie die Zwangskraft wirkt.
Denkbar wäre, daß die Ebene wie ein Förderband oder ein
Mühlrad dem Teilchen Energie hinzufügt oder entzieht und
Kräfte in Bewegungsrichtung auf das Teilchen ausübt. Beides
widerspricht bei ideal reibungsfreier Bewegung der Erfahrung.
Bei reibungsfreier Bewegung ist die Zwangskraft an jedem Ort
senkrecht zur Tangentialebene, die von den dort möglichen Ge-
schwindigkeiten aufgespannt wird und zeigt in Richtung des
Gradienten der Zwangsbedingung

dxi

dt
FiZwang = 0 , FiZwang(x, v) = λ(x, v) ∂iφ(x) . (8.6)

Der Faktor λ hängt bei einer Zwangsbedingung, die die Bewegung auf eine gekrümmte
Fläche einschränkt, nicht nur vom Ort, sondern auch von der Geschwindigkeit ab. Wie
groß er auf den Bahnen ist, die physikalisch durchlaufen werden, ergibt sich durch Diffe-
renzieren von (8.5) und den Newtonschen Bewegungsgleichungen mit einer Gesamtkraft
Fi + λ ∂iφ ,

0 = m
d2xi

dt2
∂iφ+m

dxi

dt

dxj

dt
∂i∂jφ = (λ ∂iφ+ Fi) ∂iφ+m

dxi

dt

dxj

dt
∂i∂jφ . (8.7)

Es ist also

λ = −
1

∂kφ∂kφ

(
m

dxi

dt

dxj

dt
∂i∂jφ+ Fi ∂iφ

)
. (8.8)

Auf der schiefen Ebene verschwindet die zweite Ableitung von φ und die Zwangskraft
~FZwang = λ (0, − sinϕ, cosϕ) kompensiert das Gewicht ~FGewicht = (0, 0, −mg) in Norma-
lenrichtung ~n = (0, − sinϕ, cosϕ) der Ebene. Es verschwindet also das Skalarprodukt
~n · (~FZwang + ~FGewicht) = λ − cosϕmg des Normalenvektors mit der Gesamtkraft. Dies
bestimmt λ = mg cosϕ und die Gesamtkraft

~Fgesamt = ~FZwang +~FGewicht = −mg sinϕ




0
cosϕ
sinϕ


 . (8.9)

Auf den Lösungskurven der Newtonschen Bewegungsgleichungen m~̈x = ~Fgesamt und der
Zwangsbedingung −y sinϕ+ z cosϕ = 0

x(t) = x(0)+uxt , y(t) = y(0)+uyt−
1

2
g sinϕ cosϕt2 , z(t) = tanϕy(t) (8.10)

ändert sich im Laufe der Zeit die Energie E = 1
2
~v 2+mgz nicht, wie man durch Nachrech-

nen bestätigt. Die Zwangsbedingung schränkt zwar den Ort und die Geschwindigkeit des
Teilchens ein, ändert aber nicht, wie die Energie davon abhängt.
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Harmonische Schwingung

Ebenso ist beim harmonischen Oszillator die Energie erhalten. Bei ihm treibt eine Hooke-
sche Kraft [18], F = −κx , zur Ruhelage bei x = 0 zurück,

m
d2x

dt2
= −κ x , ẍ+ω2 x = 0 , ω2 =

κ

m
. (8.11)

Die Lösung dieser Differentialgleichung liegt fest, wenn man die Anfangslage x(0) und
die Anfangsgeschwindigkeit ẋ(0) vorgibt. Man findet solch eine zweiparametrige Schar
von Lösungen mit dem Ansatz (ℜ bezeichnet den Realteil)

x(t) = ℜA eiωt = a cos(ωt+ϕ) , A = a eiϕ . (8.12)

Ableiten ergibt ẋ = ℜA iω eiωt, ẍ = ℜA (iω)2eiωt = −ω2 x , also löst der Ansatz die
Bewegungsgleichung. Hierbei faßt die komplexe Zahl A = a eiϕ die Amplitude a ≥ 0
und die Phase ϕ zusammen. Zur Zeit t0 = −ϕ/ω ist die Auslenkung maximal.

Die Schwingung ist periodisch mit Schwingungsdauer T = 2π/ω, x(t+T) = x(t) . Die
Kreisfrequenz ω = 2πν ist das 2π-fache der Frequenz ν = 1/T , der Zahl der Schwingun-
gen pro Zeit.

Aus der Amplitude a und der Phase ϕ ergeben sich die Anfangslage x(0) = a cosϕ
und die Anfangsgeschwindigkeit ẋ(0) = −aω sinϕ , und umgekehrt legen die Anfangs-
bedingungen die Amplitude a und für a 6= 0 die Phase ϕ bis auf Vielfache von 2π
fest,

a =

√
x2(0) +

ẋ2(0)

ω2
, ϕ =

{
arccos x(0)

a
falls ẋ(0) ≤ 0

π+ arccos(−x(0)

a
) falls ẋ(0) > 0

. (8.13)

Die Hookesche Kraft ist der negative Gradient des Potentials

Vharmonisch(x) =
1

2
κ x2 . (8.14)

Die Zeitunabhängigkeit der Energie des harmonischen Oszillators

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
κ x2 (8.15)

auf Bahnen x(t) = a cos(ωt+ϕ), die den Newtonschen Gleichungen genügen, bestätigt
die explizite Rechnung

1

2
mẋ2 +

1

2
κ x2 =

1

2
mω2 a2 sin2(ωt+ϕ) +

1

2
κa2 cos2(ωt+ϕ) =

1

2
κa2 . (8.16)

Da Cosinus und Sinus durch eine Phasenverschiebung auseinander hervorgehen, cosα =

sin(α+π/2), sind die zeitlichen Mittelwerte von cos2(ωt+ϕ) und sin2(ωt+ϕ) gleich,
im zeitlichen Mittel ist daher die kinetische Energie des harmonischen Oszillators seiner
potentiellen Energie gleich.





9 Energie und Impuls

Erhaltungsgrößen sind Jetfunktionen φ, die auf physikalischen Bahnen als Funktion der
Zeit konstant sind,

dtφ ◦ f̂phys =
d

dt

(
φ ◦ f̂phys

)
= 0 . (9.1)

So sind in der Newtonschen Physik bei einem kräftefreien Teilchen wegen der Bewe-
gungsgleichung (7.9) der Impuls ~pNewton = m~v und die Energie ENewton erhalten

~pNewton = m~v , ENewton = E0 +
1

2
m~v 2 . (9.2)

Welchen Wert die Energie für verschwindende Geschwindigkeit hat, ist in Newtonscher
Physik belanglos, E0 wird normalerweise einfach Null gesetzt.

Bei der Bewegung eines Teilchens ist seine Masse m eine triviale Erhaltungsgröße,
nämlich eine konstante Jetfunktion. Aber Masse ist nicht in allen physikalischen Vor-
gängen additiv erhalten: bei Teilchenzerfällen ist die anfängliche Masse größer als die
Summe der Massen der Zerfallsprodukte.

Trotz ihrer Einfachheit sollte man konstante Jetfunktionen nicht definitionsgemäß aus
der Menge der Erhaltungsgrößen ausschließen, denn es ist vorteilhaft, diese Menge als
einen Vektorraum verstehen zu können, und Linearkombinationen nichttrivialer Jetfunk-
tionen können konstant sein.

Transformation additiver Erhaltungsgrößen

Natürlich sind bei einem freien Teilchen alle Funktionen der Geschwindigkeit Erhaltungs-
größen, denn die Geschwindigkeit ist bei kräftefreier Bewegung konstant. Die besondere
Bedeutung von Energie und Impuls rührt daher, daß sie additive Erhaltungsgrößen sind,
das heißt, die Summe der Impulse und der Energien mehrerer Teilchen sind auch dann
noch Erhaltungsgrößen, wenn die Teilchen nicht frei sind und sich die einzelnen Impulse
und Energien zum Beispiel durch elastische Stöße ändern.

Stellt ein gleichförmig bewegter Beobachter additive Erhaltungsgrößen φ fest, so liegen
auch für jeden anderen Beobachter, der Poincaré-transformierte Koordinaten x′ = Λx+a

(6.22) verwendet, additive Erhaltungsgrößen φ′ vor, und es gibt eine Transformation,
die die Erhaltungsgrößen ineinander umzurechnen gestattet.

Weil die Erhaltungsgrößen additiv sind, müssen ihre Werte linear transformieren

(φ(1) + φ(2))
′ = φ′

(1) +φ′
(2) , (cφ)′ = cφ′ , (9.3)

denn für beide Beobachter sind die Erhaltungsgrößen Summen und Vielfache der einzel-
nen Teile. Die lineare Transformation der Werte der Erhaltungsgrößen ist also von der
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Form
φ′ = MΛ,aφ . (9.4)

Die hierbei auftretenden Matrizen MΛ,a sind dadurch eingeschränkt, daß eine weitere
Transformation x′′ = Λ2x

′ + a2, die einer ersten Transformation x′ = Λ1x + a1 folgt,
auch gleich direkt ausgewertet werden kann

x′′ = Λ2◦1x + a2◦1 , Λ2◦1 = Λ2Λ1 , a2◦1 = a2 +Λ2a1 . (9.5)

Für beliebige Werte der additiven Erhaltungsgrößen muß daher

φ′′ = MΛ2◦1,a2◦1φ = MΛ2,a2
MΛ1,a1

φ (9.6)

gelten. Also müssen die MatrizenMΛ,a die Poincarétransformationen darstellen (3.104):
Produkte der Matrizen MΛ,a müssen die Matrix ergeben, die zur hintereinander ausge-
führten Transformation gehört

MΛ2◦1,a2◦1 = MΛ2,a2
MΛ1,a1

. (9.7)

Poincarétransformationen transformieren auch den Definitionsbereich der Erhaltungs-
größen, den Jetraum, durch Transformationen JΛ,a, die sich aus (6.22, 6.25) ergeben. Als
Jetfunktionen transformieren die Erhaltungsgrößen unter der zugehörigen adjungierten
Transformation (3.106)

AdΛ,aφ = MΛ,a ◦ φ ◦ J−1
Λ,a . (9.8)

Ruhende Beobachter lassen sich nur dann nicht von bewegten Beobachtern unterschei-
den, falls diese transformierten Funktionen mit den ursprünglichen Funktionen überein-
stimmen, falls also AdΛ,a = id die triviale Darstellung der Poincaré-Gruppe ist. Dann
hat das Teilchen am transformierten Ort mit transformierter Geschwindigkeit den trans-
formierten Wert der Erhaltungsgröße des Teilchens am ursprünglichen Ort mit der ur-
sprünglichen Geschwindigkeit

φ ◦ JΛ,a = MΛ,a ◦ φ . (9.9)

Viererimpuls

Im einfachsten Fall sind die Matrizen MΛ,a durch Λ selbst gegeben und die Erhaltungs-
größen eines Teilchens sind Funktionen von J1. Dann handelt es sich um vier Komponen-
tenfunktionen p = (p0,p1,p2,p3), die höchstens von der Zeit t und dem Ort ~x, die wir
als x = (t,~x) zusammenfassen, sowie von der Geschwindigkeit ~v abhängen. Im Vorgriff
auf das Ergebnis unserer Betrachtung nennen wir die Erhaltungsgröße den Viererimpuls.
Wegen (9.9) gilt

p(Λx+ a,~v ′) = Λp(x,~v) . (9.10)

Für Λ = 1 und x = 0 besagt dies p(a,~v) = p(0,~v): der Viererimpuls hängt nicht vom
Ort oder der Zeit, sondern nur von der Geschwindigkeit des Teilchens ab, p(x,~v) = p(~v) .

Wenn sich ein Teilchen langsamer als Licht bewegt, dann gibt es das Bezugssystem
eines mitbewegten Beobachters, für den das Teilchen ruht. Da ~v = 0 invariant unter
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Drehungen D ist, D0 = 0, und da der Viererimpuls eine Funktion der Geschwindigkeit
ist, ändern Drehungen nicht den Viererimpuls p eines ruhenden Teilchens, p(D(0)) =

Dp(0) = p(0) . Es ist 0 der einzige unter allen Drehungen invariante Dreiervektor. Folg-
lich verschwindet im Ruhesystem eines Teilchens der räumliche Anteil ~p = (p1,p2,p3)

des Viererimpulses, und er hat die Form

pRuhe = p(~v = 0) = (m, 0, 0, 0) . (9.11)

Durch die Lorentztransformation Λv wird ein ruhendes Teilchen mit ~v = 0 auf ein beweg-
tes Teilchen mit Geschwindigkeit vi = Λi0/Λ

0
0 transformiert (6.25). Aus p(~v) = Λvp(0)

folgt dann mit (6.21) der Viererimpuls eines Teilchens, das sich mit Geschwindigkeit v
in x-Richtung bewegt,

(
p0

p1

)
=

1√
1 − v2

(
1 v

v 1

)(
m

0

)
=

(
m√
1−v2
mv√
1−v2

)
. (9.12)

Der Viererimpuls ist einfach das m-fache der ersten Spalte des Lorentzschubes Λv.
Drehen wir schließlich die Bewegung in eine beliebige Richtung und fügen wir die Fak-

toren c ein, die in konventionellen Maßsystemen die Formeln der relativistischen Physik
überfrachten, so erhalten wir den Viererimpuls eines Teilchens mit Geschwindigkeit ~v

p0(~v) =
mc√
1 − ~v2

c2

, ~p(~v) =
m~v√
1 − ~v2

c2

. (9.13)

Wir benennen die Komponenten des Viererimpulses so wie diejenigen Größen der New-
tonschen Physik, mit denen sie im Grenzfall kleiner Geschwindigkeiten übereinstimmen.
Bis auf höhere Potenzen von v/c gilt

c p0(~v) = mc2 +
1

2
m~v 2 + . . . , ~p(~v) = m~v+ . . . . (9.14)

Also ist E = c p0 die Energie und (p1,p2,p3) sind die Komponenten des Impulses ~p,

E(~v) =
mc2

√
1 − v2

c2

, ~p(~v) =
m~v√
1 − ~v2

c2

. (9.15)

Die durch c2 geteilte Ruheenergie ist die Masse m des Teilchens. Sie ist positiv, und die
Energie ist nach unten beschränkt.

Mit ähnlichen Argumenten erschließt man für lichtschnellen Teilchen, daß ihr Vierer-
impuls ein Vielfaches des Tangentialvektors k = dx/dλ an ihre Weltlinie ist,

p ∝ k . (9.16)

Bewegt sich das Teilchen mit positiver Energie in beliebige Richtung, so gilt wegen k2 = 0
in Maßsystemen mit c = 1

E = p0 = |~p| . (9.17)
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Allerdings legt die Weltlinie nicht die Energie fest. Die Energie ist positiv und kann im
übrigen beliebig sein: es gibt rote und blaue Lichtstrahlen.

Für massive und für lichtschnelle Teilchen ist die Geschwindigkeit ~v das Verhältnis

~v =
~p

p0
=

~p√
m2 + ~p 2

. (9.18)

Der Impulserhaltungssatz spricht aus, daß Teilchen träge sind. Denn die Geschwindigkeit
ändert sich nur, wenn man den Impuls ändert. Man muß durch Kraft, das ist Impuls-
übertrag pro Zeit, also ein Impulsstrom, Impuls übertragen, um die Geschwindigkeit
eines Teilchens zu ändern.

Auch bei überlichtschnellen Teilchen, bei Tachyonen, muß der Viererimpuls ein Vielfa-
ches des raumartigen Tangentialvektors sein und mit einem Richtungsvektor ~e die Form

E = p0 , ~p = ~e
√
M2 + E2 (9.19)

haben. Dabei ist die denkbare Energie E des Tachyons ebenso wie die Energie eines
hypothetischen Teilchens mit negativer Masse nicht nach unten beschränkt. Mit einem
einzigen solchen Teilchen, dem man unbeschränkt Energie entzieht, könnte man ein
Kraftwerk ohne anderen Brennstoff betreiben. Falls es Teilchen mit negativer Masse
oder Tachyonen mit negativem Massenquadrat gäbe, wäre erklärungsbedürftig, warum
sie nicht die Weltmeere zum Kochen bringen.

Das Vakuum ist für alle Beobachter gleich und hat daher einen Viererimpuls, der
unter allen Transformationen p′ = Λp invariant ist. Es muß daher verschwindende
Energie und verschwindenden Impuls haben, pVakuum = (0, 0, 0, 0). Das gilt auch für den
Beitrag der sogenannten Quantenfluktuationen zur Energie, die manchen Theoretikern
Kopfzerbrechen bereiten.

Masse

Die Masse m verknüpft die Komponenten des Viererimpulses eines freien Teilchens.
Unabhängig von der Geschwindigkeit gilt wegen (9.13)

p2 = (p0)2 − ~p 2 = m2 , E = p0 =
√
m2 + ~p2 . (9.20)

Dies ist die Gleichung für eine Schale eines Hyperboloids: die Viererimpulse eines freien
Teilchens liegen auf der Massenschale.

Die Beziehung (9.20) von Energie und Impuls gilt auch für lichtschnelle Teilchen, zum
Beispiel für Photonen. Sie sind masselos. Ihr Viererimpuls p ist lichtartig

p2 = (p0)2 − ~p 2 = 0 , p0 = |~p| > 0 . (9.21)

Photonen mit Viererimpuls p gehören als Quanten zu ebenen elektromagnetischen
Wellen e−ikx mit lichtartigem Viererwellenvektor k = (|~k|,~k). Dabei ist der Impuls
~p =  h~k ein Vielfaches des Wellenvektors, die Konstante  h = 1,055 · 10−34Js [10] ist das
von Max Planck [18] eingeführte Wirkungsquantum. Die Energie E =  hω =  h c |~k| der
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Photonen ist ein Vielfaches der Frequenz ν = ω/(2π) der elektromagnetischen Welle.
Diese Beziehung liegt Plancks Herleitung der thermischen Strahlungsdichte und Einsteins
Deutung des photoelektrischen Effektes zugrunde.

Gemäß (9.15) haben ruhende Teilchen die Energie

ERuhe = mc2 . (9.22)

Dies ist wohl die berühmteste Gleichung der Physik. Auf ihr beruht die Erkenntnis,
daß bei Umwandlung von Atomkernen durch Spaltung oder Verschmelzung Energien
freigesetzt werden können, denn die Gesamtmasse der Kerne ist meßbar verschieden
von der Summe der Einzelmassen. Der Massenunterschied beruht auf Bindungsenergie,
die militärisch oder friedlich, zerstörerisch oder nutzbringend verwendet werden kann.
Gleichung (9.15) sagt auch, daß es unendlich viel Energie kosten würde, ein massives
Teilchen auf Lichtgeschwindigkeit zu bringen. Massive Teilchen sind immer langsamer
als Licht.

Die Masse m ist geschwindigkeitsunabhängig. Sie per Definition E = mc2 als Be-
zeichnung für die geschwindigkeitsabhängige Energie zu verwenden, würde einen Begriff
vergeuden. Heutzutage bezeichnet man mit Masse die Größe, die in veralteten Darstel-
lungen umständlich Ruhemasse heißt.

Die Größe M(v) = m/
√

1 − v2/c2 als geschwindigkeitsabhängige Masse zu bezeich-
nen, verführt dazu, sie in Formeln der Newtonschen Physik, die sich im Grenzfall kleiner
Geschwindigkeiten aus relativistischer Physik ergibt, einzusetzen und zu glauben, eine
für alle Geschwindigkeiten gültige Gleichung zu erhalten. Auch wenn dies im Einzelfall
beim Impuls ~p = M(v)~v zutrifft, so ergibt sich fast immer Unsinn: die kinetische Energie
ist nicht M(v)~v 2/2 und auch nicht ~p 2/(2M(v)). Und ein Teilchen wird nicht mit zuneh-
mender Geschwindigkeit schwerer: Gewicht hängt von der Beschleunigung im Vergleich
zum freien Fall ab.

Ein schnell bewegtes Teilchen bewirkt nicht die Gravitation einer um einen Faktor
γ = 1/

√
1 − v2/c2 vergrößerten Masse M(v), und es wird nicht durch seine Geschwin-

digkeit zu einem Schwarzen Loch. Wenn es nur des Faktors γ bedürfte, hätte Einstein
zehn Minuten statt zehn Jahre gebraucht, in die relativistische Formulierung von Me-
chanik und Elektrodynamik die Gravitation einzubeziehen.

Kraft ist nicht Masse mal Beschleunigung. Die Bewegungsgleichung relativistischer,
geladener Teilchen besagt, daß der Gesamtimpuls der wechselwirkenden Teilchen und
Felder erhalten bleibt,

~F =
d~p

dt
. (9.23)

Die Kraft ~F ist der Impuls d~p , der pro Zeit dt auf das Teilchen übergeht.
Die Beschleunigung zeigt normalerweise nicht in Richtung der Kraft (7.10),

d~v

dt
=

∑

i

∂~v

∂pi
dpi

dt
9.18
=

~F√
m2 + ~p2

−
(~p ·~F)~p

√
m2 + ~p 2 3

=
1√

m2 + ~p2
(~F− (~v ·~F)~v ) , (9.24)

wobei wir einfachheitshalber im Maßsystem c = 1 rechnen.
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Versuchte man, Kraft als Masse mal Beschleunigung zu definieren, so genügte diese
Kraft nicht dem dem Prinzip von Actio und Reaktio, daß sie der Gegenkraft auf das Sy-
stem gleich ist, das die Kraft ausübt. Denn der Impuls, nicht Masse mal Geschwindigkeit,
ist erhalten.

Trägheit schneller Teilchen ist richtungsabhängig. Wirkt die Kraft quer zu ~v, ist die
Beschleunigung d~v⊥/dt =

√
1 − v2~F⊥/m ; in Richtung der Geschwindigkeit ist das Teil-

chen um den Faktor 1/(1− v2) träger. Auch masselose, lichtschnelle Teilchen sind träge,
d~v⊥/dt = ~F⊥/|~p|, in Bewegungsrichtung sogar unendlich träge, d~v‖/dt = 0.

Bei der Bewegung mechanischer Anordnungen sind, lange bevor relativistische Aus-
wirkungen meßbar werden, Korrekturen wichtig, die die endliche Schallgeschwindigkeit
in den Körpern, die ja nicht ideal starr sind, berücksichtigen. Bei hohen Relativgeschwin-
digkeiten werden die Kräfte auf ein Teilchen durch Stöße mit anderen Teilchen bewirkt,
die durch Energie- und Impulserhaltung eingeschränkt sind, und durch Wechselwirkung
mit Feldern, wie dem elektromagnetischen Feld oder dem gravitativen Feld, der Metrik.

Zerfall in zwei Teilchen

Zerfällt ein ruhendes Teilchen der Masse M in zwei Teilchen mit Massen m1 und m2,
so sind die Energien der Zerfallsprodukte durch die beteiligten Massen festgelegt. We-
gen der Impulserhaltung ist der Impuls ~p des ersten Zerfallsproduktes dem Impuls
des zweiten Teilchens entgegengesetzt gleich. Ihre Energien sind E1 =

√
m1

2 + ~p 2 und
E2 =

√
m2

2 + ~p 2, denn Energie und Impuls liegen auf der Massenschale (9.20). Die Ener-
gieerhaltung besagt, daß die Summe dieser Energien mit der Energie M des ruhenden,
zerfallenden Teilchens übereinstimmt

M =
√
m1

2 + ~p 2 +
√
m2

2 + ~p 2 > m1 +m2 . (9.25)

Insbesondere ist die MasseM des zerfallenden Teilchens größer als die Summe der Massen
der Zerfallsprodukte. Dies ist, wie beim Zwillingsparadoxon, der geometrische Sachver-
halt, daß die Summe zweier zeitartiger Vierervektoren p1 + p2 länger als die Summe der
Längen der einzelnen Summanden ist.

Wiederholtes Quadrieren und Umformen ergibt

~p 2 =
1

4M2
(M4 +m1

4 +m2
4 − 2M2m1

2 − 2M2m2
2 − 2m1

2m2
2) , (9.26)

E1 =
1

2M
(M2 −m2

2 +m1
2) . (9.27)

Compton-Streuung

Energie- und Impulserhaltung legen bei elastischer Streuung zweier Teilchen, also bei
einem Streuprozeß, bei dem die Zahl der Teilchen und ihre Massen unverändert bleiben,
die Energien nach dem Stoß als Funktion des Streuwinkels und der anfänglichen Energien
fest.
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Betrachten wir beispielsweise ein Photon, das mit Energie E einfällt und elastisch
an einem zunächst ruhenden Elektron gestreut wird. Dieser Prozeß heißt Compton-
Streuung.

Seien p(1) und p(2) die Viererimpulse von Photon und Elektron vor der Streuung und
p′(1) und p′(2) nachher. Viererimpulserhaltung besagt

p(1) + p(2) = p′(1) + p′(2) , (9.28)

oder ausführlicher, wenn man die x-Achse in Bewegungsrichtung des Photons vor dem
Stoß wählt und die y-Achse so, daß sich das um den Winkel θ gestreute Photon in der
x-y-Ebene bewegt, im Maßsystem c = 1,




E

E

0
0


+




m

0
0
0


 =




E′

E′ cosθ
E′ sin θ

0


+




m+ E− E′

E− E′ cosθ
−E′ sin θ

0


 . (9.29)

Hierbei ist schon berücksichtigt, daß auch das gestreute Photon mit Energie E′ mas-
selos ist und p′2(1) = 0 erfüllt. Die Bedingung p ′

(2)
2 = m2, daß nach der Streuung der

Viererimpuls des Elektrons auf der Massenschale liegt, besagt

(m+ E− E′)2 − (E− E′ cosθ)2 − (E′ sin θ)2 = m2 (9.30)

und nach Ausmultiplizieren, einfachem Umformen und Einfügen der konventionellen
Faktoren c

mc2

E′
=
mc2

E
+ 1 − cosθ . (9.31)

Die Energie E′ des auslaufenden Photons ist also durch den Streuwinkel festgelegt. Sie
ist kleiner als die Energie E des einlaufenden Photons. Dies widerspricht der Vorstellung,
daß die zum Photon der Energie E =  hω gehörige, einfallende elektromagnetische Welle
das geladene Elektron beschleunigt, das dann seinerseits eine Welle mit den gestreuten
Photonen abstrahlt. Bei solch einem Prozeß würde die Frequenz der abgestrahlten Welle
mit der ursprünglichen Frequenz übereinstimmen. Gleichung (9.31) hingegen ergibt sich
aus der Annahme, daß Elektronen Teilchen sind und daß elektromagnetische Wellen aus
Teilchen, nämlich Photonen, bestehen.

Sie ist aber kein Beweis für die Teilcheneigenschaft elektromagnetischer Wellen. Man
gelangt ebenfalls zu (9.31), wenn man – was wir nicht getan haben – sowohl das Elektron
als auch das Photon als Welle behandelt. Daß je nach betrachtetem physikalischen Prozeß
Wellen sich teilchenartig verhalten und Teilchen Welleneigenschaften haben, gehört zu
den Grundlagen der Quantenphysik.
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Eine Erhaltungsgröße, wie zum Beispiel die Energie oder der Impuls, ist eine Jetfunkti-
on Q, die auf physikalischen Bahnen ihren anfänglichen Wert behält (9.1)

dtQ ◦ f̂phys =
d

dt

(
Q ◦ f̂phys

)
= 0 . (10.1)

Für die Jetfunktion dtQ heißt dies, daß sie eine Linearkombination der Bewegungs-
funktionen Gi sein muß, die die physikalischen Bahnen charakterisieren: es muß zu Q
gehörige Jetfunktionen δx geben, mit denen sich dtQ als Linearkombination der Bewe-
gungsfunktionen schreiben läßt,

dtQ+ δxiGi = 0 . (10.2)

Die Gleichung ist hinreichend, denn Gi◦ f̂phys verschwindet nach Definition der physikali-

schen Bahnen (7.4), demnach ist dtQ◦f̂phys = 0. Für FunktionenQ des Jetraumes J1 ist
die Gleichung auch notwendig, denn in dtQ können wir alle Variablen b = x(2) durch die
Bewegungsfunktionen G ausdrücken. Verbliebe dann ein Rest und wäre dtQ+δxiGi = R

mit einer nichtverschwindende Jetfunktion R von J1, so könnte man ihr durch Wahl der
anfänglichen Orte und Geschwindigkeiten einen nichtverschwindenden Wert geben, und
die vermeintliche Erhaltungsgröße Q würde sich schon anfänglich auf physikalischen
Bahnen ändern.

Wir formulieren die Eigenschaft einer Erhaltungsgröße, sich auf physikalischen Bah-
nen nicht mit der Zeit zu ändern, ausführlich als dtQ+δxiGi = 0 und beschränken uns
nicht auf physikalische Bahnen, auf denen die Bewegungsfunktionen Gi verschwinden.
Denn die zur Erhaltungsgröße Q gehörigen Koeffizientenfunktionen δxi haben geome-
trische Bedeutung, können aber nur aus dtQ abgelesen werden, wenn man nicht die
Bewegungsgleichungen verwendet. Wie wir sehen werden, gehören die Funktionen δxi

für jede Erhaltungsgröße zu einer infinitesimalen Symmetrie und zu jeder infinitesimalen
Symmetrie gehört eine Erhaltungsgröße Q .

Dieser Zusammenhang ist deshalb wesentlich, weil die geometrische Eigenschaft, daß
eine Symmetrie vorliegt, häufig offensichtlich ist und man daher einfache, zeitunabhän-
gige Größen dem Bewegungsproblem ansehen kann.

Um zu definieren, was wir unter einer infinitesimalen Symmetrien verstehen, legen wir
zunächst den Sprachgebrauch fest und erklären, was kontinuierliche Transformationen
von Bahnen f : t 7→ f(t) sind. Kontinuierliche Transformationen Tλ hängen stetig diffe-
renzierbar von einem reellen Parameter ab und bilden Bahnen f invertierbar auf Bahnen
fλ ab,

Tλ : f 7→ fλ , fλ : t 7→ f(t, λ) . (10.3)



94 10 Erhaltungsgrößen und Symmetrien

In den folgenden Beispielen sind die Transformationen der Bahnen die zu Transfor-
mationen des Urbilds und des Bildraumes adjungierten Transformationen (3.106).

Die Zeittranslationen um −λ bilden jede Bahn f auf die Bahn

fλ : t 7→ f(t+ λ) (10.4)

ab, die die Bahnpunkte von f um λ früher durchläuft, etwa den Punkt f(0) zur Zeit
t = −λ .

Für einen mit Geschwindigkeit −λ ~u bewegten, nichtrelativistischen Beobachter liegen
Galilei-transformierte Bahnen vor (6.9),

fλ : t 7→ ~f(t, λ) = ~x(t) + λ ~u t . (10.5)

Räumliche Verschiebungen um λ~c bilden Punkte und damit Bahnen ab auf

fi(t, λ) = fi(t) + λ ci . (10.6)

Streckungen vergrößern alle kartesischen Koordinaten um denselben Faktor

fi(t, λ) = eλ fi(t) . (10.7)

Drehungen um eine Achse ~n, ~n 2 = 1, um einen Winkel λ (2.43) bilden die Punkte ~x

und damit auch Bahnen ~f auf

~x(λ) = ~x‖ + (cosλ)~x⊥ + (sin λ) ~n× ~x⊥ (10.8)

ab. Hierbei bezeichnen ~x‖ = ~n (~n ·~x) und ~x⊥ = ~x − ~n (~n ·~x) den zur Drehachse ~n

parallelen und senkrechten Anteil von ~x .
Die Parametrisierung der Transformationen ist so gewählt, daß zu verschwindendem

Transformationsparameter, λ = 0, jeweils die identische Abbildung gehört, T0f = f, und
daß sie hintereinander ausgeführt eine einparametrige Gruppe Tλ ◦ Tλ′ = Tλ+λ′ bilden.

Die Bahn, die fλ als Funktion des Transformationsparameters λ durchläuft, nennen
wir den Orbit durch f. Der anfängliche Tangentialvektor an den Orbit

t 7→ ∂fi(t, λ)

∂λ |λ=0

(10.9)

ist die infinitesimale Transformation von f. Sie heißt lokal, wenn sie sich für alle Kurven
f als Jetfunktion δxi(t, x, v), ausgewertet auf f̂ : t 7→ (t, f(t), ḟ(t), . . .), schreiben läßt,

δxi ◦ f̂ =
∂fi(t, λ)

∂λ |λ=0

. (10.10)

In den obigen Beispielen ist

δxi = vi eine infinitesimale Zeittranslation, (10.11)

δxi = ui t ein infinitesimaler Galileischub, (10.12)

δxi = ci eine infinitesimale räumliche Translation, (10.13)

δxi = xi eine infinitesimale Streckung und (10.14)

δ~x = ~n× ~x⊥ = ~n× ~x eine infinitesimale Drehung um die Achse ~n . (10.15)
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Eine nichtlokale Transformation ist beispielsweise die Drehung einer Kurve um ihren
Schwerpunkt: denn die infinitesimale Transformation hängt von der ganzen Kurve ab,
nicht nur von ihrem Wert und ihren Ableitungen zur jeweiligen Zeit t.

Als infinitesimale Symmetrie der Wirkung bezeichnen wir jeden Satz von Jetfunk-
tionen δxi(t, x, v), die sich multipliziert und summiert mit den Bewegungsfunktionen
Gi(t, x, v,b), die in den Bewegungsgleichungen Gi ◦ f̂phys = 0 auftreten, zur Ableitung
dt einer Jetfunktion Q zusammenfassen lassen,

δxiGi + dtQ = 0 . (10.16)

Demnach gehört definitionsgemäß, wie 1918 von Emmy Noether [18] formuliert, zu jeder
infinitesimalen Symmetrie der Wirkung eine Erhaltungsgröße Q und umgekehrt zu jeder
Erhaltungsgröße eine infinitesimale Symmetrie δxi der Wirkung.

Am Sachverhalt, daß zu einer infinitesimalen Symmetrie der Wirkung eine Erhal-
tungsgröße Q gehört, ist dann nichts zu beweisen. Man muß nur den Wortgebrauch
rechtfertigen, infinitesimale, lokale Transformationen δxi Symmetrien der Wirkung zu
nennen, wenn sie (10.16) erfüllen. Das wird erst später mit (13.59) klar.

Energieerhaltung

Ist das Potential V, das im allgemeinen eine Funktion des Ortes und der Zeit sein kann,
zeitunabhängig, so ist die Zeittranslation δxi = vi eine Symmetrie der Wirkung und die
Energie

E =
1

2
m~v 2 + V(~x) (10.17)

ist bei nichtrelativistischer Bewegung eines Teilchens im Potential erhalten. Denn ihre
Zeitableitung ist eine Linearkombination der Bewegungsfunktionen (7.5)

dtE = bimvi + vi
∂V

∂xi
= vi (mbi + ∂iV) = viGi . (10.18)

Bei Bewegung von n Teilchen mit Orten xia, i = 1, 2, 3, a = 1, 2 . . .n im zeitunabhängi-
gen Potential, ∂tV = 0, ist die Gesamtenergie

E =
1

2

∑

a

ma~v 2
a + V(~x1,~x2 . . .~xn) (10.19)

erhalten. Die Bewegungsgleichungen sind Gia◦ f̂phys = 0 mit Gia = mab
i
a+∂xiaV (keine

Summe über a) und δxia = via ist eine Symmetrie der Wirkung

n∑

a=1

viaGia =
∑

a

(mav
i
ab
i
a + via∂xiaV) = dt(

1

2

∑

a

mav
i
av
i
a + V) . (10.20)

Die Energie hängt von der anfänglichen Lage und der anfänglichen Geschwindigkeit ab,
behält aber dann auf der physikalischen Bahn ihren anfänglichen Wert.
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Die Energie bleibt auch erhalten, wenn Zwangskräfte zeitunabhängiger Zwangsbedin-
gungen φb = 0 , b = 1, 2 . . . , die Bewegung einschränken, etwa auf eine schiefe Ebene
oder eine Achterbahn. Dann gelten für alle Bahnen f, die in der Untermannigfaltigkeit
verlaufen, dtφb = 0. Sind nun die Zwangsbedingungen zeitunabhängig, ∂tφb = 0, so
stehen wegen

dtφb = vi ∂iφb = 0 (10.21)

die Tangentialvektoren v senkrecht auf den Gradienten der Nebenbedingungen und dem-
nach senkrecht auf der Zwangskraft (8.6)

FiZwang =
∑

b

λb ∂iφb . (10.22)

Da viFiZwang verschwindet, gilt dtE = vi(mbi+∂iV−FiZwang) , auch wenn zu den New-
tonschen Gleichungen für Bewegung im zeitunabhängigen Potential noch die Zwangskräf-
te hinzu kommen. Zwangskräfte zeitunabhängiger Nebenbedingungen verändern nicht
die Energiebilanz, sie leisten keine Arbeit. Ebenso ändern Magnetkräfte ~FLorentz = q~v×~B

zwar den Impuls, nicht aber die Energie, denn sie stehen senkrecht auf ~v, ~v ·~FLorentz = 0 .

Impulserhaltung

Ist das Potential unter Verschiebungen δxi = ci invariant, ci ∂iV = 0, so verschwindet
die Kraft in dieser Richtung, ciFi = 0 . Die Wirkung ist unter dieser Verschiebung
invariant, und der Impuls

pi = mvi (10.23)

ist in Richtung ~c erhalten,

dt
(
cimvi

)
= ci

(
mbi + ∂iV

)
= ciGi . (10.24)

Ein Zweiteilchenpotential V(~x1 − ~x2), das nur von der Differenz der Teilchenorte ab-
hängt, ist invariant unter gleicher Verschiebung beider Teilchen, δxi1 = δxi2 = ci . Diese
Verschiebung ist eine Symmetrie der Wirkung, zu der der Gesamtimpuls als Erhaltungs-
größe gehört. Die Bewegungsgleichungen der beiden Teilchen sind Gia ◦ f̂phys = 0 für
i = 1, 2, 3 und a = 1, 2 mit

Gi 1 = m1b
i
1 + ∂xi1V , Gi 2 = m2b

i
2 + ∂xi2V , (10.25)

und wegen der Kettenregel ist

∂xi2V(~x1 − ~x2) = −∂ziV(~z)|~z=~x1−~x2
= −∂xi1V(~x1 − ~x2) . (10.26)

Es gilt also Actio = −Reactio, ~F1 = −~F2 . Daher verschwindet die Gesamtkraft
∑
a
~Fa

und folglich ~c ·
∑
a
~Fa, also ist

ci
∑

a

Gia = ci
∑

a

mab
i
a = ci dtp

i mit pi =
∑

a

mav
i
a =

∑

a

pia . (10.27)
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Ebenso ist bei mehreren Teilchen der Gesamtimpuls ~p =
∑
ama~va in Richtung ~c

erhalten, wenn das Potential V(~x1 + λ~c . . .~xn + λ~c) = V(~x1 . . .~xn) unter gemeinsamer
Verschiebung aller Teilchen in Richtung ~c invariant ist. Denn dann verschwindet in dieser
Richtung die Gesamtkraft, −ci

∑
a ∂xiaV = 0, wie Ableiten nach λ bei λ = 0 zeigt.

Die Summe ci
∑
aGia vereinfacht sich daher zu ci

∑
amab

i
a = ci dtp

i, das heißt, der
Gesamtimpuls in Richtung ~c ändert sich auf den physikalisch durchlaufenen Bahnen
nicht im Laufe der Zeit.

Schränken Zwangskräfte

FiaZwang =
∑

b

λb ∂xiaφb (10.28)

die Bewegung auf Untermannigfaltigkeiten ein, die durch translationsinvariante Neben-
bedingungen

φb(~x1 + λ~c,~x2 + λ~c . . .) = φb(~x1, ~x2 . . .) (10.29)

gegeben sind, dann zeigt Differenzieren nach λ bei λ = 0

ci
∑

a

∂xiaφb = 0 , (10.30)

daß ci
∑
a,b λb ∂xiaφb, die Summe der Zwangskräfte in Richtung ~c, verschwindet. Daher

ist im translationsinvarianten Potential bei translationsinvarianten Zwangsbedingungen
der Gesamtimpuls erhalten, dt(~c ·~p) = ~c ·

∑
ama

~ba = ~c ·
∑
a(ma

~ba −~Fa −~FaZwang) .

Drehimpulserhaltung

Ist das Potential V eines Teilchens unter Drehung (10.8) um eine Achse ~n invariant,

V(~x‖ + (cos λ)~x⊥ + (sinλ) ~n× ~x⊥) = V(~x) , (10.31)

dann zeigt Differenzieren nach λ bei λ = 0, daß in Achsenrichtung das Drehmoment

~M = ~x×~F (10.32)

verschwindet, ~n · ~M = 0 ,

0 = (~n× ~x)i ∂iV = ǫijk n
j xk ∂iV = −njǫjki x

k Fi = −~n ·~x×~F . (10.33)

Die infinitesimale Drehung δxi = dTλx
i

dλ |λ=0
= ǫijk n

j xk ist eine Symmetrie der Wirkung

und der Drehimpuls
~L = ~x× ~p (10.34)

in Achsenrichtung ~n ist die zugehörige Erhaltungsgröße

dt
(
ni ǫijkmx

j vk
)

= ni ǫijkm (vj vk + xj bk) = ǫijk n
j xk(mbi + ∂iV) . (10.35)

Hängt das Potential nur von r =
√

~x 2 ab wie beispielsweise V(~x) = −mMG/r bei der
Bewegung eines Planeten um die Sonne, so ist es invariant unter allen Drehungen und alle
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Komponenten des Drehimpulses sind Erhaltungsgrößen. Dann ist, wie schon auf Seite 27
gezeigt, jede physikalische Bahn eben, denn das Kreuzprodukt ~L(t) = ~x(t) × ~p(t) steht
senkrecht auf jedem seiner Faktoren, ~x(t) ·~L(t) = 0 = ~x(t) ·~L(0), und ~x(t) liegt jederzeit
in der Ebene durch den Ursprung mit dem Normalenvektor ~L(0) .

Ist ein n-Teilchen-Potential unter gemeinsamer Drehung um eine Achse ~n invariant,

V(Tλ~x1, Tλ~x2 . . . Tλ~xn) = V(~x1,~x2 . . .~xn) (10.36)

wobei Tλ~x die Drehung (10.8) ist, dann zeigt Differenzieren nach λ bei λ = 0, daß das
Gesamtdrehmoment ~M in Achsenrichtung verschwindet

~M =
∑

a

~Ma =
∑

a

~xa ×~Fa , ~n · ~M = 0 , (10.37)

0 =
∑

a

δxia ∂xiaV =
∑

a

ǫijk n
j xka ∂xiaV = −nj

∑

a

ǫjki x
k
a Fia = −~n ·

∑

a

~xa ×~Fa .

(10.38)
Daher ist der Gesamtdrehimpuls ~L =

∑
a
~La =

∑
a~xa×~pa in Achsenrichtung erhalten,

und δxia = ǫijkn
jxka ist eine infinitesimale Symmetrie der Wirkung

d

dt

∑

a

niǫijkma x
j
a v
k
a =

∑

a

ǫijk n
j xka(ma b

i
a + ∂xiaV) =

∑

a

ǫijk n
j xkaGia . (10.39)

An der Erhaltung des Drehimpulses in einer Richtung ~n ändern auch Zwangskräfte

FiaZwang =
∑

b

λb ∂xiaφb (10.40)

nichts, wenn die Nebenbedingungen φb = 0 invariant unter Drehung um die Achse ~n sind
und mit δxia = ǫijkn

jxka die Gleichung δxia∂xiaφb = 0 erfüllen. Denn dann verschwindet
das Gesamtdrehmoment, das die Zwangskräfte erzeugen.

Gewichteter Startort

Jede infinitesimale Galileitransformation δ~xa = ~u t mit Geschwindigkeit ~u ist eine Sym-
metrie der Wirkung, wenn das Potential darunter invariant ist, ui

∑
a ∂xiaV = 0, wenn

also die Gesamtkraft in Richtung ~u verschwindet,
∑

a

δxiaGia = ui
∑

a

(ma t b
i
a) = ui dt

∑

a

ma (t via − xia) . (10.41)

Wenn die Gesamtkraft in allen Richtungen verschwindet, dann hat auf physikalischen
Bahnen die Größe

∑
ama(~xa(t) − t~va(t) den zeitlich unveränderlichen Wert, den sie

zu Beginn für t = 0 hatte: die Summe der mit der Masse gewichteten Koordinaten des
Startortes, das ist der mit der Gesamtmasse multiplizierte anfängliche Schwerpunkt ~R

∑

a

ma (~xa(t) − t~va(t)) =
∑

a

ma~xa(0) = m~R(0) , ~R =

∑
ama ~xa

m
, m =

∑

a

ma .

(10.42)
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Der Schwerpunkt bewegt sich, wenn die Gesamtkraft verschwindet, nach (10.42) gradlinig
gleichförmig mit der wegen Impulserhaltung konstanten Schwerpunktsgeschwindigkeit
~V =

∑
ama~va/m , denn (10.42) besagt ~R(t) − t ~V = ~R(0), das ist der Schwerpunktsatz

~R(t) = ~R(0) + t ~V(0) . (10.43)

Die zu Symmetrien der Wirkung gehörigen Erhaltungsgrößen listet die folgende Tabelle.

Tabelle 10.1: Symmetrie und Erhaltungsgröße

Zeittranslation Energie
räumliche Verschiebung Impuls
Drehung Drehimpuls
Galileitransformation gewichteter Startort

Diese Erhaltungsgrößen setzen sich mit Ausnahme der Energie additiv aus Beiträ-
gen der einzelnen Teilchen zusammen. Wenn sich allerdings die Teilchen im Laufe der
Zeit voneinander entfernen und die potentielle Energie mit zunehmendem Abstand der
Teilchen verschwindet, dann ist auch die Energie additiv, nämlich die Summe der kineti-
schen Energien. Wenn nicht, geht das Mehrteilchensystem nicht in ein System einzelner
Teilchen über.

Virialsatz

Eine infinitesimale Streckung δxi = xi ist keine Symmetrie der Wirkung, selbst wenn das
Potential verschwindet und invariant unter Streckung ist. Denn die Linearkombination
xiGi = xi (mbi + ∂iV) ist nicht die Ableitung dt einer Jetfunktion Q. Zwar kann man
den Term xi (mbi) umschreiben,

xiGi = dt
(
mxi vi

)
−mvi vi + xi ∂iV , (10.44)

jedoch sind die dann verbleibenden Terme g(x, v) = −mvi vi + xi ∂iV nicht von der
Form dtQ̃ . Denn da g nicht von b abhängt, darf Q̃ nicht von v abhängen. Aber dann
ist dtQ̃ = ∂tQ̃+ vi ∂xiQ̃ linear inhomogen in v und demnach verschieden von g.

Wenn auch nicht ein Erhaltungssatz, so folgt doch aus (10.44) ein Satz über Mittel-
werte von kinetischer und potentieller Energie, falls das Potential homogen von Grade
N ist und

V(eλx) = (eλ)N V(x) , xi ∂iV = NV , (10.45)

erfüllt. Der zweite Teil der Gleichung ergibt sich durch Ableiten nach λ bei λ = 0.
Der Operator xi ∂i zählt den Homogenitätsgrad in den Variablen x ab, x∂xx

N = NxN .
Wie wir noch sehen werden,1 verschwindet bei beschränkten Bahnen der Mittelwert der

1Der Mittelwert einer Größe Q(t), die sich mit der Zeit t ändert, ist das Integral
∫T
0
dtQ(t), geteilt

durch die Dauer T , über die gemittelt wird. Ist Q = dq/dt die Zeitableitung einer Funktion q, so ist
das Integral nach dem Hauptsatz der Integralrechnung q(T) − q(0) und geht, geteilt durch T , wenn
q beschränkt ist, für große T gegen Null.
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Ableitung d(xi vi)/dt . Demnach ist gemäß (10.44) im Mittel die kinetische Energie bei
Bewegung in einem homogenen Potential vom Grad N gleich N/2-mal der potentiellen
Energie,

〈1
2
m~v 2〉 =

N

2
〈V〉 . (10.46)

Dieser Befund über die Mittelwerte der kinetischen und potentiellen Energie bei Bewe-
gung in einem homogenen Potential vom Grad N heißt Virialsatz. Beim harmonischen
Oszillator ist die kinetische Energie im Mittel gleich der potentiellen Energie, bei Bewe-
gung im Keplerpotential V = −mMG/r gleich der Hälfte des Betrages der potentiellen
Energie.

Eindimensionale Bewegung

Ist bei der Bewegung eines Freiheitsgrades die Energie von der Form

E =
1

2
m (

dx

dt |t

)2 + V(x(t)) (10.47)

erhalten, so lösen wir nach der Geschwindigkeit v auf und lesen

dx

dt
= ±

√
2

m
(E− V(x(t)) (10.48)

als Differentialgleichung erster Ordnung für die Funktion x(t) , die angibt, wo das Teil-
chen zur Zeit t ist. Leider ist in dieser Gleichung die rechte Seite eine unbekannte Funk-
tion der Zeit t, denn wir kennen nicht die Funktion x(t).

Die Geschwindigkeit kann beide Vorzeichen haben. Wir betrachten einen Bewegungs-
abschnitt mit positiver Geschwindigkeit.

Die Ableitung der Umkehrfunktion t(x), die angibt, wie spät es ist, wenn das Teilchen
den Ort x durchläuft, t(x(t′)) = t′, ist am Ort x der Kehrwert der Ableitung von x(t)
(4.11) zur Zeit t(x),

dt

dx
=

1√
2
m

(E− V(x))
. (10.49)

Das Inverse der Geschwindigkeit v =
√

2
m

(E− V(x)) ist eine bekannte Funktion von x,

wenn das Potential und der Energiewert durch die Anfangsbedingungen gegeben sind.
Beispielsweise gilt für den harmonischen Oszillator, während x mit t zunimmt,

dt

dx
=

1√
2
m

(E− 1
2
κx2)

=
1√
2E
m

1√
1 − κ

2E
x2

(10.50)

In der Variablen u =
√
κ/(2E) x und mit der Funktion φ(u) =

√
κ/mt(x(u)) kann

man die Parameter κ,m und E absorbieren und erhält

dφ

du
=

1√
1 − u2

. (10.51)
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Wie (4.45) zeigt, ist φ(u) = α + arcsinu mit einer Konstanten α, die nicht durch die
Differentialgleichung, sondern die Anfangsbedingungen festgelegt wird, Lösung dieser
linear inhomogenen Gleichung für φ(u) . Demnach gilt sin(φ(u)−α) = u und, wenn wir
dies in den ursprünglichen Variablen schreiben, sin(

√
κ
m
t(x) − α) =

√
κ
2E
x, also (8.12)

x(t) = a cos(ωt+ϕ) (10.52)

mit Kreisfrequenz ω = (κ/m)1/2, Amplitude a = (2E/κ)1/2, also E = 1/2 κa2 (8.16),
und Phase ϕ = −(π/2 + α) .

Nach (10.49) ist die Umkehrfunktion t(x) die Stammfunktion von ( 2
m

(E− V(x))−1/2,
deren Wert am Startort x̂ die Startzeit t(x̂) ist. Im Vorgriff auf die noch zu besprechenden

✲

✻.
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Abbildung 10.1: Bewegung
im Potential

Integrale (12.10) schreiben wir sie als

t(x) = t(x̂) +

∫x

x̂

dy√
2
m

(E− V(y))
. (10.53)

Die Funktion t(x) kann also bei eindimensionaler Bewe-
gung als Integral angegeben und hieraus die Bahn x(t)
als Umkehrfunktion ermittelt werden. Eindimensionale,
energieerhaltende Bewegung ist integrabel.

Ohne das Integral zu berechnen, erlaubt die zeichnerische Darstellung des Potentials V
qualitativ die Bewegung zu verstehen. Sie verläuft, wenn x anfänglich zunimmt, bis zum
Umkehrpunkt x, falls er existiert, an dem die potentielle Energie der Gesamtenergie
gleich ist, V(x) = E. Dort kehrt die Bewegung um und verläuft bis zum Umkehrpunkt x,
V(x) = V(x), falls es ihn gibt, und kehrt abermals um. Wenn es die beiden Umkehrpunkte
gibt, ist die Bewegung periodisch, x(t+ T) = x(t), mit der Schwingungsdauer

T = 2

∫x

x

dy√
2
m

(E− V(y))
. (10.54)

Bei kleinen Schwingungen um einen Punkt y, in dem das Potential minimal wird, wenn
also E fast mit dem Minimalwert V(y) = Vmin übereinstimmt, hängt die Schwingungs-
dauer nicht mehr von der Auslenkung ab. Denn dann ist das Potential näherungsweise
dasjenige eines harmonischen Oszillators, der um y schwingt,

V(x) = V(y) +
1

2
κ (x− y)2 +O((x− y)3) . (10.55)

Dabei ist, wie Ableiten bestätigt, die Federkonstante κ die zweite Ableitung des Poten-
tials am Minimum

κ =
d2V

dx2
|y

. (10.56)

Die Schwingungsdauer T des harmonisches Oszillators ist T = 2π/ω, und bei kleinen
Schwingungen gilt

ω2 =

d2V
dx2 |y

m
. (10.57)
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Keplerbewegung

Am Beispiel der Bewegung der Erde um die Sonne zeigen wir, wie man mit den Erhal-
tungsgrößen die Bahn bestimmt. Zunächst handelt es sich um ein Bewegungsproblem
mit 6 Freiheitsgraden, wenn wir die Auswirkung der anderen Planeten und des Mondes,
insbesondere Ebbe und Flut, vernachlässigen und Sonne und Erde als Punkte idealisie-
ren. Bezeichnen wir die Massen von Erde und Sonne mit m1 und m2, so genügen ihre
Bahnen ~x1 und ~x2 den Newtonschen Bewegungsgleichungen

m1 ẍ
i
1 = −

∂V

∂xi1
, m2 ẍ

i
2 = −

∂V

∂xi2
, mit V(~x1,~x2) = −

m1m2G

|~x1 − ~x2|
. (10.58)

Dabei ist G = 6,67 · 10−11m3kg−1s−2 [10] die Newtonsche Gravitationskonstante und V
das Gravitationspotential, das die Sonne am Ort der Erde und umgekehrt die Erde am
Ort der Sonne verursacht.

Weil das Potential nur von der Differenz beider Orte abhängt, ist es invariant unter
gemeinsamer Translation δ~x1 = δ~x2 = ~c mit beliebigem ~c. Folglich bewegt sich der
Schwerpunkt gradlinig gleichförmig (10.43)

~R =
m1~x1 +m2~x2

M
, M = m1 +m2 , ~R(t) = ~R(0) + ~V t . (10.59)

Es liegt daher nahe, ~x1 und ~x2 als Linearkombination des Schwerpunkts ~R und des
Differenzvektors ~x = ~x1 − ~x2 = (x,y, z) zu schreiben, der im Potential auftritt,

~x1 = ~R+
m2

M
~x , ~x2 = ~R−

m1

M
~x . (10.60)

Setzen wir in (10.58) ein und nehmen wir die Summe und die Differenz beider Bewegungs-
gleichungen, entkoppeln sie in die Differentialgleichungen der freien Schwerpunktsbewe-
gung mit GesamtmasseM = m1+m2 und der Lösung (10.59) sowie der Relativbewegung
mit reduzierter Masse m = m1m2/M im Potential V(~x) = −α/

√
x2 + y2 + z2

MR̈i = 0 , mẍi = ∂i
α

|~x|
= −α

xi

|~x|3
, α = m1m2G . (10.61)

Da das Potential nur von r =
√
x2 + y2 + z2 abhängt, verwenden wir Kugelkoordinaten

(5.25) für den Differenzvektor ~x. Die Geschwindigkeit d~x/dt, ausgedrückt durch Zeitab-
leitungen von (r, θ,ϕ) , ist nach der Kettenregel

dxi

dt
=

dx′ j

dt

∂xi

∂x′ j
5.44
= ṙ~er + θ̇ r~eθ + ϕ̇ r sin θ~eϕ mit (10.62)

~er =




sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cos θ


 , ~eθ =




cosθ cosϕ
cosθ sinϕ

− sin θ


 , ~eϕ =




− sinϕ
cosϕ
0


 . (10.63)
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Man bestätigt leicht, daß die Vektoren ~er,~eθ,~eϕ , die an jedem Ort in Richtung von zu-
nehmenden r, θ,ϕ zeigen, normiert sind und aufeinander senkrecht stehen. Die kinetische
Energie, beispielsweise, ist daher

Ekin =
1

2
m (

d~x

dt
)2 =

1

2
m (ṙ2 + r2 θ̇2 + r2 sin2 θ ϕ̇2) . (10.64)

Zur Bestimmung der Relativbewegung ~x(t) nutzen wir aus, daß das Potential V nicht
explizit von der Zeit abhängt. Folglich ist die Energie E = Ekin + V erhalten (10.20).
Zudem ist das Potential invariant unter Drehungen. Daher (10.35) ist der Drehimpuls
~L = ~x × (m ~̇x) erhalten. Folglich ist die Bahn eben, ~x ·~L = 0 (Seite 98), und verläuft,

L2

2mr2

−α
r

✲

✻

Abbildung 10.2: Kepler-
potential, Drehimpuls-
barriere und effektives
Potential

wenn wir die z-Achse in Richtung von ~L wählen, in der z-
Ebene.

Dort gilt θ(t) = π/2, sin θ = 1 und ~er×~eϕ = ~ez, und wegen
θ̇ = 0 ist der Drehimpuls

~L = mr~er × (ṙ~er + r ϕ̇~eϕ) = mr2ϕ̇~ez . (10.65)

Es gelten also mit konstanten L und E die Erhaltungsglei-
chungen

L = mr2 ϕ̇ , E =
1

2
m (ṙ2 + r2ϕ̇2) −

α

r
. (10.66)

Drücken wir ϕ̇ = L/(mr2) in der Energie durch L aus

E =
1

2
mṙ2 +

L2

2mr2
−
α

r
, (10.67)

so erhalten wir einen Energieerhaltungssatz (10.47) für die Be-
wegung eines Freiheitsgrades r(t) in einem effektiven Potential

Veff(r) =
L2

2mr2
−
α

r
, (10.68)

zu dem das Kepler-Potential −α/r und die Drehimpulsbarriere L2/(2mr2) beitragen,
das ist die kinetische Energie, die in der Drehbewegung mit Drehimpuls L steckt. Wenn
der Drehimpuls nicht verschwindet, so kann die Bahn nicht r = 0 durchlaufen; dies ver-
hindert die Drehimpulsbarriere, die für kleine Abstände überwiegt. Für große Abstände
überwiegt das Kepler-Potential −α/r . Das effektive Potential verläuft dazwischen.

Für nichtverschwindenden Drehimpuls L 6= 0 bestimmen wir die räumlich durchlaufene
Bahn r als Funktion des Winkels ϕ, indem wir mit der Kettenregel die Zeitableitung
von r als Ableitung nach ϕ umschreiben und die Drehimpulserhaltung berücksichtigen,

dr

dt
= ϕ̇

dr

dϕ
=
L

m

1

r2
dr

dϕ
= −

L

m

d

dϕ

(1
r

)
. (10.69)

Die Energieerhaltung (10.67) besagt für den inversen Abstand 1/r als Funktion von ϕ

E =
L2

2m

( d

dϕ

1

r

)2
+

L2

2mr2
−
α

r
=
L2

2m

( d

dϕ

1

r

)2
+
L2

2m

(1
r

−
αm

L2

)2
−
α2m

2 L2
. (10.70)
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Bringen wir den konstanten Term α2m/(2 L2) nach links und teilen durch ihn, folgt

e2 =
( du

dϕ

)2
+ u2 , e =

√
1 +

2EL2

α2m
, u =

p

r
− 1 , p =

L2

αm
. (10.71)

Der inverse Abstand u genügt also als Funktion des Winkels ϕ dem Energieerhaltungs-
satz eines harmonischen Oszillators, der mit Kreisfrequenz ω = 1 mit Amplitude e
schwingt. Wählen wir ϕ so, daß r für ϕ = 0 minimal wird, so lautet die Lösung
u(ϕ) = e cosϕ,

p

r
= 1 + e cosϕ . (10.72)

Dies ist für 0 < e < 1 , also für E < 0 , eine Ellipse mit Exzentrizität e, mit großer
Halbachse a und kleiner Halbachse b

a =
p

1 − e2
=

α

2|E|
, b =

p√
1 − e2

=
L√
αm

√
a . (10.73)

Denn schreibt man mit kartesischen Koordinaten x = r cosϕ und y = r sinϕ die Bahn-
gleichung als

√
x2 + y2 = p − ex und quadriert, so erhält man nach einfachem Um-

formen (x + ea)2/a2 + y2/b2 = 1. Die Brennpunkte der Ellipse sind der Ursprung
(x,y) = (0, 0) und (x,y) = (−2ea, 0): ihre Abstände r und

√
(x+ 2ea)2 + y2 zu den

Ellipsenpunkten summieren sich überall zu 2a, denn (x + 2ea)2 + y2 = (2a − r)2 gilt
wegen e cosϕ+ 1 = p/r.

Für Planetenbahnen im Gravitationspotential −α/r gilt also das Keplersche Gesetz:
sie sind Ellipsen, bei denen die Sonne, genauer der Schwerpunkt, in einem der Brenn-
punkte steht. Zwischen minimalem Abstand, maximalem Abstand und wieder minima-
lem Abstand zur Sonne durchlaufen die Planeten den Winkel ∆ϕ = 2π.

Für E > 0, e > 1, handelt es sich um eine Hyperbel, auf der das Teilchen im Schwer-
punktsystem um den Winkel δ = 2 arccos(−1/e)−π = 2 arcsin(1/e) gestreut wird. Läuft
ein Teilchen mit hoher Geschwindigkeit v und einem Minimalabstand rmin an der Sonne
vorbei, so wird es also nach Newtonscher Theorie um δ ≈ 2GM/(rmin v

2) abgelenkt.
Für Licht wird aber in Übereinstimmung mit der Allgemeinen Relativitätstheorie der
doppelte Wert gemessen.

Die Fläche F, die der Differenzvektor ~r(t) überstreicht, setzt sich aus Kreissegmenten
der Größe 1

2
r2dϕ zusammen und ändert sich mit ϕ(t) um

dF

dt
=

dϕ

dt

dF

dϕ
= ϕ̇

1

2
r2 =

L

2m
. (10.74)

Daß der Drehimpuls, also die Flächengeschwindigkeit, konstant ist, ist Keplers zweites
Gesetz: In gleichen Zeiten überstreicht der Fahrstrahl zum Schwerpunkt,m2~r/M (10.60),
gleich große Flächen. Insbesondere überstreicht ~r in der Umlaufzeit T die Fläche der
Ellipse LT/(2m) = πab. Mit b =

√
aL/

√
mα und a′ = m2 a/M folgt daraus das

dritte Keplersche Gesetz

T =
2π√
Gm2

m1 +m2

m2

a′ 3
2 , (10.75)
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daß sich die Quadrate der Umlaufzeiten wie die Kuben der großen Halbachsen a′ der
Planetenbahnen verhalten. Damit läßt sich aus der Beobachtung der Planetenbahnen die
gravitativ wirkende Masse der Sonne GmSonne ermitteln. Durch irdische Messung der
Newtonschen Gravitationskonstanten G schließlich bestimmt man die Sonnenmasse.

Mit Keplers drittem Gesetz beantwortet man ohne große Rechnung die Scherzfrage,
wie lange die Erde in die Sonne fiele, wenn man ihr an Ort und Stelle den Bahndrehimpuls
entzöge. Statt einer nahezu kreisförmigen Bahn wäre die Fallkurve eine zur Strecke
entartete Ellipse mit einer Halbachse, die halb so groß wie der bisherige Kreisradius
ist. Die Falldauer (10.82) ist die halbe Umlaufdauer, die ihrerseits nach Keplers drittem
Gesetz (1/2)3/2 mal einem Jahr ist. Demnach dauert der Fall ein Jahr, geteilt durch
4
√

2, also etwa 65 Tage.

Senkrechter Fall

Falls der Drehimpuls verschwindet, L = 0, und es sich um einen senkrechten Fall mit
Maximalabstand R handelt, lautet der Energiesatz

1

2
m (

dr

dt
)2 −

α

r
= −

α

R
. (10.76)

Mit R/α multipliziert besagt diese Gleichung für das dimensionslose Verhältnis u = r/R

und für die reskalierte Zeit t̃ =
√

2α/(mR3) t

(
du

dt̃
)2 −

1

u
= −1 , oder (

du

dt̃
)2 =

1 − u

u
. (10.77)

✲

r
✻

t

Abbildung 10.3: Senkrechter Fall

Fassen wir u als Funktion

u(ϕ) =
1

2
(1 − cosϕ) = sin2 ϕ

2
(10.78)

eines Winkels ϕ(t̃) auf, dann ist du/dt̃ =

s c dϕ/dt̃ und (1 − u)/u = c2/s2 , wobei c
und s den Cosinus und Sinus von ϕ/2 bezeich-
nen. (10.77) besagt also (dϕ/dt̃)2 = 1/s4, das
heißt, die Umkehrfunktion t̃(ϕ) erfüllt

dt̃

dϕ
= sin2 ϕ

2
=

1

2

(
1 − cosϕ

)
. (10.79)

Wählen wir die Startzeit als t̃(0) = 0, so ist die
Stammfunktion

t̃(ϕ) =
1

2

(
ϕ− sinϕ

)
. (10.80)

Der Funktionsgraph der Bahn t 7→ (t, r(t)) ist eine Zykloide, die Bahnkurve eines Punk-
tes auf der Lauffläche eines rollendes Rades. Denn die Kurvenpunkte

(
t̃(ϕ)

u(ϕ)

)
=

1

2

(
ϕ− sinϕ
1 − cosϕ

)
=

1

2

(
ϕ

1

)
+

1

2

(
cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

)(
0

−1

)
(10.81)
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sind die Summe des Ortsvektors 1/2 (ϕ, 1) der Achse eines Rades mit Radius 1/2 , die
sich in Höhe 1/2 mit zunehmendem Winkel ϕ um die Kreisbogenlänge ϕ/2 nach rechts
bewegt, und des Vektors −1/2 (sinϕ, cosϕ), der anfangs für ϕ = 0 von der Radachse
zum untersten Punkt des Rades zeigt und mit zunehmendem ϕ im Uhrzeigersinn um den
Winkel ϕ gedreht wird. Also ist beim senkrechten Fall im Keplerpotential die Weltlinie
mit endlicher Gipfelhöhe R, wie nebenstehend dargestellt, eine Zykloide.

Ein Fall aus der Höhe R1 = m2 R/M (10.60) über dem Schwerpunkt dauert

t(π) =
π√

G (m1 +m2)
(
R

2
)

3
2 =

π√
Gm2

m1 +m2

m2

(
R1

2
)

3
2 . (10.82)

Verschwindet die Energie, so lautet (10.77)

mR3

2α
(
du

dt
)2 −

1

u
= 0 (10.83)

und die reskalierte Zeit t̃ erfüllt bei wachsendem r = uR die Differentialgleichung

dt̃

du
=

√
u mit der Lösung t̃(u) =

2

3
u

3
2 + t̃(0) . (10.84)

Ist die Energie positiv, so schreiben wir sie als α/R und erhalten für t̃ statt (10.77)

dt̃

du
=

√
u

1 + u
. (10.85)

Parametrisieren wir u > 0 analog zu (10.78) durch

u =
1

2
(chϕ− 1) = sh2 ϕ

2
, u+ 1 =

1

2
(chϕ+ 1) = ch2 ϕ

2
(10.86)

für ϕ > 0, so erfüllt t̃(ϕ) die Differentialgleichung

dt̃

dϕ
=

sh ϕ
2

ch ϕ
2

sh
ϕ

2
ch
ϕ

2
= sh2 ϕ

2
=

1

2
(chϕ− 1) , (10.87)

und hat die Lösung

t̃(ϕ) = t̃(0) +
1

2
(shϕ−ϕ) . (10.88)

Bemerkenswerterweise sind diese vertikalen Fallkurven der Newtonschen Gravitation
auch die Abstände r(t) zwischen frei fallenden Galaxien im räumlich homogenen und
isotropen Universum, das sich nach der Allgemeinen Relativitätstheorie mit verschwin-
dendem Druck und verschwindender Vakuumsenergiedichte ausdehnt. Je nachdem, ob
die Massendichte einen kritischen Wert überschreitet, dehnt sich das Universum für im-
mer aus oder stürzt wieder zusammen. Dies wäre, was Majestix in Asterix einzig schreckt,
nämlich daß ihm der Himmel auf den Kopf fällt.
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Entziehen wir einem System mit n Freiheitsgraden soviel Energie wie möglich, so wird
es irgendwo in einem Potentialminimum zur Ruhe kommen. Wir wählen die kartesischen
Koordinaten x = (x1, x2 . . . xn) so, daß dieses Potentialminimum bei x = 0 liegt. Ent-
wickeln wir das Potential in der Nähe von x = 0, so lautet es bis auf Terme höherer
Ordnung (12.33)

V(x) = V(0) + ci x
i +

1

2
κij x

i xj +O(x3) (11.1)

Dabei sind ohne Beschränkung der Allgemeinheit κij die Matrixelemente einer symme-
trischen Matrix, κij = κj i, denn wegen xixj = xjxi ist κijx

ixj = κijx
jxi = κklx

lxk =

κjix
ixj, also κijx

ixj = 1
2
(κij + κji)x

ixj .
Die Ableitungen von V betragen

∂iV = ci + κij x
j +O(x2) , ∂i∂jV = κij +O(x) , (11.2)

es sind also die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung die Ableitungen am Entwick-
lungspunkt,

ci = (∂iV)|x=0
, κij = (∂i∂jV)|x=0

. (11.3)

Da wir um die Ruhelage entwickeln, verschwindet dort die Kraft, ci = 0 . Der konstante
Beitrag V(0) zum Potential ist, wenn wir dem System ein wenig Energie zuführen und
kleine Auslenkungen aus der Ruhelage untersuchen, ohne Belang. Die Terme höherer
als quadratischer Ordnung vernachlässigen wir. Sie sind bei genügend kleinen Auslen-
kungen klein gegenüber den quadratischen. In dieser Näherung ist das Potential eine
quadratische Form

V(x) =
1

2
κij x

i xj , (11.4)

die positiv definit sein muß, wenn die Ruhelage stabil ist und die Kraft zu kleinerer
Auslenkung zurück treibt. Anderenfall wäre die Annahme, daß die Auslenkung klein ist,
nach kurzer Zeit durch die physikalische Bewegung widerlegt.

Die Bewegungsgleichungen würden einfach mẍi = −κij x
j lauten, wenn die Massen

aller Freiheitsgrade gleich wären. Treten unterschiedliche Massen mi auf, müssen wir die
bequeme Summationskonvention kurzzeitig außer Kraft setzen und die Bewegungsglei-
chungen für jedes i als

mi ẍ
i +

∑

j

κij x
j = 0 (11.5)

schreiben. Wir teilen diese Gleichung durch
√
mi und führen die Bezeichnungen

yj =
√
mj x

j , Ω2
ij =

1√
mi

κij
1

√
mj

, Ω2
ij = Ω2

j i (11.6)
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ein, dann lauten die Bewegungsgleichungen, wenn wir uns wieder der Summationskon-
vention bedienen,

ÿ i +Ω2
ij y

j = 0 . (11.7)

Die Matrix Ω2 ist symmetrisch, Ω2T = Ω2. Wäre sie diagonal, so lägen die Bewe-
gungsgleichungen von n harmonische Oszillatoren vor. Aber normalerweise ist Ω2 nicht
diagonal, und die Oszillatoren sind gekoppelt.

Diagonalisierung einer reellen, quadratischen Form

Jede reelle, symmetrische Matrix Ω2 hat n aufeinander senkrecht stehende, reelle, nor-
mierte Eigenvektoren.

Denn das charakteristische Polynom det(Ω2 −λ1) = (−1)n(λ−λ1)(λ−λ2) · · · (λ−λn)

hat nach dem Fundamentalsatz der Algebra komplexe Nullstellen λ1, λ2 . . .λn . Zu jedem
Eigenwert λ gibt es einen Eigenvektor mit Komponenten (ui + i vi) ,

Ω2
ij (u

j + i vj) = λ (ui + i vi) . (11.8)

Durch Konjugieren erhalten wir hieraus, weil Ω2 reell und symmetrisch ist,

λ∗ (ui − i vi) = Ω2
ij (u

j − i vj) = Ω2
j i (u

j − i vj) = (uj − i vj)Ω2
j i (11.9)

und demnach einerseits aus der Eigenwertgleichung von u+ i v und andererseits aus der
Eigenwertgleichung von u− i v

λ (uj − i vj) (uj + i vj) = (uj − i vj)Ω2
j i (u

i + i vi) = λ∗ (ui − i vi) (ui + i vi) . (11.10)

Da (ui − i vi) (ui + i vi) = ui ui + vi vi nicht verschwindet, ist jeder Eigenwert der
symmetrischen, reellen Matrix Ω2 reell, λ = λ∗ ∈ R ⊂ C , mit zugehörigem reellen
Eigenvektor.

Die symmetrische Matrix Ω2 bildet den zu einem Eigenvektor e senkrechten Unter-
raum V⊥ = {v : e · v = 0} auf sich ab. Ist nämlich ej vj = 0, so verschwindet auch
ei (Ω2

ij v
j), denn eiΩ2

ij = Ω2
j i e

i = λ ej gilt wegen der Eigenwertgleichung und weil Ω2

symmetrisch ist. Folglich ist eiΩ2
ij v

j = λ ej vj = 0, wenn e senkrecht auf v steht.
Für n = 1 hat jede reelle, symmetrische Matrix Ω2 offensichtlich n aufeinander senk-

recht stehende, reelle, normierte Eigenvektoren. Wenn aber dieser Sachverhalt für n− 1
Dimensionen gilt, dann gilt er auch für n Dimensionen. Denn in n Dimensionen gibt
es einen reellen, normierten Eigenvektor e1 . Der zu e1 senkrechte n − 1-dimensionale
Unterraum wird von Ω2 auf sich abgebildet, und enthält nach Induktionsannahme n−1
senkrecht zueinander stehende, normierte Eigenvektoren e2 . . . en .

Ihre Eigenwerte nennen wir ω2
1,ω

2
2 . . .ω2

n . Sie sind nicht negativ, wenn die quadrati-
sche Form Ω2

ij y
i yj positiv definit ist und zu einem rücktreibenden Potential gehört,

Ω2 e1 = ω2
1 e1 , . . . Ω2 en = ω2

n en . (11.11)

In den Variablen y sind die kinetische Energie und das Potential die quadratischen
Formen

Ekin =
1

2
ẏiẏi , Epot =

1

2
Ω2
ij y

i yj . (11.12)



109

Da die orthonormalen Eigenvektoren e1, e2 . . . eine Basis bilden, können wir yi als Line-
arkombination yi(t) =

∑
a e
i
a z
a(t) schreiben. Wegen ea · eb = δab behält die kinetische

Energie ihre Form. Die potentielle Energie vereinfacht sich zu einer Summe von Quadra-
ten,

ẏi ẏi = eia ż
a eib ż

b = żb żb , eia z
aΩ2

ij e
j
b z
b =

∑

b

ω2
b (zb)2 . (11.13)

Die passive Transformation, die yi = Oia z
a, Oia = eia , durch die Komponenten

za darstellt, ist wegen ea · eb = δab eine Drehung, OTO = 1. Eine reelle quadratische
Form W(y) = Ω2

ij y
i yj läßt sich also durch eine Drehung unter Wahrung der reellen

quadratischen Form δijy
iyj diagonalisieren.

Überlagerung von Eigenschwingungen

Setzen wir yi(t) =
∑
b e
i
b z
b(t) in die Bewegungsgleichung (11.7) ein, so erhalten wir,

weil die eb Eigenvektoren von Ω2 sind,

0 =
∑

b

eib
(
z̈b +ω2

b z
b
)

. (11.14)

Es sind aber die Eigenvektoren linear unabhängig. Die Bewegungsgleichung ist folglich
genau dann erfüllt, wenn jede Komponente z1, z2 . . . einer Schwingungsgleichung genügt

z̈b +ω2
b z
b = 0 , keine Summe über b . (11.15)

Mit den Lösungen zb(t) = ℜAb eiωb t = ab cos(ωb t + ϕb) (8.12) schreibt sich jede
Lösung yi(t) der Bewegungsgleichungen als

yi(t) = ℜ
∑

b

eibAb eiωb t =
∑

b

eib ab cos(ωb t+ϕb) . (11.16)

Sie enthält 2n nicht weiter eingeschränkte Parameter, die Amplituden a1,a2 . . . und
Phasen ϕ1,ϕ2 . . . Sie bestimmen die anfängliche Lage yi(0) und anfängliche Geschwin-
digkeit ẏi(0) . Umgekehrt bestimmen die 2n Anfangsbedingungen die Amplituden und
Phasen,

yi(0) =
∑

b

eib ab cosϕb , ẏi(0) = −
∑

b

eibωb ab sinϕb , (11.17)

y(0) · ec = zc = ac cosϕc , ẏ(0) · ec = żc = −ωc ac sinϕc , (11.18)

ac =
√

(zc)2 + (żc/ωc)2 , ϕc =

{
arccos(zc/ac) żc ≤ 0

π+ arccos(−zc/ac) żc > 0
. (11.19)

Die Lösung (11.16) ist eine Superposition oder Überlagerung verschiedener Eigen-
schwingungen, die man auch Normalmoden oder Normalschwingungen nennt,

yib(t) = eib ab cos(ωb t+ϕb) , (11.20)
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von denen jede mit einer festen Frequenz ωb in einer Richtung eb schwingt, in der die
Kraft in Gegenrichtung der Auslenkung zeigt.

Nicht nur die Gesamtenergie, sondern die Energie jeder Eigenschwingung ist erhalten,

Eb =
1

2
(żb)2 +

1

2
(ωb z

b)2 , keine Summe über b . (11.21)

Zu dieser Erhaltungsgröße gehört die zugegebenermaßen versteckte Symmetrie, die
Zeit für diese eine Eigenschwingung eb zu verschieben,

δby
i = eib (eb · ẏ) keine Summe über b . (11.22)

Gekoppelte Schwingungen sind das Standardbeispiel lösbarer, beschränkter Bewe-
gung. Die normierten Variablen ub = eb · ẏ/

√
ωb und vb =

√
ωb eb ·y durchlaufen

den Kreis S1,
u2
b + v2

b = 2Eb/ωb , (11.23)

mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ωb. Die gesamte Bewegung ist aus diesen Kreis-
bewegungen zusammengesetzt und verläuft im Raum der Orte und Geschwindigkeiten
auf einem n-Torus, dem Produkt (S1)n von n Kreisen. Die Bewegung ist periodisch,
wenn alle Frequenzverhältnisse rational sind.

Bei komplizierteren, lösbaren und beschränkten Bewegungen1 von n Freiheitsgraden
hängen die Frequenzen ωb von den Amplituden ab. Insofern sind harmonische Schwin-
gungen mit Frequenzen, die sich nicht mit der Amplitude ändern, untypisch. Aber es
gibt bei allen lösbaren Bewegungen immer noch Variable, in denen die Bewegung aus n
Kreisbewegungen zusammengesetzt ist, also auf einem n-Torus verläuft. Dabei sind die
n Energien der einzelnen Kreisbewegungen erhalten.

Stören weitere Kopplungen, die man zunächst vernachlässigt hat, die Zeittranslations-
symmetrie jeder einzelnen Eigenschwingung, sodaß nur noch die Gesamtenergie erhalten
ist, so wird die Bewegung chaotisch. Für genügend gutartige Anfangsbedingungen, bei
denen die Störungen nicht im Laufe der Zeit anwachsen, verläuft die Bahn auf einem ver-
formten Torus. Das besagt das Kolmogorov-Arnold-Moser-Theorem. Daß die Menge der
gutartigen Anfangsbedingungen wie eine Cantor-Menge2 vollständig unzusammenhän-
gend ist, aber ein endliches Maß hat, ist ein Beispiel dafür, wie wichtig absurd scheinende
mathematische Raffinesse physikalisch sein kann. Die Saturnringe sind annähernd solch
eine Cantor-Menge.

1Genauer gesagt betreffen diese Bemerkungen die Lösung Hamiltonscher Bewegungsgleichungen.
2Die Cantor-Menge ist die Restmenge, die übrig bleibt, wenn man aus dem Intervall 0 ≤ x ≤ 1 das mitt-
lere, offene Drittel entfernt, aus den übrig bleibenden Intervallen das mittlere, offene Drittel entfernt
und mit dem jeweiligen Rest so weiter verfährt. Entfernt man statt jeweils dem mittleren Drittel,
ein Drittel, dann ein Neuntel, dann ein Siebenundzwanzigstel, und so weiter, hat die verbleibende
Restmenge ein endliches Maß.
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Die Fläche zwischen den Geraden x = a und x = b und zwischen der x-Achse und
dem Funktionsgraph einer Funktion f : x 7→ f(x) ist der Grenzwert einer Summe von
Rechtecksflächen. Zur Berechnung zerlegt man das IntervallM = [a,b] = {x : a ≤ x ≤ b}
in nichtüberlappende Teilintervalle

a = x0 < x1 < x2 . . . < xn = b , [a,b] = ∪i [xi−1, xi] , (12.1)

und nennt jede andere Zerlegung Z in nichtüberlappende Teilintervalle feiner, wenn sie
die Teilintervalle [xi−1, xi] zerlegt. Zu jeder Zerlegung und jeder Wahl von Zwischen-
stellen ξi ∈ [xi−1, xi] gehört die Summe von Rechtecksflächen (xi − xi−1) f(ξi), die
Riemannsumme.

Wenn es eine Zahl F(M, f) gibt und wenn für jeden vorgegebenen Fehler ǫ > 0 eine
Zerlegung Z′ existiert, so daß für jede feinere Zerlegung Z und jede Wahl von Zwi-
schenstellen die Riemannsumme um weniger als ǫ von F(M, f) abweicht, dann heißt f
Riemannintegrabel im Bereich M , und F(M, f) ist die Fläche, die zwischen a und b
von f und der x-Achse berandet wird,

|F(M, f) −

n∑

i=1

(xi − xi−1) f(ξi)| < ǫ . (12.2)
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✻
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Abbildung 12.1: Riemannsumme
Da die Fläche Grenzwert einer Summe ist, schreibt man sie mit dem Zeichen

∫
, einem

langgezogenen S, gibt den Bereich M = [a,b] wie einen Summationsbereich an und deu-
tet die Differenzen xi−xi−1 mit dem Symbol dx an, die jeweils mit einem Funktionswert
f(x) zu multiplizieren sind,

F(M, f) =

∫b

a

dx f(x) . (12.3)

Die Formelzeichen werden als
”
Integral von a bis b über f“ gelesen. Der Name Inte-

gral stammt von lateinisch integer, ganz, und dem Hauptsatz der Integralrechnung, daß
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man mit dem Integral über die Ableitung die Funktion f bis auf eine Konstante ganz
wiederherstellen kann.

Ebenso kann man das Integral über Abbildungen f eines Intervalls in einen topolo-
gischen Vektorraum definieren. Für die Existenz der Riemannsumme müssen Vielfache
und Summen von Funktionswerten erklärt sein und zur Prüfung der Konvergenz braucht
man eine Topologie.

Das Integral über eine Konstante c ist c mal der Größe des Integrationsbereichs

∫b

a

dx c = c (b− a) . (12.4)

Das Integral hängt vom Integrationsbereich [a,b] und von der Funktion f ab und ist
mit

∫

[a,b]
f vollständig notiert. Es hängt nicht von der Bezeichnung der Integrationsva-

riablen ab,
∫

[a,b]

f =

∫b

a

dx f(x) =

∫b

a

dy f(y) , (12.5)

ebenso wie ein Indexpaar eine Summe bezeichnet, die Summe aber nicht vom Indexpaar
abhängt, ui v

i = uj v
j . So wie das Indexpaar verschieden von jedem anderen Index sein

muß, der in einem Term auftritt, so muß die Integrationsvariable verschieden von der
Bezeichnung der Grenzen sein.

In der Mathematik ist auch die Schreibweise
∫b
a
f(x) dx verbreitet, bei der das Integral-

zeichen als eine sich öffnende Klammer gelesen wird, die mit dem Symbol dx geschlossen
wird.

Wir unterstellen im weiteren, wenn wir nicht ausdrücklich anderes sagen, daß die
Funktionen, von denen wir reden, in den Bereichen, über die wir integrieren, integrabel
sind, und verwenden Eigenschaften von Integralen, deren Beweis wir den Mathematikern
überlassen.

Linearität, Zwischenwertsatz, Ableitung nach der oberen Grenze

Das Integral hängt linear vom Integranden ab, für Zahlen c und d gilt

∫b

a

dx
(
c f(x) + dg(x)

)
= c

(∫b

a

dx f(x)
)

+ d
(∫b

a

dx g(x)
)

. (12.6)

Es setzt sich additiv aus Beiträgen von Teilbereichen zusammen. Für Punkte c zwischen
a und b gilt

∫b

a

dx f(x) =

∫c

a

dx f(x) +

∫b

c

dx f(x) . (12.7)

Man definiert
∫c
a
dx f(x) = −

∫a
c
dx f(x) und

∫a
a

dx f(x) = 0 , dann gilt (12.7) für alle a, b
und c, falls zwei der drei Integrale existieren.

Das Integral ist eine orientierte Flächengröße, die auch negativ sein kann. Negati-
ve Werte des Integranden tragen negativ bei. Wechselt das Integrationsintervall seine
Orientierung und wird es umgekehrt durchlaufen, so ändert die Fläche ihr Vorzeichen.
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Für stetige Integranden g gilt der Zwischenwertsatz, daß es einen Punkt ξ zwischen
a und b gibt, so daß

∫b

a

dx g(x) = (b− a) g(ξ) , a < ξ < b . (12.8)

Denn das Integral, geteilt durch (b−a) > 0 , ist nicht größer als der Maximalwert von g
im Intervall und nicht kleiner als der Minimalwert, sondern hat einen Wert dazwischen.
Diesen Wert nimmt die Funktion g, weil sie stetig ist, in einer Zwischenstelle ξ an.

Insbesondere verschwindet das Integral über eine nichtnegative, stetige Funktion nur,
wenn sie im Integrationsbereich verschwindet.

Mit dem Zwischenwertsatz zeigt sich, daß das Integral über einen stetigen Integran-
den g als Funktion der oberen Grenze eine Stammfunktion von g ist. Für Funktionsdif-
ferenzen gilt

∫x+ǫ

a

dyg(y) −

∫x

a

dyg(y) =

∫x+ǫ

x

dyg(y) = ǫ g(x) , (12.9)

wobei x aus dem Intervall von x bis x + ǫ ist. Teilen wir durch ǫ, so erhalten wir als
Grenzwert für ǫ gegen Null,

d

dx

∫x

a

dyg(y) = g(x) . (12.10)

Als Funktion der oberen Grenze ist das Integral eine Stammfunktion des Integranden.

Hauptsatz der Integralrechnung

Die Differenz f(b)− f(a) jeder im Intervall von a bis b definierten Funktion läßt sich als
Summe über die zu einer Zerlegung (12.1) gehörigen Funktionsdifferenzen schreiben,

f(b) − f(a) =

n∑

i=1

(
f(xi) − f(xi−1)

)
, (12.11)

denn in (f(b) − f(xn−1)) + (f(xn−1) − f(xn−2)) + . . . + (f(x2) − f(x1)) + (f(x1) − f(a))

heben sich paarweise alle Terme bis auf die Randterme weg.
Nach dem Zwischenwertsatz (4.13) existieren bei stetig differenzierbaren Integranden

für jede Zerlegung des Intervalls Zwischenstellen ξi , so daß

f(b) − f(a) =

n∑

i=1

(
f(xi) − f(xi−1)

)
=

n∑

i=1

(xi − xi−1)
df

dx |ξi

. (12.12)

Da der Grenzwert der rechten Seite das Integral über df/dx ist, zeigt dies den Hauptsatz
der Integralrechnung

∫b

a

dx
df

dx
= f(b) − f(a) = f

∣∣b
a

. (12.13)
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Das Integral über eine stetige Funktion g = df/dx ist die Differenz der Werte der
Stammfunktion f an der oberen und unteren Integrationsgrenze.

Findet man also in Tabellen von Ableitungen [5, 11] die Funktion g als Ableitung
einer Stammfunktion f , g = df/dx , so ist das Integral über g die Differenz der Stamm-
funktion f an den Randpunkten. Durch Rückwärtslesen von Tabellen von Ableitungen
kann man integrieren.

Nicht alle Integranden, die als algebraische Ausdrücke in elementaren Funktionen an-
gegeben werden können, zum Beispiel die Gaußfunktion e−x2

, haben Stammfunktionen,
die man ebenso als algebraischen Ausdruck in elementaren Funktionen angeben kann.
Es gibt keinen Algorithmus, der für jeden Integranden g einen einfacheren Ausdruck als
f(x) = f(c) +

∫x
c
dyg(y) für seine Stammfunktionen liefert.

Alle Integralsätze, die wir noch kennenlernen werden, sind vom Typ des Hauptsatzes
der Integralrechnung. Das Integral über einen Bereich M über einen Integranden, der
eine geeignete Ableitung dω ist, läßt sich als niedriger dimensionales Integral auswerten,
über den Rand des Bereichs ∂M (lies Rand von M) über den Integranden ω ,

∫

M

dω =

∫

∂M

ω . (12.14)

Beim Hauptsatz der Integralrechnung (12.13) ist der Integrationsbereich das Intervall
[a,b] und der Rand besteht aus dem Anfangspunkt a und dem Endpunkt b. Sie tra-
gen, mit zunehmender Integrationsvariablen von a nach b durchlaufen, orientiert zum
Integral bei: der Endpunkt b, an dem es aus [a,b] herausgeht, mit dem Wert f(b) der
Stammfunktion, der Anfangspunkt a, bei dem es nach [a,b] hineingeht, mit −f(a) .

Mit dem Hauptsatz der Integralrechnung integrieren wir beispielsweise Potenzen,

∫x

0

dyyn =
1

n+ 1
yn+1

∣∣x
0
=

1

n+ 1
xn+1 . (12.15)

Die Ableitung einer Potenzreihe f(x) =
∑∞

n=0 1/n! fn x
n in ihrem Konvergenzradius

ist f′(x) =
∑∞

n=0 1/n! fn+1 x
n. Folglich ist F(x) =

∑∞

n=1 1/n! fn−1 x
n die Stammfunkti-

on, die bei x = 0 verschwindet,

∫x

0

dy
( ∞∑

n=0

1

n!
fn y

n
)

=

∞∑

n=1

1

n!
fn−1 x

n . (12.16)

Integral über komplexe Funktionen

Das Integral über eine komplexe Funktion f(x) = u(x) + i v(x) einer rellen Variablen x
ist wie das Integral von reellen Funktionen als Grenzwert von Riemannsummen definiert
und einfach die komplexe Linearkombination reeller Integrale

∫b

a

dx
(
u(x) + i v(x)

)
=
(∫b

a

dxu(x)
)

+ i
(∫b

a

dx v(x)
)

. (12.17)
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Wegen d
dx

(u(x) + i v(x)) = d
dx
u(x) + i d

dx
v(x) gilt der Hauptsatz der Integralrechnung

auch für komplexe Funktionen. Beispielsweise folgt daher für k 6= 0 aus d
dx

eikx

ik
= eikx

∫b

a

dx eikx =
1

i k
eikx

∣∣b
a

=
1

i k
(eikb − eika) . (12.18)

Polynome von Sinus und Cosinus kann man leicht integrieren, wenn man sie als Linear-
kombination von komplexen e-Funktionen schreibt (4.48), denn durch Ausmultiplizieren
der e-Funktionen im Polynom entsteht eine Linearkombination von Funktionen eikx,
beispielsweise

∫a

0

dx cos2 x =

∫a

0

dx
1

4

(
e2 ix + 2 + e−2 ix

)

=
1

4

( 1

2 i
e2 ix + 2 x+

1

−2 i
e−2 ix

)∣∣a
0

(4.35)
=

1

4
sin 2a+

1

2
a .

(12.19)

Partielle Integration

Aus dem Hauptsatz und der Produktregel von Ableitungen ergibt sich, daß man unter
dem Integral bei einem Produkt einer Funktion u mit einer Funktion w, deren Stamm-
funktion man kennt, w = dv/dx, die Ableitung von v auf u abwälzen kann,

∫b

a

dxu
dv

dx
=

∫b

a

dx
( d

dx
(uv) −

du

dx
v
)

= (uv)
∣∣b
a
−

∫b

a

dx
du

dx
v . (12.20)

Das Abwälzen der Ableitung heißt partielles Integrieren.
Das Integral über das Produkt beliebig oft differenzierbarer Funktionen u und v kann

man als Wert der linearen Abbildung Lu verstehen, die jeden Vektor v aus dem Vektor-
raum dieser Funktionen auf Lu[v] =

∫b
a
dxu(x) v(x) abbildet. Die Ableitung ∂ = d/dx

ist eine lineare Abbildung dieses Vektorraumes auf sich. Das Transponierte dieser Abbil-
dung ist durch Abwälzen definiert (3.51). So verstanden ist −∂ im Vektorraum der im
Intervall [a,b] unendlich oft differenzierbaren Funktionen, die mit ihren Ableitungen in
a und b verschwinden, das Transponierte der Ableitung, ∂T = −∂ .

Partiell integrieren kann man beispielsweise Polynome von x mal eix = d
dx

eix

i
,

∫y

0

dx x eix =

∫y

0

dx
( d

dx
(
x eix

i
) −

1

i
eix
)

= (−i x eix+ eix)
∣∣y
0
= −iy eiy+ eiy−1 . (12.21)

Ebenso zeigt man mit partieller Integration, daß die Gamma-Funktion

Γ(s) =

∫∞

0

dt ts−1 e−t (12.22)

die Fakultät interpoliert, Γ(n+ 1) = n! . Denn es gilt Γ(1) = 1 und für s > 0

Γ(s+ 1) =

∫∞

0

dt ts
d

dt
(−e−t) =

∫∞

0

dt
( d

dt
(−ts e−t) + s ts−1 e−t

)
= s Γ(s) . (12.23)
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Taylorreihe

Mit partieller Integration zeigt man, daß Funktionen f, die im Intervall [0, x] n+ 1-fach
stetig differenzierbar sind, dort durch ihre Taylorreihe und ein Restglied Rn dargestellt
werden. Wir schreiben f(k)

|y für die k-fache Ableitung (d/dx)kf bei y und behaupten

f(x) =

n∑

k=0

1

k!
f(k)

|0 x
k + Rn(x) , Rn(x) =

1

n!

∫x

0

dy f(n+1)
|y (x− y)n . (12.24)

Für n = 0 ist die Behauptung f(x) = f(0) + R0 mit R0 =
∫x

0
dy df

dy
der Hauptsatz der

Integralrechnung. Zudem gilt der Satz für n + 1, wenn er für n richtig ist, denn bei
partieller Integration erweist sich das Restglied Rn als 1/(n+ 1)! f(n+1)

|0 x
n+1 + Rn+1 ,

(n+ 1)!Rn =

∫x

0

dy f(n+1)
|y (n+ 1) (x− y)n

=

∫x

0

dy
(
−

d

dy
(f(n+1)

|y (x− y)n+1) + f(n+2)
|y (x− y)n+1

)

= −(f(n+1)
|y (x − y)n+1)

∣∣y=x

y=0
+ (n+ 1)!Rn+1

= f(n+1)
|0 x

n+1 + (n+ 1)!Rn+1 .

(12.25)

Der Restterm ist ein Integral über einen Integranden g(y)h(y), mit g = f(n+1) und
h(y) = (x− y)n, wobei h im Integrationsbereich nicht negativ ist. Ersetzen wir in jeder
Riemannsumme den Faktor g(ξi) durch den Minimalwert gmin oder den Maximalwert
gmax von g im Integrationsbereich, so erhalten wir eine untere und eine obere Schranke
für solch ein Integral

h ≥ 0 , a ≤ b : gmin

∫b

a

dyh(y) ≤
∫b

a

dyg(y)h(y) ≤ gmax

∫b

a

dyh(y) . (12.26)

Ist g eine stetige Funktion, so gibt es eine Zwischenstelle ξ zwischen a und b mit

h ≥ 0 : g(ξ)

∫b

a

dyh(y) =

∫b

a

dyg(y)h(y) . (12.27)

Für den Restterm besagt dies, daß es eine Stelle ξ zwischen 0 und x gibt, so daß

Rn(x) =
1

n!
f(n+1)

|ξ

∫x

0

dy (x− y)n =
1

(n+ 1)!
f(n+1)

|ξx
n+1 , (12.28)

aber auch wenn die n+1-te Ableitung unstetig ist, kann (n+1)!|Rn| ≤ |x|n+1 max |f(n+1)|

eine hilfreiche Abschätzung des Restterms sein.
Von der Beschränkung der Taylorreihe auf den speziellen Entwicklungspunkt x = 0

und auf Funktionen von nur einer Variablen befreit man sich, indem man Funktionen f
einer Umgebung des Punktes y = (y1,y2 . . .yd) auf der Verbindungsstrecke

Γ : λ→ z(λ) = y + λ (x− y) (12.29)
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von z(0) = y zum Punkt z(1) = x = (x1, x2 . . .xd) betrachtet. Die Taylorreihe der
zusammengesetzten Funktion g(λ) = f(z(λ))

g(λ) =

n∑

k=0

1

k!
g(k)

|0 λ
k + Rn(λ) , g(1) =

n∑

k=0

1

k!
g(k)

|0 + Rn(1) (12.30)

hat für λ = 1 den Wert g(1) = f(x). Die Ableitung der verketteten Funktion f(z(λ)) ist

g(1) =
dg

dλ
=

dzi

dλ
∂if|z(λ)

, mit
dzi

dλ
= xi − yi , i ∈ {1, 2 . . .d} . (12.31)

Leiten wir wiederholt ab, so folgt, weil dzi/dλ nicht von λ abhängt,

g(k)
|0 =

dkg

dλk |λ=0

= (xi1 − yi1) (xi2 − yi2) · · · (xik − yik) ∂i1∂i2 . . .∂ikf|y . (12.32)

Setzen wir in (12.30) für λ = 1 ein, so erhalten wir die Taylorreihe der Funktion f

f(x) =

n∑

k=0

1

k!
(xi1 − yi1) (xi2 − yi2) · · · (xik − yik) ∂i1∂i2 . . .∂ikf|y + Rn

= f(y) + (xi − yi) ∂if|y +
1

2
(xi − yi) (xj − yj) ∂i∂jf|y + . . . + Rn

(12.33)

wobei der Restterm Rn (12.28) von der Form des nächsten Terms ist mit partiellen
Ableitungen an einer Stelle z auf der Verbindungsstrecke zwischen y und x ,

Rn =
1

(n+ 1)!
(xi1 − yi1) · · · (xin+1 − yin+1) ∂i1 . . .∂in+1

f|z . (12.34)

Wenn f nur von einer Variablen abhängt, d = 1, vereinfachen die Vielfachsummen der
Taylorreihe zu1

f(x) =

n∑

k=0

1

k!
(x− y)k

dkf

dxk |y

+
1

(n+ 1)!
(x− y)n+1 dn+1f

dxn+1
|z

=f(y) + (x− y)
df

dx |y

+
1

2
(x− y)2 d2f

dx2
|y

+ . . . +
1

(n+ 1)!
(x− y)n+1 dn+1f

dxn+1
|z

.

(12.35)
Als Näherung der Funktion f wird oft das Restglied Rn vernachlässigt.

Daß dies selbst für n → ∞ bei einer überall beliebig oft differenzierbaren Funktion
falsch sein kann, obwohl die Reihe

∞∑

k=0

1

k!
(x− y)k

dkf

dxk |y

(12.36)

konvergiert, zeigt die Entwicklung der Funktion f(x) = exp(−1/x2) um y = 0. Ihre
Ableitungen sind Polynome in 1/x mal exp(−1/x2) und verschwinden stetig für x gegen
Null. Demnach verschwindet, anders als die Funktion f, ihre Taylorreihe um y = 0, und
in jeder Ordnung n ist diese Funktion das Restglied.

1Aus dem Zusammenhang sollte klar sein, ob die Indizes Komponenten oder Potenzen bezeichnen.



118 12 Integration

Substitution der Integrationsvariablen

Der Kettenregel der Differentation entspricht der Integralsubstitutionssatz.
Sei y : x → y(x) eine im Intervall M = {x : a ≤ x ≤ b} streng monoton wachsende

Funktion, und sei f : y→ f(y) eine reelle Funktion auf dem Intervall von y(a) bis y(b).
Dann definiert eine Zerlegung xi des Intervalls M eine Zerlegung yi = y(xi) von y(M).
Die Bilder y(ξi) = ηi von Zwischenstellen ξi sind Zwischenstellen von y(M). Nach dem
Satz von Rolle können wir in der Riemannsumme

∑

i

(xi − xi−1)
dy

dx |ξi

f(y(ξi)) (12.37)

die Zwischenstellen ξi so wählen, daß

(xi − xi−1)
dy

dx |ξi

= y(xi) − y(xi−1) = yi − yi−1 (12.38)

gilt. Dann ist die Riemannsumme des Integrals
∫b
a
dx dy

dx
f(y(x))

∑

i

(xi − xi−1)
dy

dx |ξi

f(y(ξi)) =
∑

i

(yi − yi−1) f(ηi) (12.39)

eine Riemannsumme von
∫y(b)

y(a)
dy f(y) . Daher ist das Integral überM über die verkettete

Funktion f ◦y mal der Ableitung dy/dx gleich dem Integral über den Bildbereich y(M)

über die Funktion f ∫b

a

dx
dy

dx
f(y(x)) =

∫y(b)

y(a)

dy f(y) . (12.40)

Ist y(x) monoton fallend, so bildet y das Intervall [a,b] auf das entgegengesetzt ori-
entierte Intervall [y(a),y(b)] ab und (12.40) gilt unverändert.

Im Formelbild des Integralsubsitutionssatzes kürzt sich dx und das orientierte Inte-
grationsintervall [a,b] ist durch sein orientiertes Bild [y(a),y(b)] ersetzt.

So wie die Funktion f des Bereiches y(M) durch die Funktion y zu einer Funkti-
on f(y(x)) des Urbildes M verkettet wird, so wird das Integral über y(M) nach dem
Integralsubstitutionssatz zu einem Integral über das Urbild M.

Beispielsweise bildet y : ϕ → r sinϕ den Winkelbereich von 0 bis π/2 monoton
wachsend auf das Intervall von 0 bis r ab und hat die Ableitung dy/dϕ = r cosϕ .
Damit berechnen wir die Kreisfläche als Vierfaches des Kreisviertels

4

∫r

0

dy
√
r2 − y2 = 4

∫ π
2

0

dϕ
d (r sinϕ)

dϕ

√
r2 − r2 sin2ϕ = 4 r2

∫ π
2

0

dϕ cos2ϕ
(12.19)

= π r2 .

(12.41)

Weglänge

Im d-dimensionalen Euklidischen Raum wird die Länge von stetig differenzierbaren Kur-
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Abbildung 12.2: Weg-
länge

ven Γ : λ → x(λ) = (x1(λ), x2(λ) . . .xd(λ)) zwischen x(a) und
x(b) durch die Länge des Streckenzuges von x0 = x(a) über
xi = x(λi), i = 1, 2 . . .n − 1, nach xn = x(b) genähert, wobei
a = λ0 < λ1 < λ2 < . . . < λn = b eine Zerlegung des Intervalls
[a,b] ist. Sind die Koordinaten x kartesische Koordinaten eines
Euklidischen Raums, so ist die Länge der Strecke von xi−1 nach

xi nach Pythagoras
√∑

k(x
k
i − xki−1)

2.

Nach dem Satz von Rolle ist xki − xki−1 = (λi − λi−1)
dxk

dλ |ξk
.

Der Fehler, xki −x
k
i−1 in der Summe der Streckenlängen für alle k

jeweils durch (λi−λi−1)
dxk

dλ |ξ
an einer gemeinsamen Zwischenstelle zu ersetzen, geht für

feiner werdende Zerlegungen gegen Null, weil
√∑

k(dx
k/dλ|ξk

)2 in den Argumenten ξk

gleichmäßig stetig ist. Bis auf diesen kleinen Fehler ist die Länge des Streckenzuges

n∑

i=1

(λi − λi−1)

√
∑

k

(
dxk

dλ |ξi

)2 . (12.42)

Dies ist eine Riemannsumme des Integrals über die Länge des Tangentialvektors

l(a,b; Γ) =

∫b

a

dλ

√
dxk

dλ

dxk

dλ
. (12.43)

Es definiert für a < b die Weglänge der Kurve Γ von x(a) bis x(b) .
Die Weglänge ist definitionsgemäß nicht negativ. Die Weglänge eines rückwärts durch-

laufenen Weges kompensiert nicht die Länge des Hinweges, so wenig wie die Abnutzung
von Schuhsohlen auf dem Rückweg rückgängig gemacht wird.

Beispielsweise ist die Länge des Kreisbogens Γ : λ → r (cos λ, sinλ), 0 ≤ λ ≤ φ , das
Integral über über den Öffnungswinkel φ über die Länge des Tangentialvektors

∫φ

0

dλ

√
(
dx

dλ
)2 + (

dy

dλ
)2 =

∫φ

0

dλ
√
r2 sin2 λ+ r2 cos2 λ =

∫φ

0

dλ r = r λ
∣∣φ
0

= rφ .

(12.44)
Auch bei der Berechnung der Länge der Zykloide (10.81) eines Rades mit Einheits-

durchmesser ist nicht die Integration, sondern die Berechnung des Integranden, die
Hauptarbeit. Der Tangentialvektor ui = dxi

dt
hat das Längenquadrat

~u =
1

2

(
1 − cosϕ
− sinϕ

)
, ~u 2 =

1

4
(1 − 2 cosϕ+ cos2ϕ+ sin2ϕ) =

1

2
(1 − cosϕ) = sin2 ϕ

2
.

(12.45)
Folglich legt ein Randpunkt dieses rollenden Rades bei einer halben Umdrehung zwischen
ϕ = 0 und ϕ = π die Länge

l =

∫π

0

dϕ sin
ϕ

2
= −2 cos

ϕ

2

∣∣ϕ=π

ϕ=0
= 2 (12.46)
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zurück, während die Achse die Weglänge πr = π/2 durchläuft.
Die Weglänge ist unabhängig von der Parametrisierung. Denn ist dieselbe Kurve durch

y(s) = x(λ(s)), s ∈ [s, s], λ(s) ∈ [λ, λ], parametrisiert, wobei λ monoton mit s wächst,
dλ
ds
> 0, dann ist ihre Länge wegen dyk

ds
= dλ

ds
dxk

dλ
nach dem Integralsubstitutionssatz

(12.40) der Länge der mit λ parametrisierten Kurve x(λ) gleich,

∫s

s

ds

√
dyk

ds

dyk

ds
=

∫s

s

ds
dλ

ds

√
dxk

dλ

dxk

dλ
=

∫λ

λ

dλ

√
dxk

dλ

dxk

dλ
. (12.47)

Wegintegral

Gemäß der Newtonschen Bewegungsgleichung verändert die Kraft F die kinetische Ener-
gie,

dtEkin = dt
(1
2
mvkvk

)
= mvk bk = vk Fk(x) . (12.48)

Setzen wir die Prolongation der durchlaufenen Bahn x(t) = (x1(t), x2(t) . . .) ein und
integrieren wir über die Zeit, so ergibt sich nach dem Hauptsatz der Integralrechnung

Ekin(t) − Ekin(t) =

∫ t

t

dt
dxk

dt
Fk(x(t)) . (12.49)

Das Integral auf der rechten Seite nennt man die von der Kraft F am Teilchen längs des
Weges verrichtete Arbeit. Die Arbeit hängt nicht von der Parametrisierung des Weges
ab, sondern nur von den Bahnpunkten und nicht davon, wie die Bahnpunkte mit der
Zeit durchlaufen werden. Denn sei die Kurve durch yi(λ) = xi(t(λ)) parametrisiert mit
t(λ) = t und t(λ) = t , dann ist nach der Kettenregel und dem Integralsubstitutionssatz
(12.40)

∫λ

λ

dλ
dyk

dλ
Fk(y(λ))) =

∫λ

λ

dλ
dt

dλ

dxk

dt
Fk(x(t(λ))) =

∫ t

t

dt
dxk

dt
Fk(x(t)) . (12.50)

Da das Integral nur vom Weg, nicht von seiner Parametrisierung abhängt, heißt es Weg-
integral

∫

Γ

dxk Fk(x) :=

∫λ

λ

dλ
dxk

dλ
Fk(x(λ)) . (12.51)

Der Integrand dxkFk heißt auch Differentialform oder 1-Form.
Auf dem Rückweg wird die negative Arbeit des Hinweges verrichtet.
Falls die Kraft F der negative Gradient eines Potentials V(x) ist, Fi = −∂iV, ist die

Arbeit, die von ihr längs eines Weges verrichtet wird, gleich der Potentialdifferenz von
Anfangspunkt x = x(λ) und Endpunkt x = x(λ) des Weges und hängt nicht davon ab,
welcher Weg dazwischen durchlaufen wird,

∫λ

λ

dλ
dxi

dλ
∂iV(x(λ)) =

∫λ

λ

dλ
dV

dλ
= V(x(λ))

∣∣λ
λ

= V(x) − V(x) . (12.52)

Insbesondere verrichten Potentialkräfte längs geschlossener Wege, x = x, keine Arbeit.
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Höherdimensionales Integral, Mehrfachintegration

Wenn sich ein Gebirge um die Höhe z = h(x,y) in einem Bereich B aus der Ebene
erhebt, dann bestimmt man sein Volumen als Grenzwert von Summen der Volumina von
Quadern, die man erhält, wenn man den Bereich feiner und feiner in Rechtecke zerlegt
und die Größe jedes Rechtecks mit der Höhe an einem Zwischenpunkt im Rechteck
multipliziert.

Genauer denken wir uns B von einem genügend großen Rechteck

B̂ = {(x,y) : x ≤ x ≤ x , y ≤ y ≤ y} (12.53)

überdeckt, setzen die Höhe h(x,y) in B̂ außerhalb von B durch h = 0 fort, zerlegen die x-
und y-Intervalle in x = x0 < x1 < x2 . . . < xn = x und y = y0 < y1 < y2 . . . < ym = y

und zerlegen B̂ in nicht überlappende Rechtecke

Bij = {(x,y) : xi−1 ≤ x ≤ xi , yj−1 ≤ y ≤ yj} . (12.54)

Wenn es eine Zahl V(B,h) gibt und wenn für jeden vorgegebenen Fehler ǫ > 0 eine
Zerlegung von B̂ in Rechtecke Bij existiert, so daß für jede feinere Zerlegung und jede
Wahl von Zwischenstellen ξi j ∈ Bij die Summe der Volumina der Quader um weniger
als ǫ von V(B,h) abweicht, dann heißt h Riemannintegrabel im Bereich B , und V(B,h)

ist das Volumen, das sich über B erhebt

|V(B, f) −
∑

i,j

(xi − xi−1) (yj − yj−1)h(ξi j)| < ǫ . (12.55)

Den Grenzwert der Doppelsumme schreiben wir als
∫

B

d2z h(z) (12.56)

wobei z als Kurzschrift für (x,y) steht. Wie beim eindimensionalen Integral ist der
Name der Integrationsvariablen unwesentlich, das Integral hängt vom Bereich B und
dem Integranden h ab, nicht aber von der Integrationsvariablen. Am Symbol d2 lesen
wir ab, daß es sich um den Grenzwert einer Doppelsumme handelt über Produkte der
zwei Faktoren (xi − xi−1) und (yj − yj−1) mit h(z) .

Wenn wir die Zwischenstellen ξij = (ai,bj) als Paare von Zwischenstellen der Zerle-
gung des x-Intervalls und der Zerlegung des y-Intervalls wählen, dann enthält die Doppel-
summe Riemannsummen, die bei genügend feiner Zerlegung kaum von eindimensionalen
Integralen abweicht,

∑

i,j

(xi − xi−1) (yj − yj−1)h(ai,bj) =

=
∑

i

(xi − xi−1)
(∑

j

(yj − yj−1)h(ai,bj)
)
≈

∑

i

(xi − xi−1)

∫y

y

dyh(ai,y)

=
∑

j

(yj − yj−1)
(∑

i

(xi − xi−1)h(ai,bj)
)
≈

∑

j

(yj − yj−1)

∫x

x

dxh(x,bj) .

(12.57)
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Auch die jeweils verbleibende Summe ist eine Riemannsumme, denn die ai sind Zwi-
schenstellen der Zerlegung des x-Intervalls. und die bj sind Zwischenstellen der Zerlegung
des y-Intervalls. Für die Grenzwerte feiner werdender Zerlegungen gilt daher (falls das
Integral über den positiven Teil h+ und den negativen Teil h− von h existiert), der Satz
von Fubini

∫

B

d2z h(z) =

∫x

x

dx

∫y(x)

y(x)

dyh(x,y) =

∫y

y

dy

∫x(y)

x(y)

dxh(x,y) . (12.58)

Es kann so das mehrdimensionale Integral durch wiederholte eindimensionale Integration
ausgewertet werden, wobei die Reihenfolge der eindimensionalen Integrationen unerheb-
lich ist. Dabei bezeichnen y(x) und y(x) für jedes x ∈ [x, x] die unteren und oberen
y-Grenzen des Integrationsgebietes B (unterstellt, daß es für jedes x nur zwei solche
Randpunkte gibt). Entsprechend bezeichnen x(y) und x(y) für jedes y ∈ [y,y] die un-
teren und oberen x-Grenzen des Integrationsgebietes B.

Beispielsweise ist das Volumen einer Kugel mit Radius r das Doppelte des Volumens
einer Halbkugel

2

∫

Kreis

d2(x,y)
√
r2 − x2 − y2 = 4

∫r

0

dx

∫a

−a

dy
√
a2 − y2

|
a=

√
r2−x2

(12.41)
= 4

∫r

0

dx
π

2
(r2 − x2) = 2π (r2 x−

1

3
x3)
∣∣x=r

x=0
= 2π r3 (1 −

1

3
) =

4

3
π r3 .

(12.59)
Ebenso sind höherdimensionale Integrale definiert und können durch wiederholte, ein-

dimensionale Integration ausgewertet werden. Zum Beispiel ergibt sich die in einem
Volumen V enthaltene Masse MV aus dem dreidimensionalen Integral über die Massen-
dichte ρ(x1, x2, x3) ,

MV =

∫

V

d3x ρ(x) . (12.60)

Solch ein Integral ist als Integral über einen einhüllenden Quader B̂ definiert,

B̂ = {(x1, x2, x3) : x1 ≤ x1 ≤ x1 , x2 ≤ x2 ≤ x2 , x3 ≤ x3 ≤ x3} (12.61)

der V enthält, V ⊂ B̂ , und in dem ρ außerhalb von V durch Null fortgesetzt ist. Das
Integral über B̂ ist der Grenzwert von Riemannsummen über feinere Zerlegungen des
einhüllenden Quaders in Quader

Bijk = {(x1, x2, x3) : x1
i−1 ≤ x1 ≤ x1

i , x2
j−1 ≤ x2 ≤ x2

j , x3
k−1 ≤ x3 ≤ x3

k} , (12.62)

wobei die xaj , a = 1, 2, 3 , Zerlegungen der Kanten von B̂ sind,

xa = xa0 < x
a
1 < . . . < xan(a) = xa . (12.63)

∫

V

d3x ρ(x) = lim
∑

ijk

(x1
i − x1

i−1) (x2
j − x2

j−1) (x3
k − x3

k−1) ρ(ξijk) . (12.64)
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Dabei ist ξijk irgend eine Zwischenstelle aus Bijk . Wie Mathematiker zeigen, existiert
das Integral genau dann, wenn die außerhalb V durch Null fortgesetzte Massendichte ρ
nur in einer Menge vom Maß Null2 unstetig ist.

Offensichtlich erhält man eine untere oder obere Schranke für die Riemannsumme,
wenn man jedes nichtverschwindende ρ(ξijk) durch den Minimalwert oder Maximalwert
von ρ im Volumen V ersetzt,

ρmin

∫

V

d3x ≤
∫

V

d3x ρ(x) ≤ ρmax

∫

V

d3x . (12.65)

Die mittlere Massendichte
∫

V
d3x ρ(x) /

∫

V
d3x liegt also selbstverständlich zwischen der

minimalen und der maximalen. Ist die Dichte ρ stetig, so nimmt sie an einer Zwischen-
stelle x̂ ∈ V diesen mittleren Wert an. Diese Bemerkung ist der Zwischenwertsatz der
Integralrechnung, ∫

V

d3x ρ(x) = ρ(x̂)

∫

V

d3x . (12.66)

Die Masse in einem kleinen Volumen, innerhalb dessen die Dichte ρ nicht wesentlich
schwankt, ist die Dichte an einem Ort x im kleinen Volumen mal der Größe des Volumens,
die wir mit d3x bezeichnen, M(x, d3x) ≈ ρ(x) d3x. Für ǫ-Umgebungen von x rückwärts
gelesen, ist dies die Definition der Massendichte

ρ(x) = lim
ǫ→0

Masse(Ux ,ǫ)

Volumen(Ux ,ǫ)
, Ux ,ǫ = {y : |(x− y)| < ǫ} . (12.67)

Vektorwertige Integrale

Allgemeiner kann man vektorwertige Funktionen f : B → V eines Bereiches B ⊂ Rm

in einen Vektorraum V mit einer Norm integrieren, denn die Definition des Integrals
erfordert nur, daß man in Riemannsummen den Integranden addieren und mit Zahlen
multiplizieren kann und mit einer Norm die Konvergenz bewerten kann.

So ist beispielsweise der Schwerpunkt für n Teilchen an Orten ~r1,~r2 . . .~rn durch

~R =
1

M

∑

α

mα~rα , M =
∑

α

mα (12.68)

definiert. Bei einer kontinuierlichen Massenverteilung mit Massendichte ρ sind Schwer-
punkt und Gesamtmasse

~R =
1

M

∫

d3x ρ(x)~x , M =

∫

d3x ρ(x) . (12.69)

Ebenso ist das Gesamtdrehmoment (10.37), das von einer kontinuierlichen Kraftdichte
~f(x) ausgeübt wird, das Integral

~M =

∫

d3x~x× ~f(x) . (12.70)

2Eine Untermenge V von Rn hat Maß Null, wenn es für jedes ǫ > 0 eine Vereinigungsmenge von
abzählbar vielen n-dimensionalen Quadern mit Gesamtvolumen kleiner ǫ gibt, die V überdeckt.
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Dabei ist die Kraftdichte ~f entsprechend zur Massendichte als Grenzwert der Kraft defi-
niert, die auf ein kleines Volumen ausgeübt wird, geteilt durch die Größe des Volumens.

Wenn am n-dimensionalen Integral
∫
dnx f(x) der Integrationsbereich nicht angegeben

ist und aus dem Zusammenhang nichts anderes zu entnehmen ist, so ist der Integrati-
onsbereich Rn gemeint. Natürlich muß der Integrand genügend gutartig sein, damit der
Grenzwert der Integrale über größer werdende, beschränkte Bereiche existiert.

Integralsubstitutionssatz

Die Kreisscheibe ist in Polarkoordinaten (r,ϕ) der Bereich 0 ≤ ϕ ≤ 2π , 0 ≤ r ≤ R . Sie
in kartesischen Koordinaten (x,y) = r (cosϕ, sinϕ) anzugeben, ist schwieriger, weil bei
festgehaltenem x, −R ≤ x ≤ R der y-Bereich −

√
R2 − x2 ≤ y ≤

√
R2 − x2 von x abhängt.

Deshalb ist es oft einfacher, über andere als kartesische Koordinaten zu integrieren.
Wechseln wir beim eindimensionalen Integral die Integrationsvariable y, indem wir sie

als Funktion y(x) auffassen und über x integrieren, so ist im Integranden dy durch die
lineare Näherung dy = dx dy

dx
zu ersetzen. Denn für die Intervallgrößen in Riemannsum-

men gilt yi − yi−1 = (xi − xi−1)
dy

dx |ξ
(12.38) mit der Folge (12.40)

∫b

a

dx
dy

dx
f(y(x)) =

∫y(b)

y(a)

dy f(y) . (12.71)

Dies gilt auch, falls y(x) monoton fällt und das Bild y(a) der unteren Grenze größer
als das Bild y(b) der oberen Grenze ist. Im Integralsubstitutionssatz steht der Betrag
|dy
dx

∣∣, falls die beteiligten Integrale beide von der kleineren zur größeren Grenze integriert
werden.

Für ein n-dimensionales Integral über einen y-Bereich, der das Bild einer invertierba-
ren Abbildung x = (x1 . . . xn) 7→ y(x) = (y1(x) . . .yn(x)) eines Bereiches U ist, lautet
der entsprechende Integralsubstitutionssatz

∫

U

dnx det
∂y

∂x |x

f(y(x)) =

∫

y(U)

dny f(y) . (12.72)

Dabei bezeichnet ∂y
∂x

die Jacobimatrix der partiellen Ableitungen mit Matrixelementen

Jij = ∂yi

∂xj
. Ihre Determinante darf im Integrationsgebiet U nicht verschwinden. Der

Integrationsbereich U ist so orientiert wie y(U), falls det ∂y
∂x
> 0. Anderenfalls ist y(U)

entgegengesetzt orientiert.
Leider ist unter nichtlinearen Transformationen nicht wahr, daß das Bild von Quadern

mit Kanten in Koordinatenrichtung, wie wir sie in den Zerlegungen benutzt haben,
wieder solche Quader sind.

Um den Substitutionssatz zu beweisen, verwendet man Zerlegungen des Integrations-
bereiches in Simplexe. Ein n-Spat Q mit einem Eckpunkt z und Kantenvektoren ui ist
die Punktmenge

{x : x = z+

n∑

i=1

ui λ
i , 0 ≤ λi ≤ 1} . (12.73)
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Sie ist die Vereinigung der Punktmengen von Simplexen mit einer gemeinsamen Ecke z

{x : x = z+

n∑

i=1

ui λ
i , 0 ≤ λπ(1) ≤ . . . ≤ λπ(n) ≤ 1} , (12.74)

wobei π eine Permutation der natürlichen Zahlen bis n ist. Denn für jeden Punkt des
Spats existiert eine Permutation π, die die Komponenten λi der Größe nach ordnet.

Jeder dieser Simplexe S hat Volumen gleichen Betrages, | vol(S)| = 1
n! | vol(Q)|, denn

sie gehen durch volumentreue Abbildungen ineinander über, die die Kanten permutieren,
uπ(1) ∧ uπ(2) ∧ . . .uπ(n) = sign(π)u1 ∧ u2 ∧ . . . ∧ un .

Mit permutierten Kantenvektoren vi = uπ−1(i) läßt sich die Punktmenge jedes solchen
Simplexes auch als

{x : x = z+

n∑

i=1

vi λ
i , 0 ≤ λ1 ≤ . . . ≤ λn ≤ 1} (12.75)

schreiben. Es ist λi = λi−1 +αi mit nichtnegativen Koeffizienten αi, also λi =
∑i
j=1 α

j,
∑n
j=1 α

j ≤ 1 . Daher besteht das Simplex aus den Punkten

{x : x = z+

n∑

i=1

wi α
i , 0 ≤ αi ,

∑

i

αi ≤ 1} , (12.76)

wobei wi =
∑i

j=1 uj . Schließlich ist z = α0 z + (
∑n

j=1 αj) z mit
∑n

j=0 α
j = 1 und mit

den n + 1 Ecken P0 = z und Pi = z + wi schreibt sich die Punktmenge des Simplexes
(P0,P1, . . . ,Pn) in Standardnotation als

{x : x =

n∑

i=0

Pi α
i , 0 ≤ αi ,

n∑

i=0

αi = 1} . (12.77)

Es besteht aus den möglichen Schwerpunkten x =
∑
i Pimi/M, M =

∑
jmj , von n

nichtnegativen Massen mi an den Eckpunkten Pi .
Zwar gehen unter nichtlinearen Abbildungen y die Punkte von Simplexen nicht in

Simplexe über, aber die Ecken von Simplexen gehen in die Ecken von Simplexen über.
Daher definiert das nichtlineare Bild einer Zerlegung des Integrationsgebietes in Simplexe
(P0,P1, . . . ,Pn) mit Kantenvektoren Pk − P0, die von P0 ausgehen, eine Zerlegung des
Zielgebietes in Simplexe (y(P0),y(P1), . . . ,y(Pn)) mit Kantenvektoren y(Pk) − y(P0)

ym(Pk) − ym(P0) = (Pk − P0)
l ∂y

m

∂xl |ξ

, (12.78)

Die für verschiedene k und m verschiedenen Zwischenstellen ξ können bei stetigem Inte-
granden und genügend feiner Zerlegung bis auf einen vernachlässigbaren Fehler durch ei-
ne gemeinsame Zwischenstelle im Simplex (P0,P1, . . . ,Pn) ersetzt werden. Bis auf diesen
Fehler ist das Volumen des Bildes dieses Simplexes nach dem Determinantenprodukt-
satz um die Determinante der Jacobimatrix größer als das des Simplexes (P0,P1, . . . ,Pn) .
Für den Grenzwert feiner werdender Zerlegungen folgt so der Integralsubstitutionssatz
(12.72).
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Flächenelement in Polarkoordinaten

Die partiellen Ableitungen der kartesischen Koordinaten (x,y) = r(cosϕ, sinϕ) nach
den Polarkoordinaten r, ϕ sind

∂(x,y)

∂(r,ϕ)
=

(
∂x
∂r

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂ϕ

)
=

(
cosϕ −r sinϕ
sinϕ r cosϕ

)
, det

∂(x,y)

∂(r,ϕ)
= r (12.79)

Ein Flächenintegral über einen Bereich der kartesischen Koordinaten kann mit dem
transformierten Flächenelement dx dy = dr dϕr als Integral über Polarkoordinaten aus-
gewertet werden

∫

(x,y)−Bereich

dx dy f(x,y) =

∫

(r,ϕ)−Bereich

dr dϕr f(r cosϕ, r sinϕ) . (12.80)

Hiermit und mit dem Trick, zunächst das Quadrat zu berechnen, bestimmt man bei-
spielsweise das Integral

I =

∫∞

−∞

dx e−x2

, (12.81)

für dessen Integranden keine elementare Stammfunktion existiert. I2 ist das Integral über
die zweidimensionale Ebene, die einem (r,ϕ) Bereich entspricht, in dem ϕ zwischen Null
und 2π und r zwischen Null und Unendlich variiert,

I2 =

∫∞

−∞

dx e−x2

∫∞

−∞

dy e−y2

=

∫

R2

d2(x,y) e−(x2+y2)

=

∫

(r,ϕ)−Bereich

dr dϕr e−r2 =

∫∞

0

dr r e−r2
∫ 2π

0

dϕ = −
1

2
e−r2

∣∣r=∞

r=0
2π = π .

(12.82)

Ziehen wir die Wurzel, so erhalten wir
∫∞

−∞

dx e−x2

=
√
π . (12.83)

Als weiteres Beispiel bestimmen wir den Schwerpunkt eines Kreissektors (Tortenstück)
mit Radius R, und Öffnungswinkel α, das spiegelsymmetrisch zur x-Achse liegt. Bei
konstanter Massenflächendichte ρ ist die Gesamtmasse

M =

∫

Sektor

d2(x,y) ρ = ρ

∫R

0

dr r

∫ α/2

−α/2

dϕ = ρα
R2

2
(12.84)

und der Schwerpunkt

M~R =

∫

Segment

d2(x,y) ρ

(
x

y

)
= ρ

∫

(r,ϕ)−Bereich

dr dϕ r

(
r cosϕ
r sinϕ

)
(12.85)

= ρ

∫R

0

dr r2

(∫ α/2

−α/2
dϕ cosϕ

∫ α/2

−α/2
dϕ sinϕ

)
= ρ

R3

3

(
2 sin(α/2)

0

)
= M

4

3
R

(
sin(α/2)

α

0

)
.

Für α gegen 0 geht der Schwerpunkt von schmalen Kreissektoren gegen ~R = 2/3R

(
1
0

)
,

denn sin(α/2)/(α/2) geht, wie (4.36) zeigt, gegen 1 .
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Volumenelement in Kugelkoordinaten

Die Determinante der Ableitungen der kartesischen Koordinaten (x,y, z) nach den Ku-
gelkoordinaten (r, θ,ϕ) (5.44)




∂x
∂r

∂x
∂θ

∂x
∂ϕ

∂y
∂r

∂y
∂θ

∂y
∂ϕ

∂z
∂r

∂z
∂θ

∂z
∂ϕ


 =




sin θ cosϕ r cosθ cosϕ −r sin θ sinϕ
sin θ sinϕ r cosθ sinϕ r sin θ cosϕ

cosθ −r sin θ 0


 (12.86)

berechnet man leicht, wenn man berücksichtigt, daß ihre Spalten die Komponenten von
~er, r~eθ und r sin θ~eϕ sind und daß die Determinante linear in den Spalten ist. Demnach
ist sie r r sin θ mal der Determinante der Matrix D, die in den Spalten die Komponenten
von ~er, ~eθ und ~eϕ enthält. Da diese Vektoren normiert sind und aufeinander senkrecht
stehen, ist D eine Drehung und hat Determinante 1 .

Unter einem Integral über (x,y, z), das man in Kugelkoordinaten auswertet, gilt daher

d3x = dr dθ dϕ det
∂(x,y, z)

∂(r, θ,ϕ)
= dr dθ dϕr2 sin θ = −dr r2 d cosθ dϕ . (12.87)

Dabei haben wir im letzten Schritt dθ sin θ zur Integration über u = cosθ zusammenge-
zogen. Dies ist bei vielen Integrationen angemessen, deren Integranden Skalarprodukte
cosθ enthalten. Das negative Vorzeichen vor d cosθ verwendet man, um die Integrati-
onsgrenzen von 1 = cos 0 bis −1 = cosπ umzudrehen. Dann gilt

∫

d3xh =

∫∞

0

dr r2
∫ 1

−1

d cosθ

∫ 2π

0

dϕh , (12.88)

wobei auf der linken Seite h als Funktion der kartesischen Koordinaten (x,y, z) und
rechts als Funktion von r, cosθ und ϕ aufzufassen ist.

So ergibt sich das Kugelvolumen einfach als

∫

Kugel

d3x =

∫R

0

dr r2
∫ 1

−1

d cosθ

∫ 2π

0

dϕ =
R3

3
2 2π =

4π

3
R3 . (12.89)

Gravitationspotential einer kugelsymmetrischen Massenverteilung

Das Gravitationspotential φ(~x) ist die potentielle Energie V eines Probeteilchens der
Masse m, geteilt durch m, V(~x) = mφ(~x) .

Zum Gravitationspotential, das von einer stetigen Massenverteilung ρ erzeugt wird,
trägt jeder kleine Bereich d3y additiv mit dem Keplerpotential G d3yρ(~y)/|~x−~y| seiner
Masse d3yρ(~y) bei (G ist die Newtonsche Gravitationskonstante)

φ(~x) = −G

∫

d3y
ρ(~y)

|~x − ~y|
. (12.90)
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Dabei beträgt der Abstand von der Ursache, der Masse bei y, zur Auswirkung, dem
Potential bei x,

|~x − ~y| =
√

~x2 − 2~x ·~y+ ~y2 =
√
r2 + r′ 2 − 2 r r′ cosθ . (12.91)

Hier bezeichnet r den Betrag von ~x, r′ den Betrag von ~y und θ den Winkel zwischen ~x

und ~y . Zur Integration über (y1,y2,y3) verwenden wir Kugelkoordinaten, wobei wir die
y3-Achse in Richtung von ~x wählen. Dann sind r′ und θ zwei der drei Kugelkoordinaten.

Die Massendichte ρ(~y) hängt nur von r′ ab und verschwinde für große r′ genügend
schnell.

φ(~x) = −G

∫∞

0

dr′ r′2 ρ(r′)

∫+1

−1

d cosθ

∫ 2π

0

dϕ
1√

r2 + r′ 2 − 2 r r′ cosθ

= −2πG

∫∞

0

dr′ r′ 2 ρ(r′)

∫+1

−1

du
1√

r2 + r′ 2 − 2 r r′u

= −2πG

∫∞

0

dr′ r′ 2 ρ(r′)
−1

r r′

√
r2 + r′ 2 − 2 r r′u

∣∣u=+1

u=−1

= 2πG

∫∞

0

dr′
r′

r
ρ(r′)

(
|r′ − r| − |r′ + r|

)
.

(12.92)

Hierbei haben wir
√
x2 = |x| beachtet. Je nachdem, ob r größer oder kleiner r′ ist, gilt

|r′ − r| − |r′ + r| =

{
r− r′ − r′ − r = −2 r′ falls r ≥ r′
r′ − r− r′ − r = −2 r falls r ≤ r′

. (12.93)

Diese Fallunterscheidung berücksichtigen wir, indem wir den Integrationsbereich in die
Bereiche mit r′ < r und r′ > r aufteilen,

φ(~x) = 2πG
[∫ r

0

dr′ ρ(r′)
r′

r
(−2r′) +

∫∞

r

dr′
r′

r
ρ(r′) (−2r)

]

= −4πG
[ 1

r

∫r

0

dr′ r′ 2 ρ(r′) +

∫∞

r

dr′ r′ ρ(r′)
]

. (12.94)

Das Potential hängt nur von r ab, φ(~x) = f(r) . Leiten wir nach r ab, so erhalten wir

df

dr
=
G

r2
4π

∫r

0

dr′ r′ 2 ρ(r′) −
G

r
4π
(
r′ 2 ρ(r′)

)
|r′=r

+G 4π
(
r′ ρ(r′)

)
|r′=r

=
G

r2
M(r) , mit M(r) = 4π

∫r

0

dr′ r′ 2 ρ(r′) =

∫

|~y|<r

d3yρ(~y) .
(12.95)

Es trägt also zur Kraft ~F(~x) = − gradV = −m ~x
r

df
dr

= −GmM(r) ~x
r3

auf ein Probeteil-
chen der Masse m am Ort ~x im Abstand r = |~x| zum Kugelmittelpunkt nur der Teil
M(r) der Masse bei, der dem Mittelpunkt näher ist.

Eine kugelsymmetrische Massenschale übt in ihrem Inneren keine Kraft aus.
Außerhalb einer kugelsymmetrischen Massenverteilung trägt zum Potential nur das

erste der beiden Integrale in (12.94) bei, da außen ρ(r′) für r′ > r verschwindet. Die
Massenverteilung erzeugt außerhalb dasselbe Gravitationspotential und dieselbe Kraft,

φ(~x) = −
GM

r
, ~F(~x) = −m gradφ = −

GmM

r2
~er , (12.96)
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wie ein Massepunkt im Ursprung, der die Gesamtmasse in sich vereinigt.
Ist der Probekörper ausgedehnt und überlappt er nicht die Zentralmasse, so setzt

sich seine gesamte potentielle Energie additiv aus den potentiellen Energien der Massen
d3yρ′(~y) in kleinen Volumenelementen im Außenfeld der Zentralmasse zusammen,

V(~x) = −GM

∫

d3y
ρ′(~y)

|~x − ~y|
. (12.97)

Ist ρ′ auch kugelsymmetrisch, so hat dieses Integral den Wert V(~x) = −GmM/r ,
m =

∫
d3yρ′(~y) , wie die Herleitung von (12.94) zeigt. Erst Abweichungen von der Kugel-

symmetrie führen bei gravitativer Wechselwirkung zweier Massen, die nicht überlappen,
zu Abweichungen von den Bahnen zweier Punktteilchen.

In einer homogen Kugel mit Radius R , Massendichte ρ0 = M/(4πR3/3) innen und
verschwindender Massendichte außen, ρ(r′) = 0 für r′ > R, beträgt das Gravitationspo-
tential (12.94)

φ(~x) = −4πGρ0

[ 1

r

∫r

0

dr′ r′ 2 +

∫R

r

dr′ r′
]

= −4πGρ0

[1
r

r3

3
+
R2

2
−
r2

2

]
= GM

( r2
2R3

−
3

2R

)
.

(12.98)

Die potentielle Energie eines Testteilchens ist dort die eines kugelsymmetrischen, harmo-
nischen Oszillators. Da das Potential invariant unter Drehungen ist, ist der Drehimpuls
~L = ~x×~p erhalten. Folglich ist jede Bahnkurve eben (Seite 98). Sie verläuft, bei geeignet
gewählten Achsen, in der x-y-Ebene.

Wenn die Bahn ganz im Inneren der homogenen Kugel verläuft, ist sie eine Ellipse
mit dem Kraftzentrum im Mittelpunkt.3 Dies zeigt sich leicht, wenn wir die x-Achse in
Richtung der größten Auslenkung wählen, die zur Zeit t = 0 durchlaufen werde. Denn
z(t) verschwindet, und die Newtonschen Bewegungsgleichungen für x(t) und y(t) sind
die von zwei entkoppelten, harmonischen Oszillatoren gleicher Frequenz,

ẍ +ω2x = 0 , ÿ+ω2y = 0 , mit ω2 =
GM

R3
. (12.99)

Die Anfangsbedingungen ẋ(0) = 0 , y(0) = 0 , legen die Phasen der Schwingungen fest,
x(t) = a cos(ωt) , y(t) = b sin(ωt) , also gilt die Ellipsengleichung (x/a)2+(y/b)2 = 1 .

Da die Kraft an der Kugeloberfläche r = R stetig ist, dauern Kreisbahnen, die knapp
über oder unter der Oberfläche verlaufen, gleich lang. Im Inneren ist die Dauer einer
Schwingung von der Auslenkung unabhängig und dauert ebenfalls solange, wie eine ober-
flächennahe Umkreisung. Der Fall durch einen fiktiven, luftleeren Tunnel durch die Erde
zu den Antipoden und zurück, würde etwa 90 Minuten dauern.

G = 6,67 10−11 m3kg−1s−2 , M = 5,97 1024 kg , R = 6,378 106 m ,

ω =

√
GM

R3
, T =

2π

ω
= 5390 s .

(12.100)

Wenn der Fall auf einer sich drehenden Erde nicht aus anfänglicher Ruhe startet, so ist
die Fallkurve im Inertialsystem, das sich nicht dreht, eine Ellipse.

3Bei der Keplerellipse (10.72) ist das Kraftzentrum in einem Brennpunkt. In beiden Fällen ist, weil
der Drehimpuls erhalten ist, die Flächengeschwindigkeit konstant (10.74).
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Metrische Größe von Kurven, Flächen und Volumina

Die Arbeit längs eines Wegs A(Γ), der Strom durch eine Fläche J(F) oder die Ladung in
einem Volumen Q(V) sind durch Wegintegrale, Flächenintegrale oder Volumenintegrale
gegeben,

Γ : I ⊂ R → R
N , s 7→ x(s) , A(Γ) =

∫

I

ds ti(s)Ai(x(s)) , ti =
dxi

ds
,

F : S ⊂ R
2 → R

N , (s1, s2) 7→ x(s1, s2) ,

J(F) =

∫

S

d2s (ti1(s) t
j
2(s) − t

j
1(s) t

i
2(s))

1

2
jij(x(s)) , ti1 =

∂xi

∂s1
, ti2 =

∂xi

∂s2
,

V : G ⊂ R
3 → R

N , (s1, s2, s3) 7→ x(s1, s2, s3) ,

Q(V) =

∫

G

d3s (tia(s) t
j
b(s) t

k
c(s)) ǫabc

1

6
ρijk(x(s)) , tia =

∂xi

∂sa
,

(12.101)

die einem Weg Γ und einem Kraftfeld A, einer Fläche F und einer Stromdichte j sowie
einem Volumen V und einer Ladungsdichte ρ einen Zahlenwert zuordnen, der nicht von
der Parametrisierung des Weges, der Fläche oder des Volumens abhängt. Da Kraftfelder,
Stromdichten und Ladungsdichten Elemente von Vektorräumen sind, die durch Integra-
le linear in die Zahlen abgebildet werden, gehören zu Wegen, Flächen und Volumina
Vektoren der Dualräume.

Den Wegen, Flächen oder Volumina in einem Euklidischen Raum RN kommt eine
Weglänge, Flächengröße und eine Volumengröße zu. Diese metrische Größe hängt, anders
als die Integrale über Kraftfelder, Stromdichten oder Ladungsdichten, nur vom Weg, der
Fläche oder dem Volumen ab.

Die Länge des Weges Γ ist das Integral über die Wurzel aus dem Längenquadrat des
Tangentialvektors (12.43)

Länge(Γ) =

∫

I

ds
√
t · t . (12.102)

Als Flächengröße definieren wir4

Größe(F) =

∫

S

d2s
√

(t1 · t1) (t2 · t2) − (t1 · t2) (t2 · t1) . (12.103)

Die Definition ist zunächst in dem Spezialfall t1 · t2 = 0 gerechtfertigt, in dem die beiden
Tangentialvektoren längs der Parameterlinien senkrecht aufeinander stehen: dann ist die
Wurzel dem Produkt der Längen der Tangentialvektoren gleich.

Um zu zeigen, daß auch allgemeiner die Wurzel die Flächengröße des von den Tangenti-
alvektoren längs der Parameterlinien aufgespannten Parallelogramms ist, bemerken wir,
daß das Argument der Wurzel die Determinante der Matrix g.. ist, deren Matrixelemente

gab = ta · tb , tia =
∂xi

∂sa
, (12.104)

die Skalarprodukte der Tangentialvektoren sind (3.58). Die Tangentialvektoren ta kön-
nen wir mit einer linearen, orientierungstreuen AbbildungM als Bild von orthonormalen

4In N = 3-Dimensionen ist (~t1 ·~t1) (~t2 ·~t2) − (~t1 ·~t2) (~t2 ·~t1) = (~t1 ×~t2)
2 .
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Vektoren ea, ea · eb = δab , schreiben, ta = Mea = ecM
c
a, denn im Tangentialraum

gibt es eine Orthonormalbasis ea, die durch Wahl des Vorzeichens von e1 dieselbe Orien-
tierung wie ta hat. Das metrische Volumen einer Orthonormalbasis ist 1 , es wird durch
M um den Faktor detM > 0 vergrößert (3.25). Also spannen die Tangentialvektoren t1
und t2 ein Parallelogramm der Größe detM auf. Die Matrix g.. ist MTM

gab = ta · tb = Mc
aM

d
b ec · ed = Mc

aM
c
b = (MTM)ab . (12.105)

Nach dem Determinantenproduktsatz ist detg.. = (detM)2, also ist
√

det g.. = detM
die metrische Größe des von den Tangentialvektoren aufgespannten Parallelogramms,

Größe(F) =

∫

S

d2s
√

det g.. , gab = ta · tb , tia =
∂xi

∂sa
. (12.106)

Die Gleichung gilt entsprechend auch für p-dimensionale Flächen, wenn man über den
zugehörigen p-dimensionalen Parameterbereich integriert und g.. die p × p-Matrix der
Skalarprodukte der Tangentialvektoren an die Parameterlinien ist.

Das Skalarprodukt u, v 7→ g(u, v) = uavbgab von Tangentialvektoren u = tau
a und

v = tbv
b heißt die auf der Fläche induzierte Metrik.

Die Flächengröße hängt nicht von der Parametrisierung ab, die wir zur Berechnung der
Flächengröße brauchen. Sei nämlich S = s(T) als invertierbares, orientierungstreues Bild
eines Parameterbereiches T gegeben und die Fläche F durch die verketteten Funktionen
x(s(t)). Wegen der Kettenregel gilt

t′ ia =
∂xi

∂ta
=
∂sc

∂ta
∂xi

∂sc
, g′ab = t′a · t′b =

∂sc

∂ta
∂sd

∂tb
tc · td =

∂sc

∂ta
∂sd

∂tb
gcd , (12.107)

also g′.. = JTg..J, det g′.. = (det J)2 det g.. , wobei J = ∂s
∂t

die Jacobimatrix der partiellen
Ableitungen der Parameter s nach t ist.

Daher stimmen die Flächengrößen in beiden Parametrisierungen überein

Größe(F) =

∫

T

d2t
√

det g′.. =

∫

T

d2t det
∂s

∂t

√
det g.. =

∫

S=s(T)

d2s
√

det g.. . (12.108)

Als Beispiel einer Flächengröße bestimmen wir die Größe der Oberfläche einer Kugel
mit Radius r

F : (θ,ϕ) 7→ r




sin θ cosϕ
sin θ sinϕ

cosθ


 . (12.109)

Die Tangentialvektoren längs der Parameterlinien und ihre Skalarprodukte sind

~t1 =
∂~x

∂θ
= r~eθ = r




cosθ cosϕ
cosθ sinϕ

− sin θ


 , ~t2 =

∂~x

∂ϕ
= r sin θ~eϕ = r sin θ




− sinϕ
cosϕ

0


 ,

(12.110)

~t1 ·~t1 = r2 , ~t1 ·~t2 = ~t2 ·~t1 = 0 , ~t2 ·~t2 = r2 sin2 θ ,
√

detg.. = r2 sin θ . (12.111)

Integrieren wir über den Parameterbereich 0 ≤ θ ≤ π und 0 ≤ ϕ ≤ 2π , so erhalten wir
die Größe der zweidimensionalen Kugelfläche S2 in drei Dimensionen

∫π

0

dθ

∫ 2π

0

dϕr2 sin θ = 2π r2 (− cosθ)
∣∣θ=π

θ=0
= 4π r2 . (12.112)
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Kugelfläche in n Dimensionen

Der Wert des n-dimensionalen Integrals

∫

dnx e−
∑
i(x

i)2

=

∫

dx1 e−(x1)2

∫

dx2 e−(x2)2

. . .

∫

dxn e−(xn)2

=
(√
π
)n

(12.113)

ist einfach die n-te Potenz des eindimensionalen Integrals (12.83). In Kugelkoordinaten
r, θ1 . . .θn−1, r =

√
xixi, kann man das Integral auswerten, ohne wissen zu müssen,

wie die kartesischen Koordinaten xi = r ni(θ1 . . .θn−1), von den Winkeln (θ1 . . .θn−1)

abhängen. Es reicht zu wissen, daß für n ≥ 2 die Determinante der Jacobimatrix in
einen Faktor rn−1 und eine Funktion der Winkel zerfällt, denn jede bis auf eine Spalte
der Jacobimatrix ist linear in r. Da e−

∑
i(x

i)2

= e−r2 als Funktion der Winkel konstant ist,
ist ihr n-dimensionales Integral durch ein r-Integral gegeben mal dem Integral über die
Determinante der Jacobimatrix über die Winkel. Dieser Faktor ist aber die Flächengröße
der n− 1-dimensionalen Sphäre Sn−1 in n-Dimensionen.

∫

dnx e−
∑
i(x

i)2

= vol(Sn−1)

∫∞

0

dr rn−1 e−r2 (12.114)

Substituieren wir hier t(r) = r2, dt = 2r dr, setzen den Wert (12.113) auf der linken
Seite ein,

(√
π
)n

= vol(Sn−1)
1

2

∫∞

0

dt t
n
2

−1 e−t , (12.115)

und vergleichen wir mit der Definition der Γ -Funktion (12.22), so erhalten wir für die
Flächengröße der Einheitskugel in n ≥ 2 Dimensionen

vol(Sn−1) =
2
(√
π
)n

Γ(n
2
)

. (12.116)

Insbesondere hat der Einheitskreis S1 die Länge 2π und die Einheitskugel S2 in n = 3
Dimensionen die Oberfläche 4π. Das legt mit (12.23) den Wert von Γ(1

2
) fest

4π =
2
(√
π
)3

Γ(3
2
)

=
2
(√
π
)3

1
2
Γ(1

2
)

, Γ(
1

2
) =

√
π . (12.117)



13 Wirkungsprinzip

Ideale Uhren

Die Zeit, die auf einer Uhr zwischen zwei Ereignissen A und B vergeht, hängt wie eine
Weglänge nicht nur von den beiden Ereignissen, sondern von der Weltlinie

f : s 7→ f(s) = (f0(s), f1(s), f2(s), f3(s)) , f(s) = A , f(s) = B , (13.1)

ab, die die Uhr dazwischen durchläuft.
Zur Unterscheidung von den Punkten x = (t,~x) der Raumzeit benennen wir Weltlinien

mit einem anderen Buchstaben f, statt die weitverbreitete Notation x(s) zu verwenden,
die ja genau genommen für den Wert der Funktion x beim Argument s steht.

Auf der Weltlinie sei die Koordinatenzeit f0 eine monoton wachsende Funktion des
Bahnparameters s. Dann werden die Ereignisse auf der Weltlinie als Funktion des Bahn-
parameters s genau einmal und kausal geordnet durchlaufen.

Zwischen benachbarten Ereignissen mit Differenzvektor df = ds (df0

ds
, df1

ds
, df2

ds
, df3

ds
) ver-

geht auf jeder gleichförmig bewegten Uhr die Zeit (1.64)

∆τ = ds

√
ηmn

dfm

ds

dfn

ds
= ds

√
(df0

ds

)2
−
(df1

ds

)2
−
(df2

ds

)2
−
(df3

ds

)2
. (13.2)

Ist die Weltlinie nicht gerade, sondern beschleunigt, so nähern wir sie wie in Abbildung
12.2 durch einen Streckenzug mit Zwischenstellen, die die Weltlinie feiner und feiner
zerlegen. Die Zeit, die auf einer idealen Uhr vergeht, ist der Grenzwert der Zeiten, die
auf diesen Streckenzügen vergehen.

Zeit: Auf einer zeitartigen Weltlinie f : s 7→ f(s) zeigt eine ideale Uhr zwischen dem

Ereignis A = f(s) und dem späteren Ereignis B = f(s) die Zeit τ[f] an.

τ[f] =

∫

f

∆τ =

s∫

s

ds

√
ηmn

dfm

ds

dfn

ds
(13.3)

Die Zeit ist ein Funktional τ : f 7→ τ[f], das Weltlinien f, also Komponentenfunktionen
eines reellen Parameters, in die reellen Zahlen abbildet. Genauer gesagt ist τ ein lokales

FunktionalW der Weltlinie f, das heißt, sie ist ein Integral über den Parameterbereich der
Weltlinie, wobei der Integrand eine Jetfunktion L ist, die auf der Weltlinie f ausgewertet
wird,

W : f 7→W[f] =

s∫

s

ds
(
L ◦ f̂

)
(s) =

s∫

s

dsL (s, f(s),
df

ds
(s), . . .) . (13.4)
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Die Jetfunktion, die zu einem lokalen Funktional gehört, nennt man seine Lagran-
gefunktion. Die Lagrangefunktion der Eigenzeit bildet Punkte (s, x, v) des Bereiches
(v0)2 − (v1)2 − (v2)2 − (v3)2 > 0 des Jetraumes J1 ab auf

LZeit(s, x, v) =
√
vm vn ηmn =

√
(v0)2 − (v1)2 − (v2)2 − (v3)2 . (13.5)

Zeit ist additiv. Falls C ein Ereignis zwischen A und B auf der Weltlinie f ist und
falls f1 und f2 die Teilstücke von und zu C bezeichnen, dann gilt in einer suggestiven
Notation ∫

f1+f2

∆τ =

∫

f1

∆τ +

∫

f2

∆τ . (13.6)

Auf geraden Weltlinien stimmt τ2 überein mit dem Längenquadrat (1.64) des Diffe-
renzvektors wBA = f(s) − f(s) von A nach B.

Die Zeit τ[f] ist unabhängig von der Parametrisierung der Weltlinie. Jede andere Pa-
rametrisierung der Weltlinie f mit monoton wachsendem f0 ist durch f′(s′) = f(s(s′))
mit monoton wachsendem s(s′) gegeben, also ist ds

ds′ > 0 . Nach der Kettenregel gilt
df′

ds′ =
ds
ds′

df
ds

, und mit dem Integralsubstitutionssatz folgt die Behauptung:

s′∫

s′

ds′
√(df′

ds′

)2

=

s′∫

s′

ds′
ds

ds′

√(df

ds

)2

=

s∫

s

ds

√(df

ds

)2

. (13.7)

Parametrisiert man eine zeitartige Weltlinie durch die Zeit t, die ein Beobachter den
Ereignissen zuschreibt, dann ist die Weltlinie durch f : t 7→ (t, f1(t), f2(t), f3(t)) gegeben
und der Vierertangentialvektor hat die Komponenten (1, df1

dt
, df2

dt
, df3

dt
) und das Längen-

quadrat (1−~v 2
)
◦f̂. Auf der Weltlinie f vergeht auf einer mitgeführten Uhr zwischen f(t)

und f(t) die Zeit

τ[f] =

∫ t

t

dt
√

1 −~v 2 ◦ f̂ . (13.8)

Wählt man für eine Weltlinie f als Bahnparameter s die Zeit, die eine mitgeführte
Uhr bei f(s) anzeigt, so ist diese Zeit der Wert des Funktionals τ, das sich bis zur oberen
Integrationsgrenze s erstreckt, also eine Funktion von s. Die Ableitung dieser Funktion
τ(s) = s hat den Wert 1, andererseits ist die Ableitung von τ nach der oberen Integra-
tionsgrenze der Integrand, die Wurzel aus dem Längenquadrat des Tangentialvektors,

√
(df
ds

)2
= 1 . (13.9)

Parametrisiert man also eine Weltlinie mit seiner Eigenzeit, so hat der Tangentialvektor
Einheitslänge. Das gilt auch umgekehrt. Hat der Tangentialvektor überall Einheitslänge,(

df
ds

)2
= 1, dann stimmt der Bahnparameter s bis auf die Wahl des Zeitnullpunktes mit

der Zeit τ(s) überein, die auf einer mitgeführten Uhr bis f(s) vergeht

(df
ds

)2
= 1 ⇔ τ[f] = s− s . (13.10)
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Die Zeit, τ[f], die ideale Uhren anzeigen, ist unabhängig von der Beschleunigung in
dem Sinne, daß die zugehörige Lagrangefunktion (13.5) eine Funktion von J1 ist, also
höchstens von (s, x, v) und nicht von den Jetvariablen x(r) mit r ≥ 2 höherer Jeträu-
me Jk abhängt. Dennoch ist die Zeit τ[f] ein Funktional der Weltlinie f, das, wie das
Zwillingsparadoxon zeigt, für gerade und gekrümmte Weltlinien, die A mit B verbinden,
unterschiedliche Werte hat.

Weltlinie längster Dauer

Vergleichen wir verschiedene Weltlinien durch zwei zueinander zeitartige Ereignisse A
und B, so ist die gerade Weltlinie dadurch ausgezeichnet, daß auf ihr zwischen A und B
mehr Zeit vergeht als auf allen anderen zeitartigen Weltlinien f von A nach B.

Zum Beweis betrachten wir eine einparametrige Schar von zweimal stetig differenzier-
baren Weltlinien fλ durch die Ereignisse A = f(s) und B = f(s),

fλ : s 7→ f(s) + λ δf(s) , δf(s) = 0 , δf(s) = 0 . (13.11)

Die Funktionen δf heißen die Änderung oder Variation von f .
Die Zeit τ[fλ] ist bei festgehaltener Weltlinie f und festgehaltener Änderung δf eine

Funktion des Scharparameters λ. Wir betrachten ihre Ableitung bei λ = 0, die wir kurz
δτ nennen,

δτ =
d

dλ
∣∣
λ=0

∫s

s

ds

√
ηmn

(dfm

ds
+ λ

dδfm

ds

)(dfn

ds
+ λ

dδfn

ds

)
. (13.12)

Die Ableitung des Integrals nach λ ist das Integral über die Ableitung des Integranden.
Bei λ = 0 hat es den Wert

δτ =

∫s

s

ds ηmn
dδfm

ds

dfn

ds

(√
ηkl

dfk

ds

dfl

ds

)−1

. (13.13)

Durch partielles Integrieren können wir die Ableitung von δfm abwälzen, ohne daß Rand-
terme entstehen, denn die Variation verschwindet am Rand, δfm(s) = 0 = δfm(s) ,

δτ =

∫s

s

ds
d

ds

(
δfm ηmn

dfn

ds

√
(
df

ds
)2

−1)
− δfm

d

ds

(
ηmn

dfn

ds

√
(
df

ds
)2

−1)

= δfm ηmn
dfn

ds

√
(
df

ds
)2

−1∣∣∣
s

s
−

∫s

s

ds δfm
d

ds

(
ηmn

dfn

ds

√
(
df

ds
)2

−1)

=

∫s

s

ds δfm (−
d

ds

(
ηmn

dfn

ds

√
(
df

ds
)2

−1)
) .

(13.14)

Die Änderung δτ des Funktionals τ ist ein lineares Funktional der Änderung δf der
Weltlinie, ebenso wie die Änderung df = dxi ∂if einer Funktion f eine lineare Funktion
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der Änderungen dxi der Argumente ist, nur daß die Änderung der Eigenzeit τ nicht
mehr eine diskrete Summe, sondern ein Integral über δf ist,

δτ =

∫s

s

ds δfm(s)
δτ

δfm(s)
. (13.15)

So wie man die Koeffizienten ∂f
∂xi

in df die partiellen Ableitungen der Funktion f nennt,
nennen wir die Koeffizientenfunktionen bei δf in δτ die Variationsableitung von τ nach f.
Wie (13.14) zeigt, ist die Variationsableitung der Eigenzeit eine Funktion von Ableitun-
gen von f

δτ

δfm(s)
= −

d

ds

(
ηmn

dfn

ds

√
(
df

ds
)2

−1)
=
(
−
(
ds
ηmnv

n

√
v2

)
◦ f̂
)
(s) . (13.16)

Hierbei ist ds analog zu dt (7.6) definiert, der Kurvenparameter heißt ja s statt t .
Ist die Variationsableitung eines Funktionals W eine stetige Funktion des Integra-

tionsparameters, so ist sie auch eindeutig. Das ergibt sich aus dem

Fundamentallemma der Variationsrechnung: Falls ein Funktional

M[h] : h 7→
∫s

s

ds h(s)m(s) (13.17)

für alle beliebig oft differenzierbaren Funktionen h verschwindet, die bei s und s Null

sind,1 und falls m eine stetige Funktion ist, dann verschwindet m im Intervall [s, s] .

Wäre nämlich die Funktion m in einem Punkt ŝ nicht Null, so wäre sie in einer Umge-
bung U = [ŝ− ǫ, ŝ+ ǫ] nicht Null. Die Funktion k(s) = g(s− ŝ+ ǫ) g(−s+ ŝ+ ǫ) mit
g(x) = Θ(x) exp(−1/x2), wobei Θ die Stufenfunktion (2.6) ist, ist beliebig oft differen-
zierbar, verschwindet außerhalb U und ist im Inneren von U positiv. Dann wäre nach
Mittelwertsatz (12.8) das Integral

M[k] =

∫ s

s

ds k(s)m(s) =

∫ ŝ+ǫ

ŝ−ǫ

ds k(s)m(s) (13.18)

nicht Null im Widerspruch zur Voraussetzung, daß M[k] verschwindet.
Ebenso verschwinden alle stetigen Funktionen mi bei einem Funktional

M[h1,h2 . . .hn] =

∫s

s

ds hi(s)mi(s) (13.19)

mehrerer Funktionen hi, wenn das Funktional für alle beliebig differenzierbaren hi ver-
schwindet, denn dann verschwinden alle Funktionale Mi[h] =

∫s
s
ds h(s)mi(s) .

Daraus folgt die Eindeutigkeit der Variationsableitung, falls sie eine stetige Funktion
ist, denn sei für alle beliebig oft differenzierbaren δfm(s)

δτ =

∫s

s

ds δfm(s) g̃m(s) =

∫s

s

ds δfm(s) gm(s) (13.20)

1Die Bedingungen an h schwächen die Voraussetzungen ab, aus denen m = 0 folgt.
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mit stetigen Funktionen g̃m(s) und gm(s), dann verschwindet das Funktional

M[δf] =

∫ s

s

ds δfm(s) (g̃m − gm)(s) (13.21)

für alle δfm, also verschwinden die stetigen Funktionen g̃m − gm .
Ist f : s→ f(s) die Weltlinie von A nach B, auf der am meisten Zeit vergeht, so muß

für diese Weltlinie die Ableitung von τ[fλ] nach λ bei λ = 0 für alle Kurvenscharen fλ
verschwinden. Das ist genau dann der Fall, wenn die Variationsableitung der Eigenzeit
τ bei f verschwindet,

−
d

ds

(
ηmn

dfn

ds

√
(
df

ds
)2

−1)
= 0 . (13.22)

Folglich ist auf dieser Weltlinie die Richtung des Tangentialvektors konstant,

dfn

ds√
(df

ds
)2

= un . (13.23)

Da sich bei Reparametrisierung jeder Weltlinie die Länge des Tangentialvektors, nicht
aber die Eigenzeit ändert (13.7), legt die Bedingung, daß die Weltlinie von längster Dauer
sei, nicht die Länge des Tangentialvektors fest.

Wählt man die Parametrisierung so, daß der Tangentialvektor konstante Länge 1 hat

(df

ds

)2

= 1 , (13.24)

dann stimmt der Bahnparameter s bis auf Wahl des Nullpunktes mit der Uhrzeit τ auf
der Weltlinie überein und Gleichung (13.22) besagt, daß die Beschleunigung d2f

ds2
längs

der Bahn verschwindet,
d2f

ds2
= 0 (13.25)

und daß die Weltlinie extremaler Dauer durch

f : s 7→ s√
1 −~v 2

(
1
~v

)
+ f(0) (13.26)

gegeben ist. ~v und f(0) werden durch Anfangs- oder Randbedingungen festgelegt.
Bei vorgegebenen Anfangs- und Endpunkten ist die Gerade in der Raumzeit R

4 ein-
deutig festgelegt. Auf ihr ist die Zeit nicht nur stationär, sondern maximal.

Änderung von Jetfunktionen

Betrachten wir, wie sich eine Jetfunktion L , ausgewertet auf der Verlängerung einer
Schar von Kurven f̂λ mit dem Scharparameter λ ändert.

Eine Kurvenschar fλ ist eine Kurve im Raum der Kurven. Für jeden Wert des Schar-
parameters λ, der in einem Intervall um λ = 0 variieren möge, ist fλ eine Kurve

fλ : t 7→ f(t, λ) = (f1(t, λ), f2(t, λ), . . . fn(t, λ)) . (13.27)
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Wir unterstellen, daß die Komponentenfunktionen fi stetig differenzierbar von beiden
Variablen t und λ abhängen.

Die Ableitung von f nach λ bei λ = 0 nennen wir die Änderung oder Variation δf der
Kurve,

δfi(t) =
∂

∂λ |λ=0

fi(t, λ) . (13.28)

Entsprechend nennen wir die Ableitung der Geschwindigkeit dfλ
dt

nach λ bei λ = 0 die

Änderung δdf
dt

der Geschwindigkeit

δ
dfi

dt
(t) =

∂

∂λ |λ=0

∂

∂t
fi(t, λ) =

∂

∂t

∂

∂λ |λ=0

fi(t, λ) =
d

dt
δfi(t) . (13.29)

Hier haben wir verwendet, daß man die Reihenfolge partieller Ableitungen vertauschen
kann. Entsprechend gilt für die höheren Ableitungen

δ
(dkfi

dtk
)
(t) =

∂

∂λ |λ=0

( ∂
∂t

)k
fi(t, λ) =

( ∂
∂t

)k ∂
∂λ |λ=0

fi(t, λ) =
( d

dt

)k
δfi(t) . (13.30)

Die Kettenregel besagt für die Änderung einer Jetfunktion L längs der Kurvenschar

∂

∂λ |λ=0

(L ◦ f̂λ) =
∂

∂λ |λ=0

L
(
t, f(t, λ),

∂

∂t
f(t, λ), . . .

)

=
∂fi

∂λ |λ=0

∂L

∂xi
◦ f̂0 +

( ∂
∂λ |λ=0

∂fi

∂t

)∂L
∂vi

◦ f̂0 + . . .

= δfi
∂L

∂xi
◦ f̂0 +

( d

dt
δfi
)∂L
∂vi

◦ f̂0 + . . .

=
∑

k

( dk

dtk
δfi
) ∂L
∂xi

(k)

◦ f̂0 .

(13.31)

Die Änderung von L hängt ab von der Kurve f0, die für λ = 0 durchlaufen wird, und
von ihrer Änderung δf.

Falls durch jede Kurve f eine Kurvenschar geht und dabei δf zu jeder Zeit t von f nur
über den Ort f(t), die Geschwindigkeit ḟ(t) und eventuell endlich viele höhere Ableitun-
gen zur Zeit t abhängt, dann ist δf wie bei lokalen, infinitesimalen Transformationen
(10.11 – 10.15) eine Jetfunktion δx, ausgewertet auf der Verlängerung f̂

δf = δx ◦ f̂ . (13.32)

Diese Änderung δx definiert eine Ableitung δ von Jetfunktionen

δL =
∑

k

(
(dt)

kδxi
) ∂L
∂xi

(k)

= δxi
∂L

∂xi
+
(
dtδx

i
)∂L
∂vi

+
(
(dt)

2δxi
)∂L
∂bi

+ . . . , (13.33)

die auf der Bahn f̂λ=0 ausgewertet, die Ableitung von (L ◦ f̂λ) nach λ bei λ = 0 ergibt,

(δL ) ◦ f̂0 =
∂

∂λ |λ=0

(L ◦ f̂λ) . (13.34)
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Wir nennen die Jetfunktion δL die zu δx gehörige Änderung von L.
Die Ableitungen dt und δ vertauschen, die Änderung der Zeitableitung einer Funktion

ist die Zeitableitung der Änderung,

[δ,dt] = 0 . (13.35)

Denn die Koeffizientenfunktionen bei den Ableitungen nach x(k) = (dt)
kx sind die Ab-

leitungen (dt)
kδx.

Die Änderung δL können wir bis auf eine vollständige Ableitung, die integriert nur
Randterme beiträgt, als Summe von Produkten mit undifferenzierten δxi schreiben. Ist L

eine Funktion von J1, so gilt

δL = δxi
∂L

∂xi
+ (dtδx

i)
∂L

∂vi
= δxi

∂L

∂xi
+ dt

(
δxi
∂L

∂vi

)
− δxidt

(∂L
∂vi

)

= δxi
(∂L
∂xi

− dt
∂L

∂vi

)
+ dt

(
δxi
∂L

∂vi

)
. (13.36)

Hängt L auch von höheren Ableitungen x(k) ab, wälzt man ebenso die Ableitungen von
δx(k) = (dt)

kδx ab. Die Jetfunktion in δL , die dann δxi multipliziert,

∂̂L

∂̂xi
:=
∂L

∂xi
− dt

∂L

∂vi
+ . . . =

∑

k≥0

(−1)k (dt)
k ∂L

∂xi
(k)

(13.37)

heißt Eulerableitung der Lagrangefunktion L .

Prinzip der stationären Wirkung

Die fundamentalen Gleichungen der Physik lassen sich zu der Aussage zusammenfas-
sen, daß ein lokales Funktional, die Wirkung, bei physikalischen Abläufen stationär ist.
Mit diesem Prinzip der stationären Wirkung lassen sich Bewegungsgleichungen unab-
hängig vom verwendeten Koordinatensystem formulieren und der Zusammenhang von
Symmetrien und Erhaltungsgrößen verstehen.

Ein lokales Funktional von Bahnen f : t 7→ f(t) = (f1(t), f2(t) . . . fn(t)), die mit der
Zeit t durchlaufen werden, bildet sie in die reellen Zahlen ab und ist von der Form

W[f] =

∫

dtL (t, f(t),
df

dt
(t)) =

∫

dt
(
L ◦ f̂

)
(t) . (13.38)

Der Wert solch eines lokalen Funktionals summiert sich aus Beiträgen von allen Zeiten
und macht zu jedem Zeitpunkt t nur Gebrauch von einer Jetfunktion L (t, x, v), der La-
grangefunktion, die auf der Verlängerung (t, f(t), (df/dt)(t)) der Bahn ausgewertet wird.
Beispielsweise ist L (t, x, v) =

√
v2 die zur Weglänge (12.43) gehörige Lagrangefunktion.

Zur Bewegung eines Teilchens der Masse m an einer Feder mit Federkonstante κ gehört,
wie wir noch sehen werden, die Lagrangefunktion

LOszillator(t, x, v) =
1

2
mv2 −

1

2
κ x2 . (13.39)
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Zwar kann die Lagrangefunktion eines lokalen Funktionals von höheren Ableitungen
abhängen, also Funktion eines Jetraumes Jk mit k > 1 sein. Aber wir beschränken unsere
Betrachtungen auf Lagrangefunktionen der Zeit t, des Ortes x und der Geschwindigkeit v,
also von 1 + 2n Variablen. Nur bei solchen Lagrangefunktionen kann die Energie nach
unten beschränkt sein.

Um die Variationsableitung δW
δfi(t)

der Wirkung W (13.38) anzugeben, betrachten wir

eine Schar von Bahnen fλ durch f = fλ=0. Die Änderungen δf = δx ◦ f̂ seien einfach-
heitshalber durch Jet-Funktion δx von J−1 gegeben, die von t, nicht aber von x oder v
abhängen. Dann ist δf irgendeine, nicht weiter eingeschränkte Funktion des Bahnpara-
meters t .

Die Wirkung der Bahnen fλ ist eine Funktion des Scharparameters λ. Ihre Ableitung
bei λ = 0 ist

δW[f, δf] =
d

dλ |λ=0

W[fλ] =
d

dλ |λ=0

∫

dtL ◦ f̂λ =

∫

dt
∂

∂λ |λ=0

(L ◦ f̂λ)

(13.34)
=

∫

dt (δL ) ◦ f̂ ) (13.36)
=

∫

dt
(
δxi
∂̂L

∂̂xi
+ dt(δx

i∂L

∂vi
)
)
◦ f̂ .

(13.40)

Diese Variation der Wirkung hat die Form

δW[f, δf] =

∫

dt δfi(t)
δW

δxi(t)
+ Randterme , (13.41)

denn das Integral über die vollständige Ableitung ergibt Randterme
∫ t

t

dt
d

dt
(δfi

∂L

∂vi
◦ f̂ ) =


t

t
δfi

∂L

∂vi
◦ f̂ . (13.42)

Die Randterme verschwinden für Kurvenscharen, die durch gemeinsame Randpunkte
f(t) und f(t) gehen,2 denn für solche Kurvenscharen verschwinden δfi(t) = 0 = δfi(t) .

Die Variation der Wirkung ist ein lokales Funktional von f und δf . Die Funktion δW
δfi(t)

,

die δfi(t) multipliziert, ist die Funktionalableitung oder Variationsableitung der Wirkung
(13.38) auf der Kurve f. Sie ist, da (13.40) für alle differenzierbaren Funktionen δfi gilt,
gemäß dem Fundamentallemma (13.17) eindeutig und gemäß (13.40) die Eulerableitung
der Lagrangefunktion, ausgewertet auf f̂,

δW

δfi |f

=
∂̂L

∂̂xi
◦ f̂ . (13.43)

Physikalisch durchlaufene Bahnkurven fphys sind bei Abwesenheit von Reibung und
nichtholonomen3 Zwangsbedingungen durch das Prinzip der stationären Wirkung aus-
gezeichnet, daß die lokale Wirkung (13.38) auf physikalischen Bahnen fphys unter allen
Variationen bis auf Randterme stationär ist.

2Die Einschränkung auf infinitesimale Variationen der Bahn, die am Rand verschwinden, läßt sich aber
für viele infinitesimale, lokale Transformationen δx nicht einhalten.

3Zwangsbedingungen an Geschwindigkeiten und Orte, ψ(t, x, v) = 0, die sich nicht als Zeitableitung
von Zwangsbedingungen an Orte schreiben lassen, ψ 6= dtφ, heißen nichtholonom. So ist beim Schlitt-
schuhläufer die Bedingung nichtholonom, daß die Geschwindigkeit stets in Richtung der Kufe zeigt.
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Auf physikalischen Bahnen verschwindet die Eulerableitung der Lagrangefunktion

∂̂L

∂̂xi
◦ f̂phys = 0 . (13.44)

Dies sind die Euler-Lagrange-Gleichungen für physikalische Bahnen. Sie sondern die
physikalische Bahn fphys durch f(t) und f(t) unter allen denkbaren Bahnen aus, die
gleichzeitig diese Punkte durchlaufen.4

Beim harmonischen Oszillator (13.39), beispielsweise, ist die Eulerableitung

( ∂
∂x

− dt
∂

∂v

)(1
2
mv2 −

1

2
κ x2

)
= −κ x − dt(mv) = −κ x −mb (13.45)

und die Euler-Lagrange-Gleichung −κ fphys −m d2

dt2
fphys = 0 hat die Lösung

fphys(t) = a cos(ωt+ϕ) , (13.46)

wobei ω =
√
κ/m das 2π-fache der Frequenz ist. Die Amplitude a und die Phase ϕ

werden durch den anfänglichen Ort f(0) und die anfängliche Geschwindigkeit ḟ(0) fest-
gelegt.

Die Newtonschen Gleichungen für die Bewegung im Potential V sind die Euler-La-
grangegleichungen der Lagrangefunktion

L =
∑

j

1

2
mj(v

j)2 − V(x1, . . . , xn) . (13.47)

Ihre Eulerableitung verschwindet auf physikalischen Bahnen (keine Summe über i)

∂̂L

∂̂xi
=
∂L

∂xi
− dt

∂L

∂vi
= −∂xiV − dt(mi v

i) = −∂xiV −mi b
i . (13.48)

Die Euler-Lagrange-Gleichungen (13.44) gelten in allen Koordinatensystemen, denn
das Prinzip der stationären Wirkung macht nicht Gebrauch von der Wahl von Koordi-
naten zur Beschreibung der Bahn. Fassen wir die Koordinaten x als Funktionen x(t,y)
von anderen Koordinaten y auf, wobei sich diese Abhängigkeit wie bei einem Karus-
sell mit der Zeit ändern darf, und rechnen wir die Geschwindigkeiten v = dtx mit der
Kettenregel in Geschwindigkeiten w = dty um,

vi = dtx
i =

∂xi

∂t
+wj

∂xi

∂yj
, (13.49)

dann definiert eine Lagrangefunktion L (t, x, v) die Lagrangefunktion

L̃ (t,y,w) = L (t, x(t,y),
∂x

∂t
+wj

∂x

∂yj
) , (13.50)

4Ob durch festgelegte Randpunkte eine Kurve geht, die die Wirkung stationär macht, bedarf genauerer
Untersuchung des Einzelfalls. Beim harmonischen Oszillator existiert keine physikalische Bahn, die
zu den Zeiten t und t + 2π

ω
durch verschiedene Punkte geht. Beim relativistischen Teilchen müssen

die Ereignisse zu Beginn und Ende der Weltlinie zeitartig zueinander liegen.
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und die Euler-Lagrange-Gleichungen von L̃ gelten in y-Koordinaten genau dann, wenn
die Euler-Lagrange-Gleichungen von L in x-Koordinaten erfüllt sind. Es ist ja nach der
Kettenregel

∂̂L̃

∂̂yi
=
( ∂
∂yi

− dt
∂

∂wi

)
L (t, x(t,y),

∂x

∂t
+wj

∂x

∂yj
)

=
∂xj

∂yi
∂L

∂xj
+
( ∂2xj

∂yi∂t
+wl

∂2xj

∂yi∂yl

) ∂L
∂vj

− dt
(∂xj
∂yi

∂L

∂vj

)

=
∂xj

∂yi
∂L

∂xj
+
( ∂2xj

∂t∂yi
+wl

∂2xj

∂yl∂yi

)∂L
∂vj

−
(
dt
∂xj

∂yi

)∂L
∂vj

−
∂xj

∂yi
dt
∂L

∂vj

=
∂xj

∂yi

(∂L
∂xj

− dt
∂L

∂vj

)
=
∂xj

∂yi
∂̂L

∂̂xj
.

(13.51)

Beispielsweise gehört zur Newtonschen Bewegung eines Teilchens im Keplerpotential
in kartesischen Koordinaten die Lagrangefunktion

L (t, x,y, z, vx, vy, vz) =
1

2
m (v2

x + v2
y + v2

z) +
α√

x2 + y2 + z2
(13.52)

und in Kugelkoordinaten die Lagrangefunktion

L̃ (t, r, θ,ϕ, vr, vθ, vϕ) =
1

2
m (v2

r + r2 v2
θ + r2 sin2 θ v2

ϕ) +
α

r
. (13.53)

Mit welcher von beiden Lagrangefunktionen man die Bewegungsgleichungen formuliert,
kann man nach Bequemlichkeit wählen.

Eine Funktion L der Jetvariablen läßt sich genau dann als Zeitableitung (7.6) ei-
ner Funktion K der Jetvariablen schreiben, wenn ihre Eulerableitung als Funktion der
Jetvariablen verschwindet.

Einerseits verschwindet die Eulerableitung von dtK(t, x) = ∂tK+ vj ∂xjK ,
(
∂xi − dt∂vi

)(
∂tK+ vj∂xjK

)
= ∂xi

(
∂tK+ vj∂xjK

)
− dt∂xiK = 0 . (13.54)

Um die Umkehrung zu zeigen, schreiben wir die Lagrangefunktion als Integral über ihre
Ableitung

L (t, x, v) = L (t, 0, 0) +

∫ 1

0

dλ
∂

∂λ
L (t, λ x, λ v) . (13.55)

Die Ableitung der Lagrangefunktion nach λ ist

∂L

∂λ
(t, λ x, λ v) = xi

∂L

∂xi
+ vi

∂L

∂vi
= xi

∂L

∂xi
+
(
dtx

i
)∂L
∂vi

= xi
∂L

∂xi
+ dt

(
xi
∂L

∂vi

)
− xi

(
dt
∂L

∂vi

)
= xi

∂̂L

∂̂xi
+ dt

(
xi
∂L

∂vi

)
,

(13.56)

wobei L bei (t, λ x, λv) abzuleiten ist. Demnach schreibt sich die Lagrangefunktion als

L (t, x, v) = xi
∫ 1

0

dλ
∂̂L

∂̂xi |(t,λx,λv)

+ dt
(
xi

∫ 1

0

dλ
∂L

∂vi |(t,λx,λv)

+

∫ t
dt′ L (t′, 0, 0)

)
. (13.57)

Dies ist die Zeitableitung einer Jetfunktion, falls die Eulerableitung der Lagrangefunktion
als Jetfunktion für alle (t, λ x, λ v) verschwindet.
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Symmetrien und Erhaltungsgrößen

Im Kapitel
”
Erhaltungsgrößen und Symmetrien“ (ab Seite 93) haben wir kontinuierliche

Transformationen Tλ (mit Tλ=0 = id) von Bahnen f : t 7→ f(t) untersucht. Die Transfor-
mationen heißen lokal, wenn sich die infinitesimale Transformation für alle Bahnen f als
Jetfunktion δx, ausgewertet auf der Verlängerung f̂ , schreiben läßt

∂λ|λ=0
Tλf = δx ◦ f̂ . (13.58)

Solch eine infinitesimale Transformation ist eine infinitesimale Symmetrie der Wirkung
(13.4), wenn sie die Wirkung nur um Randterme ändert, wenn sich also die zugehörige
Lagrangefunktion nur um eine Zeitableitung einer Jetfunktion K ändert,

∂λ|λ=0
(L ◦ f̂λ) 13.34

= δL ◦ f̂ = (dtK) ◦ f̂ . (13.59)

Wegen (13.36) ist dies gleichbedeutend mit

δxi
∂̂L

∂̂xi
+ dt

(
δxi
∂L

∂vi
− K

)
= 0 . (13.60)

Diese Definitionsgleichung dessen, was eine infinitesimale Symmetrie δx ist, verknüpft
sie mit einer zugehörigen Erhaltungsgröße, der Noetherladung Q,

Q = δxi
∂L

∂vi
− K . (13.61)

Denn die physikalischen Bahnen erfüllen die Bewegungsgleichungen (13.44) und Q ist
daher auf den physikalisch durchlaufenen Bahnen fphys zeitunabhängig,

(dtQ) ◦ f̂phys =
d

dt
(Q ◦ f̂phys) = 0 . (13.62)

Zu jeder infinitesimalen Symmetrie der Wirkung gehört eine Erhaltungsgröße Q .
Bei jeder Lagrangefunktion kann man für jede gegebene infinitesimale Transformation

δxi(t, x, v) nach Ausrechnen von δL leicht entscheiden, ob sie eine infinitesimalen Sym-
metrie ist. Die Funktion δL der Jetvariablen läßt sich genau dann als Ableitung dtK
schreiben, wenn die Eulerableitung von δL verschwindet (13.57).

Umgekehrt gehört gemäß (10.2) zu jeder Erhaltungsgröße eine infinitesimale Symme-
trie der Wirkung! Denn eine Jetfunktion Q(t, x, v) ist eine Erhaltungsgröße, wenn ihre
Zeitableitung aufgrund der Bewegungsgleichungen verschwindet, also wenn sich ihre Zeit-

ableitung als Vielfaches der Eulerableitungen ∂̂L

∂̂xi
und eventuell von den Ableitungen der

Eulerableitungen5 schreiben läßt

dtQ+ Ri0
∂̂L

∂̂xi
+ Ri1 dt

∂̂L

∂̂xi
= 0 . (13.63)

5Falls höhere Ableitungen von ∂̂L

∂̂xi
auftreten, wälzt man auch sie mit der Produktregel ab.
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Die Größen Ri0 und Ri1 hängen auf nicht weiter festgelegte Art von den Jetvariablen ab.
Fassen wir die Terme mit der Produktregel zusammen, so ist die Definitionsgleichung
einer Erhaltungsgröße die Definition einer infinitesimalen Symmetrie (13.60)

dt
(
Q+ Ri1

∂̂L

∂̂xi

)
+
(
Ri0 − dtR

i
1

) ∂̂L
∂̂xi

= 0 . (13.64)

Die Wirkung ist also unter der infinitesimalen Transformation

δxi = Ri0 − dtR
i
1 (13.65)

bis auf Randterme invariant. Die Erhaltungsgröße Q stimmt auf physikalischen Bahnen
mit Q überein (13.44)

Q = Q+ Ri1
∂̂L

∂̂xi
, Q ◦ f̂phys = Q ◦ f̂phys . (13.66)

Der Zusammenhang von Symmetrien und Erhaltungsgrößen (13.60) ist von Emmy
Noether 1918 formuliert worden.

Noethertheorem: Zu jeder infinitesimalen Symmetrie der Wirkung gehört eine Erhal-

tungsgröße. Umgekehrt gehört zu jeder Erhaltungsgröße eine infinitesimale Symmetrie

der Wirkung.

Am Noethertheorem ist nichts zu beweisen, man muß nur erkennen, daß die Definiti-
on (13.60) einer infinitesimalen Symmetrie der Wirkung eine Erhaltungsgröße definiert
und daß umgekehrt die Definition einer Erhaltungsgröße eine infinitesimale Symmetrie
definiert. Das Theorem ist deshalb wichtig, weil häufig Symmetrien der Wirkung offen-
sichtlich sind und als geometrische Eigenschaft einfach durch Ansehen gefunden werden
können.

Anders als bei der Herleitung der Variationsableitung kann man bei infinitesimalen
Transformationen nicht unterstellen, daß sie am Rand verschwinden. So eingeschränkt
definiert, würde nicht zu jeder Erhaltungsgröße eine infinitesimale Symmetrie gehören.

Erhaltungsgrößen sind ausschlaggebend für die Frage, ob die Bewegungsgleichungen
integrabel sind, das heißt, ob sich die Lösungen durch Rechenoperationen wie Integrieren
gegebener Funktionen und Auflösen implizit gegebener Funktionen angeben lassen.

Ohne die Herleitung oder auch nur die verwendeten Begriffe zu erklären, sei hier nur
raunend angemerkt: Betreffen die Bewegungsgleichungen N Freiheitsgrade, so sind die
Gleichungen genau dann integrabel, wenn es ebenso viele unabhängige Erhaltungsgrö-
ßen Q1,Q2 . . .QN gibt, die in Involution sind, das heißt, ihre zugehörigen infinitesimale
Transformationen δi müssen hintereinander ausgeführt, wie bei Verschiebungen, zu ei-
nem Ergebnis führen, das nicht von der Reihenfolge abhängt, δi δj = δj δi.

Ändert man integrable Bewegungsgleichungen durch Zusatzterme ab, so führen solche
Störungen integrabler Bewegung, selbst wenn sie klein sind, zu chaotischen Bahnen,
deren Langzeitentwicklung man wegen der nur ungenau bekannten Anfangswerte und
wegen der Rundungsfehler numerisch nicht bestimmen kann. Die chaotischen Bahnen
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haben zwar im Raum aller Bahnen nur ein kleines Maß, das heißt, sie sind vergleichsweise
unwahrscheinlich. Aber sie liegen dicht: in jeder Umgebung von stabilen Bahnen gibt es
chaotische Bahnen. Die Herleitung und Diskussion dieser angedeuteten Erkenntnisse füllt
Bücher [2, 3, 8, 15], auf die hier nur verwiesen sei.

Über die Tatsache hinaus, daß Symmetrien der Wirkung mit Erhaltungsgrößen zu-
sammenhängen, sind Symmetrien wichtig, weil man aus einer Lösung der Bewegungs-
gleichungen durch Symmetrietransformationen weitere Lösungen gewinnen kann. Zum
Beispiel erhält man in der Allgemeinen Relativitätstheorie das Gravitationsfeld einer
gleichförmig bewegten Masse aus demjenigen der ruhenden Masse durch eine Lorentz-
transformation und kann daraus ohne weiteres schließen, daß die zusätzliche, kinetische
Energie keinen gravitativen Kollaps verursacht.

Transformationen, die Lösungen von Bewegungsgleichungen auf Lösungen abbilden,
sind nicht unbedingt Symmetrien der Wirkung. Zum Beispiel werden die Lösungen f :

t 7→ f(t) = −1
2
g t2 + v0 t+ x0 der Bewegungsgleichung ẍ = −g eines senkrecht fallenden

Teilchens durch Tλf : t 7→ e2λ f(e−λ t) auf Lösungen abgebildet, aber die infinitesimale
Transformation δx = 2x − t v läßt die Lagrangefunktion L = 1

2
mv2 − mgx nicht

invariant, δL = dt(−tL ) + 5L + 2mgx 6= dtK .
Die kinetische Energie Ekin = 1

2
m~v 2 eines nichtrelativistischen Teilchens ist invariant

unter Drehungen und Verschiebungen. Sie hängt nicht davon ab, wo das sich bewe-
gende Teilchen ist und nicht davon, in welche Richtung es sich bewegt. Besteht die
Lagrangefunktion aus solch einer verschiebungsinvarianten kinetischen Energie und ist
die potentielle Energie in einer Richtung ck konstant V(xk) = V(xk + λck), so ist die
Lagrangefunktion unter dieser Verschiebung invariant, δL = 0 .

Die zur infinitesimalen Verschiebung δxk = ck gehörige Erhaltungsgröße (13.61)

ck
∂L

∂vk
= ckpk , pk = mvk (13.67)

ist definitionsgemäß der nichtrelativistische Impuls ~p in Richtung des Vektors ~c. Ver-
schiebungsinvarianz ist die Ursache von Impulserhaltung.

Eine Variable x1, die in der Lagrangefunktion nur mit ihrer Geschwindigkeit v1 auftritt,
heißt zyklische Variable

x1 zyklisch ⇔ ∂L

∂x1
= 0 . (13.68)

Ist x1 zyklisch, so ist die Lagrangefunktion invariant unter der infinitesimalen Translation
δx1 = 1, δxj = 0 für j 6= 1, δvi = 0, und die Noetherladung (13.61) stimmt mit dem zu
x1 kanonisch konjugierten Impuls überein, Q = ∂L

∂v1
. Er ist wegen der Euler-Lagrange-

Gleichungen (13.44) offensichtlich erhalten

∂L

∂x1
= 0 und

(∂L
∂x1

− dt
∂L

∂v1

)
◦ f̂phys = 0 ⇒ d

dt

(∂L
∂v1

◦ f̂phys

)
= 0 . (13.69)

Ist die Wirkung invariant unter Drehungen um eine Achse ~n (10.8), so ist die zugehö-
rige Noether-Ladung definitionsgemäß der Drehimpuls ~n ·~L in Richtung dieser Achse.

Zur Zeitverschiebung (10.4) gehört gemäß (13.58) die infinitesimale Transformation

δxk = vk . (13.70)
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Dies ist eine infinitesimale Symmetrie der Wirkung, falls die Lagrangefunktion L (t, x, v)
nicht von t abhängt, ∂tL = 0, denn dann gilt

δL = δxk ∂xkL +dtδx
k) ∂vkL = vk ∂xkL +bk ∂vkL = dtL −∂tL = dtL , (13.71)

also (13.59) mit K = L .
Die zur Symmetrie unter Zeitverschiebung gehörige Noether-Ladung (13.61)

E = vk
∂

∂vk
L − L (13.72)

ist definitionsgemäß die Energie E. Sie ist erhalten, wenn die Lagrangefunktion nicht von
der Zeit abhängt.

Aus dem Ausdruck für die Energie folgt, wie sich die Lagrangefunktion aus den Antei-
len En der Energie zusammensetzt, die homogen vom Grad n in den Geschwindigkeiten
v sind. Der Operator v ∂v zählt den Homogenitätsgrad ab: v ∂vv

n = nvn. Jeder Term En
in der Energie, der n Faktoren v enthält, n 6= 1, muß in der Lagrangefunktion mit Vor-
faktor 1/(n−1), erscheinen, damit (13.72) E =

∑
n En lautet. Ein Anteil L1 = qviAi(x),

der linear in den Geschwindigkeiten ist, trägt nicht zur Energie bei, wohl aber eine ma-

gnetische Kraft ∂̂L1

∂̂xj
= q vi(∂xjAi − ∂xiAj) zu den Bewegungsgleichungen

L =
∑

n 6=1

En

n − 1
+ L1 . (13.73)

Besteht die Energie wie bei Newtonscher Bewegung im Potential aus der geschwindig-
keitsunabhängigen potentiellen Energie, n = 0, und aus kinetischer Energie, die qua-
dratisch in den Geschwindigkeiten ist, n = 2, so ist ohne solch eine Magnetkraft die
Lagrangefunktion die Differenz

LNewton(t, x, v) = Ekin − Epot . (13.74)

Brachistochrone und Tautochrone

Die Frage nach der Kurve in einer vertikalen Ebene, auf der ein Teilchen im homoge-
nen Gravitationsfeld schnellstens von einem Startpunkt reibungsfrei zu einem tieferen
Zielpunkt gleitet, begründete die Variationsrechnung. Johann Bernoulli hatte 1696 die
Mathematiker seiner Zeit mit diesem Problem herausgefordert. Außer ihm lösten sein
Bruder Jakob und Leibniz, L’Hospital und Newton die Aufgabe. Mit dem Noether-
Theorem können das heute auch Studenten im zweiten Semester.

Denn es handelt sich um energieerhaltende Bewegung längs einer Bahn y(x), die im
Laufe der Zeit durchlaufen wird, t 7→ (x(t),y(x(t))) . Das Potential ist V(x) = mgy(x) .
Wir wählen den Ursprung des Koordinatensystems als Startpunkt und t = 0 als die
Startzeit, zu der das Teilchen losgleitet. Dann verschwindet die Energie

0 =
1

2
m
(
(vx)

2 +
(dy
dx

)2
(vx)

2
)

+mgy . (13.75)
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Wir lösen nach vx für den Fall auf, daß der Zielort (x,y(x)) bei x > 0 liegt, dann ist vx
positiv. Die Ableitung der Umkehrfunktion t(x) ist der Kehrwert von vx

dt

dx
=

√
1 + (dy

dx
)2

−2gy
, (13.76)

und die Zeit, die zu minimieren ist, ist das Integral

T =
1√
2g

∫x

0

dx

√
1 + (dy

dx
)2

−y
. (13.77)

Um an die bisher verwendete Notation bei Variationsproblemen physikalischer Bahnen
anzuschließen, bezeichnen wir die Integrationsvariable mit t und die Funktion y mit −f

und minimieren einfachheitshalber das mit
√

2g multiplizierte Funktional, nämlich

W[f] =

∫

dt

√
1 + (df

dt
)2

f
=

∫

dt
(
L ◦ f̂

)
(t) . (13.78)

Dies ist eine Wirkung mit Lagrangefunktion L(t, x, v) =
√

(1 + v2)/x . Sie ist im Be-
reich x > 0 definiert. Die Lagrangefunktion hängt nicht von der Zeit ab, ∂tL = 0, ist
also zeittranslationsinvariant. Die nach dem Noethertheorem zu dieser Lagrangefunktion
gehörige Energie

v ∂vL − L = −1/
√

(1 + v2) x (13.79)

ist auf der Bahn f , auf der W stationär ist, erhalten. Diese Funktion f erfüllt also mit
einer positiven Konstanten R die Gleichung

(1 + (
df

dt
)2) f = 2R oder (

df

dt
)2 −

2R

f
= −1 . (13.80)

Das ist der Energiesatz eines senkrecht im Keplerpotential fallendes Teilchen (10.76) mit
m = 2, 2R = α . Die (10.81) entsprechende Lösung ist, wenn wir zu den ursprünglichen
Bezeichnungen zurückkehren und y(x) parametrisch darstellen, die Zykloide

(
x(ϕ)

y(ϕ)

)
= R

(
ϕ− sinϕ
cosϕ − 1

)
. (13.81)

Der Radius R der Zykloide, die wegen (13.80) am Startpunkt s = (0, 0) eine senkrechte
Tangente hat und durch den Zielpunkt p = (x,y), x > 0, y < 0, geht, ergibt sich aus

p

Abbildung 13.1: Brachistochrone

der Nullstelle 0 < ϕ < 2π von (cosϕ−1)/(ϕ−

sinϕ) − y/x als R = x/(ϕ− sinϕ) .
Um R graphisch zu bestimmen, zeichnet man

die Strecke von s nach p und die Zykloide eines
unter der x-Achse rollenden Rades mit irgend
einem Radius. Sie schneidet die Strecke in ei-
nem Verhältnis a zur Gesamtlänge der Strecke.
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Die Zykloide des um 1/a vergrößerten Rades geht durch p und ist die gesuchte Brachi-
stochrone. Falls das Gefälle −y/x kleiner als 2/π ist, ist ϕ > π , und ein Teil der
Brachistochrone liegt niedriger als das Ziel p.

Die Zykloide ist auch die Tautochrone, das heißt die Bahnkurve im homogenen Gra-
vitationsfeld, auf der Schwingungen um die Ruhelage unabhängig von der Auslenkung
gleich lang dauern. Parametrisieren wir (13.81) so, daß die Ruhelage bei ϕ = 0 durch-
laufen wird, und verwenden wir sie als Koordinatenursprung, dann ist sie die Zykloide

(
x(ϕ)

y(ϕ)

)
= R

(
ϕ+ sinϕ

− cosϕ+ 1

)
. (13.82)

Die Weglänge s(ϕ) von ϕ = 0 bis ϕ beträgt

s(ϕ) = R

∫ϕ

0

dϕ
√

(1 + cosϕ)2 + sin2ϕ = R

∫ϕ

0

dϕ 2 cos
ϕ

2
= 4R sin

ϕ

2
, (13.83)

denn nach Additionstheorem der Winkelfunktionen gilt 1+cos(ϕ/2+ϕ/2) = 2 cos2ϕ/2 .
Fassen wir ϕ als die Funktion ϕ(s) der Weglänge |s| ≤ 4R auf, dann ist wegen

ds

dϕ
=

√
( dx

dϕ

)2
+
( dy

dϕ

)2
(13.84)

die kinetische Energie einfach

Ekin =
1

2
m
(( dx

dϕ

)2
+
( dy

dϕ

)2)(dϕ
dt

)2
=

1

2
m
( ds

dϕ

dϕ

dt

)2
=

1

2
m
(ds
dt

)2
. (13.85)

Die potentielle Energie V(s) = mgR (1−cosϕ) ist wegen 1−cosϕ = 2 sin2ϕ/2 = 2( s
4R

)2

Epot =
1

2
mω2 s2 , ω2 =

g

4R
. (13.86)

Also ist die Energie, ausgedrückt durch die Weglänge und ihre Zeitableitung, die Energie
eines harmonischen Oszillators, der unabhängig von der Auslenkung mit der Kreisfre-
quenz ω =

√
g/4R schwingt.



14 Maxwellgleichungen

Elektrische und magnetische Felder ~E(x) und ~B(x) verändern durch die Lorentzkraft

~FLorentz(x,~v) = q
(
~E(x) +~v× ~B(x)

)
(14.1)

den Impuls ~p = m~v/
√

1 −~v 2/c2 (9.13) und damit die Geschwindigkeit ~v eines Probe-
teilchens mit Masse m und Ladung q, das zur Zeit t den Ort ~x = (x1, x2, x3) durchläuft,

d~p

dt
= ~FLorentz . (14.2)

In (14.1) faßt der Vierervektor x = (x0, x1, x2, x3) mit x0 = t die Orts- und Zeitkoor-
dinaten zusammen.

Die elektromagnetischen Felder hängen mit der Ladungsdichte ρ und der Stromdichte~j

durch die Maxwellgleichungen zusammen,

div ~B = 0 , rot~E+ ∂t~B = 0 , (14.3)

div ~E =
1

ǫ0

ρ , rot ~B−
1

c2
∂t~E = µ0

~j , (14.4)

wobei µ0ǫ0 = 1/c2 ist und alle Größen im si-System angegeben sind.
Die in diesen Gleichungen auftretenden Differentialoperatoren Divergenz und Rotation

sind in kartesischen Koordinaten definiert als

div ~E = ∂xEx+∂yEy+∂zEz = ∂iE
i , rot ~B =



∂yBz − ∂zBy
∂zBx − ∂xBz
∂xBy − ∂yBx


 , (rot ~B)i = ǫijk∂jB

k .

(14.5)
Im Gaußschen System wird das mit c multiplizierte magnetische Feld B des si-Systems

als Magnetfeld bezeichnet,
~BG = c ~B . (14.6)

Es hat, wie sich an der Lorentzkraft q(~E + ~v × ~B) = q(~E + ~v
c
× ~BG) zeigt, dieselbe

Maßeinheit wie das elektrische Feld. Zudem verwendet das Gaußsche Einheitensystem
4πǫ0 statt der Stromeinheit Ampere als Grundeinheit (siehe Kapitel 25) und verzichtet
darauf, bei physikalischen Größen diese Einheit anzugeben. Es setzt also 4πǫ0 = 1 und
c µ0 = 4π/c (Tabelle 25.3) Dann haben die Maxwellgleichungen die Form

div ~BG = 0 , rot~E +
1

c
∂t~BG = 0 , (14.7)

div ~E = 4π ρ , rot ~BG −
1

c
∂t~E =

4π

c
~j . (14.8)
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Um das Wesentliche der Dynamik der elektromagnetischen Wechselwirkungen her-
auszuarbeiten, verwenden wir für Länge und Ladung relativistische Heaviside-Lorentz-
Einheiten, in denen c = 1 und ǫ0 = 1 sind. Dann treten in den Maxwellgleichungen als
Koeffizienten nur noch Vorzeichen auf,

div ~B = 0 , rot~E + ∂t~B = 0 , (14.9)

div ~E = ρ , rot ~B − ∂t~E = ~j . (14.10)

Integralsätze

Zur Untersuchung der Maxwellgleichungen benötigen wir den folgenden, allgemeinen
Integralsatz. Erst später, wenn wir seine Nützlichkeit gesehen haben, werden wir ihn
beweisen. Er besagt, daß das p+ 1-dimensionale Integral über eine geeignete Ableitung
dω über eine Fläche (ein Gebiet oder ein Volumen) F dem p-dimensionalen Integral
über den Rand der Fläche (des Gebietes oder des Volumens) ∂F (lies

”
Rand von ef“)

über den Integranden ω gleich ist,

∫

F

dω =

∫

∂F

ω . (14.11)

Insbesondere ist nach dem Stokesschen Satz das zweidimensionale Integral über eine
Fläche F über die Rotation eines Vektorfeldes ~B dem Umlaufintegral über ~B längs der
Randkurve ∂F gleich. ∫

F

d2~f · rot ~B =

∫

∂F

d~s · ~B (14.12)

Die Randkurve wird, von einem benachbarten, inneren Flächenpunkt aus gesehen, wie
eine Rechtsschraube mit Vortrieb in Richtung des Flächennormalenvektors durchlaufen.

Nach dem Gaußschen Satz ist das Integral über ein dreidimensionales Volumen V

über die Divergenz eines Vektorfeldes ~E dem zweidimensionalen Flächenintegral über
die Randfläche ∂V mit nach außen gerichtetem Normalenvektor d2~f mal ~E gleich,

∫

V

d3x div ~E =

∫

∂V

d2~f ·~E . (14.13)

Magnetfeld eines zylindersymmetrischen Stromfadens

Mit dem Satz von Stokes bestimmen wir das Magnetfeld eines stromdurchflossenen Drah-
tes, den wir der einfachen Geometrie wegen als gerade, unendlich lang und mit kreisför-
migem Querschnitt von einer homogenen Stromdichte ~j durchflossen vorgeben. Sie ist
invariant unter Drehungen um den Draht und unter Verschiebungen längs des Drahtes
und in geeigneten Koordinaten im Drahtinneren für x2 + y2 ≤ R2

~j(~x) =
J

πR2




0
0
1


 . (14.14)
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Außerhalb des Drahtes, für x2 + y2 > R2 , verschwindet sie. Es bezeichnen hierbei J den
Gesamtstrom durch den Draht und 2R seinen Durchmesser.

Für diese Stromdichte suchen wir eine zeitunabhängige Lösung von div ~B = 0 und
rot ~B =~j . Da die Stromdichte zylindersymmetrisch ist, untersuchen wir den Ansatz, daß
das Magnetfeld ebenfalls zylindersymmetrisch ist und in der Ebene quer zum Draht in
Richtung zunehmenden Polarwinkels zeigt,

~B(~x) = ~eϕ B(
√
x2 + y2) , ~eϕ(~x) =

1√
x2 + y2




−y

x

0


 . (14.15)

Wie groß der Betrag B(
√
x2 + y2) des Magnetfeldes ist, folgt mit dem Stokesschen Satz.

Wenn wir ihn für konzentrische Kreisscheiben Kr,z = {(x,y, z) : x2 + y2 ≤ r2} parallel
zur z-Ebene verwenden, können wir die beteiligten Integrale einfach auswerten, denn
die Integranden sind (stückweise) konstant. Das Flächenintegral über die Stromdichte
ergibt für r > R den Gesamtstrom J und für r < R nur den Anteil J r2/R2 des Stroms,
der durch den Flächenanteil πr2 des Drahtquerschnitts πR2 fließt,

∫

Kr,z

d2~f · rot ~B =

∫

Kr,z

d2~f ·~j = J ·
{

r2

R2 für r ≤ R
1 für r > R

. (14.16)

Nach dem Stokesschen Satz ist dies gleich dem Umlaufintegral über ~B längs der Rand-
kurve ∂Kr,z : ϕ 7→ (r cosϕ, r sinϕ, z) , 0 ≤ ϕ ≤ 2π . Nach Ansatz zeigt das Magnet-

feld ~B in Richtung des Wegelements d~s = dϕr~eϕ, ihr Skalarprodukt ist das Produkt
der Beträge, r B(r) . Es ist auf der Kreiskurve konstant, demnach ist das Umlaufintegral

∫

Kr,z

d2~f · rot ~B =

∫

∂Kr,z

d~s · ~B = 2π rB(r) . (14.17)

Für B(r) erhalten wir

B(r) =
J

2πr
·
{

r2

R2 für r ≤ R
1 für r > R

, ~B(~x) =
J

2π




−y

x

0


 ·

{
1
R2 für r ≤ R
1

x2+y2 für r > R
. (14.18)

Nachrechnen zeigt, daß ~B die Maxwellgleichungen div ~B = 0 und rot ~B = ~j erfüllt.
Diese rechnerische Probe ist erforderlich, denn die Gründe für den Ansatz (14.15) sind
nicht zwingend: Lösungen von Differentialgleichungen mit Symmetrien müssen nicht
unbedingt invariant unter der Symmetrie sein, sondern nur in Lösungen übergehen.

Der Strom im Draht wird angetrieben von einem elektrischen Feld, das, wie in einem
Plattenkondensator mit unendlich fernen Platten, konstant ist,

~E =
J

σπR2




0
0
1


 , ~j = σ~E . (14.19)
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σ bezeichnet die Leitfähigkeit des Ohmschen Drahtes. Außen fließt kein Strom, weil das
Vakuum nicht leitet, σ(~x) = 0 für x2 + y2 > R2 . Der Draht ist ungeladen, ρ = 0 . Der
Strom kommt durch die unterschiedliche Geschwindigkeit der Ladungsträger zustande,
die Elektronen sind beweglich, die Atomrümpfe sind in Kristallgitter eingebaut. Offen-
sichtlich löst ~E die statischen Maxwellgleichungen div ~E = ρ = 0 und rot~E = 0 .

Stokessche Schleife

Daß der Anteil des ~E-Feldes in Drahtrichtung an der Oberfläche des Drahtes stetig sein
muß, zeigt die Betrachtung einer sogenannten Stokesschen Schleife. Das ist ein schma-
les Rechteck, dessen eine Längsseite parallel zur Oberfläche im Draht verläuft, während
die andere außerhalb verläuft. Macht man das Rechteck schmaler und schmaler, ver-
schwindet mit der Länge der schmalen Rechteckseite das Flächenintegral über rot~E und
die Beiträge der kurzen Seiten zum Umlaufintegral. Da das Umlaufintegral insgesamt
verschwindet, heben sich die Beiträge der beiden in Gegenrichtung durchlaufenen Längs-
seiten auf,

rot~E stetig : d~s · (~Einnen − ~Eaußen) = 0 , ~Etangential, innen = ~Etangential, außen . (14.20)

Elektrisches Feld einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung

Das elektrische Feld einer kugelsymmetrischen, statischen Ladungsverteilung folgt aus
dem Gaußschen Integralsatz und dem naheliegenden Ansatz, daß das ~E-Feld zeitunab-
hängig, radial gerichtet und invariant unter Drehungen ist, sodaß der Betrag von ~E nur
vom Betrag r des Ortsvektors ~x abhängt,

~E(~x) =
~x

r
E(r) , r =

√
x2 + y2 + z2 = |~x| . (14.21)

Den Betrag des ~E-Feldes bestimmt man, indem man div ~E = ρ (14.10) über eine Kugel Kr
um den Ursprung mit Radius r integriert, Kr = {(x,y, z) : x2+y2+z2 ≤ r2}. Das Integral
über ρ ist die Ladung Q(r), die in der Kugel eingeschlossen ist. Das Volumenintegral
über div ~E ist nach dem Gaußschen Satz dem Integral über die Kugeloberfläche ∂Kr
gleich,

Q(r) =

∫

Kr

d3x div ~E(x) =

∫

∂Kr

d2~f ·~E(x) . (14.22)

Auf der Kugeloberfläche ist die nach außen gerichtete Flächennormale d2~f parallel zur
Richtung des ~E-Feldes, das Skalarprodukt d2~f ·~E ist also gleich dem Produkt der Beträge.
Der Betrag des elektrischen Feldes ist auf der Kugeloberfläche konstant und kann vor
das Integral gezogen werden, das die Größe 4π r2 der Kugeloberfläche ergibt (12.112).
Wir erhalten Q(r) = 4π r2 E(r) ,

E(r) =
1

4π

Q(r)

r2
. (14.23)
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Bei einer kugelsymmetrischen Ladungsverteilung wirken sich auf eine Probeladung q am
Ort ~x , wie bei gravitativer Anziehung durch eine kugelsymmetrische Massenverteilung
(12.95), nur die Ladungen aus, die innerhalb der Kugel mit Radius |~x| sind. Die Kraft
~F = q~E ist abstoßend, wenn die Ladungen q und Q(r) gleiches Vorzeichen haben.

Innerhalb einer homogen geladenen Kugel mit Radius R verhält sich Q(r) zur Gesamt-
ladung Q wie das Volumen 4

3
πr3 zum Gesamtvolumen 4

3
πR3, Q(r) = r3

R3Q. Demnach gilt
für eine homogen geladene Kugel

E(r) =

{
1

4π

Q

R3 r , falls r < R
1

4π

Q

r2
, falls r ≥ R .

, ~E(~x) = ~x ·
{

1
4π

Q

R3 , falls r < R
1

4π

Q

r3
, falls r ≥ R .

(14.24)

Im Inneren einer homogen geladenen Kugel wirkt auf ein entgegengesetzt geladenes
Probeteilchen dieselbe mit dem Abstand linear anwachsende, anziehende Kraft wie auf
einen kugelsymmetrischen harmonischen Oszillator. Das Teilchen durchläuft eine Ellip-
senbahn, deren Mittelpunkt, nicht wie bei Keplerellipsen der Brennpunkt, im Ursprung
liegt (12.99).

Durch Nachrechnen bestätigt man, daß div ~E = ρ erfüllt ist. Das elektrostatische Feld
läßt sich als Gradient eines Potentials φ(~x) schreiben und erfüllt wegen rot grad = 0
auch die restlichen Maxwell-Gleichungen mit ~B = 0 und ~j = 0

~E = − gradφ , φ(~x) =

{
− Q

8πR3 r
2 + 3Q

8πR
, falls |~x| < R

Q

4πr
, falls |~x| ≥ R .

(14.25)

Demnach ist das Potential außerhalb eines Punktteilchens mit Ladung q, das im Ur-
sprung ruht, das Coulombpotential φ(~x) = q

4π|~x|
. Befindet sich das Teilchen bei ~y, so

gehört dazu das verschobene Potential φ(~x) = q

4π|~x−~y|
. Das Potential mehrerer Punkt-

ladungen erhält man als Summe der Potentiale der einzelnen Ladungen, denn die Max-
wellgleichungen sind linear inhomogen

φ(~x) =
1

4π

∑

i

qi

|~x − ~yi|
. (14.26)

Für eine kontinuierliche Ladungsverteilung ρ(~y) geht dies in die kontinuierliche Summe
über, nämlich in das Integral

φ(~x) =
1

4π

∫

d3y
ρ(~y)

|~x− ~y|
. (14.27)

Dieses Potential erfüllt, wie wir später zeigen, die Poisson-Gleichung

∆φ = −ρ . (14.28)

Hierbei ist ∆ der Laplace-Operator

∆ = div grad = ∂1
2 + ∂2

2 + ∂3
2 . (14.29)

Die homogene Poisson-Gleichung ∆u = 0 heißt Laplace-Gleichung, ihre Lösungen u hei-
ßen harmonische Funktionen. In ladungsfreien Gebieten ist das elektrostatische Potential
eine harmonische Funktion.
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Kontinuitätsgleichung der elektromagnetischen Ladung

Addiert man die Zeitableitung und die Divergenz der inhomogenen Maxwellgleichungen
(14.10),

∂t div ~E+ div(rot ~B − ∂t~E) = ρ̇+ div~j (14.30)

so tragen wegen div rot = 0 und ∂t div = div ∂t die Feldstärken auf der linken Seite
der Gleichung nicht bei, und man erhält eine Differentialgleichung für die Ladungs- und
Stromdichte, die Kontinuitätsgleichung

ρ̇+ div~j = 0 . (14.31)

Die Kontinuitätsgleichung schränkt denkbare Quellen ρ und~j für elektromagnetische
Felder ein. Es können in den Maxwellgleichungen nur solche Ladungs- und Stromdichten
auftreten, die der Kontinuitätsgleichung und damit lokaler Ladungserhaltung genügen.

Lokale Ladungserhaltung besagt mehr, als daß die Gesamtladung erhalten ist. Mit
Erhaltung der Gesamtladung wäre auch der nie beobachtete Vorgang verträglich, daß
Ladung im Labor verschwindet und gleichzeitig hinter dem Mond wieder erscheint. Loka-
le Ladungserhaltung besagt, daß sich die Ladung in jedem Volumen V, das man zeitlich
unverändert abgegrenzt hat, nur dadurch im Laufe der Zeit ändert, daß durch die Ober-
fläche ∂V Ströme fließen, deren Bilanz nicht ausgeglichen ist. Dies folgert man aus der
Kontinuitätsgleichung durch Integration über das Volumen V mit dem Gaußschen Inte-
gralsatz

QV(t) =

∫

V

d3x ρ(t,~x) , (14.32)

d

dt
QV(t) =

∫

V

d3x ρ̇ = −

∫

V

d3x div~j = −

∫

∂V

d2~f ·~j . (14.33)

Insbesondere kann zu keiner Zeit eine einzelne Punktladung aus dem Vakuum entstehen.
Ebenso ist ein Elektron nicht im Laufe der Zeit mehr oder weniger geladen.

Kontinuitätsgleichung für Energie und Impuls

Aus den Maxwellgleichungen folgt nicht nur die Kontinuitätsgleichung für die elektrische
Ladungsdichte, sondern auch für die Energie- und Impulsdichte, die zu elektromagneti-
schen Feldern gehören.

Formen wir die Zeitableitung der Größe

u =
1

2
(~E 2 + ~B 2) (14.34)

mit den Maxwellgleichungen um, und berücksichtigen wir dabei

~E · rot ~B−~B · rot~E = ǫijk
(
Ei∂jB

k−Bi∂jE
k
)

= −∂i
(
ǫijkE

jBk
)

= − div
(
~E×~B

)
, (14.35)

so erhalten wir

~E · ~̇E+ ~B · ~̇B = ~E · (rot ~B−~j) − ~B rot~E = − div(~E× ~B) − ~E ·~j , (14.36)
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∂

∂t
u+ div ~S = −~E ·~j , (14.37)

mit
~S = ~E× ~B . (14.38)

Das ist für verschwindende Ladungsstromdichte ~j eine Kontinuitätsgleichung.
Um die Bedeutung der Größen u und des Poynting-Vektors ~S zu klären, denken wir

uns die Stromdichte~j = ρ~v durch eine Ladungsdichte ρ gegeben, die sich mit Geschwin-
digkeit ~v bewegt, und integrieren ~E · ρ d~x

dt
über ein kleines Gebiet und eine kurze Zeit.

Solch ein Integral ergibt nach Zwischenwertsatz die Ladung q in dem kleinen Gebiet mal
~E · d~x, also die in der Zeit dt an der Ladung q durch Verschiebung um d~x verrichtete
Arbeit. Diese Energie wird dem elektromagnetischen Feld entzogen, wenn die Energie
insgesamt erhalten ist. Dies rechtfertigt, u als Energiedichte und den Poynting-Vektor ~S

als Energiestromdichte des elektromagnetischen Feldes anzusehen.
Ohne Beweis merken wir eine tieferliegende Rechtfertigung für die Bezeichnungen an:

Die Maxwellgleichungen und die Bewegungen der Ladungen folgen aus einem Wirkungs-
prinzip, daß ein lokales Funktional der Felder und Teilchen, die Wirkung, bei allen physi-
kalischen Abläufen stationär ist. Diese Wirkung ist invariant unter Zeittranslationen und
zu dieser Invarianz gehört der Energieerhaltungssatz, genauer die Kontinuitätsgleichung
(14.37). Ihr zufolge ändert sich die Energiedichte u in jedem Volumen nur dadurch, daß
mehr oder weniger Energiestromdichte ~S hinein- als herausströmt, und daß sie durch die
Leistungsdichte ~E ·~j auf Ladungen übergeht.

Der Poynting-Vektor ist nicht nur die Energiestromdichte, sondern auch die Impuls-
dichte des elektromagnetischen Feldes. Um dies zu belegen, berechnen wir seine Zeitab-
leitung

∂t(~E× ~B) = ~̇E× ~B+ ~E× ~̇B = (rot ~B −~j ) × ~B + ~E× (− rot~E) . (14.39)

Für Ausdrücke wie (rot ~C) × ~C gilt

((rot ~C) × ~C)i = ǫijk (rot ~C)jCk = ǫijk ǫjlm (∂lC
m)Ck

= (−δilδkm + δimδkl)(∂lC
m)Ck = −Ck (∂iC

k) + Ck ∂kC
i

= ∂k(C
iCk −

1

2
δik ~C 2) − Ci∂kC

k .

(14.40)

Führen wir die Bezeichnung

T ik = Tki = −
(
Ei Ej + Bi Bj −

1

2
δik (~E 2 + ~B 2

))
(14.41)

ein, so schreibt sich schließlich wegen ∂kE
k = ρ und ∂kB

k = 0 die Zeitableitung des
Poynting-Vektors als

∂

∂t

(
~E× ~B

)i
+

∂

∂xk
T ik = −

(
ρ~E+~j× ~B

)i
. (14.42)

Auf der rechten Seite steht eine Kraftdichte, wie man durch Integration über ein kleines
Volumen für ~j = ρ~v (2.36) bestätigt. Die Kraft ist die zeitliche Änderung des Impulses,
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also ist ~S eine Impulsdichte. Für jede Komponente i der Impulsdichte sind die Kompo-
nenten T ik des Maxwellschen Spannungstensors die zugehörigen Impulsstromdichten, die
in Abwesenheit von elektrischen Ladungs- und Stromdichten eine Kontinuitätsgleichung
erfüllen.

Da T ij Impulsstromdichten sind, fließt durch ein kleines Parallelogramm mit Kanten
~a und ~b pro Zeit der Impuls Fi(~a,~b) = T ij(~a × ~b)j. Wird der Impulsstrom vom Par-
allelogramm absorbiert, dann bewirkt er die Kraft Fi(~a,~b), und übt, geteilt durch die
Flächengröße, den Druck T ijnj auf den Absorber mit Normalenvektor ~n aus.

Der richtungsunabhängige Teil von T ij, der proportional zu δij ist, ist der Druck von
isotrop einfallender Strahlung. Er beträgt ein Drittel der Energiedichte.

Zusammengefaßt sind die Energiedichte T 00 = u = 1
2
(~E2 +~B2) , die Impulsdichten und

die Energiestromdichte T 0i = T i0 = Si = (~E×~B)i und der Maxwellsche Spannungstensor
T ij = T ji die Komponenten des Energie-Impulstensors Tmn = Tnm , m,n ∈ {0, 1, 2, 3} .

Formuliert man, wie wir ohne Beweis angeben, die Maxwellgleichungen als Stationa-
ritätsbedingung einer lokalen Wirkung, so ergibt sich die Kontinuitätsgleichung für die
Impulsdichten aus der Translationsinvarianz der Wirkung. Aus ihr folgt, daß der Impuls-
übertrag vom elektromagnetischen Feld auf geladene Teilchen durch (14.42) gegeben ist,
daß also das elektrische und magnetische Feld die Lorentzkraft bewirken, wenn Energie
und Impuls von Feldern und Teilchen insgesamt erhalten sind.

Abhängigkeitsgebiet

Die elektrodynamischen Feldstärken zur Zeit t > 0 am Ort ~x hängen nur von den
Ladungen und Strömen und Anfangswerten zur Zeit t = 0 in dem Abhängigkeitsgebiet G
ab, das vom Rückwärtslichtkegel von (t,~x), das sind die Punkte (t′,~y) mit t−t′ = |~x−~y|,
und der raumartigen Anfangsfläche A berandet wird, die vom Rückwärtslichtkegel aus
der Schicht t = 0 ausgeschnitten wird [6],

G = {(t′,~y) : 0 ≤ t′ ≤ t , |~x− ~y| ≤ t− t′} , A = {(0,~y) : |~x− ~y| ≤ t} . (14.43)

Stimmen nämlich bei zwei Lösungen die Ladungen und Ströme in G überein und sind
die anfänglichen Werte der Feldstärken ~E und ~B der beiden Lösungen auf der Anfangs-
fläche A gleich, so erfüllt die Differenz beider Lösungen die Maxwellgleichungen mit
Ladungen und Strömen, die in G verschwinden und mit Anfangswerten, die ebenfalls
verschwinden. Solch eine Lösung muß aber, wie wir jetzt zeigen, in G verschwinden.

Zum Beweis bemerken wir, daß die Energiedichte u nirgends kleiner ist als der Betrag
der Energiestromdichte ~S,

u =
1

2

(
~E2 + ~B2

)
≥ |~E× ~B| = |~S| , (14.44)

denn wegen (|~E| − |~B|)2 ≥ 0 gilt (|~E|2 + |~B|2) ≥ 2|~E| |~B|, zudem ist |~E| |~B| ≥ |~E× ~B|. Daher
ist für alle zukunftsgerichtete, zeitartige Vierervektoren w = (w0, ~w) mit w0 > |~w| die
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Abbildung 14.1: Ab-
hängigkeitsgebiet G

Dichte w0u− ~w ·~S nicht negativ,

w0u − ~w · ~S ≥ w0u− |~w| |~S| ≥ (w0 − |~w|)u ≥ 0 , (14.45)

und verschwindet nur, wenn die Energiedichte u mit den Feldstär-
ken verschwindet.

Betrachten wir nun einen inneren Punkt (t′,~y) des Abhängig-
keitsgebietes G. Er liegt in einer raumartigen, dreidimensionalen
Hyperfläche

F = {(t(~y),~y) : t(~y) ≥ 0 ,~y ∈ A} , (14.46)

die zusammen mit der Anfangsfläche A ein Gebiet V ⊂ G ⊂ R4 berandet. Da F überall
raumartig ist, gilt ∂it ∂it < 1. Integrieren wir ∂tu + div ~S über V, so verschwindet das
Integral, weil der Integrand bei verschwindenden Stromdichten Null ist (14.37),

∫

V

d4x ∂tu+ div ~S = 0 . (14.47)

Es ist nach dem Gaußschen Satz dem Integral über die Randflächen A und F gleich,
wobei aber A nicht beiträgt, da die Anfangswerte verschwinden. Folglich verschwindet
das Integral über die Fläche F , die wir durch die Koordinaten ~y des Bereichs A und
durch Φ : ~y 7→ (t(~y),~y) parametrisieren (15.28),

∫

A

d3y (u(t(~y),~y) − ∂it(~y) S
i(t(~y),~y)) =

∫

A

d3y (w0 u− ~w ·~S)(t(~y),~y)) = 0 . (14.48)

Da aber w = (1, ∂xt, ∂yt, ∂zt) überall auf F zukunftsgerichtet und zeitartig ist, ist der

Integrand nicht negativ und das Integral verschwindet nur, falls ~E und ~B überall auf
F verschwinden. Demnach verschwinden die Feldstärken im betrachteten Punkt (t′,~y),
und, da er beliebig gewählt war, im Inneren des Abhängigkeitsgebietes G. Aus Stetig-
keitsgründen verschwinden die Feldstärken dann in ganz G.

Zusammen genommen zeigt dies: die Lösung der Maxwellgleichungen ist bei Vorgabe
der Ladungs- und Stromdichten eindeutig durch die Anfangswerte zu einer festen Zeit
bestimmt. Die Feldstärken hängen zur Zeit t > 0 am Ort ~x nur von den Anfangswerten
im Rückwärtslichtkegel von (t,~x) ab und von den Ladungs- und Stromdichten in dem
Gebiet, das vom Rückwärtslichtkegel und der Anfangsfläche berandet wird.

Änderungen der Anfangsbedingungen oder der Ladungs- und Stromdichten wirken
sich daher nicht schneller als mit Lichtgeschwindigkeit aus.

Gaußsche Schachtel

Wenn zwei Materialien an einer Fläche aneinander grenzen und Felder dort unstetig sein
können, dann ist, wenn die Divergenz eines Feldes ~E stetig ist, die Normalenkomponente
von ~E an der Grenzfläche stetig.
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Dies ergibt die Betrachtung einer sogenannten Gaußschen Schachtel. Das ist ein nied-
riger Zylinder, dessen Deckenfläche parallel zur Grenzfläche in dem einen Material ver-
läuft, während die Bodenfläche im anderen Material verläuft. Macht man die Schachtel
niedriger und niedriger, verschwindet mit der Höhe des Zylinders das Volumenintegral
über div ~E, ebenso die Beiträge der Mantelflächen zum Integral über die Randflächen des
Zylinders. Da dieses Integral insgesamt verschwindet, heben sich die Beiträge der Boden-
und Deckenfläche, deren Normalenvektoren entgegengesetzt sind, gegenseitig auf,

div ~E stetig : d2~f · (~Einnen − ~Eaußen) = 0 , ~Enormal, innen = ~Enormal, außen . (14.49)
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Die bisher nützlichen Anwendungen des Stokesschen und Gaußschen Satzes rechtfertigen
nun, den Integralsatz (14.11) auch zu beweisen.

Eine Differentialformω vom Grad p am Ort x, oder kürzer eine p-Form, ordnet p Tan-
gentialvektoren (u1,u2, . . . ,up) den ω-Inhalt des von ihnen aufgespannten p-Spates zu
(2.58). Die Abbildung ist linear in jedem Kantenvektor, und, da Volumen dem Cavalie-
rischen Prinzip genügt, total antisymmetrisch,

ω(au+ b v,u2, . . .up) = aω(u,u2, . . .up) + bω(v,u2, . . .up) ,

ω(uπ(1),uπ(2), . . .uπ(p)) = sign(π)ω(u1,u2, . . .up) .
(15.1)

Die Vektoren sind Linearkombinationen der Tangenten an die Koordinatenlinien, ui =

ui
m∂m . Folglich ist ω wegen der Multilinearität die p-fache Summe

ω(u1,u2, . . .up) = u1
m1u2

m2 . . .up
mpωm1m2...mp

,

ωm1m2...mp
= ω(∂m1

, ∂m2
, . . . , ∂mp

)
(15.2)

mit total antisymmetrischen Komponenten

ωmπ(1)mπ(2)...mπ(p)
= sign(π)ωm1m2...mp

. (15.3)

Insbesondere bilden die p-Formen dxm1dxm2 . . . dxmp die Kantenvektoren eines p-
Spats auf sein Koordinatenvolumen ab, das antisymmetrisierte Produkt ihrer Kompo-
nenten,

dxm1dxm2 . . . dxmp : (u1,u2, . . .up) 7→
∑

π∈Sp

sign(π)uiπ(1)

m1uiπ(2)

m2 . . .uiπ(p)

mp

=
∑

π∈Sp

sign(π)ui1
mπ(1)ui2

mπ(2) . . .uip
mπ(p) = ǫi1i2...ipui1

m1ui2
m2 . . .uip

mp .
(15.4)

Da die p-Formen dxm1dxm2 . . . dxmp total antisymmetrisch sind

dxm1dxm2 . . . dxmp = sign(π) dxmπ(1)dxmπ(2) . . . dxmπ(p) , (15.5)

tragen zu Linearkombinationen nur total antisymmetrische Koeffizienten bei, denn be-
nennen wir in

p!ωm1m2...mp
dxm1dxm2 . . . dxmp = ωm1m2...mp

∑

π∈Sp

sign(π) dxmπ(1)dxmπ(2) . . . dxmπ(p)

(15.6)
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die Summationsindizes mπ(i) mit ni und folglich mi mit nπ−1(i), so ergibt sich

∑

π∈Sp

sign(π)ωn
π−1(1)

n
π−1(2)

...n
π−1(p)

dxn1dxn2 . . . dxnp . (15.7)

Bedenkt man sign(π) = sign(π−1) und daß die Summe über alle Permutationen mit der
Summe über alle inversen Permutationen übereinstimmt, so folgt, wie behauptet, daß
nur der antisymmetrische Teil der Koeffizienten beiträgt,

ωm1m2...mp
dxm1dxm2 . . . dxmp =

( 1

p!

∑

π∈Sp

sign(π)ωmπ(1)mπ(2)...mπ(p)

)
dxm1dxm2 . . . dxmp .

(15.8)
Für m1 < m2 < . . . < mp bilden die p-Formen dxm1dxm2 . . . dxmp an jedem Punkt

eine Basis für p-Formen,

ω =
1

p!
ωm1m2...mp

dxm1dxm2 . . . dxmp =
∑

m1<m2<...<mp

ωm1m2...mp
dxm1dxm2 . . . dxmp .

(15.9)
Mit der Notation der Koordinatenvolumina als Produkt von Einsformen haben wir

vorweggenommen, daß p-Formen ω(p) und q-Formen ω̂(q) multipliziert werden können.
Ihr Produkt ist die p+ q-Form

ω(p)ω̂(q) : (u1, . . . ,up+q) 7→
∑

π∈Sp+q

1

p!q!
sign(π)ω(p)(uπ(1), . . . ,uπ(p)) ω̂

(q)(uπ(p+1), . . . ,uπ(p+q)) .

(15.10)
Das Produkt ist bilinear, assoziativ und graduiert kommutativ, das heißt

ω(p)ω̂(q) = (−1)pqω̂(q)ω(p) . (15.11)

Differentialformen aller Formengrade bilden nicht nur einen Vektorraum, sondern dar-
über hinaus eine graduiert kommutative Algebra. Insbesondere antikommutieren Diffe-
rentiale

dxmdxn = −dxndxm . (15.12)

Solche Produkte schreibt man auch ausführlicher als dx∧dy, wenn zudem ein symme-
trisches Produkt dx∨dy = dy∨dx oder das Tensorprodukt dx⊗dy auftreten, bei dem
es keinen Zusammenhang zu dy⊗ dx gibt. Da bei unseren Betrachtungen diese anderen
Produkte nicht auftreten, verwenden wir die leichter zu lesende Schreibweise dx dy für
das alternierende Produkt von Differentialen, wie sie bei p-Formen auftreten.

Die p-Form (15.2) hängt nicht vom Koordinatensystem ab. Verwenden wir Koordi-
naten x′ und x(x′), um einen Punkt der Mannigfaltigkeit zu bezeichnen, so hängen die
Komponenten von ω an diesem Punkt in beiden Koordinatensystemen durch

ω′
m1...mp

(x′) = ω(∂′m1
, . . . , ∂′mp

) =
∂xn1

∂x′m1
. . .

∂xnp

∂x′mp
ωn1...np(x(x

′)) (15.13)
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zusammen (5.39). Mit dx′m ∂xn

∂x′m = dxn (5.47) zeigt sich, daß die unterschiedlichen Kom-
ponentenfunktionen dieselbe p-Form definieren,

ω′
m1m2...mp

(x′) dx′m1dx′m2 . . . dx′mp = ωn1n2...np(x(x
′)) dxn1dxn2 . . . dxnp . (15.14)

Inhalte von Untermannigfaltigkeiten

Jedes p-Formfeld ω definiert den Integranden eines Integrals über p-dimensionale Un-
termannigfaltigkeiten F ⊂ M, den ω-Inhalt von F, wobei F durch eine invertierbare Ab-
bildung Φ : (s1, s2, . . . , sp) 7→ x(s) eines p-dimensionalen Parameterbereiches D ⊂ Rp

auf F = Φ(D) gegeben sei,
∫

F

ω =

∫

D=Φ−1(F)

dps
1

p!
ǫi1i2...ip

∂xm1

∂si1

∂xm2

∂si2
. . .
∂xmp

∂sip
ωm1m2...mp

(x(s)) . (15.15)

Auf der rechten Seite ist x als Funktion der Parameter si, i = 1, . . . ,p, aufgefaßt und
dxm = ∂xm

∂si
dsi (5.47) als Parameterdifferential. Wegen dsidsj = −dsjdsi (15.12) ist das

p-fache Produkt von Differentialen dsi total antisymmetrisch und daher

dsi1dsi2 . . . dsip = ǫi1i2...ipds1ds2 . . . dsp = ǫi1i2...ipdps . (15.16)

Das Integral (15.15) hängt nicht von der Parametrisierung der Untermannigfaltigkeit F

ab. Ist nämlich xm(s′(s)) durch Parameter s′ parametrisiert, die ihrerseits invertierbar
von s abhängen, dann gilt

∂

∂si
xm(s′(s)) =

∂s′ j

∂si
∂xm

∂s′ j
. (15.17)

Da (3.32)

ǫi1i2...ip
∂s′ j1

∂si1

∂s′ j2

∂si2
. . .
∂s′ jp

∂sip
=

(
det

∂s′

∂s

)
ǫj1j2...jp (15.18)

die Jacobideterminante der Reparametrisierung ergibt und nach dem Integralsubstitu-
tionssatz (12.72)

∫

D

dps

(
det

∂s′

∂s

)
f(s′(s)) =

∫

D′=s′(D)

dps′ f(s′) , (15.19)

ist das Integral (15.15) über den Bereich D der Parameter s dem Integral

∫

D′
dps′

1

p!
ǫj1j2...jp

∂xm1

∂s′ j1
∂xm2

∂s′ j2
. . .
∂xmp

∂s′ jp
ωm1m2...mp

(x(s′)) (15.20)

über den Bereich D′ = s′(D) der Parameter s′ gleich. (Genauer bedacht ist bei Mannig-
faltigkeiten, die sich nur mit mehreren Parameterbereichen überdecken lassen, erforder-
lich, daß sie orientierbar sind, daß also überall und stetig definiert ist, welches p-Volumen
positiv ist.)
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Das Integral
∫

F
ω hängt also weder vom Koordinatensystem ab noch von der Para-

metrisierung, sondern nur von der Untermannigfaltigkeit F selbst und der p-Form ω. Es
ist auch keine Metrik zur Messung von Kantenlängen und Winkeln erforderlich.

Beispielsweise ist

ω(1) = F1 dx1 + F2 dx2 + F3 dx3 (15.21)

eine Einsform. Das Wegintegral über einen Weg f : t 7→ (f1(t), f2(t), f3(t)) ergibt die
Arbeit

∫

f

ω(1) =

∫ t

t

dt
dfi

dt
Fi(f(t)) , (15.22)

die längs des Weges f von f(t) nach f(t) geleistet wird.

Ebenso ergibt das Integral über die Zweiform

ω(2) = j1 dx2dx3 − j2 dx1dx3 + j3 dx1dx2 (15.23)

über eine Fläche F, die durch Φ : D ⊂ R2 → R3 , (s1, s2) 7→ x(s1, s2) parametrisiert sei,
den zur Stromdichte ~j gehörigen Strom durch F,

∫

F

ω(2) =

∫

D=Φ−1F

d2s j1(x(s))
(∂x2

∂s1
∂x3

∂s2
−
∂x3

∂s1
∂x2

∂s2

)
+ . . . =

∫

D

d2s~j ·
( ∂~x
∂s1

× ∂~x

∂s2

)
.

(15.24)
Ersetzt man hier die Stromdichte ~j durch die magnetische oder elektrische Feldstärke,
so erhält man den magnetischen oder elektrischen Fluß durch die Fläche F.

Das Integral über eine 3-Form über ein 3-dimensionales Volumen V ⊂ R
3 ist ver-

gleichsweise einfach, da

ω(3) = ρ dxdydz = ρ d3x (15.25)

nur eine Komponentenfunktion, die Dichte ρ, hat

∫

V

ω(3) =

∫

V

d3x ρ(x) . (15.26)

Ist in der vierdimensionalen Raumzeit eine dreidimensionale Hyperfläche F (14.48)
durch die Abbildung Φ : ~x 7→ (t(~x),~x) der Grundfläche A ⊂ R3 gegeben, dann ist beim
Integral über F über eine Dreiform

ω(3) = j0 dx1dx2dx3 − j1 dx0dx2dx3 + j2 dx0dx1dx3 − j3 dx0dx1dx2 , (15.27)

das Differential dx0 =
∑3

i=1 dxi∂it. Folglich ist
∫

F
ω(3) das Integral über den Bereich A

über den Integranden (14.48)

(
j0 − ∂1t j

1 − ∂2t j
2 − ∂3t j

3
)
dx1dx2dx3 , (15.28)

wobei die Komponentenfunktionen jm am Argument (t(~x),~x) zu nehmen sind.
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Äußere Ableitung

Als äußere Ableitung d der p-Form ω = 1/p!ωm1...mp
dxm1 . . . dxmp definieren wir

dω = dxm∂mω , (15.29)

das p + 1-dimensionale Volumen, das vom p-Flächenelement dxm1 . . . dxmp und dem
Gradienten dxm0∂m0

ωm1...mp
aufgespannt wird.

Die äußere Ableitung einer p-Form wirkt auf Koeffizientenfunktionen, die wir schon
als total antisymmetrisch in ihren p Indizes voraussetzen können. Um den in p + 1
Indizes total antisymmetrischen Anteil von ∂m0

ωm1m2...mp
zu erhalten, brauchen wir

daher nicht über alle (p+ 1)! vorzeichenbehaftete Permutationen zu mitteln, es reichen
die p+ 1 zyklischen Vertauschungen ∂ml

ωml+1...mpm0...ml−1
mit einem Faktor 1/(p+ 1).

Eine zyklische Vertauschung von p+1 Indizes hat das Signum (−1)p, die l-fache zyklische
Vertauschung das Signum (−1)lp. Daher ist die äußere Ableitung konkreter

dω = dxm∂mω =
1

p!
∂m0

ωm1...mp
dxm0dxm1 . . . dxmp =

=
1

(p+ 1)!

( p∑

l=0

(−1)lp∂ml
ωml+1...mpm0...ml−1

)
dxm0dxm1 . . . dxmp .

(15.30)

Die äußere Ableitung einer Nullform ω(0) = h, einer Funktion, ist ihr Gradient,

dh = dxm ∂mh . (15.31)

Die Komponenten der äußeren Ableitung der Einsform ω(1) (15.21) sind in drei Dimen-
sionen die Rotation der Komponentenfunktionen

dxm∂m
(
F1 dx1 + F2 dx2 + F3 dx3

)

= (∂1F2 − ∂2F1) dx1dx2 + (∂2F3 − ∂3F2) dx2dx3 + (∂3F1 − ∂1F3) dx3dx1 .
(15.32)

Die Komponentenfunktion der äußeren Ableitung der Zweiform (15.23) sind in drei Di-
mensionen die Divergenz der Vektorfeldes

dxm∂m
(
j1 dx2dx3 − j2 dx1dx3 + j3 dx1dx2

)
=
(
∂1j

1 + ∂2j
3 + ∂3j

3
)
d3x . (15.33)

In der vierdimensionalen Raumzeit verschwindet die äußere Ableitung der Dreiform
(15.27) genau dann, wenn der Viererstrom j = (j0, j1, j2, j3) erhalten ist, das heißt, der
Kontinuitätsgleichung genügt,

dω(3) =
(
∂0j

0 + ∂1j
1 + ∂2j

2 + ∂3j
3
)
dx0dx1dx2dx3 . (15.34)

Die äußere Ableitung hängt nicht vom Koordinatensystem ab. Drücken wir ωm1...mp

durch die Komponenten ω′
n1...np

aus (15.14), leiten wir ab

∂m0

(∂x′n1

∂xm1
. . .
∂x′np

∂xmp
ω′
n1...np

)
, (15.35)
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und antisymmetrisieren wir inm0,m1, . . .mp , so verschwinden alle Beiträge von zweiten

Ableitungen ∂2x′n

∂xm0∂xmi
und die antisymmetrisierte Ableitung wirkt als ∂m0

= ∂x′n0

∂xm0
∂′n0

nur auf ω′
n1...np

. Die Differentiale fassen wir mit dxm∂x
′n

∂xm
= dx′n (5.47) zusammen

p! dω = dxm0dxm1 . . . dxmp∂m0
ωm1...mp

= dx′n0dx′n1 . . . dx′np∂′n0
ω′
n1...np

. (15.36)

Man bestätigt leicht, daß d linear ist, auf Produkte von p- und q-Formen mit der
graduierten Produktregel wirkt,

d(ω(p)ω̂(q)) = (dω(p))ω̂(q) + (−1)pω(p)(dω̂(q)) , (15.37)

und nilpotent ist, weil die Doppelsumme über ein symmetrisches Indexpaar, hier ∂m∂n =

∂n∂m , mit einem antisymmetrischen Indexpaar dxmdxn = −dxndxm verschwindet,
d2 = dxmdxn∂m∂n = dxmdxn∂n∂m = −dxndxm∂n∂m = −d2 ,

d2 = 0 . (15.38)

Insbesondere enthält die Gleichung d2 = 0 die Aussagen

rot grad = 0 , div rot = 0 . (15.39)

Poincaré Lemma

In sternförmigen Gebieten, die mit jedem Punkt x auch die Verbindungsstrecke λx,
0 ≤ λ ≤ 1, zum Ursprung enthalten, gilt das Poincaré-Lemma

dω = 0 ⇔ ω = konst + dα . (15.40)

Die Folgerung von rechts nach links ist selbstverständlich, denn die äußere Ableitung
einer konstanten Funktion verschwindet und d ist nilpotent.

Verschwindet umgekehrt die äußere Ableitung einer Nullform, so ist die Funktion
konstant. Diese von x und dx unabhängige Konstante ist nicht d einer anderen Form,
da sie kein dx enthält.

Für Eins- und Zweiformen in drei Dimensionen besagt das Poincaré-Lemma, daß in
sternförmigen Gebieten ein Vektorfeld, dessen Rotation verschwindet, ein Gradientenfeld
ist. Verschwindet seine Divergenz, so handelt es sich um die Rotation eines Vektorfeldes,

rot~F = 0 ⇔ ~F = − gradV , div ~B = 0 ⇔ ~B = rot ~A . (15.41)

V ist das zu ~F gehörige Potential, ~A das zu ~B gehörige Vektorpotential.
Um das Poincaré-Lemma zu beweisen, betrachten wir für p > 0 eine p-Form ω mit

dω = 0 und schreiben ω(x) als ein Integral längs des Strahls vom Ursprung nach x 1

ωm1...mp
(x) =

∫ 1

0

dλ
d

dλ

(
λpωm1...mp

(λx)
)

. (15.42)

1In λp ist p der Exponent, in xm bezeichnet m Komponenten.
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Die Ableitung von ωm1...mp
(λx) nach λ ist nach der Kettenregel die Ableitung von

ωm1...mp
(z) nach z an der Stelle z = λx mal der Ableitung von z = λx nach λ .

=

∫ 1

0

dλ p λp−1ωm1...mp|λx + λpxm0∂m0
ωm1...mp|λx (15.43)

Da nach Voraussetzung dω verschwindet, ist die Ableitung von ωm1...mp
das Negative

der restlichen zyklischen Summe der Ableitungen (15.30)

dω=0
=

∫ 1

0

dλ p λp−1ωm1...mp|λx − λpxm0

p∑

l=1

(−1)lp∂ml
ωml+1...mpm0...ml−1|λx . (15.44)

Durch p − l Paarvertauschungen können wir den Index m0 an die erste Stelle bringen.
Einschließlich des negativen Vorzeichens erhalten wir

∫ 1

0

dλ p λp−1ωm1...mp|λx + λpxm0

p∑

l=1

(−1)lp+p−l+1∂ml
ωm0ml+1...mpm1...ml−1|λx . (15.45)

Dies ist nach Kettenregel die antisymmetrisierte Ableitung

=

p∑

l=1

(−1)(l−1)(p−1)∂ml

(∫ 1

0

dλ λp−1xnωnml+1...mpm1...ml−1
(λx)

)
. (15.46)

Also folgt für die p-Form (p > 0)

ω =
1

p!
ωm1m2...mp

dxm1dxm2 . . . dxmp (15.47)

aus dω = 0 , daß sie die äußere Ableitung ω = dα einer p− 1-Form α ist,

α =
1

(p− 1)!

∫ 1

0

dλ λp−1xnωnm2...mp
(λx) dxm2 . . . dxmp . (15.48)

Allgemeiner Satz von Stokes

Den allgemeinen Satz von Stokes (14.11) für Integrale über n-dimensionale Flächen V

∫

V

dω =

∫

∂V

ω . (15.49)

zeigt man mit einer simplizialen Zerlegung des n-dimensionalen Parameterbereichs, mit
dem man V parametrisiert.

Dabei ist ein n-Simplex S = (P0,P1, . . . ,Pn) mit Ecken P0,P1, . . .Pn die Punktmenge
(12.77)

{x : x =

n∑

j=0

Pj α
j , 0 ≤ αj ,

n∑

j=0

αj = 1} . (15.50)
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Durch die zusätzliche Angabe eines Vorzeichens, ob es sich bei dem Simplex um Raum
oder Hohlraum handelt, wird diese Punktmenge orientiert. Wir kodieren das Vorzeichen
durch die Reihenfolge der Eckpunkte und vereinbaren, daß (Pπ(1),Pπ(2), . . . ,Pπ(n)) bei
einer ungeraden Permutation π Hohlraum bezeichnet, wenn (P0,P1, . . . ,Pn) Raum ist,

(Pπ(1),Pπ(2), . . . ,Pπ(n)) = sign(π) (P0,P1, . . . ,Pn) . (15.51)

Das Volumen ist translationsinvariant und das 1/n!-fache des entsprechenden Quader-
volumens

vol(P0,P1,P2, . . . ,Pn) = vol(0,P1 − P0,P2 − P0, . . .Pn − P0)

=
1

n!
(P1 − P0) ∧ (P2 − P0) ∧ . . . ∧ (Pn − P0) .

(15.52)

Da das Volumenprodukt in jedem Faktor linear (2.17) und in jedem Paar alternierend
ist, Pi ∧ Pj = −Pj ∧ Pi, (mit der Folge P ∧ P = 0 (2.12)), beträgt das Simplexvolumen

n! vol(P0,P1,P2, . . . ,Pn) = P1 ∧ P2 . . . ∧ Pn − P0 ∧ P2 . . . ∧ Pn ± . . .

=

n∑

i=0

(−1)i P0 ∧ P1 ∧ . . .Pi−1 ∧ Pi+1 . . . ∧ Pn
(15.53)

und wechselt bei jeder Paarvertauschung von Ecken sein Vorzeichen, wie es wegen der
linken Seite und (15.51) sein muß, wenn das Volumen von vorzeichenbehafteten Summen
gleich der vorzeichenbehafteten Summe der einzelnen Volumina ist.

Entsprechend hat ein (n− 1)-Simplex die translationsinvariante Flächengröße

(n− 1)! vol(P1,P2, . . .Pn) = (P2 − P1) ∧ (P3 − P1) . . . ∧ (Pn − P1) . (15.54)

Jeder Ecke Pi von S liegt ein (n − 1)-Randsimplex mit den verbleibenden Ecken
(P0,P1, . . .Pi−1,Pi+1, . . .Pn) gegenüber. In (15.50) sind dies die Punkte mit αi = 0.

Das orientierte Volumen von S orientiert seine Randflächen. Die Randfläche

Si = (−1)i (P0,P1, . . .Pi−1,Pi+1, . . .Pn) (15.55)

ist in dem Sinn nach außen gerichtet, daß jede nach außen gerichteten Stromdichte j
mit der Flächengröße von Si ein Volumen mit gleichem Vorzeichen wie der Simplex S
aufspannt. Denn ist Q ein Punkt auf der Randfläche Si, dann ist j = Q−Pi nach außen
gerichtet und spannt mit vol(Si) das Volumen j∧vol(Si) = n vol(S) auf. Es gilt nämlich

(−1)i j∧ (P1 − P0) ∧ . . . (Pi−1 − P0) ∧ (Pi+1 − P0) . . . ∧ (Pn − P0)

= (P1 − P0) ∧ . . . (Pi−1 − P0) ∧ (−j) ∧ (Pi+1 − P0) . . . ∧ (Pn − P0) ,
(15.56)

weil die Stromdichte j mit (i− 1) Faktoren vertauscht wurde.
Von −j = (Pi − P0) − (Q− P0) trägt (Q− P0) nur das verschwindende Volumen eines

in der Ebene von Si liegenden, flachen n-Simplexes (P0,P1, . . .Pi−1,Q,Pi+1, . . .Pn) bei.
Der Term (Pi−P0) aus −j ergänzt den Faktor vol(Si) zum n-fachen des Volumens von S .
Ersetzt man j = Q − Pi durch Q − P, wobei P irgendein innerer Punkt von S ist, so
ändert dies nicht das Vorzeichen von j∧vol(Si), da das Produkt erst verschwindet, wenn
P in der Ebene von Si liegt.
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Der nach außen gerichtete Rand des Simplexes ist also die vorzeichenbehaftete Summe
über die Auslassungen eines Randpunktes

∂(P0,P1, . . .Pn) =

n∑

i=0

(−1)i (P0,P1,Pi−1,Pi+1,Pn) . (15.57)

Für n = 0 definieren wir den Rand des 0-Simplexes, des Punktes (P), als ∂(P) = () = 1.
Dann gilt für jede Stromdichte aus P heraus j ∧ ∂(P) = j. Zudem definieren wir den
Rand des −1-Simplexes, der leeren Menge, als ∂() = 0 und daß der Rand von Summen
von Simplexen die Summe der Ränder sei.

Für alle Simplexe verschwindet der Rand des Randes,

∂2 = 0 . (15.58)

Denn ∂2(P0,P1, . . .Pn) besteht aus n− 2-Simplexen Sij, i < j, bei denen die zwei Ecken
Pi und Pj weggelassen wurden. Es hebt sich aber der Beitrag, bei dem zuerst Pj und
dann Pi weggelassen wurde mit dem Beitrag weg, bei dem zunächst Pi und dann Pj
weggelassen wurde, (P̂ bezeichne die Auslassung von P)

∂2(P0, . . .Pn) = ∂
(
(−1)j(P0, . . . P̂j . . .Pn) + (−1)i(P0, . . . P̂i . . .Pn) + . . .

)

= ((−1)i+j + (−1)i+j−1)
(
(P0, . . . P̂i . . . P̂j . . .Pn)

)
+ . . . = 0 . (15.59)

Daher verschwindet die orientierte Gesamtflächengröße des Randes eines Simplexes,

vol ∂ = 0 , (15.60)

denn das Volumen (15.53) ist der Rand (15.57), in dessen Formelzeichen Kommas durch ∧

ersetzt sind.
Zum besseren Verständnis erinnern wir daran, daß (n − 1)-Flächengrößen vol(Si) so

definiert sind, daß sie mit einer Stromdichte j multipliziert den Strom durch die Fläche
als das Volumen j∧ vol(Si) ergeben (2.35). Es handelt sich also um die Querschnittsflä-
che, (nur sie ist additiv (Seite 22)) und von jeder Richtung besehen hat der Querschnitt
eines n-Simplexes gleich große, aber entgegengesetzt orientierte Vorder- und Rückseiten.
Insbesondere verschwindet bei konstanter Stromdichte der nach außen fließende Gesamt-
strom, denn er ist ein konstantes Vielfaches der orientierten Flächengrößen des Randes:
bei konstanter Stromdichte fließt in ein Simplex genausoviel hinein wie hinaus.

Jede (n − 1)-Form ω ist eine Linearkombination von der Form (d̂xi bedeutet die
Auslassung von dxi)

ω =
∑

i

ωi , ωi = (−1)i−1 ji dx1 . . . d̂xi . . . dxn , dω = ∂ij
i dx1 dx2 . . . dxn . (15.61)

Um den Satz von Stokes zu beweisen, reicht es, ihn für jedes ωi zu zeigen. Zum Oberflä-
chenintegral über den nach außen gerichteten Rand einer Fläche V trägt ω1 mit seinen
Werten auf der Unterseite x1(x2, x3, . . .xn) und Oberseite x̄1(x2, x3, . . .xn) mit entge-
gengesetztem Vorzeichen bei, weil es an der Unterseite in V hinein- statt hinausgeht,

∫

∂V

ω1 =

∫

P1(V)

(j1(x̄1, x2, . . . xn) − j1(x1, x2, . . .xn)) dx2 . . . dxn . (15.62)
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Dabei ist P1(V) die in die x1 = 0-Ebene projizierte Fläche V. Nach dem Hauptsatz der
Integralrechnung (12.13) ist dies gleich

∫

P1(V)

∫ x̄1

x1

(∂1 j
1) dx1 dx2 . . . dxn =

∫

V

∂1j
1 dnx =

∫

V

dω1 . (15.63)

Ebenso ist der Beitrag von ω2 = −j2dx1 dx3 . . . dxn ein Integral über die Fläche V, die
in die x2 = 0-Ebene projiziert ist,

∫

∂V

ω2 = −

∫

P2(V)

(j2(x1, x̄2, x3, . . . xn) − j2(x1, x2, x3, . . .xn)) dx1 dx3 . . . dxn . (15.64)

Nach dem Hauptsatz der Integralrechnung gleicht dies

−

∫

P2(V)

∫ x̄2

x2

(∂2 j
2) dx2 dx1 dx3 . . . dxn = −

∫

V

∂2j
2 dx2 dx1 dx3 . . . dxn =

∫

V

dω2 .

(15.65)
Dies zeigt den allgemeinen Satz von Stokes (14.11).

Er gilt unabhängig davon, ob V euklidisch ist oder ob seine Koordinaten kartesisch
sind. Es reicht, daß V orientierbar ist, sodaß es als Summe von gleich orientierten Simple-
xen zerlegt werden kann. In einem Euklidischen Raum ist das Volumen j∧t2∧. . . tn, das
eine Stromdichte mit den Tangentialvektoren t2, t3, . . .tn einer Randfläche aufspannt,
auch das Skalarprodukt von j mit dem Normalenvektor, aber das Volumen ist auch
definiert, wenn es keine euklidische Metrik gibt, wie beispielsweise in der Raumzeit.
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Vektorpotential

Die Maxwellgleichung div ~B = 0 gilt in sternförmigen Gebieten nach dem Lemma von
Poincaré (15.40) genau dann, wenn das Magnetfeld die Rotation eines Vektorpotentials ~A

ist,
~B = rot ~A . (16.1)

Beispielsweise ergibt die Rotation des folgenden Vektorpotentials (15.48) das diver-
genzfreie Magnetfeld ~B

~A(~x) = −

∫ 1

0

dλ λ~x× ~B(λ~x) . (16.2)

Hierbei wird ~x×~B(~x) längs des Strahls vom Ursprung zum Punkt ~x integriert, also unter-
stellt, daß alle Punkte des Gebietes, in dem ~B definiert ist, mit Strahlen vom Ursprung
erreichbar sind, eben, daß das Definitionsgebiet von ~B sternförmig ist.

Zur Bestätigung berechnen wir die dritte Komponente der Rotation von ~A(~x) . Dabei
ziehen wir die Differentation unter das Integral und berücksichtigen die Kettenregel,

∂xi~B(~z(~x)) =
∂zj

∂xi
∂j~B|~z(~x) . (16.3)

Für ~z(~x) = λ~x gilt insbesondere ∂xi~B(λ x) = λ ∂i~B|λ~x . Für (rot ~A)z erhalten wir

∂xAy − ∂yAx = −

∫ 1

0

dλ λ
(
∂x
(
z Bx(λ~x) − xBz(λ~x)

)
− ∂y

(
yBz(λ~x) − z By(λ~x)

))

= −

∫ 1

0

dλ λ
(
z λ ∂1Bx − Bz − x λ ∂1Bz − Bz − yλ ∂2Bz + z λ ∂2By

)
.

Wegen div ~B = 0 ist −∂1Bx − ∂2By = ∂3Bz

=

∫ 1

0

dλ λ
(
λ z ∂3Bz + λ x ∂1Bz + λ y∂2Bz + 2Bz

)

=

∫ 1

0

dλ
(
λ2 (x ∂1 + y∂2 + z ∂3)Bz + 2 λBz

)
=

∫ 1

0

dλ
∂

∂λ

(
λ2Bz(λ~x)

)

= λ2Bz(λ~x)
∣∣λ=1

λ=0
= Bz(~x) . (16.4)

Der Leser bestätige übungshalber, daß auch die x- und y-Komponenten von rot ~A und ~B

übereinstimmen.
Demnach sind mit (16.1) alle Lösungen der ersten homogenen Maxwellgleichung erfaßt.
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Skalares Potential

Setzen wir ~B = rot ~A in die andere homogene Maxwellgleichung (14.9) ein, so besagt sie,
weil die partiellen Ableitungen nach dem Ort und der Zeit vertauscht werden können,

0 = rot~E + ∂t~B = rot
(
~E + ∂t~A

)
, (16.5)

daß die Rotation von ~E+ ∂t~A verschwindet.
Nach dem Poincaréschen Lemma (15.40) läßt sich in sternförmigen Gebieten jedes Vek-

torfeld ~C, dessen Rotation verschwindet, als negativer Gradient eines Potential schreiben,
beispielsweise von (15.48)

φ(~x) = −

∫ 1

0

dλ xjCj(λ~x) . (16.6)

Wir bestätigen dies durch Ableiten, wobei wir wieder die Kettenregel beachten,

−∂xiφ(~x) =

∫ 1

0

d λ (Ci(λ~x) + λ xj ∂iCj) .

Da die Rotation von ~C verschwindet, ist ∂iCj = ∂jCi ,

=

∫ 1

0

d λ (Ci + λ x
j ∂jCi) =

∫ 1

0

d λ
∂

∂λ

(
λCi(λ~x)

)
= Ci(~x) . (16.7)

Also ist das Feld ~E+ ∂t~A der negative Gradient eines Potentials φ,

~E = − gradφ− ∂t~A . (16.8)

Die homogenen Maxwellgleichungen besagen, daß die sechs Feldstärken ~E und ~B Ab-
leitungen (16.1, 16.8) von vier Potentialfunktionen φ und ~A, dem Viererpotential, sind.

Eichtransformation, Lorenzbedingung, inhomogene Wellengleichung

Die vier Potentialfunktionen φ, ~A, deren Ableitungen die sechs Feldstärken ~E und ~B

ergeben, sind durch diese Feldstärken nicht eindeutig festgelegt. Die mit einer beliebigen,
zweifach stetig differenzierbaren Funktion χ eichtransformierten1 Potentiale

φ′ = φ− ∂tχ , ~A ′ = ~A+ gradχ , (16.9)

ergeben dieselben Feldstärken,

~B = rot ~A = rot ~A ′ , ~E = − gradφ− ∂t~A = − gradφ′ − ∂t~A
′ . (16.10)

1Transformationen mit einer frei wählbaren Funktion, hier χ , heißen Eichtransformationen. Sie wurden
erstmals von Hermann Weyl [18] in einer Abwandlung der Allgemeinen Relativitätstheorie bedacht,
in der an jedem Punkt der Raumzeit die Einheitslänge, die Eichung, beliebig wählbar war.
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Wir machen von der Freiheit Gebrauch, das Viererpotential abzuändern ohne die meß-
baren Feldstärken zu ändern, und wählen unter den eichäquivalenten Viererpotentialen
diejenigen heraus, die der Lorenzbedingung

∂tφ+ div ~A = 0 (16.11)

genügen. Diese Eichbedingung, oder kurz Eichung, geht schon auf den dänischen Physiker
Ludvig Valentin Lorenz, nicht erst auf Hendrik Antoon Lorentz, zurück [12, 14]. Liegt
zunächst ein Viererpotential vor, für das die Funktion f = ∂tφ+div ~A nicht verschwindet,
und ist χ eine Lösung der inhomogenen Wellengleichung

2χ = f , 2 =
∂2

∂t2
−
∂2

∂x2
−
∂2

∂y2
−
∂2

∂z2
, (16.12)

dann erfüllt das eichtransformierte Viererpotential φ′, ~A′ (16.9) die Lorenzbedingung.
Da, wie wir sehen werden, die inhomogene Wellengleichung Lösungen hat, gibt es Vie-
rerpotentiale, die der Lorenzbedingung genügen. Wir unterstellen im weiteren, daß sie
für φ, ~A gilt.

Der Operator 2 heißt Wellenoperator oder d’Alembert-Operator und wird
”
Box“ ge-

sprochen. Die scherzhafte Benennung
”
Quabla“ spielt lautmalend mit lateinisch vier,

quattuor, und der Ähnlichkeit zum Nabla-Symbol ∇. Allerdings besteht mathematisch
keine Ähnlichkeit zum Ableitungsoperator erster Ordnung, ∇, den wir zugunsten von ∂
vermeiden. Ähnlich zum Wellenoperator aber auch wesentlich verschieden von ihm ist
der Laplace-Operator ∆ (gesprochen

”
Delta“),

∆ =
∂2

∂x2
+
∂2

∂y2
+
∂2

∂z2
(16.13)

im dreidimensionalen, Euklidischen Raum in kartesischen Koordinaten. Die vierte Ecke
im Box-Operator 2 steht für die zusätzliche zweite Ableitung nach der Zeit, die mit
dem entgegengesetzten Vorzeichen wie die zweiten Ortsableitungen in den Wellenope-
rator eingeht, so wie zum Längenquadrat von Vierervektoren (1.64) das Quadrat der
Zeitkomponente mit entgegengesetztem Vorzeichen der Quadrate der Ortskomponenten
beiträgt.

Allgemeiner bezeichnen in d-dimensionalen Räumen und in d+1-dimensionalen Raum-
zeiten mit kartesischen Koordinaten x1, x2, . . . xd

∆ =

d∑

i=1

∂

∂xi
∂

∂xi
, 2 =

∂

∂t

∂

∂t
−

d∑

i=1

∂

∂xi
∂

∂xi
(16.14)

den Laplace- und den Wellenoperator.
Setzt man in der inhomogenen Maxwellgleichung div ~E = ρ die Feldstärke ~E als Ab-

leitungen des Viererpotentials ein und verwendet man div ~A = −∂tφ , so ergibt sich die
inhomogene Wellengleichung des skalaren Potentials,

div ~E = − div gradφ− ∂t div ~A = −
∂2

∂x2
φ−

∂2

∂y2
φ−

∂2

∂z2
φ+

∂2

∂t2
φ ,

2φ = ρ . (16.15)
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Für die verbleibende Maxwellgleichung berechnen wir zunächst die Komponenten von

(rot rot ~A)i = ǫijk ∂j(rot ~A)k = ǫijk ǫklm ∂j∂lA
m = (δil δjm − δim δjl) ∂j∂lA

m

= ∂i∂jA
j − ∂j∂jA

i .
(16.16)

Addieren wir hierzu
−∂tE

i = ∂t
(
∂iφ+ ∂tA

i
)

, (16.17)

und verwenden wir die Lorenzbedingung ∂tφ = −∂jA
j, so zeigt sich

rot ~B− ∂t~E = 2~A . (16.18)

Die inhomogene Maxwellgleichung für rot ~B ist in der Lorenzeichung je eine inhomogene
Wellengleichung für jede Komponente des Vektorpotentials

2~A =~j . (16.19)

Insgesamt erfüllen also die vier Funktionen A = (A0,A1,A2,A3) = (φ, ~A), das Vie-
rerpotential, in der Lorenzeichung (16.11), ∂mA

m = 0 , vier entkoppelte inhomogene
Wellengleichungen mit dem Viererstrom j = (j0, j1, j2, j3) = (ρ,~j)

2A = j . (16.20)

Allerdings koppelt die Lorenzbedingung (16.11) die Komponentenfunktionen des Vie-
rerpotentials, so wie die Kontinuitätsgleichung (14.31) ∂mj

m = 0 den Viererstrom ein-
schränkt.
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Für zeitunabhängige Ladungs- und Stromdichten erfüllt jede Komponente des zeitunab-
hängigen Viererpotentials eine Poissongleichung

∆φ = −ρ , ∆ = (∂1)
2 + (∂2)

2 + (∂3)
2 , (17.1)

mit der Lösung (14.27)

φ(~y) =
1

4π

∫

d3x
ρ(~x)

|~x− ~y|
. (17.2)

Mathematisch allerdings ist unsere frühere Herleitung dieser Lösung mit dem Superpo-
sitionsprinzip fragwürdig, denn das Riemannintegral ist als Grenzwert von verfeinerten
Riemannsummen definiert, die das Integrationsvolumen zerlegen. Die dabei auftretenden
Summen sind nicht Beiträge von kleinen geladenen Kugeln, sondern von Quadern, die
nicht kugelsymmetrisch sind.

Um zu überprüfen, daß (14.27) die Poisson-Gleichung löst, schneiden wir [20] aus dem
Integrationsgebiet V eine Kugel Kǫ um ~y mit Radius ǫ heraus, Vǫ = V − Kǫ , und
betrachten den Grenzfall ǫ→ 0 . In Vǫ gilt

Iǫ(~y) =

∫

Vǫ

d3x
1

|~x − ~y|
∆φ(~x) =

∫

Vǫ

d3x
( 1

|~x − ~y|
∆φ(~x) −

(
∆

1

|~x− ~y|

)
φ(~x)

)
, (17.3)

weil 1/|~x− ~y| in Vǫ differenzierbar ist und dort ∆ 1
|~x−~y|

= 0 gilt.
Der Integrand ist eine Summe von Ableitungstermen,

f∆g− (∆f)g = ∂i
(
f∂ig− (∂if) g

)
. (17.4)

Daher ist nach dem Gaußschen Satz

Iǫ(~y) =

∫

∂Vǫ

d2~f ·
( 1

|~x− ~y|
gradφ(~x) −

(
grad

1

|~x − ~y|

)
φ(~x)

)

=

∫

∂Vǫ

d2~f ·
( 1

|~x− ~y|
gradφ(~x) +

~x − ~y

|~x − ~y|3
φ(~x)

)
.

(17.5)

Der Rand von Vǫ besteht aus dem Rand von V und der Kugelfläche ∂Kǫ, ∂Vǫ = ∂V +

∂Kǫ . Dabei ist zu beachten, daß der Normalenvektor d2~f = d2f ~n beim Flächenintegral
(17.5) aus Vǫ heraus in die Kugel Kǫ um ~y hinein zeigt. Auf der Kugelfläche ∂Kǫ gilt

1

|~x− ~y|
=

1

ǫ
,

~x − ~y

|~x − ~y|3
= −

1

ǫ2
~n . (17.6)
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Das Integral über den ersten Term verschwindet im Grenzfall ǫ→ 0,

∫

∂Kǫ

d2~f · 1

|~x− ~y|
gradφ(~x) =

1

ǫ

∫

∂Kǫ

d2~f · gradφ(~x) → 0 , (17.7)

denn nach dem Integralmittelwertsatz ist es gleich einem Wert von ~n · gradφ an einer
Stelle der Kugelfläche mal der Größe der Kugelfläche 4πǫ2 geteilt durch ǫ.

Im zweiten Term des Integranden ist das Skalarprodukt das Negative des Produkts der
Beträge. Nach dem Mittelwertsatz gilt für eine Zwischenstelle ~z auf der Kugelfläche ∂Kǫ

∫

∂Kǫ

d2~f
~x − ~y

|~x − ~y|3
φ(~x) = −

1

ǫ2

∫

∂Kǫ

d2f φ(~x) = −
4πǫ2

ǫ2
φ(~z) . (17.8)

Da ~z für ǫ gegen Null gegen den Mittelpunkt ~y von Kǫ strebt, geht das Integral über ∂Kǫ
dabei gegen −4πφ(~y) .

Insgesamt erhalten wir also

∫

V

d3x
1

|~x− ~y|
∆φ(~x) =

∫

∂V

d2~f ·
( 1

|~x − ~y|
gradφ(~x) +

~x− ~y

|~x− ~y|3
φ(~x)

)
− 4πφ(~y) (17.9)

und nach φ(~y) aufgelöst

φ(~y) = −
1

4π

∫

V

d3x
∆φ(~x)

|~x− ~y|
+

1

4π

∫

∂V

d2~f ·
( 1

|~x − ~y|
gradφ(~x) +

~x− ~y

|~x− ~y|3
φ(~x)

)
. (17.10)

Jede in V zweifach stetig differenzierbare Funktion φ ist durch ∆φ und ihre Randwerte
auf ∂V festgelegt.

Da das elektrostatische Potential einer räumlich beschränkten Ladungsverteilung für
große Abstände verschwindet und sein Gradient schneller als 1/r gegen Null geht, ver-
schwinden für V = R3 die Randterme. Folglich löst (14.27) für inselförmige Ladungsver-
teilungen die Poisson-Gleichung.

Harmonische Funktionen

Als harmonisch bezeichnet man Funktionen ϕ eines Gebietes V, die dort die Laplace-
Gleichung ∆ϕ = 0 erfüllen. Beispielsweise ist das elektrostatische Potential im ladungs-
freien Raum harmonisch. Für harmonische Funktionen ϕ verschwindet nach dem Gauß-
schen Satz das Oberflächenintegral über die Normalenableitung,

∫

∂V

d2~f · gradϕ =

∫

V

d3x ∂i∂iϕ = 0 . (17.11)

Für einen inneren Punkt ~y im Gebiet V betrachten wir eine Kugel KR,~y ⊂ V um ~y

mit einem Radius R . Die Darstellung (17.10) zweifach stetig differenzierbarer Funktio-
nen gilt auch für V = KR,~y . Dabei verschwindet, weil ϕ in KR,~y harmonisch ist, das
Volumenintegral und auch das Oberflächenintegral über die Normalenableitung von ϕ,
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denn sie wird mit einem konstanten Faktor 1/R integriert. Es verbleibt der Mittelwert
MR,~y[ϕ] von ϕ auf der Kugelfläche um ~y mit Radius R

ϕ(~y) = MR,~y[ϕ] =
1

4πR2

∫

∂KR,~y

d2fϕ(~x) . (17.12)

Da die harmonische Funktion ϕ(~x) gleich ihrem Mittelwert auf umhüllenden Kugelflä-
chen ist, nimmt sie ihr Minimum und Maximum auf dem Rand jedes Gebietes V an, in
dem sie harmonisch ist. Insbesondere hat ein elektrostatisches Potential im ladungsfreien
Gebiet keine Mulde, es gibt keine elektrostatische Falle für geladene Teilchen.

Eine leitende Oberfläche ist nach Abklingen aller Ströme eine Äquipotentialfläche.
Umschließt sie ein ladungsfreies Gebiet, so ist das Potential auch im Inneren konstant,
denn es hat Werte zwischen dem Minimum und Maximum, das auf dem Rand angenom-
men wird. Folglich verschwindet in einem Faraday-Käfig die elektrische Feldstärke.

Verschwindet auf ∂V die Normalenableitung ni∂iϕ einer harmonischen Funktion,

0 = −

∫

V

d3xϕ∆ϕ =

∫

V

d3x ∂iϕ∂iϕ −

∫

∂V

d2f niϕ∂iϕ =

∫

V

d3x
∑

(∂iϕ)2 , (17.13)

so verschwindet ∂iϕ in V und ϕ ist konstant.
Demnach ist jede Lösung der Poisson-Gleichung durch ρ und ihre Werte auf dem Rand

festgelegt. Denn die Differenz zweier Lösungen mit gleichem ρ und gleichen Randwerten
ist eine Lösung der Laplace-Gleichung, die auf dem Rand verschwindet und folglich im
Inneren verschwindet,

∆φ = −ρ , ∆χ = −ρ , φ|∂V = χ|∂V = f ,

∆(φ− χ) = 0 , (φ− χ)|∂V = 0 , ⇒ φ− χ = 0 .
(17.14)

Durch ihre Normalenableitung auf dem Rand ist jede Lösung bis auf eine Konstante
festgelegt, denn die Differenz zweier Lösungen mit gleichen Normalenableitungen hat
verschwindende Normalenableitung und ist konstant.

Weil ϕ2 und (∂iϕ)2 nicht negativ sind, zeigt (17.13) auch, daß auf Gebieten ohne
Rand der Laplace-Operator keine positiven Eigenwerte hat, ∆ϕ = λϕ⇒ λ ≤ 0 .

Greenfunktion

An der Darstellung (17.10) der zweifach stetig differenzierbaren Funktion φ ist unbe-
friedigend, daß sie von φ und ~n · gradφ auf dem Rand Gebrauch macht, daß aber
bei gegebenem ∆φ schon die Angabe der Randwerte von φ oder der Randwerte von
~n · gradφ die Funktion φ eindeutig oder bis auf eine Konstante festlegt.

Eine Darstellung von φ, in der nur die Werte von ∆φ und die Randwerte von φ
auftreten, erhalten wir mit Hilfe des Potentials G(~x,~y) am Ort ~x, das von einer Ein-
heitsladung am Ort ~y in einem Raum V erzeugt wird, dessen Randflächen geerdet sind,
G(~x,~y)|~x∈∂V = 0. Diese Funktion G ist nach George Green (1793 – 1841) [18] benannt.
Auch bei anderen linearen, inhomogenen Differentialgleichungen gewinnt man die Lö-
sung für beliebige Inhomogenität aus der zugehörigen Greenfunktion, das ist die Lösung
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für eine Inhomogenität, die auf einen Punkt beschränkt ist. Die Funktion ist für ~x ∈ V
und ~y ∈ V durch

G(~x,~y) =
1

4π |~x− ~y|
+ g(~x,~y) , ∆g(~x,~y) = 0 , g(~x,~y)|~x∈∂V = −

1

4π|~x − ~y|
. (17.15)

gegeben, wobei g in V harmonisch ist und für verschwindende Randwerte von G sorgt.
Auch wenn G nur in Ausnahmefällen explizit und normalerweise nur numerisch be-

stimmt werden kann, erlaubt die Greenfunktion wichtige Einsichten. Ersetzen wir in der
Herleitung von (17.10) das Coulombpotential 1/4π|~x − ~y| durch G(~x,~y), so gelten auf
der Kugel Kǫ dieselben Abschätzungen und wir erhalten, weil G auf ∂V verschwindet,
die Funktion φ(~y) dargestellt durch ∆φ und durch ihre Werte auf dem Rand

φ(~y) = −

∫

V

d3xG(~x,~y)∆φ(~x) −

∫

∂V

d2~f · gradG(~x,~y)φ(~x) . (17.16)

Ist φ insbesondere das elektrostatische Potential, das in einem Gebiet V zu einer
Ladungsdichte ρ gehört, also ∆φ = −ρ erfüllt, und besteht der Rand von V aus den
Oberflächen mehrerer Leiter ∂Vi , i = 1, 2 . . ., so sind sie, wenn keine Ströme fließen,
Äquipotentialflächen φ|~x∈∂Vi

= φi und das Potential ist

φ(~y) =

∫

V

d3xG(~x,~y) ρ(~x) −
∑

i

φi

∫

∂Vi

d2~f · gradG(~x,~y) . (17.17)

An (17.17) verwundert, daß zum Potential am Ort ~y das Integral von ρ(~x) mit G(~x,~y)
über ~x beiträgt, wobei ~y den Ort bezeichnet, an dem sich die Einheitsladung befindet, die
das Potential am Ort ~x verursacht. Man würde G(~y,~x) ρ(~x) integriert über ~x erwarten.

Die Erwartung ist richtig, denn die Arbeit G(~x,~y), die man braucht, um eine Einheits-
ladung im Feld einer anderen Einheitsladung bei ~y von einem Ort mit Potentialwert 0
an den Ort ~x zu bringen, ist dieselbe, wie diejenige, die man verrichtet, wenn man im
Feld einer Einheitsladung bei ~x eine andere Einheitsladung nach ~y bringt, Actio gleich
Reactio,

G(~x,~y) = G(~y,~x) . (17.18)

Diese Gleichung beweist man zunächst für innere Punkte ~y ∈ V und ~z ∈ V mit dem
Integral

0 =

∫

Vǫ

d3x
(
G(~x,~y)∆G(~x,~z) −

(
∆G(~x,~y)

)
G(~x,~z)

)
(17.19)

Dabei ist Vε das Volumen V, aus dem man eine Kugel Kǫ um ~y und eine Kugel K̂ǫ um
~z herausgeschnitten hat. Das Integral verschwindet, weil die Greenfunktion G(~x,~y) und
G(~x,~z) in Vε als Funktion von ~x harmonisch ist.

Der Integrand ist eine Summe von Ableitungen (17.4). Das Integral ist daher nach
dem Satz von Gauß gleich dem zugehörigen Oberflächenintegral über den Rand von V –
dort verschwinden G(~x,~y) und G(~x,~z) – und über die Ränder der Kugeln Kǫ und K̂ǫ um
~y und ~z. Die Gradienten von G(~x,~y) und von G(~x,~z) verhalten sich dort wie −~n/4πǫ2
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und die Oberflächenintegrale ergeben für ǫ → 0 die Faktoren, die den divergierenden
Gradienten dort multiplizieren −G(z,y) und G(y, z) . Wir erhalten

0 = G(~y,~z) −G(~z,~y) . (17.20)

In der Greenfunktion darf der Ort der verursachenden Ladung bei ~z und der Auswirkung
bei ~y vertauscht werden.

Spiegelladung

Das Potential φ einer Einheitsladung am Ort ~y und negativer Ladungen an anderen
Orten, den Spiegelladungen, definiert ein Gebiet V, in dem das Potential nicht negativ
ist. Das Gebiet enthält nicht die negativen Ladungen und auf ∂V verschwindet das Po-
tential. Eingeschränkt auf V ist das Potential daher die zu V und ~y gehörige Greenfunk-
tion G(~x,~y). Verändert man allerdings den Ort der Einheitsladung ~y und der negativen
Ladungen, so verändert sich leider normalerweise das Gebiet V , sodaß man nur in Aus-
nahmefällen die zu einem festgewählten Gebiet V gehörige Greenfunktion G(~x,~y) für
alle Orte ~y ∈ V erhält.

Zu den Ausnahmefällen gehört der Halbraum V = {~x ∈ R3, x ≥ 0} , der von einer
leitenden Fläche, der y-z-Ebene, begrenzt wird. Das Potential einer Ladung q am Ort
~x ′ = (x′,y′, z′) , x′ > 0 , ergänzt um das Potential eines entgegengesetzt geladenen
Teilchens am gespiegelten Ort ~x ′′ = (−x′,y′, z′) , verschwindet auf der y-z-Ebene x = 0 ,

4πG(~x,~x ′) =
q√

(x− x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′)2
−

q√
(x+ x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′)2

.

(17.21)
Im Halbraum x < 0 verschwindet das Potential, da nach Annahme im Leiter keine
Ströme fließen und folglich das Potential im Leiter konstant ist.

Das elektrische Feld steht senkrecht auf der Grenzfläche

~E(0,y, z) = − gradG(~x,~x ′)|x=0
=

−2qx′

4π
(
(x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′)2

)3/2 ~ex (17.22)

und verschwindet im Leiter für x < 0 . Es ist auf der Oberfläche unstetig.
Umschließt man mit einer kleinen Gaußschen Schachtel S ein Gebiet, dessen Deckel-

fläche in V und dessen Bodenfläche im Leiter verläuft, so ergibt das Integral Q(S) =∫

S
d3x div ~E nach der Maxwellgleichung die in der Schachtel enthaltene Ladung. Sie be-

findet sich auf der Randfläche: im Leiter ist das Potential konstant, dort verschwinden
~E und div ~E . Nach Gaußschem Satz ist Q(S) gleich

∫

∂S
d2~f ·~E, wobei im Grenzfall bei

Schachteln geringer Höhe nur das Oberflächenintegral über die Deckelfläche innerhalb V
beiträgt. Es ist also die Normalenkomponente von ~E auf der Oberfläche des Leiters gleich
der Oberflächenladungsdichte σ

~n ·~E|~x∈∂V = σ . (17.23)

In unserem Fall beträgt die Oberflächenladungsdichte in der y-z-Ebene

σ(y, z) =
1

4π

−2qx′
(
(x′)2 + (y− y′)2 + (z− z′)2

)3/2 . (17.24)
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Diese Ladung, die sich im Leiter als Reaktion auf die Punktladung q am Ort ~x ′ einstellt,
und die über die Erdung zufließt, heißt influenzierte Ladung. Insgesamt ist die Spiegella-
dung −q influenziert, wie Integrieren über die gesamte Oberfläche in Polarkoordinaten
für (y− y′, z− z′) zeigt

∫

∂V

d2f σ = −
1

4π

∫∞

0

dr r

∫2π

0

dϕ
2qx′

(
x′ 2 + r2

)3/2 = −
4π

4π
qx′

∫∞

0

dr
r

(
x′ 2 + r2

)3/2

= qx′
(
x′ 2 + r2

)−1/2∣∣r=∞

r=0
= −q .

(17.25)

Die influenzierte Ladung übt auf die Ladung bei ~x ′ dieselbe Kraft ~F = −q2/4π (2 x′)2
~ex

aus, wie eine Spiegelladung bei ~x ′′ , denn sie erzeugt das Potential

g(~x,~x ′) = −
q

4π |~x− ~x ′′|
(17.26)

(17.15,17.21). Leitende, geerdete Oberflächen ziehen geladene Teilchen an.
Ebenso wie für die leitende Ebene kann man für eine leitende Kugeloberfläche oder in

zwei Dimensionen für einen Kreis durch eine Spiegelladung die Greenfunktion erschlie-
ßen. Dazu ist hilfreich, zu wissen, daß Lösungen der Poisson-Gleichung nicht nur durch
Verschiebungen und Drehungen in Lösungen zu verschobenen und gedrehten Ladungs-
verteilungen übergehen, sondern auch unter konformen Transformationen. Konforme
Transformationen bilden Kugelflächen auf Kugelflächen ab und werden von Verschie-
bungen, Drehungen und Spiegelungen IR (5.60) an Kugelflächen mit Radius R um den
Ursprung erzeugt. Diese Spiegelung, die Kelvintransformation, bildet Funktionen u eines
Gebietes G ⊂ Rn, 0 /∈ G auf Funktionen

v(x) = (IRu)(x) =
r2−n

R2−n
u
(xR2

r2

)
, r2 = xixi (17.27)

des gespiegelten Gebietes ab und umgekehrt, (IR)
2 = id . Mit einigem Rechenaufwand

bestätigt man,

∆v(x) =
Rn+2

rn+2
∆u|

z=xR
2

r2

. (17.28)

Die Ladungsdichte ρ′ = −∆v transformiert also verglichen mit dem Potential mit einem
zusätzlichen Vorfaktor R4/r4.

Bei der rechnerischen Bestätigung von (17.28) ist es hilfreich, mit der Variablen
s = r2/R2 die Kelvintransformierte als s1−mu(x/s) mit m = n/2 zu schreiben. Die
Produktregel ergibt

∆v(x) = (∆s1−m)u(x/s) + 2(∂is
1−m)(∂xiu(x/s) + s1−m ∂xi∂xiu(x/s) (17.29)

Dabei verschwindet der erste Term. Die Kettenregel ergibt

∂is
1−m = (1 −m) s−m 2

xi

R2
, ∂xiu(x/s) =

1

s
∂iu−

2 xi xj

s2 R2
∂ju , (17.30)
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wobei die partiellen Ableitung ∂iu(z) nach der i-ten Komponente von z ableitet und
diese Funktion bei z = x/s zu nehmen ist. Erneutes Differenzieren mit der Kettenregel
zeigt ∆s1−m = 0 (bei (s 6= 0)) und

∂xi∂xiu(x/s) =
1

s2

(
∆u+

4 − 2n

R2
xi∂iu

)
, (17.31)

woraus (17.28) folgt.
Ist nun u das Potential einer Punktladung bei y im Inneren der Kugel, so ist u− IRu

ein Potential, das durch IR in sein negatives übergeht und daher auf der Kugeloberflä-
che verschwindet, denn die ist ja invariant unter der Spiegelung. Daher ist in n = 3
Dimensionen

G(~x,~y) =
1

4π

( 1

|~x − ~y|
−
R

|~x|

1

|~xR
2

~x2 − ~y|

)
=

1

4π

( 1

|~x − ~y|
−

1√
R2 − 2~x ·~y+ ~x2~y2

R2

)
(17.32)

für |~y| < R die Greenfunktion einer Punktladung im hohlen Inneren einer Metallkugel
mit Radius R und für |~y| > R außerhalb solch einer Metallkugel. Da der Gradient in
Normalenrichtung auf der Kugeloberfläche |~x| = R den Wert

xi

R
∂iG(~x,~y)||~x|=R

= −
R2 − ~y2

4πR|~x− ~y|3
(17.33)

hat, ist nach (17.16) jede im Inneren der Kugel harmonische Funktion ϕ dort durch

ϕ(~y) =
R2 − ~y2

4πR

∫

|~x|=R

d2f
ϕ(~x)

|~x − ~y|3
(17.34)

als Integral über ihre Randwerte gegeben.

Kapazitätskoeffizienten

Nach (17.16) ist in einem ladungsfreien Gebiet V, das von leitenden Oberflächen ∂Vj
begrenzt wird, deren elektrische Spannung φj beträgt, das Potential

φ(~y) = −

N∑

j=1

φj

∫

∂Vj

d2f ~n · gradG(~x,~y) . (17.35)

Die Ladungsdichte auf der Oberfläche ∂Vi ist die Komponente des elektrischen Feldes
~E = − gradφ in Gegenrichtung des aus V herauszeigenden Normalenvektors (17.23)

σ(~y) =|~y∈∂Vi
~n′ · gradφ = −

N∑

j=1

φj n
′l ∂yl

∫

∂Vj

d2f nk ∂xkG(~x,~y) , (17.36)

wobei ~n den Normalenvektor auf ∂Vj und ~n ′ den Normalenvektor auf ∂Vi bezeichnet.
Die Gesamtladung auf ∂Vi ergibt sich hieraus durch Integration

qi =
∑

j

Cijφj , Cij = −

∫

∂Vi

d2f′ n′l∂yl

∫

∂Vj

d2f nk∂xkG(~x,~y) = Cji . (17.37)
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Das heißt, die Ladungen qi auf den Leitern mit Oberflächen ∂Vi sind proportional
zu den Spannungen φi . Die Kapazitätskoeffizienten Cij sind symmetrisch, denn die
Greenfunktion ist symmetrisch, G(~x,~y) = G(~y,~x) . Sie hängen nur von der Geometrie der
Oberflächen ab. Cij ist die Ladung auf der Fläche ∂Vi, falls an Vj die Einheitsspannung
anliegt und alle anderen Flächen geerdet sind. Daher ist Cij für i = j positiv und für i 6= j

negativ, denn es werden nur Ladungen mit entgegengesetztem Vorzeichen induziert.
Beispielsweise ist φ(r) = q1

4πr
+ q2

4πr2
das Potential zwischen zwei konzentrischen Ku-

gelschalen mit Radien r1 und r2 , auf deren innerer Schale die Ladung q1 und auf deren
äußerer Schale die Ladung q2 sitzt. Die Spannungen, φ1 = φ(r1) , φ2 = φ(r2) , und
Kapazitätskoeffizienten sind

(
φ1

φ2

)
=

1

4π

(
1
r1

1
r2

1
r2

1
r2

)(
q1

q2

)
,

(
q1

q2

)
= 4π

r1 r2

r2 − r1

(
1 −1

−1 r2
r1

)(
φ1

φ2

)
. (17.38)

Das elektrische Feld solcher geladener Leiter hat die Energie (14.34)

E =
1

2

∫

d3x~E2 =
1

2

∫

d3x ∂iφ∂iφ =
1

2

∫

d3xφ (−∆φ) =
1

2

∫

d3xφ(~x) ρ(~x) . (17.39)

Bei der partiellen Integration ist hierbei unterstellt, daß |φ gradφ| für große |~x| schneller
als 1/|~x|2 abfällt, sodaß keine Randterme auftreten.

Da die Ladungen jeweils auf der Oberfläche von Äquipotentialflächen ∂Vi sitzen, ist
das Integral einfach die Summe der Potentialwerte φi, multipliziert mit der Ladung qi
des jeweiligen Leiters,

E =
1

2

∑

i

φi

∫

∂Vi

d2f σ =
1

2

∑

i

φi qi . (17.40)

Die Ladungen sind linear in den Spannungen, qi =
∑
jCijφj . Daher ist die Energie

quadratisch in den Spannungen. Die Kapazitätskoeffizienten sind die Koeffizienten dieser
quadratischen Form,

E =
1

2

∑

ij

Cijφiφj . (17.41)
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Diracsche δ-Funktion

Die Ladungsdichte ρ(~x) einer punktförmigen Einheitsladung im Ursprung kann keine
Funktion in dem Sinne sein, daß sie jedem Ort ~x ∈ R3 eine reelle Zahl ρ(~x) zuordnet,
und die zudem über ein Volumen V integriert die enthaltene Ladung Q(V) ergibt. Da
diese Ladung verschwindet, wenn V den Ursprung nicht enthält, muß die Ladungsdichte,
die wir mit δ3(~x) bezeichnen, für ~x 6= 0 außer in einer Ausnahmemenge vom Maß Null
verschwinden. Hingegen über ein Volumen V integriert, das 0 enthält, muß sich der Wert
der Einheitsladung ergeben

Q(V) =

∫

V

d3x δ3(~x) =

{
0 falls 0 /∈ V
1 falls 0 ∈ V

. (18.1)

Solch eine Funktion kann nicht existieren. Denn die Menge der Punkte, in der sie nicht
verschwindet, ist vom Maß Null, daher verschwindet Q(V) für jedes Volumen, egal wel-
chen Funktionswert δ3(~x) bei ~x = 0 hat.

Unbeirrt von der Widersprüchlichkeit der von Paul Dirac (1902-1984) [18] eingeführ-
ten Delta-Funktion δ3(~x) haben Physiker lange Jahre mit ihr richtig gerechnet, bevor
Laurent Schwartz (1915-2002) klärte, was es damit auf sich hat. Eine deutschsprachige,
mathematisch stichhaltige Darstellung gibt beispielsweise [21].

Es existieren Scharen reeller Funktionen, beispielsweise, für ǫ > 0 , a ∈ R ,

fǫ(x) =
1√
πǫ

e−( xǫ )2

, gǫ(x) =

{
1
ǫ

falls |x| ≤ ǫ
2

0 sonst
, hǫ(x) =






a falls |x| ≤ ǫ
2

1
ǫ

falls ǫ
2
< |x| ≤ ǫ

0 sonst

,

(18.2)
die in einfachheitshalber einer Dimension für genügend kleines ǫ > 0 nahezu die Eigen-
schaften einer Ladungsdichte im Ursprung haben: für jedes abgeschlossene Volumen V
das den Ursprung nicht enthält, oder jedes offene Volumen, das ihn enthält, und für jeden
vorgegebenen Fehler gibt es ein ǫ, sodaß das Integral über V über fǫ oder gǫ oder hǫ
für alle 0 < ǫ < ǫ um weniger als den vorgegebenen Fehler von 0 oder 1 abweicht.

Aber der Grenzwert ǫ→ 0 von fǫ(x) , gǫ(x) und hǫ(x) definiert keine Funktion δ(x) .
Vielmehr existiert der Grenzwert im Dualraum der Funktionen, also im Raum der linea-
ren Funktionale, die Funktionen in die reellen Zahlen abbilden.

Zur Erklärung erinnern wir daran, daß reelle oder komplexe Funktionen Vektorräume
bilden, beispielsweise den Raum ϑ der beliebig oft stetig differenzierbaren Funktionen mit
kompakten Träger. Dabei ist der Träger einer Funktion t der Abschluß der Untermenge
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der Punkte x, in denen t nicht verschwindet. Die Funktionen aus ϑ nennen wir im
weiteren Testfunktionen. Eine Folge von Testfunktionen tn konvergiert definitionsgemäß
gegen eine Testfunktion t, wenn die Vereinigung der Träger von tn kompakt ist und
tn − t mit allen Ableitungen überall gegen Null konvergiert.

Jedes stetige, lineare Funktional L : ϑ → R nennen wir eine Distribution. Dabei ist
ein Funktional L stetig, wenn für konvergente Folgen von Testfunktionen

lim
n
L[tn] = L[lim

n
tn] (18.3)

gilt. Beispielsweise definiert jede integrable Funktion f ein lineares Funktional, die Dis-
tribution

Lf :

{
ϑ → R

t 7→ Lf[t] =
∫
dx f(x) t(x)

, (18.4)

die Testfunktionen stetig in die reellen Zahlen abbildet. Umgekehrt sind nach dem Fun-
damentallemma (13.17) der Variationsrechnung stetige Funktionen eindeutig durch ihre
zugehörige Distribution bestimmt.

Jede Funktion der Schar fǫ, gǫ und hǫ definiert eine Distribution. Zudem existiert
nach dem Mittelwertsatz (12.8) auch der Grenzwert ǫ→ 0 dieser Distributionen, obwohl
der Grenzwert der Funktionen nicht existiert,

Lgǫ[t] =

∫

dx gǫ(x) t(x) =

∫ ǫ
2

−ǫ
2

dx
1

ǫ
t(x) = t(x)

ǫ

ǫ
= t(x) → t(0) . (18.5)

Ebenso bilden Lhǫ und Lfǫ im Grenzfall ǫ→ 0 jede Testfunktion auf t(0) ab,

∫

dx
1√
π ǫ

e−( xǫ )2

t(x)
x=ǫu

=
1√
π

∫

du e−u2

t(ǫu) → t(0)
1√
π

∫

du e−u2 12.83
= t(0) . (18.6)

Allerdings muß man hier, um den Grenzwert zu bestimmen, etwas umständlicher den u-
Integrationsbereich in ein Intervall [−R,R] und die Randbereiche x < −R und x > R un-
terteilen. Wählt man R genügend groß, dann sind

∣∣∫∞

R
du e−u2

t(ǫu)
∣∣ ≤ |t|max

∫∞

R
du e−u2

und
∫−R

−∞
du e−u2

t(ǫu) kleiner als jeder vorgegebene Fehler. Aus dem Integral über das
Intervall [−R,R] zieht man t(ǫu) an einer Zwischenstelle |u| < R heraus.

Die Distribution limǫ→0 Lgǫ, die angewendet auf eine Testfunktion t ihren Funktions-
wert t(0) ergibt, schreiben wir als

Lδ[t] = t(0) =

∫

dx δ(x) t(x) . (18.7)

Sie ist wohldefiniert. Aber ihre Schreibweise als Integral ist nur formal: δ(x) existiert
nicht als Funktion, auch wenn wir δ(x) so schreiben und von der δ-Funktion reden. Sie
existiert nur als Distribution Lδ, angewendet auf Testfunktionen. Das Integral der δ-
Funktion mit einer Testfunktion ist nicht als Grenzwert einer Riemannsumme definiert,
sondern bezeichnet die lineare Abbildung, die die Testfunktion auf ihren Funktionswert
bei x = 0 abbildet.
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Was ihre Wirkung auf Testfunktionen angeht, verhalten sich fǫ , gǫ und hǫ im Grenz-
fall ǫ → 0 wie die δ-Funktion. Sie sind Regularisierungen der δ-Funktion. Dieser Sach-
verhalt, limǫ→0 Lhǫ = Lδ , ist gemeint, wenn man davon spricht, daß

lim
ǫ→0

hǫ(x) = δ(x) (18.8)

im Distributionensinn gilt.
Daß es sinnlos ist, vom Wert der δ-Funktion bei x = 0 zu reden, zeigt die Funk-

tionenschar hǫ, die bei x = 0 den beliebig wählbaren Wert hǫ(0) = a hat.

Die Distribution limǫ→0+
1

x+i ǫ

Für positives ǫ, das gegen Null strebt, ist der Grenzwert von

1

x + i ǫ
=
x− i ǫ

x2 + ǫ2
(18.9)

bei x = 0 nicht erklärt. Als Distribution aufgefaßt, also auf Testfunktionen t angewendet,
gilt für den Imaginärteil

∫

dx
ǫ

x2 + ǫ2
t(x) =

∫
dx

ǫ

ǫ2

x2 + ǫ2
t(ǫ

x

ǫ
)
x=ǫu

=

∫

du
1

1 + u2
t(ǫu)

→ t(0)

∫

du
1

1 + u2
= t(0) arctanu

∣∣u=∞

u=−∞
= t(0)π .

(18.10)

Bei der Substitution u = x/ǫ haben wir verwendet, daß ǫ größer als Null ist, sonst wäre
ein Faktor signǫ aufgetreten (12.40). Um zu schließen, daß t(ǫu) im Grenzfall ǫ → 0
durch t(0) ersetzt werden darf, muß man das Integral wie bei (18.6) in zwei Randbereiche
aufteilen, die nur vernachlässigbar beitragen, und ein Integral über ein Intervall, aus dem
man t(ǫu) mit dem Mittelwertsatz als t(ǫu) an einer Zwischenstelle herausziehen kann.

Als Grenzwert für positive ǫ, die gegen Null streben, erhalten wir im Distributionen-
sinn

lim
ǫ→0+

ǫ

x2 + ǫ2
= π δ(x) . (18.11)

das heißt, integriert mit einer Testfunktion ergeben beide Seiten π t(0) .
Auf Testfunktionen angewendet ergibt der Realteil von 1/(x+ i ǫ) für ǫ 6= 0

∫

dx
x

x2 + ǫ2
t(x) =

∫

dx
x

x2 + ǫ2

1

2

(
t(x) − t(−x)

)
, (18.12)

denn t(x) = 1
2

(
t(x) + t(−x)

)
+ 1

2

(
t(x) − t(−x)

)
kann in seine unter Spiegelung von x

geraden und ungeraden Anteile zerlegt werden, und das Integral über den spiegelsym-
metrischen Integrationsbereich über das ungerade Produkt der ungeraden Funktion
x/(x2 + ǫ2) mit dem geraden Anteil von t verschwindet.

Da die Testfunktion differenzierbar ist, geht

t(x) − t(−x)

2 x
(18.13)
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für x gegen 0 stetig gegen den dortigen Wert der Ableitung dt/dx . Also ist der Integrand

x

x2 + ǫ2

t(x) − t(−x)

2
=

x2

x2 + ǫ2

t(x) − t(−x)

2 x
, (18.14)

das Produkt eines stetigen Faktors mit einem ǫ-abhängigen Faktor, der für x 6= 0 gegen 1
geht und bei x = 0 den Wert 0 hat. Für ǫ→ 0 geht das Integral gegen

lim
ǫ→0

∫

dx
x

x2 + ǫ2
t(x) =

∫

dx
t(x) − t(−x)

2 x
. (18.15)

Diese Distribution formt man üblicherweise noch um und schneidet ein kleines, spiegel-
symmetrisches Intervall [−ǫ, ǫ] aus dem Integrationsbereich,

∫−ǫ

−∞

dx
(1
2

t(x)

x
+

1

2

t(−x)

(−x)

)
+

∫∞

ǫ

dx
(1
2

t(x)

x
+

1

2

t(−x)

(−x)

)
. (18.16)

Bei der Substitution u = −x der Integrationsvariablen und anschließender Umbenennung
von u in x geht der zweite Term in den dritten und der vierte Term in den ersten über.
Es ist also

lim
ǫ→0

∫

dx
x

x2 + ǫ2
t(x) = lim

ǫ→0+

(∫−ǫ

−∞

dx
t(x)

x
+

∫∞

ǫ

dx
t(x)

x

)
(18.17)

das Integral der Testfunktion t mit 1/x, wobei man aus dem Integrationsbereich ein
symmetrisches Intervall [−ǫ, ǫ] herausschneidet und nach der Integration ǫ > 0 gegen
Null gehen läßt. Diese auf Testfunktionen anzuwendende Distribution heißt Hauptwert
(englisch

”
principal value“) von 1/x . Wir schreiben sie als P.V. 1

x
und fassen mit dieser

Notation zusammen,

lim
ǫ→0+

1

x + i ǫ
= P.V.

1

x
− iπ δ(x) . (18.18)

Ableitung von Distributionen und Produkt mit glatten Funktionen

Die Ableitung von Distributionen σ definiert man so, daß sie mit der bisherigen Definition
übereinstimmt, wenn die Distribution durch eine differenzierbare Funktion f gegeben ist.
Da die Testfunktionen am Rand des Integrationsgebietes verschwinden, entstehen bei
partieller Integration keine Randterme und man kann die Ableitung auf die Testfunktion
abwälzen (12.20). Ihre Ableitung ist wieder eine Testfunktion

∫

dx
( d

dx
f(x)

)
t(x) =

∫

dx f(x)
(
−

d

dx
t(x)

)
. (18.19)

In Übereinstimmung mit dieser Gleichung definieren wir die Ableitung von Distributio-
nen σ durch (

∂σ
)
[t] = σ[−∂t] . (18.20)

Da nach Voraussetzung die Testfunktionen unendlich oft differenzierbar sind, sind alle
Distributionen unendlich oft differenzierbar, (∂kσ)[t] = (−1)k σ[∂kt].
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Selbst Distributionen, die durch unstetige Funktionen f gegeben sind, sind differen-
zierbar. Beispielsweise hat die Stufenfunktion (2.6)

Θ(x) =

{
0 , falls x ≤ 0
1 , falls x > 0

, (18.21)

angewendet auf eine Testfunktion t, die Ableitung
∫

dx
( d

dx
Θ(x)

)
t(x) =

∫

dxΘ(x)
(
−

d

dx
t(x)

)
=

∫∞

0

dx
(
−

d

dx
t(x)

)
= −t(x)

∣∣x=∞

x=0
= t(0) .

(18.22)
Als Distribution ist folglich die Ableitung der Stufe die δ-Funktion,

d

dx
Θ(x) = δ(x) . (18.23)

Regularisieren wir die Stufenfunktion, beispielsweise durch die differenzierbare Funktio-
nenschar,

Θ(x) = lim
ǫ→0+

( 1

π
arctan

x

ǫ
+

1

2

)
, (18.24)

so erhalten wir für die Ableitung ebenfalls die δ-Funktion

d

dx

1

π
arctan

x

ǫ
=

1

π

1

ǫ

1

1 + x2

ǫ2

=
1

π

ǫ

x2 + ǫ2

18.11→ δ(x) . (18.25)

Auch die δ-Funktion ist differenzierbar. Ihre Ableitung bildet Testfunktionen
∫

dx
( d

dx
δ(x)

)
t(x) =

∫

dx δ(x)
(
−

d

dx
t(x)

)
= −

dt

dx |x=0

(18.26)

auf das Negative der Ableitung der Testfunktion bei x = 0 ab.
Da das Produkt einer glatten, das heißt beliebig oft differenzierbaren, Funktion f mit

einer Testfunktionen wieder eine Testfunktion ist, ist erklärt, was das Produkt einer
glatten Funktion f mit einer Distribution σ ist. Das ist die Distribution

(
f σ
)
[t] = σ[f t] . (18.27)

Insbesondere ist f(x) δ(x) das f(0)-fache der δ-Funktion, denn
∫

dx f(x) δ(x) t(x) = f(0) t(0) = f(0)

∫

dx δ(x) t(x) =

∫

dx f(0) δ(x) t(x) ,

f(x) δ(x) = f(0) δ(x) . (18.28)

Für das Produkt von f mit der Ableitung der δ-Funktion berechnet man
∫

dx
(
f(x)

d

dx
δ(x)

)
t(x) =

∫

dx
( d

dx
δ(x)

)
f(x) t(x) = −

d(f t)

dx |x=0

= −
df

dx |x=0

t(0) + f(0)
(
−

dt

dx |x=0

)

=

∫

dx
(
f(0)

d

dx
δ(x) −

df

dx |x=0

δ(x)
)
t(x) ,

f(x)
d

dx
δ(x) = f(0)

d

dx
δ(x) −

(df

dx |x=0

)
δ(x) . (18.29)
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Kettenregel

Es sei y : x 7→ y(x) eine streng monotone, beliebig oft differenzierbare Funktion, bei-
spielsweise die Verschiebung um c, y(x) = x+ c , oder die Streckung um einen Faktor a,
y(x) = a x , wobei a 6= 0 auch negativ sein kann. Da y invertierbar jede kompakte
Menge auf eine kompakte Menge abbildet, sind die verketteten Funktionen t ◦ y und
t◦y−1 Testfunktionen, wenn t eine Testfunktion ist. Verkettung mit monotonen, glatten
Funktionen bildet den Raum der Testfunktionen auf sich ab.

Dies erlaubt, die verkettete Distribution σ◦y so zu definieren, daß sie für die linearen
Abbildungen Lf, die zu integrablen Funktionen f gehören, mit Lf◦y übereinstimmt.

Nach dem Integralsubstitutionssatz (12.40) gilt für Lf◦y
∫

dx f(y(x)) t(x) =

∫

dy f(y)
∣∣dx
dy

∣∣ t(x(y)) , (18.30)

wobei auf der rechten Seite x : y 7→ x(y) die Umkehrabbildung der Abbildung y auf der
linken Seite bezeichnet. Also definieren wir als verkettete Distribution

(
σ ◦ y

)
= σ̂

σ̂[t] = |∂y−1|σ[t ◦ y−1 ] . (18.31)

Für die δ-Funktion besagt dies insbesondere
∫

dx δ(y(x)) t(x) =

∫

dy δ(y)
∣∣dx
dy

∣∣ t(x(y)) =
∣∣dx
dy

∣∣
|y=0

t(x(0)) , (18.32)

und für die Streckung y(x) = a x um a 6= 0 gilt daher wegen x(y) = y/a

∫

dx δ(a x) t(x) =

∫

dy δ(y)
1

|a|
t(
y

a
) =

1

|a|
t(0) , δ(a x) =

1

|a|
δ(x) . (18.33)

Also ist δ(x) = δ(−x) spiegelsymmetrisch.
Für eine Verschiebung um −c, falls y(x) = x− c und x(y) = y+ c ist, ergibt sich

∫

dx δ(x− c) t(x) =

∫

dx δ(c− x) t(x) =

∫

dy δ(y) t(y+ c) = t(c) . (18.34)

Die verschobene δ-Funktion, angewendet auf eine Testfunktion, ergibt den Wert der
Testfunktion an dem Ort, an dem das Argument der δ-Funktion verschwindet.

Bei Integration mit der δ-Funktion fallen das Integral und die δ-Funktion weg, so wie
bei der Summe mit δij die Summe und das Kronecker-Delta wegfallen, δij t

j = ti .
Allgemeiner ergibt δ(y(x)) nach (18.32) den Wert der Testfunktion an der Nullstelle

x0 = x(0) von y , y(x0) = 0 , multipliziert mit der Ableitung der Umkehrfunktion x(y)
bei y = 0 , das ist der Kehrwert der Ableitung von y(x) bei x0 (4.12). Daher ist

δ(y(x)) =
1

|dy
dx

|
δ(x− x0) . (18.35)

Hat die Abbildung y(x) mehrere Nullstellen xi, in denen jeweils die Ableitung dy/dx
nicht verschwindet, so kann nicht für alle Distributionen σ die Verkettung σ◦y definiert
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werden, denn y ist nicht invertierbar. Zur Definition der verketteten δ-Funktion reicht
aber, daß es nichtüberlappende Umgebungen Ui jeder Nullstelle gibt, die invertierbar
auf y(Ui) abgebildet werden. Man schreibt zur Auswertung der verketteten δ-Funktion
das Integral (18.30) als Summe von Integralen über diese Umgebungen. Für jedes Ui
gilt (18.35). Insgesamt erhalten wir für δ(y(x)) die Summe über die Nullstellen von y ,

δ(y(x)) =
∑

y(xi)=0

1

|dy
dx

|
δ(x− xi) . (18.36)

Beispielsweise ist δ(t2 − r2) = (δ(t− r) + δ(t+ r))/(2 |r|) .

Höherdimensionale Distributionen

Höherdimensionale Distributionen sind lineare Abbildungen von Testfunktionen höherdi-
mensionaler Gebiete M. Bei der höherdimensionalen δ-Funktion deutet man die Dimen-
sion so wie bei der Integrationsvorschrift durch eine hochgestellte Zahl an. Beispielsweise
bildet die verschobene, dreidimensionale δ3-Funktion jede Testfunktion auf ihren Wert
an dem Punkt ~a = (u, v,w) ab, an dem das Argument der δ-Funktion verschwindet,

∫

d3x δ3(~x − ~a) t(~x) = t(~a) . (18.37)

Zerlegt man die Integration über ~x = (x,y, z) in drei Integrationen über x , y und z ,
so erweist sich die δ3-Funktion als Produkt dreier eindimensionaler δ-Funktionen ver-

schiedener Argumente

δ3(~x− ~a) = δ(x− u) δ(y− v) δ(z−w) . (18.38)

Das Produkt von δ(x) mit sich ist nicht definiert.
Für jede Testfunktion t ∈ ϑ gilt nach (17.10)

t(~y) = −
1

4π

∫

d3x
1

|~x− ~y|
∆t(~x) , (18.39)

denn da t einen kompakten Träger hat, verschwindet die Testfunktion und ihr Gradient
auf dem Rand, wenn der Integrationsbereich genügend groß gewählt ist. Die Ableitungen
der Testfunktion, integriert mit 1/|~x − ~y| , sind bis auf das Vorzeichen definitionsgemäß
die Ableitungen der Distribution 1/|~x − ~y|, angewendet auf die Testfunktion,

∫

d3x
( 1

4π
∆

1

|~x − ~y|

)
t(~x) = −t(~y) . (18.40)

Also gilt im Distributionensinn

1

4π
∆

1

|~x − ~y|
= −δ3(~x− ~y) . (18.41)
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Diese Gleichung ist nicht durch Ableiten von 1/|~x−~y| für ~x 6= ~y zu erschließen, denn als
Funktion ist 1/|~x − ~y| ist bei ~x = ~y nicht definiert, geschweige denn differenzierbar. Die
Ableitung ∆1/|~x − ~y| ist in einer Umgebung von ~x = ~y nur als Distribution, das heißt
durch ihre Wirkung auf Testfunktionen, erklärt.

Die Greenfunktion G(x,y) = 1
4π

1
|~x−~y

| kann als Inverses des zugehörigen Operators
−∆ aufgefaßt werden. So wie die Lösung des linearen Gleichungssystems Lu = g durch
u = L−1 g gegeben ist, wobei LijL

−1 j
k = δik gilt, so ergeben sich Lösungen u einer

linearen Differentialgleichung (Lu)(x) = g(x) mit einer zu L gehörigen Greenfunktion

LG(x,y) = δ(x− y) (18.42)

als u(x) =
∫
dyG(x,y) g(y) .



19 Komplex differenzierbare

Funktionen

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

Eine komplexe Funktion f : G ⊂ C → C , z 7→ f(z), kann nach Zerlegen in Real- und
Imaginärteil, z = x + iy , auch als komplexe Linearkombination

f(z) = u(x,y) + i v(x,y) (19.1)

zweier reeller Funktionen u und v verstanden werden. Die Funktion f heißt bei z ∈ G
komplex differenzierbar, wenn dort u und v reell differenzierbar sind und die lineare
Näherung

df = (∂xu+ i ∂xv) dx+ (∂yu+ i ∂yv) dy = (∂xu+ i ∂xv) dx+ (∂yv− i∂yu) i dy (19.2)

proportional zu dz = dx + i dy ist, wenn also eine komplexe Zahl df/dz existiert, sodaß
für alle dx und dy die Änderung

df =
df

dz
dz (19.3)

ist. Das ist genau dann der Fall, wenn dx und i dy mit demselben Faktor zu df beitragen.

df

dz
= ∂xf = −i ∂yf , (∂xu+ i ∂xv) = (∂yv− i∂yu) (19.4)

In Real- und Imaginärteil getrennt, sind (19.4) die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen

∂xu = ∂yv , ∂yu = −∂xv . (19.5)

Sie sind über reelle Differenzierbarkeit hinaus erforderlich, damit eine komplexe Funktion
komplex differenzierbar ist.

Anschaulich besagt reelle Differenzierbarkeit, daß der Funktionsgraph glatt ist und
keine Knicke hat. Daß komplexe Differenzierbarkeit eine weitergehende Einschränkung
ist, zeigt die glatte Funktion u+ i v = x− iy = z∗ . Sie ist nicht komplex differenzierbar,
1 = ∂xu 6= ∂yv = −1 . Hingegen ist f(z) = z komplex differenzierbar: wegen dz = 1 dz
ist dz/dz = 1 .

Der Real- und Imaginärteil jeder in einem Gebiet komplex differenzierbaren Funktion
löst dort die zweidimensionale Laplacegleichung

∆(2)f = 0 , ∆(2) = ∂x∂x + ∂y∂y . (19.6)
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Das folgt für zweifach stetig differenzierbare Funktionen nach Vertauschen der Differen-
tiationsreihenfolge aus (19.5)

∂x∂xu = ∂x∂yv = ∂y∂xv = −∂y∂yu , ∂x∂xv = −∂x∂yu = −∂y∂xu = −∂y∂yv . (19.7)

Daher sind komplex differenzierbare Funktionen für zweidimensionale Potentialprobleme
wichtig. Wie wichtig für die Mathematik komplex differenzierbarer Funktionen sind, läßt
sich kaum überschätzen, eine Ahnung davon vermittelt der Klassiker [22].

Wie bei reell differenzierbaren Funktionen ist die Ableitung linear. Für alle komplexen
Zahlen a und b und alle komplex differenzierbaren Funktionen f und g gilt

d

dz
(a f+ b g) = a

df

dz
+ b

dg

dz
. (19.8)

Ebenso gelten die Produktregel und die Kettenregel. Aus der Produktregel

d

dz
(f g) =

df

dz
g+ f

dg

dz
, (19.9)

ergibt sich die Ableitung von zn für alle natürlichen Zahlen n

dzn

dz
= nzn−1 . (19.10)

Für negative ganze Zahlen und z 6= 0 folgt das entsprechende Ergebnis ebenfalls aus
der Produktregel (4.17). Alle Potenzen von z außer 1/z haben demnach (für negative n
außerhalb z = 0) komplexe Stammfunktionen,

zn =
d

dz

1

n+ 1
zn+1 , n 6= −1 . (19.11)

Die Stammfunktion von 1/z ist der komplexe Logarithmus,

ln z = ln(|z|eiϕ) = ln |z| + iϕ =
1

2
ln(x2 + y2) + i arctan

y

x
= ln |z| + i arg z , (19.12)

wie man durch Ableiten bestätigt,

d ln z

dz
= ∂x ln z = −i ∂y ln z =

x

x2 + y2
+ i

1

1 + y2

x2

−y

x2
=
x − iy

x2 + y2
=

1

z
. (19.13)

Allerdings ist ln z nur in der aufgeschnittenen komplexen Ebene definiert und stetig: der
Winkel arg z zur positiven x-Achse nimmt bei einem Umlauf um den Ursprung um 2π
zu.

Da bei komplex differenzierbaren Funktionen f und g die verkettete Funktion f ◦ g
ebenfalls komplex differenzierbar ist,

d (f ◦ g)
dz |z

=
df

dz |g(z)

dg

dz |z

, (19.14)
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folgt unter anderem, daß man aus Lösungen f von zweidimensionalen Potentialproblemen
durch komplex differenzierbare Abbildungen g neue Lösungen erhält. Ist beispielsweise
ℜf auf einer Äquipotentialkurve Γ konstant, so ist ℜ(f ◦ g) eine Lösung der Laplace-
Gleichung, die auf dem Urbild g−1(Γ) konstant ist.

Wo df/dz nicht verschwindet, ist die Multiplikation mit df/dz eine Drehstreckung
(3.77) von dz = dx + i dy. Dort bildet die komplex differenzierbare Abbildung in erster
Näherung kleine Kreise auf kleine Kreise ab und ist daher winkeltreu.

Komplexes Wegintegral

Ist Γ : I ⊂ R → C , λ 7→ z(λ) , ein parametrisierter Weg in der komplexen Ebene und f
eine auf dem Weg definierte Funktion, so definiert

∫

Γ

dz f(z) =

∫

I

dλ
dz

dλ
f(z(λ)) (19.15)

das komplexe Wegintegral. Es hängt nicht von der Parametrisierung ab (12.50).
Das Wegintegral über eine Ableitung df/dz einer komplex differenzierbaren Funktion

ist wegen

dz

dλ

df

dz
=
(dx
dλ

+ i
dy

dλ

) df

dz

19.4
=
(dx
dλ

∂f

∂x
+

dy

dλ

∂f

∂y

)
=

d

dλ

(
u(x(λ),y(λ)) + iv(x(λ),y(λ))

)

(19.16)
nach dem Hauptsatz der Integralrechnung die Differenz der Stammfunktion am End-
punkt z = z(λ) und am Anfangspunkt z = z(λ) des Weges

∫

Γ

dz
df

dz
=

∫λ

λ

dλ
d

dλ
f(x(λ),y(λ)) = f(z) − f(z) . (19.17)

Insbesondere verschwinden Wegintegrale über Ableitungen, wenn der Weg geschlossen
ist, also z = z gilt. Da (z−a)n für alle ganzen Zahlen n außer für n = −1 die Ableitung
von (z− a)n+1/(n+ 1) ist, gilt daher

n ∈ Z , n 6= −1 :

∮

dz (z− a)n = 0 . (19.18)

Das Symbol
∮

betont, daß es sich um ein Integral über einen geschlossenen Weg handelt.
Er darf für negative n nicht durch z = a gehen.

Die Stammfunktion ln(z−a) von 1/(z−a) existiert nur in der bei a aufgeschnittenen
Ebene. Auf einem Weg, der von z im mathematisch positiven Sinn einmal um a herum
zu z = z zurückführt, nimmt der Winkel arg(z − a) um 2π und der Logarithmus um
2π i zu ∮

dz
1

z− a
= 2πi . (19.19)

Zerlegen wir f und dz
dλ

in Real- und Imaginärteil, so erweist sich das komplexe Weginte-
gral als reelles Wegintegral in zwei Dimensionen über eine komplexe Linearkombination
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~C zweier reeller Vektorfelder

dz

dλ
f = (

dx

dλ
+ i

dy

dλ
) (u+ i v) =

d~x

dλ
· ~C , ~C =

(
u+ i v

−v+ iu

)
. (19.20)

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen (19.5) besagen, daß die antisymme-
trisierte Ableitung des Vektorfeldes dort verschwindet, wo die Funktion f komplex diffe-
renzierbar ist

∂1C2 − ∂2C1 = ∂x(−v+ iu) − ∂y(u+ i v) = 0 . (19.21)

Nach dem Satz von Stokes (14.13) verschwindet daher das Wegintegral über jeden ge-
schlossenen Weg Γ , der ein Gebiet G berandet, in dem f komplex differenzierbar ist

0 =

∫

G

d2s
(
∂1C2 − ∂2C1

)
=

∫

Λ

dλ
dsi

dλ
Ci(s(λ)) =

∫

Γ=∂G

dz f(z) . (19.22)

Dies ist der

Cauchysche Integralsatz: Das Umlaufintegral über die Funktion f verschwindet über

jeden geschlossenen Weg, auf dem f stetig ist und der ein Gebiet berandet, in dem f

komplex differenzierbar ist, ∮

dz f(z) = 0 . (19.23)

Ist der Integrationsweg Γ von z zu z nicht geschlossen, so ergibt sich aus dem Cauchy-
schen Integralsatz, daß das Wegintegral mit demjenigen über jeden anderen Weg Γ ′ von
z zu z übereinstimmt, wenn f im Gebiet, das von Γ − Γ ′ berandet wird, komplex dif-
ferenzierbar ist. Dabei bezeichnet Γ − Γ ′ den Weg von z längs Γ nach z und längs des
rückwärts durchlaufenen Weges Γ ′ zurück nach z .

Als Beispiel für den Cauchyschen Integralsatz werten wir für komplexes a 6= 0 mit nicht

.

.....................................

......................................

......................................

......................................

......................................

.....................................

e−z2

C1

C3

C2

0 R

R eiϕ/2 negativem Realteil, a = |a|eiϕ, |ϕ| ≤ π/2, das Integral

√
|a| ei ϕ

2

∫∞

0

dλ e−aλ2

= lim
R→∞

∫

C3

dz e−z2 (19.24)

aus als Grenzwert für R → ∞ des komplexen Wegintegrals
über den Strahl C3 vom Ursprung zu R ei ϕ

2 ,

C3 : [0,
R√
|a|

] → C , λ 7→ z(λ) =
√

|a| eiϕ/2 λ . (19.25)

Zusammen mit dem Strahl C1 vom Ursprung zu R und dem Kreisbogen C2 : λ 7→ R eiλ,
0 ≤ λ ≤ ϕ/2 , berandet C1+C2−C3 einen Kreissektor mit Radius R und Öffnungswinkel
ϕ/2, in dem der Integrand e−z2 komplex differenzierbar ist. Da das Umlaufintegral
verschwindet, ist

∫

C1
+

∫

C2
=

∫

C3
für jedes R .

Im Grenzfall R → ∞ verschwindet aber, wie die folgende Abschätzung zeigt, das
Integral über den Kreisbogen C2 ,

∣∣
∫

C2

dz e−z2
∣∣ =

∣∣
∫ ϕ

2

0

dλR i eiλ e−R2 (cos(2λ)+i sin(2λ))
∣∣ ≤

∫ ϕ
2

0

dλR e−R2 cos(2λ)

=
R

2

∫ϕ

0

dψ e−R2 cosψ ≤ R

2

∫ π
2

0

dψ e−R2 cosψ =
R

2

∫ π
2

0

dα e−R2 sinα .

(19.26)
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Hierbei haben wir verwendet, daß der Betrag eines Integrals kleiner gleich dem Integral
über den Betrag des Integranden ist, |eix| = 1 für reelles x , ϕ ≤ π/2 , und wir haben
ψ = 2 λ und α = π/2 − ψ substituiert.

Für 0 ≤ α ≤ π/2 ist sin(α) ≥ (2/π)α, und e−R2 sinα ist kleiner als e−R2 (2/π)α. Also
gilt

∣∣
∫

C2

dz e−z2
∣∣ ≤ R

2

∫ π
2

0

dα e− 2R2

π α =
R

2

−π

2R2
e− 2R2

π α
∣∣α=π

α=0
<
π

4R
, (19.27)

und der Betrag von
∫

C2
strebt mit R→ ∞ gegen Null.

Folglich ist in diesem Grenzfall das Integral über C3 gleich dem Integral über C1,

lim
R→∞

∫

C1

dz e−z2 =

∫∞

0

dλ e−λ2 12.83
=

1

2

√
π , (19.28)

und wir erhalten das Ergebnis

∫∞

0

dλ e−aλ2

=
1

2

√
π

|a|
e−i ϕ

2 . (19.29)

Für a = i = eiπ/2 folgt wegen e−iπ/4 = 1√
2
(1 − i)

∫∞

0

dx e−ix2

=

∫∞

0

dx
(
cos(x2) − i sin(x2)

)
=

1

2

√
π

2
(1 − i) . (19.30)

In Real- und Imaginärteil zerlegt, ergeben sich die nach Fresnel [18] benannten Integrale

∫∞

0

dx cos(x2) =
1

2

√
π

2
,

∫∞

0

dx sin(x2) =
1

2

√
π

2
. (19.31)

In manchen Arbeiten kreativer Theoretiker werden Integrale über reelle Variable kur-
zerhand durch Integrale über imaginäre Variable ersetzt und unterstellt, das so verän-
derte Integral, das Wickrotierte Integral, sei dem ursprünglichen Integral bis auf einen
Faktor i gleich. Das kann richtig sein, wenn der Integrand eine genügend gutartige Funk-
tion der komplexen Ebene ist, ist aber normalerweise falsch und für reelle Funktionen,
die nicht die Einschränkung von komplexen Funktionen auf reelle Argumente sind, so
sinnlos wie die Frage

”
Wo bin ich um t = 9 i Uhr auf meinem Weg t 7→ ~x(t) zur Arbeit?“ .

Residuensatz

Eine komplexe Funktion f heißt in einem Gebiet Gmeromorph, wenn sie in allen Punkten
von G bis auf endlich viele Ausnahmepunkte z1, z2 . . . zn, die Pole, komplex differenzier-
bar ist. In einer genügend kleinen Umgebungen jedes Pols wird sie, außer im Pol selbst,
durch eine Laurentreihe (Pierre Alphonse Laurent (1813-1854) [18]) dargestellt, das ist
eine Potenzreihe in (z− zi) und 1/(z− zi) ,

f(z) =

∞∑

n=0

(z− zi)
n cn +

∞∑

n=1

(z− zi)
−n c−n . (19.32)



194 19 Komplex differenzierbare Funktionen

Der Koeffizient c−1 bei 1/(z−zi) heißt das Residuum von f im Punkt zi . Wir bezeichnen
ihn mit

Res
z=zi

f(z) = c−1 . (19.33)

Hat beispielsweise f in z1 einen Pol der Ordnung k, f(z) = g(z)/(z− z1)
k , k > 0 , wobei

g(z) = (z− z1)
kf(z) in z1 komplex differenzierbar ist und durch die Potenzreihe

g(z) =

∞∑

n=0

1

n!

dng

dzn |z1

(z− z1)
n (19.34)

dargestellt wird, dann hat f in z1 das Residuum

Res
z=z1

f(z) =
1

(k− 1)!

dk−1g

dzk−1
|z1

. (19.35)

Ist f in einem Gebiet G , das von einer Kurve Γ berandet wird, mit Ausnahme von end-
lich vielen Punkten komplex differenzierbar und auf Γ stetig, dann ergibt das Umlaufinte-
gral über die im mathematisch positiven Drehsinn durchlaufene Kurve Γ die Summe der

z1

−C1 C1Γ ′

z2
z3

Residuen mal 2π i ,
∮

Γ=∂G

dz f(z) = 2π i
∑

zj∈G
Res
z=zj

f(z) . (19.36)

Der Residuensatz folgt aus dem Cauchyschen Inte-
gralsatz bei Betrachtung des nebenstehenden Inte-
grationsweges Γ ′ . Auf diesem Weg wird Γ jeweils
durch einen Weg Ci in die Nähe jedes Pol zi un-
terbrochen, daran anschließend wird der Pol im Uhr-

zeigersinn und der Weg −Ci zurück zu Γ durchlaufen. Die Pole liegen alle außerhalb des
von Γ ′ umlaufenen Gebietes, also verschwindet das Wegintegral über Γ ′ . Die Beiträge
der Wegintegrale über Ci und −Ci heben sich auf, wenn beide Wege bis auf den Durch-
laufsinn übereinstimmen. Demnach heben sich das Wegintegral über Γ und über die im
Uhrzeigersinn durchlaufenen Kreise um die Pole gegenseitig auf. Es gilt also

∮

Γ=∂G

dz f(z) =
∑

i

∮

Ki

dz f(z) =
∑

i

∮

Ki

dz
∞∑

n=−∞

(z− zi)
n cn . (19.37)

Dabei bezeichnet Ki die im mathematisch positiven Sinn durchlaufenen Kreise um die
Pole zi . Für n 6= −1 verschwinden die Umlaufintegrale über (z−zi)

n (19.18), es verbleibt

∮

Ki

dz
∞∑

n=−∞

(z− zi)
n cn

19.19
= 2π i c−1 = 2π i Res

z=zi
f(z) . (19.38)

Umlaufintegrale um Gebiete, in denen der Integrand komplex differenzierbar ist, ver-
schwinden – so wie in drei Dimensionen Oberflächenintegrale über elektrische Feldstär-
ken verschwinden, wenn im umhüllten Gebiet keine Ladung ist. Das Residuum eines
Pols entspricht in zwei Dimensionen einer dortigen Punktladung. Sie trägt additiv zum
Umlaufintegral bei. Überraschen mag an dieser Analogie, daß Pole höherer Ordnung,
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z−n mit n > 1, ungeladen sind. Das erklärt sich allerdings, wenn man bedenkt, daß
−q/z2 sich als Grenzfall zweier entgegengesetzter, benachbarter Ladungen ergibt, also
wie ein Dipol ungeladen ist,

−
q

z2
= lim
ǫ→0

1

ǫ

( q

z+ ǫ
−
q

z

)
. (19.39)

Als Anwendung des Residuensatzes werten wir reelle Integrale
∫∞

−∞

dxQ(x) (19.40)

in den Fällen aus, in denen die stetige reelle Funktion Q(x) der Wert einer komplexen
Funktion Q(z) ist, die in der oberen Halbebene ℑ(z) ≥ 0 bis auf endlich viele Ausnah-
mepunkte komplex differenzierbar ist und dort für große |z| schneller als 1/|z| abfällt,
sodaß für jede vorgegebene Schranke ǫ > 0 ein R existiert, sodaß für jedes größere r > R
und alle 0 ≤ λ ≤ π die Ungleichung

|rQ(r eiλ)| < ǫ (19.41)

gilt. Dies ist für rationale Funktionen Q(z) = Z(z)/N(z) der Fall, wenn der Grad des
Nennerpolynoms N um mindestens zwei größer als der des Zählers Z ist und N keine
reelle Nullstelle hat.

Das Wegintegral über den Halbkreis in der oberen Halbebene

Γr : [0,π] → C , λ 7→ z(λ) = r eiλ (19.42)

verschwindet mit r → ∞, denn für genügend große r ist sein Betrag kleiner als jede
vorgegebene Schranke ǫ′ = π ǫ

∣∣
∫

Γr

dzQ(z)
∣∣ =

∣∣
∫π

0

dλ r i eiλQ(r eiλ)
∣∣ ≤

∫π

0

dλ
∣∣ r i eiλQ(r eiλ)

∣∣ <
∫π

0

dλ ǫ = ǫ′ . (19.43)

Also ist das Integral (19.40) das Umlaufintegral um die obere Halbebene und nach dem
Residuensatz die Summe der umlaufenen Residuen

∫∞

−∞

dxQ(x) = 2π i
∑

zi: ℑ(zi)>0

Res
z=zi

Q(z) . (19.44)

Beispielsweise muß man zur Berechnung des Integrals
∫∞

0

dx
x2

x4 + 1
=

∫∞

−∞

dx
1

2

x2

x4 + 1
(19.45)

die Nullstellen z1 = eiπ
4 = 1√

2
(1 + i) , z2 = i z1 , z3 = −z1 und z4 = −i z1 des Nenners

bestimmen. Die ersten beiden liegen in der oberen Halbebene und tragen zum Umlauf-
integral bei. Das Residuum von

f(z) =
1

2

z2

(z− z1) (z− z2) (z− z3) (z− z4)
(19.46)



196 19 Komplex differenzierbare Funktionen

bei z1 ist einfach der Faktor bei 1/(z− z1), ausgewertet bei z = z1 (19.35)

Res
z=z1

f(z) =
1

2

z21
(z1 − z2) (z1 − z3) (z1 − z4)

=
1

2

1

z1(1 − i) (1 + 1) (1 + i)
=

1

8 z1
. (19.47)

Ebenso ergibt sich das Residuum bei z2

Res
z=z2

f(z) =
1

2

z22
(z2 − z1) (z2 − z3) (z2 − z4)

=
1

2

1

z2(1 + i) (1 − i) (1 + 1)
=

1

8 z2
(19.48)

Insgesamt folgt

∫∞

0

dx
x2

x4 + 1
= 2π i

√
2

16
(1 − i − 1 − i) =

π

2
√

2
. (19.49)

Ebenso läßt sich mit dem Residuensatz die Fouriertransformation von Funktionen
Q(x) ∫

dxQ(x) eikx (19.50)

für k > 0 bestimmen, wenn Q(z) eine in der oberen Halbebene ℑ(z) > 0 meromorphe
und auf der reellen Achse stetige Funktion ist, die für |z| → ∞ verschwindet, sodaß für
jedes vorgegebene ǫ > 0 ein R existiert, sodaß für alle größeren r und alle 0 ≤ λ ≤ π der
Betrag von Q kleiner als diese Schranke ist,

|Q(r eiλ)| < ǫ . (19.51)

Dies gilt beispielsweise bei rationalen Funktionen Q(z) = Z(z)/N(z), wenn das Nen-
nerpolynom N keine reelle Nullstelle hat und sein Grad größer ist als der Grad des
Zählerpolynoms Z .

Das Wegintegral über den Halbkreis (19.42) in der oberen Halbebene verschwindet für
r→ ∞, wie die folgende Abschätzung zeigt

∣∣
∫

Γr

dzQ(z) eikz
∣∣ ≤

∫π

0

dλ
∣∣ r i eiλQ(r eiλ) eikr(cosλ+i sinλ)

∣∣ < 2

∫ π
2

0

dλ ǫ r e−kr sinλ .

(19.52)
Dabei haben wir im letzten Schritt verwendet, daß der Sinus zwischen π/2 und π die-
selben Werte durchläuft wie zwischen 0 und π/2 . Dort ist der Sinus größer als (2/π)λ,
also ist der Betrag des Integrals kleiner als jede vorgegebene Schranke ǫ′ = π ǫ/k ,

∣∣
∫

Γr

dzQ(z) eikz
∣∣ < 2

∫ π
2

0

dλ ǫ r e− 2kr
π λ =

π

2 k r
2 r ǫ

(
−e− 2r

π λ
)∣∣λ=π

2

λ=0
<
πǫ

k
= ǫ′ . (19.53)

Also ist (19.50) gleich dem Umlaufintegral um die obere Halbebene und nach dem Re-
siduensatz durch 2π i mal den Residuen in der oberen Halbebene gegeben,

k > 0 :

∫

dxQ(x) eikx = 2π i
∑

ℑ(zi)>0

Res
z=zi

Q(z) eikz . (19.54)

Durch Betrachtung des an der x-Achse gespiegelten Integrationsweges erhält man ebenso
für Q(z), die den entsprechenden Bedingungen in der unteren Halbebene genügen,1

k > 0 :

∫

dxQ(x) e−ikx = −2π i
∑

ℑ(zi)<0

Res
z=zi

Q(z) e−ikz . (19.55)

1Der entgegengesetze Umlaufsinn bewirkt ein negatives Vorzeichen.
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Skalarprodukt von Funktionen

Die Darstellung einer Funktion einer reellen Variablen durch ihre Taylorreihe (12.35)
ist gewöhnlich nur in einer kleinen Umgebung des Entwicklungspunktes nützlich. Oft
möchte man aber eine Funktion g im Großen und Ganzen in einem Bereich M durch
eine Summe

f1(x) g1 + f2(x) g2 + . . . =
∑

n

fn(x) gn (20.1)

von Standardfunktionen f1, f2 . . . mit Zahlenkoeffizienten g1 ,g2 . . . nähern. Die Funk-
tionen fn sollen bekannte, einfache Eigenschaften haben. Beispielsweise kann es sich
um die Potenzen fn(x) = xn , n = 0, 1, 2 . . . oder um trigonometrische Funktionen
fn(x) = einx = cosnx + i sinnx, n ∈ Z , handeln. Die Funktionen und Koeffizienten
können komplex sein.

Um die Frage beantworten zu können, mit welchen Koeffizienten gi bei gegebenen
Funktionen fi eine Funktion g am besten genähert wird, braucht man ein Maß für die
Güte der Näherung oder die Größe des Fehlers

δg(x) = g(x) −
∑

n

fn(x) gn . (20.2)

Beispielsweise verschwindet die Supremumsnorm des Fehlers

sup
x∈M

|δg(x)| , (20.3)

wenn
∑
n fn gn überall in M mit g übereinstimmt. Weicht aber g von der Summe nur

in einer kleinen Untermenge vonM ab, so berücksichtigt die Supremumsnorm nicht, daß
g in der Restmenge gut dargestellt ist.

Wenn wir die Größe des Fehlers, der in verschiedenen Teilen von M gemacht wird, als
Integral über M definieren, ∫

M

dxm(|δg(x)|) ρ(x) , (20.4)

wobei m eine für nicht negative Argumente streng monotone Funktion ist mit m(0) = 0
und wenn ρ eine nichtnegative Funktion ist, mit der man Fehler in unterschiedlichen
Teilen von M unterschiedlich wichten kann, so ist diese Größe nicht negativ und ver-
schwindet nur, wenn δg höchstens in einer Menge mit verschwindendem Maß von Null
verschieden ist.1

1Verwirrenderweise kann aber bei einer Folge von Näherungen die Größe des Fehlers δgN mit N→ ∞

gegen Null gehen, obwohl δgN in keinem Punkt konvergiert [1, Abschnitt 13-14].
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Wir wählen als Fehlerquadrat das Integral über das Betragsquadrat der Funktion δg ,

‖δg‖2 =

∫

M

dx |δg(x)|2 . (20.5)

Es verleiht dem Vektorraum FM der komplexwertigen Funktionen vonM, deren Betrags-
quadrat integrierbar ist, die geometrischen Eigenschaften eines Euklidischen Raumes mit
einem Skalarprodukt. Denn das Fehlerquadrat setzt sich ebenso aus einer Summe von
Quadraten zusammen, wie nach dem Satz des Pythagoras das Längenquadrat der Hy-
potenuse, c2 = a2 + b2 .

Ein Skalarprodukt ordnet Paaren von Vektoren eines komplexen Vektorraumes kom-
plexe Zahlenwerte zu,

( , ) :

{
V × V → C

u v 7→ (u, v)
. (20.6)

Es ist linear im zweiten Argument, (a,b ∈ C , u, v,w ∈ V),

(u, v a+wb) = (u, v)a+ (u,w)b , (20.7)

positiv definit

(u,u) ≥ 0 , (u,u) = 0 ⇔ u = 0 (20.8)

und konjugiert symmetrisch

(u, v) = (v,u)∗ . (20.9)

Daher ist es konjugiert linear im ersten Argument,

(ua+ v b,w) = a∗ (u,w) + b∗ (v,w) . (20.10)

Mathematiker bezeichnen es als Sesquilinearform, denn lateinisch sesqui bedeutet an-
derthalb. In einer Orthonormalbasis

(ei, ej) = δij (20.11)

ist das Skalarprodukt von u = ei u
i mit v = ej v

j

(u, v) = (ei u
i, ej v

j) = (ui)∗ (ei, ej) v
j = (ui)∗ δij v

j = (ui)∗ vi . (20.12)

Im unendlichdimensionalen Funktionenraum FM gehört zum Fehlerquadrat (20.5) das
Skalarprodukt

(f,g) =

∫

M

dx f∗(x) g(x) . (20.13)

Das Skalarprodukt einer Funktion f mit sich, das Längenquadrat von f, verschwindet
nur, wenn f überall bis auf eine Ausnahmemenge vom Maß Null verschwindet,

‖f‖2 = (f, f) =

∫

M

dx f(x)∗ f(x) = 0 ⇔ f = 0 . (20.14)
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Daher gilt wie in alltäglicher Geometrie die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (1.51)

|(f,g)| ≤ ‖f‖ ‖g‖ (20.15)

und die Dreiecksungleichung

‖f+ g‖ ≤ ‖f‖ + ‖g‖ . (20.16)

Ein komplexer Vektorraum mit einem Skalarprodukt heißt Hilbertraum, wenn er zudem
vollständig ist, das heißt, wenn jede Cauchyfolge2 von Vektoren gegen einen Vektor des
Raumes konvergiert.

Faßt man komplexe Funktionen eines meßbaren Gebietes M, die sich nur in einer
Menge vom Maß Null unterscheiden, zu Äquivalenzklassen zusammen, so bilden diese
Äquivalenzklassen von im Lebesgueschen Sinne quadratintegrablen Funktionen oder die
Cauchyfolgen Riemannintegrabler Funktionen einen Hilbertraum.

In der Quantenmechanik entsprechen den Zuständen, die man präpariert, die sich im
Laufe der Zeit ändern und deren Eigenschaften man mißt, Vektoren im Hilbertraum. Das
Skalarprodukt tritt in der Diracschen Bracketschreibweise 〈f|g〉 auf. Sein Betragsquadrat
hat in der Quantenmechanik die Bedeutung von Wahrscheinlichkeiten.

Hermitesche und unitäre Abbildungen

Die hermitesch adjungierte Abbildung A† einer linearen Selbstabbildung A von V ist
durch Abwälzen im Skalarprodukt definiert

(u,Av) = (A†u, v) . (20.17)

Durch komplexe Konjugation folgt hieraus (Av,u) = (v,A†u) , also ist (A†)† = A .
In einer Orthonormalbasis erhält man die Matrix von A† durch Transponieren und

komplex Konjugieren der Matrix A , A† = A∗T ,

(ei,A
†ej) = (ei, ekA

†k
j) = (ei, ek)A

†k
j = A† i

j

= (A†ej, ei)
∗ = (ej,Aei)

∗ = (Aji)
∗ .

(20.18)

Stimmt A mit der hermitesch adjungierten Abbildung überein, so heißt A hermitesch
oder selbstadjungiert. Hermitesche Abbildungen haben reelle Eigenwerte,

(
A = A† ∧ Au = λu

)
⇒ λ = λ∗ , (20.19)

wie λ (u,u) = (u, λu) = (u,Au) = (A†u,u) = (Au,u) = (λu,u) = λ∗ (u,u) zusam-
men mit (u,u) 6= 0 zeigt. Zudem bildet A den Raum V⊥ der Vektoren v, die senkrecht
auf einem Eigenvektor u stehen, V⊥ = {v : (v,u) = 0} , auf sich ab, denn (v,u) = 0 zieht
(Av,u) = 0 nach sich, 0 = λ(v,u) = (v,Au) = (A†v,u) = (Av,u) . Folglich kann man
die Eigenvektoren einer hermiteschen n× n-Matrix A paarweise orthogonal zueinander

2Eine Folge heißt Cauchyfolge, wenn sich für jedes vorgegebene ǫ > 0 ein n angeben läßt, ab dem die
Unterschiede zwischen weiteren Folgengliedern einen kleineren Betrag als ǫ haben.
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und normiert wählen: sie hat, wie jede Matrix, mindestens einen Eigenvektor u1. Man
kann ihn normiert wählen. Da die Abbildung A den Unterraum V⊥ auf sich abbildet,
hat sie, auf diesen Unterraum eingeschränkt, einen Eigenvektor u2, der senkrecht auf
u1 steht, und den wir normiert wählen können. A läßt auch den Unterraum von V⊥
invariant, der auf u2 senkrecht steht, und so weiter. Zu jeder hermiteschen n×n-Matrix
gibt es eine Orthonormalbasis von Eigenvektoren.

Umgekehrt ist jede lineare Abbildung H hermitesch, die eine Orthonormalbasis von
Eigenvektoren besitzt, die sie jeweils mit reellen Eigenwerten λj streckt, denn Hij =

(ei,Hej) = λjδij = (Hji)
∗ (keine Summe über j).

Invertierbare, lineare Selbstabbildungen von V, die das Skalarprodukt invariant lassen,
(Uu,Uv) = (u, v) für alle u, v ∈ V , heißen unitär. Ihre hermitesch adjungierte Abbildung
ist ihr Inverses,

(Uu,Uv) = (U†Uu, v) = (u, v) , U†U = 1 . (20.20)

Ihre Eigenwerte liegen auf dem komplexen Einheitskreis, |λ|2 = 1, denn ausUu = λu und
der Invarianz des Skalarproduktes folgt (u,u) = (Uu,Uu) = (λu, λu) = λ∗λ (u,u) .
Da die unitäre Abbildung Skalarprodukte invariant läßt, bildet sie den Raum V⊥ der
Vektoren v, die senkrecht auf einem Eigenvektor u stehen, auf sich ab, denn in der
Argumentationskette 0 = (v,u) = (Uv,Uu) = (Uv, λu) = (Uv,u) λ verschwindet der
Eigenwert λ nicht, sondern liegt auf dem komplexen Einheitskreis. Wie bei hermiteschen
Abbildungen folgt daher, daß es für jede unitäre n×n-Matrix U eine Orthonormalbasis
von Eigenvektoren gibt, und daß jede Matrix unitär ist, die eine Orthonormalbasis von
Eigenvektoren besitzt, die sie jeweils mit Eigenwerten vom Betrag 1, λ∗ = λ−1, streckt.

Orthonormale Funktionensysteme

Berechnen wir für den Fall, daß M das spiegelsymmetrisch zum Ursprung liegende In-
tervall IL = [−L

2
, L

2
] der Länge L ist, die Skalarprodukte der Funktionen

fn(x) =
1√
L

ei 2π
L nx , n ∈ Z , (20.21)

so erhalten wir für m 6= n

(fn, fm) =
1

L

∫

IL

dx e−i 2π
L nx ei 2π

L mx =
1

L

∫

IL

dx ei 2π
L (m−n)x (20.22)

=
1

L

L

2πi (m− n)
ei 2π

L (m−n)x
∣∣x=L

2

x=−L
2

=
1

2π i (m− n)

(
eiπ (m−n) − e−iπ (m−n)

)
= 0 .

Das Skalarprodukt von fn mit sich hat wegen |fn(x)|2 = 1/L den Wert 1 . Die Funktio-
nen fn sind also normiert und stehen aufeinander senkrecht. Sie bilden ein orthonormales
System von Funktionen,

(fn, fm) = δmn . (20.23)
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Um eine Funktion g mit einer Summe
∑
m fm gm orthonormaler Funktionen bestmög-

lich zu nähern, muß man die Koeffizienten gm so wählen, daß der Fehler

‖δg‖2 = (g−
∑

m

fmgm,g−
∑

n

fngn) = (g,g−
∑

n

fngn) − (
∑

m

fmgm,g−
∑

n

fngn)

= (g,g) − (g,
∑

n

fn gn) − (
∑

m

fm gm,g) + (
∑

m

fm gm,
∑

n

fn gn) (20.24)

möglichst klein wird. Verwenden wir nicht nur, daß das Skalarprodukt in beiden Ar-
gumenten additiv ist, sondern auch, daß es im zweiten Argument linear und im ersten
konjugiert linear ist, so erhalten wir

‖δg‖2 = (g,g) −
∑

n

(g, fn) gn −
∑

m

g∗m (fm,g) +
∑

mn

g∗m (fm, fn) gn . (20.25)

Weil die fn orthonormal sind, ist die Doppelsumme über m und n einfach eine Summe
über die Betragsquadrate der gn. Wir fassen sie mit den Termen, die linear in gn und
g∗n sind, zu Betragsquadraten von gn − (fn,g) zusammen,

‖δg‖2 = (g,g) −
∑

n

(g, fn) gn −
∑

n

g∗n (fn,g) +
∑

n

g∗n gn

= (g,g) +
∑

n

(
g∗n − (g, fn)

) (
gn − (fn,g)

)
−

∑

n

(g, fn) (fn,g) .
(20.26)

Der Fehler wird bei gegebener Funktion g als Funktion der Koeffizienten gn minimal,
wenn die Differenzen gn − (fn,g) verschwinden,

gn = (fn,g) . (20.27)

Er beträgt dann

‖δg‖2 = (g,g) −
∑

n

|(fn,g)|2 (20.28)

und verschwindet, wenn die Parsevalsche Gleichung erfüllt ist,

(g,g) =
∑

n

|(fn,g)|2 . (20.29)

Wenn sich jede Funktion eines Funktionenraumes F genauer als mit jedem vorgegebenen
Fehler ǫ > 0 als Linearkombination der Funktionen fn nähern läßt, dann heißen die
fn vollständig in F und werden etwas schlampig als Basis bezeichnet. So verwendet
bezeichnet das Wort Basis nicht, was Mathematiker damit meinen, nämlich eine Menge
linear unabhängiger Vektoren, die es erlaubt, jeden Vektor des Vektorraumes ohne Fehler
als endliche Linearkombination der Basisvektoren zu schreiben.

Für die Vollständigkeit eines Systems von Funktionen fn reicht nicht, daß es sich
um unendlich viele Funktionen handelt: nimmt man beispielsweise aus den Funktionen
(20.21) eine heraus, etwa f0 = 1/

√
L, so verbleiben unendlich viele, aber sie sind nicht
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vollständig, weil man die Funktion f0 nicht mit den verbleibenden Funktionen mit einem
Fehler nähern kann, der kleiner als 1 ist.

Ist ein orthonormales Funktionensystem f1, f2 . . . im Raum von Testfunktionen voll-
ständig, so läßt sich jede Testfunktion t als Reihe

t(x) =
∑

n

fn(x) tn , tn = (fn, t) =

∫

M

dy fn(y)∗ t(y) (20.30)

darstellen. Setzen wir die Koeffizienten für die Teilsumme der ersten N Summanden ein
und vertauschen wir die Summation mit der Integration, so erhalten wir für N gegen
unendlich

t(x) =

∫

M

dy
∑

n

fn(x) f∗n(y) t(y) , (20.31)

das heißt, für N gegen unendlich geht die Summe
∑N

n=1 fn(x) f∗n(y) im Distributionen-
sinn gegen die δ-Funktion in M

x,y ∈M :
∑

n

fn(x) f∗n(y) = δ(x− y) . (20.32)

Fourierreihe

Wir verschieben zunächst den Beweis, daß die Funktionen fn(x) = ei 2π
L nx/

√
L , n ∈ Z

(20.21), die Wellen mit Wellenlängen L/n oder die Schwingungen mit Frequenz n/L, im
Raum der stückweise stetig differenzierbaren Funktionen g des Intervalls IL = [−L

2
, L

2
]

vollständig sind. Die zugehörige Reihe

g(x) ∼

∞∑

n=−∞

1√
L

ei 2π
L nx gn , gn = (fn,g) =

∫ L
2

−L
2

dx
1√
L

e−i 2π
L nx g(x) , (20.33)

die komplexe Fourierreihe von g , konvergiert bei periodischen, stetig differenzierbaren
Funktionen g gleichmäßig gegen g(x) . Die Koeffizienten gn sind die komplexen Ampli-
tuden der Schwingungen mit Frequenzen nν.

Das Zeichen ∼ steht für Gleichheit im Intervall IL = [−L
2
, L

2
]. Außerhalb des Inter-

valls setzt die Fourierreihe die Funktion periodisch fort, denn die Funktionen fn sind
periodisch, fn(x+ L) = fn(x).

In Kosinus und Sinus zerlegt, ei 2π
L nx = cos(2π

L
nx) + i sin(2π

L
nx) , heißt die Reihe

reelle Fourierreihe,

g(x) ∼
g0√
L

+
1√
L

∞∑

n=1

(
(gn + g−n) cos(

2π

L
nx) + i (gn − g−n) sin(

2π

L
nx)

)

=
a0

2
+

∞∑

n=1

(
an cos(

2π

L
nx) + bn sin(

2π

L
nx)

)
, (20.34)

an =
2

L

∫ L
2

−L
2

dx cos(
2π

L
nx) g(x) , bn =

2

L

∫ L
2

−L
2

dx sin(
2π

L
nx) g(x) .
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Da die Fourierreihe Funktionen des Intervalls IL außerhalb periodisch fortsetzt, sieht
der Graph der Fourierreihe der Funktion g(x) = x wie die Zahnreihe einer Säge aus. Wir
berechnen allgemeiner die Fourierkoeffizienten der Potenzen g(x) = xl, l = 0, 1, 2 . . . ,

gn =

∫ L
2

−L
2

dx
1√
L

e−i 2π
L nx xl =

1√
L

(L
2

)l+1
∫ 1

−1

du e−iπnu ul . (20.35)

Das verbleibende Integral hat für n = 0 den Wert
∫ 1

−1

du ul =

{
2
l+1

falls l gerade
0 falls l ungerade

. (20.36)

Für n 6= 0 betrachten wir
∫1

−1
du e−iπnu ul als den speziellen Wert k = πn von Integra-

len, die durch Differentation aus dem Integral für l = 0 hervorgehen,
∫ 1

−1

du e−ikuul = il
( d

dk

)l
∫ 1

−1

du e−iku = il
( d

dk

)l 1

−i k
e−iku

∣∣u=1

u=−1
= 2 il

( d

dk

)l sin k

k
.

(20.37)
Für l = 0 und k = πn 6= 0 erhalten wir 2 sin(πn)/(πn) = 0 . Es verschwinden

also alle Fourierkoeffizienten der konstanten Funktion g(x) = 1 bis auf g0 =
√
L , und

die Fourierreihe ist g(x) = 1 . Das ist verständlich, denn g ist ein Vielfaches einer der
orthonormalen Funktionen, mit denen wir entwickeln.

Für die Sägezahnfunktion g(x) = x, also l = 1 , verschwindet g0 , die Fourierkoeffizi-
enten mit n 6= 0 und die zugehörige Fourierreihe ist

gn =
1√
L

(L
2

)2
2 i
(cos(πn)

πn
−

sin(πn)

(πn)2

)
=
L

2

√
L i

(−1)n

πn
, (20.38)

x ∼
L

π

∞∑

n=1

(−1)n+1

n
sin(

2π

L
nx) . (20.39)

Die Parsevalsche Gleichung (20.29) bestimmt die Summe der inversen Quadratzahlen

2

3

L3

8
=

∫ L
2

−L
2

dx x2 =

∞∑

n=1

(|gn|2 + |g−n|2) = 2
L3

4

1

π2

∞∑

n=1

1

n2
,

∞∑

n=1

1

n2
=
π2

6
. (20.40)

Für die Fourierkoeffizienten und die Fourierreihe von g(x) = x2 im Intervall [−L
2
, L

2
]

erhalten wir

g0 =
1√
L

(L
2

)3 2

3
,

n 6= 0 : gn =
1√
L

(L
2

)3
2 i2
(
−

sin k

k
− 2

cosk

k2
+

2 sin k

k3

)
|k=πn

=
1√
L

(L
2

)3
4

(−1)n

(πn)2
,

x2 ∼
L2

12
+
L2

π2

∞∑

n=1

(−1)n

n2
cos(

2π

L
nx) . (20.41)
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Die Parsevalsche Gleichung für g(x) = x2 bestimmt die Summe über 1/n4

2

5

(L
2

)5
=

∫ L
2

−L
2

dx x4 = |g0|
2 +

∞∑

n=1

(|gn|2 + |g−n|2) =
L5

26

(4
9

+ 2
16

π4

∞∑

n=1

1

n4

)

∞∑

n=1

1

n4
=
π4

90
. (20.42)

Für größere Potenzen xl benötigen wir zur Auswertung von (20.37) eine Formel für
Vielfachableitungen eines Produktes

( d

dx

)n
(AB) =

n∑

k=0

(
n

k

)
dkA

dxk
dn−kB

dxn−k
. (20.43)

Man beweist sie wie die Binomialformel

(a+ b)n =

n∑

k=0

(
n

k

)
ak bn−k (20.44)

entweder durch vollständige Induktion oder mit der Binomialformel durch die Bemer-
kung, daß jede Ableitung eines Produktes nach der Produktregel die Summe d = d1 +d2

zweier Ableitungen ist, wobei d1 nur auf den ersten Faktor und d2 nur auf den zweiten
Faktor wirkt.

Zur Vielfachableitung von (sin k)/k tragen bei k = πn 6= 0 nur die ungeraden Ablei-
tungen von sin k bei,

( d

dk

)2m+1
sin k = (−1)m cos k =|k=πn

(−1)m+n ,

( d

dk

)l−2m−1 1

k
= (l− 2m− 1)! (−1)l−2m−1 k−(l−2m) .

(20.45)

Für die Fourierkoeffizienten von xl für l ≥ 1 und n 6= 0 ergibt sich damit

gn =
1√
L

(L
2

)l+1
2 il
( d

dx

)l sin k

k |k=πn

=
1√
L

(L
2

)l+1
2 il

[ l−1
2

]∑

m=0

l!

(2m+ 1)!

(−1)m+l+n+1

(πn)l−2m
.

(20.46)

Fouriertransformation

Das Fourierintegral

f(x) =
1√
2π

∫

dk eikx f̃(k) , (20.47)

stellt betragsintegrable Funktionen

f : R → C ,

∫

dx |f(x)| < ∞ (20.48)
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in den Punkten x, in denen die Funktion hx

hx(y) =
1

y

∣∣f(x+ y) + f(x− y) − 2f(x)
∣∣ (20.49)

im y-Intervall [0, ȳ] mit ȳ > 0 integrabel ist,3 als Überlagerung von Schwingungen eikx

mit der Amplitude f̃(k) dar. Die Amplitude f̃ heißt die Fouriertransformierte von f . Sie
ist durch

f̃(k) =
1√
2π

∫

dy e−iky f(y) (20.50)

gegeben. Anders als bei der Fourierreihe, bei der nur ganzzahlige Vielfache einer Grund-
frequenz auftreten, sind die Frequenzen k kontinuierlich.

Daß Funktionen f mit den angegebenen Eigenschaften eine Fourierdarstellung erlau-
ben, daß also

f(x) =
1

2π

∫

dk

∫

dy eik (x−y) f(y) (20.51)

gilt, braucht man nur für reelle Funktionen zu zeigen, denn komplexe Funktionen sind
komplexe Linearkombinationen reeller Funktionen. Für reelle Funktionen ist die rechte
Seite

I(x) =
1

π

∫∞

0

dk

∫∞

0

dy cos(ky) (f(x+ y) + f(x− y)) . (20.52)

Denn für reelle Funktionen verschwindet das k-Integral über den sin(k x)-Anteil von
eikx, denn der Integrand ist eine ungerade Funktion von k. Zudem haben wir die Inte-
grationsvariable y um −x verschoben, für y < 0 die Integrationsvariable −y verwendet
und berücksichtigt, daß k und −k zum Integral gleich beitragen.

Wir zeigen, daß I(x) den Wert f(x) hat.

Bis auf einen Fehler, der kleiner als jede vorgegebene Schranke ǫ ist, ist I(x) gleich
dem Integral Iȳ(x), dessen y-Integration sich bis zu einem genügend großen ȳ erstreckt,

π |I(x) − Iȳ(x)| = lim
k̄→∞

lim
ŷ→∞

|

∫ k̄

0

dk

∫ ŷ

ȳ

dy cos(ky) (f(x+ y) + f(x− y))|

= lim
k̄→∞

lim
ŷ→∞

|

∫ ŷ

ȳ

dy

∫ k̄

0

dk cos(ky) (f(x+ y) + f(x− y))|

= lim
k̄→∞

lim
ŷ→∞

|

∫ ŷ

ȳ

dy
sin(k̄y)

y
(f(x+ y) + f(x− y))|

≤ 1

ȳ

∫∞

−∞

dy |f(x)| < ǫ .

(20.53)

Dabei haben wir bei endlichen Integrationsgrenzen erlaubtermaßen die Integrationsrei-

3Beispielsweise ist hx integrabel, falls f stetig differenzierbar ist.
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henfolge vertauscht. Für Iȳ folgt ebenso

π Iȳ(x) = lim
k̄→∞

∫ k̄

0

dk

∫ ȳ

0

dy cos(ky) (f(x+ y) + f(x− y))

= lim
k̄→∞

∫ ȳ

0

dy

∫ k̄

0

dk cos(ky) (f(x+ y) + f(x− y))

= lim
k̄→∞

∫ ȳ

0

dy
sin(k̄y)

y
(f(x+ y) + f(x− y))

(20.54)

Die Auswertung des Grenzwerts des Integrals ist heikel: substituiert man y = z/k̄

∫ k̄ ȳ

0

dz
sin z

z
(f(x+ z/k̄) + f(x− z/k̄)) (20.55)

so strebt zwar f(x + z/k̄) + f(x − z/k̄), falls die links- und rechtsseitigen Grenzwerte
existieren, für jedes z mit k̄ → ∞ gegen f(x + 0) + f(x − 0), und das ist 2f(x), wenn f
dort stetig ist oder kann zur Definition von 2 f(x) in Unstetigkeitsstellen verwendet
werden, aber das gilt nicht gleichmäßig im ganzen Integrationsbereich. Zwar nimmt der
Betrag | sin z/z| mit zunehmendem z ab, aber das Integral darüber divergiert, wenn die
obere Integrationsgrenze gegen Unendlich strebt. Wenn also f(x+ z/k̄) + f(x− z/k̄) die
Vorzeichenwechsel von sin z mitmacht, tragen auch große z zu dem Integral bei.

Für die genaue Auswertung des Grenzwert des Integrals benötigt man das Riemann-
Lebesgue-Lemma, das wir hier nur zitieren [1, Seite 472]. Es besagt für jede Funktion h,
deren Betrag in einem Intervall [a,b] integrabel ist (wobei a = −∞ oder b = ∞ zugelas-
sen ist und h Singularitäten haben darf), daß die mit dem oszillierenden Sinus zerhackte
Summe ihrer Werte mit zunehmender Zerhackerfrequenz ν im Grenzfall verschwindet,

lim
ν→∞

∫b

a

dy sin(νy+ β)h(y) = 0 . (20.56)

Ist also hx(y) = |f(x+y) + f(x−y) − 2f(x)|/y (20.49) eine in [0, ȳ] integrable Funktion
von y, so verschwindet

lim
k̄→∞

∫ ȳ

0

dy
sin(k̄y)

y
(f(x+ y) + f(x− y) − 2f(x)) = 0 (20.57)

und man erhält

lim
k̄→∞

∫ ȳ

0

dy
sin(k̄y)

y
(f(x+ y) + f(x− y))

= 2 f(x) lim
k̄→∞

∫ ȳ

0

dy
sin(k̄y)

y
= 2 f(x)

∫∞

0

dz
sin z

z
= π f(x) .

(20.58)

Demnach hat Iȳ(x) den Wert f(x) und (20.51) ist gezeigt.
Den Wert von

∫
dz (sin z)/z kann man übrigens mit dem Residuensatz durch Auswer-

ten des Hauptwertes P.V.
∫
dx ei x/x bestimmen. Ergänzt man den Integrationsweg der
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Hauptwertintegration um einen kleinen Halbkreis, der x = 0 in der oberen Halbebene
im Uhrzeigersinn umläuft, und um den Halbkreis Γr (19.42) in der oberen Halbebe-
ne, so verschwinden

∫

Γr
dz eiz/z, weil der Integrand genügend schnell abfällt, und das

gesamte Umlaufintegral, weil keine Residuen umlaufen werden. Es ist also das Haupt-
wertintegral dem Integral über den im Gegenzeigersinn durchlaufenen kleinen Halbkreis
über 1/z + (eiz − 1)/z gleich . Der Beitrag des zweiten Terms verschwindet mit kleiner
werdendem Radius des kleinen Halbkreises und das Integral über den ersten Term er-
gibt π i . Wegen P.V.

∫
dx ei x/x = − P.V.

∫
dx e−i x/x ist daher

∫
dx (sin x)/x = π und∫∞

0
dx (sin x)/x = π/2 .
Auf gleiche Weise zeigt man, daß eine periodische Funktion g in jedem Punkt x durch

ihre Fourierreihe dargestellt wird, in dem |g(x + y) + g(x − y) − 2g(x)|/y eine im y-
Intervall [0, ȳ] integrierbare Funktion ist. Einfachheitshalber untersuchen wir Funktionen
mit Periodizitätslänge L = π . Setzen wir die Fourierkoeffizienten gn in die Fourierreihe
ein, so besagt (20.33) nach geeigneter Verschiebung der Integrationsvariablen

g(x) =
1

π
lim
N→∞

N∑

n=−N

∫ π
2

−π
2

dy e2 iny g(x+ y) (20.59)

Die Summe betrifft einen Abschnitt einer geometrischen Reihe mit q = e2 iy

N∑

n=−N

qn = q−N

2N∑

n=0

qn = q−N 1 − q2N+1

1 − q
=
q−(N+ 1

2
) − q(N+ 1

2
)

q− 1
2 − q

1
2

(20.60)

Also ist diese Summe

DN(y) =

N∑

n=−N

e2 iny =
sin
(
(2N+ 1)y

)

sin(y)
. (20.61)

Sie heißt Dirichlet-Kern. Das Integral auf der rechten Seite von (20.59) ist also

I(x) =
1

π
lim
N→∞

∫ π
2

0

dy
sin
(
(2N+ 1)y

)

sin(y)

(
g(x+ y) + g(x− y)

)
(20.62)

Eine Funktion f(y)/y ist in [0, π
2
] genau dann integrabel, wenn dort f(y)/ sin(y) integra-

bel ist, denn die Differenz (1/y − 1/ sin(y))f(y) ist in [0, π
2
] das Produkt einer analyti-

schen Funktion mit f. Nach dem Riemann-Lebesgue-Lemma (20.56) kann also in Nenner
sin(y) durch y ersetzt werden und im Zähler g(x + y) + g(x − y) durch 2 g(x) . Denn
die Unterschiede sind integrable Funktionen, die mit sin((2N + 1)y) zerhackt werden.
Folglich ist

I(x) =
2

π
g(x) lim

N→∞

∫ π
2

0

dy
sin
(
(2N+ 1)y

)

y
=

2

π
g(x) lim

N→∞

∫ (2N+1)π
2

0

dz
sin z

z

=
2

π
g(x)

∫∞

0

dz
sin z

z
= g(x) .

(20.63)
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Die Fouriertransformation F ist eine lineare Abbildung von Funktionen f auf ihre
Amplituden f̃ = F f , Sind g und h quadratintegrable Funktionen und a und b komplexe
Zahlen, dann gilt für die Linearkombination

F(ag+ bh) = aF(g) + bF(h) . (20.64)

Bis auf ein Vorzeichen sind die Fourierdarstellung der Funktion f durch ihre Ampli-
tude f̃ und der Amplitude f̃ durch die Funktion f gleich (20.47). Bezeichnen wir als
Paritätstransformation Π die Abbildung, die jede Funktion f auf die Funktion des ge-
spiegelten Argument abbildet,

(Πf)(x) = f(−x) , (20.65)

so besagt (20.50), daß die Fouriertransformierte der Fouriertransformierten die Paritäts-
transformierte ist,

Πf = F(F(f)) . (20.66)

Da jede Funktion durch zweifache Paritätstransformation in sich übergeht, Π2 = 1 ,
führt vierfache Fouriertransformation zur ursprünglichen Funktion zurück. Als lineare
Abbildung betrachtet, kann die Fouriertransformation folglich nur Eigenwerte λ mit
λ4 = 1, also λ ∈ {1, i, −1, −i} , haben.

Jede Funktion f kann mit diesen Eigenwerten durch Fouriertransformation in Anteile
zerlegt werden,

fλ = (λ4 + λ3F + λ2F2 + λF3)
1

4
f =

1

4

(
1 + λ2Π

)(
1 + λ3 F

)
f , f =

∑

λ

fλ , (20.67)

die Eigenfunktionen der Fouriertransformation sind, Ffλ = λfλ .
Als Distribution aufgefaßt wirkt gemäß (20.51) das Integral

∫
dk eik (x−y)/(2π) auf

Testfunktionen wie die δ-Funktion (18.34)

1

2π

∫

dk eik (x−y) = δ(x − y) . (20.68)

Aus der Fourierdarstellung der δ-Funktion liest man ihre Fouriertransformierte ab,

δ(x) =
1√
2π

∫

dk eikx (Fδ)(k) , (Fδ)(k) =
1√
2π

. (20.69)

Die δ-Funktion enthält alle Frequenzen mit gleicher Amplitude 1/
√

2π .
Verwenden wir im Skalarprodukt zweier quadratintegrabler Funktionen f und g ihre

Fourierdarstellung, so zeigt sich, wenn wir die Integrationsreihenfolge vertauschen und
die Fourierdarstellung der δ-Funktion verwenden,

(f,g) =

∫

dx f∗(x) g(x) =
1

2π

∫

dx

∫

dk

∫

dk′ e−ikx f̃∗(k) eik′ x g̃(k′)

=

∫

dk

∫

dk′
( 1

2π

∫

dx ei(k′−k)x
)
f̃∗(k) g̃(k′)

=

∫

dk

∫

dk′ δ(k′ − k) f̃∗(k) g̃(k′) =

∫

dk f̃∗(k) g̃(k) = (f̃, g̃) ,

(20.70)
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daß die Fouriertransformation das Skalarprodukt im Hilbertraum invariant läßt. Lineare,
invertierbare Selbstabbildungen eines Hilbertraumes, die wie die Fouriertransformation
das Skalarprodukt invariant lassen, nennt man unitär.

In der Literatur finden sich die umständlich zu schreibenden Faktoren 1/
√

2π auch
anders aufgeteilt: ein Faktor 1/2π in der Fourierdarstellung der Funktion f durch ihre
Amplitude f̃ und ein Faktor 1 bei der Rücktransformation, die die Amplitude f̃ durch f
angibt. Wichtig ist, daß bei der Fouriertransformation von Funktionen mehrerer Argu-
mente für jede Integration bei Hin- und Rücktransformation insgesamt ein Faktor 2π
für jede Integrationsvariable auftaucht. Die Fourierdarstellung und die Fouriertransfor-
mation von Funktionen des Ortsraumes R3 beispielsweise lauten

g(~x) =
1

√
2π

3

∫

d3k ei~k ·~x g̃(~k) , g̃(~k) =
1

√
2π

3

∫

d3k e−i~k ·~x g(~x) . (20.71)

Die Ableitung einer Funktion f hat eine mit i k multiplizierte Amplitude,

d

dx
f(x) =

1√
2π

∫

dk
( d

dx
eikx

)
f̃(k) =

1√
2π

∫

dk eikx
(
i k f̃(k)

)
,

d̃f

dx
(k) = i k f̃(k) . (20.72)

Insbesondere ist die Fouriertransformierte einer Linearkombination von Ableitungen,
wie sie in linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten auftreten, ein
Polynom im Argument k mal der Fouriertransformierten der gesuchten Funktion. Li-
near inhomogene Differentialgleichungen für f sind algebraische Gleichungen für f̃ , die
man nach f̃ auflösen kann. Kann man das Integral, das f durch seine Fourieramplitude
f̃ darstellt, explizit auswerten, so hat man die Differentialgleichung durch Integrieren
gelöst.

Die um a verschobene Funktion Taf hat definitionsgemäß am verschobenen Ort x+a

den Funktionswert, den f am Urbild x hat,

(
Taf
)
(x) = f(x− a) . (20.73)

Aus der Fourierdarstellung lesen wir ab, daß die Translation bei der Fourieramplitude
eine Multiplikation mit e−ika bewirkt,

(
Taf
)
(x) = f(x− a) =

1√
2π

∫

dk eik (x−a) f̃(k) =
1√
2π

∫

dk eikx
(
e−ika f̃(k)

)
,

T̃af(k) = e−ika f̃(k) . (20.74)

Für die verschobene δ-Funktion (Tyδ)(x) = δ(x− y) heißt dies
(
T̃yδ
)
(k) = e−iky/

√
2π .

Auf gleiche Art ist definiert, daß bei einer Streckung um einen Faktor c, c 6= 0, die
x auf c x abbildet, die gestreckte Funktion Dcf am gestreckten Ort den Wert von f am
Urbild hat, (

Dcf
)
(x) = f(

x

c
) . (20.75)
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Die zugehörige Fourieramplitude wird mit dem inversen Faktor c−1 gestreckt und mit
|c| multipliziert,

(
Dcf

)
(x) = f(

x

c
) =

1√
2π

∫

dk eik xc f̃(k) =
1√
2π

∫

dk
1

|c|
ei kc x |c| f̃(c

k

c
)

k′=k/c
=

1√
2π

∫

dk′ eik′ x |c| f̃(c k′) , (20.76)

(
D̃cf

)
(k) = |c|

(
Dc−1 f̃

)
(k) = |c| f̃(c k) .

Als Beispiel berechnen wir die Fouriertransformierte der Gaußfunktion

f(x) = e− x2

2 . (20.77)

Mit einem unbequemen Vorfaktor 1/ 4
√
π wäre sie normiert,

(
1

4
√
π
f,

1
4
√
π
f) =

1√
π

∫

dx f∗(x) f(x) =
1√
π

∫

dx e−x2 12.83
= 1 . (20.78)

Bei der Berechnung der Fouriertransformierten fassen wir die Produkte der e-Funktionen
zusammen und ergänzen den Exponenten zu Differenzen vollständiger Quadrate,

√
2π f̃(k) =

∫

dx e−ikx e− x2

2 =

∫

dx e− 1
2
(x2+2ikx) = e−k2

2

∫

dx e− 1
2
(x+ik)2

. (20.79)

Im verbleibenden Integral kann man nicht u = x + i k substituieren und (12.83)
verwenden, denn der Integralsubstitutionssatz (12.40) gilt nur für reelle Substitutionen.
Für reelle Integranden ist ja normalerweise nicht definiert, was ihr Wert an komplexen
Argumenten sein soll. Vielmehr handelt es sich um das komplexe Wegintegral über e−z2/2

über den Weg Γ1: λ→ z(λ) = λ+i k , der parallel zur x-Achse mit konstanten Imaginärteil
verläuft.

Wir beschränken den Integrationsbereich zunächst auf −R ≤ λ ≤ R, schließen den
Integrationsweg durch die Strecke Γ2: λ→ z(λ) = R+ i (k− λ), 0 ≤ |λ| ≤ |k|, zur reellen
Achse, dann zurück längs der reellen Achse Γ3: λ → z(λ) = −λ, −R ≤ λ ≤ R und
schließlich zum Ausgangspunkt zurück längs Γ4: λ→ z(λ) = −R + i λ, 0 ≤ |λ| ≤ |k| . Da
der Integrand e−z2/2 im umlaufenen Rechteck komplex differenzierbar ist, verschwindet
das Umlaufintegral,

∫

Γ1
+

∫

Γ2
+

∫

Γ3
+

∫

Γ4
= 0 .

Das Integral längs Γ4 verschwindet für jedes k mit R gegen unendlich.

∣∣
∫

Γ4

dz e− z2

2

∣∣ ≤
∫ |k|

0

dλ
∣∣i e− 1

2
(−R+iλ)2∣∣ = e−R2

2

∫ |k|

0

dλ e
λ2

2 (20.80)

Gleiches gilt für
∫

Γ2
. Als Ergebnis dieser Abschätzung ergibt sich für R gegen unendlich

∫

Γ1
= −

∫

Γ3
, das heißt

∫

dx e− 1
2 (x+ik)2

=

∫

dx e− x2

2 =
√

2

∫

du e−u2

=
√

2π , (20.81)
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wobei wir x =
√

2u substituiert haben. Für die Fouriertransformierte der Gaußfunktion
erhalten wir

f̃(k) = e−k2

2 = f(k) . (20.82)

Die Gaußfunktion stimmt mit ihrer Fouriertransformierten überein.
Skalieren wir die Argumente der Gaußfunktion um einen Faktor l > 0 ,

fl(x) = (Dlf)(x) = f(
x

l
) = e− 1

2 ( xl )
2

, (20.83)

so ist die Fouriertransformierte dieser für l > 1 verbreiterten und für 0 < l < 1 geschmä-
lerten Gaußfunktion um 1/l schmaler oder breiter (20.76),

f̃l(k) = |l|f̃(l k) = |l|e− 1
2
(lk)2

. (20.84)

Einer im Ortsraum schmalen Verteilung entspricht eine breite Amplitudenverteilung und
umgekehrt. Das Produkt der Breiten einer Gaußkurve und ihrer Fouriertransformierten
ändert sich nicht bei Skalierung. Dieser Sachverhalt liegt den Unschärferelationen der
Quantenmechanik zugrunde, die beispielsweise besagen, daß das Produkt der Ortsun-
schärfe mit der Impulsunschärfe nicht  h/2 unterschreiten kann. Zum Grenzfall einer
schmalen Ortsverteilung, zur δ-Funktion, gehört eine unendlich breite Amplitudenver-
teilung (20.69).

Verschieben wir die skalierte Gaußfunktion um a ,

fl,a(x) = (Tafl)(x) = fl(x − a) = e− 1
2

( x−a
l )2

, (20.85)

so gehört zu dieser Gaußverteilung um a mit Breite l die Fouriertransformierte (20.74)

f̃l,a(k) = e−ikaf̃l(k) = e−ika |l|e− 1
2
(lk)2

. (20.86)

Fouriertransformieren wir f̃l,a(x) = |l| e− 1
2
(lx)2−iax erneut und fassen wir dabei die Ex-

ponenten zusammen, substituieren u = l x, und ergänzen die Exponenten zu vollständi-
gen Quadraten, so erhalten wir die ursprüngliche Funktion am gespiegelten Ort

√
2π
˜̃
fl,a(k) =

∫

dx e−ikx|l| e− 1
2
(lx)2−iax =

∫

dx |l| e− 1
2
(l x)2−i (k+a)x

=

∫

du e− 1
2
u2−i k+a

l u = e− 1
2
(k+a
l )2

∫

du e− 1
2
(u+i k+a

l )2

=
√

2π e− 1
2
(k+a
l )2

=
√

2π fl,a(−k) .
(20.87)

Dies zeigt für Gaußfunktionen explizit, daß wiederholte Fouriertransformation die Pari-
tätstransformation ist, mit anderen Worten, daß die inverse Fouriertransformation bis
auf ein Vorzeichen die Fouriertransformation ist.

Um die Fouriertransformierte eines Produktes zu beschreiben, benötigen wir den Be-
griff des Faltungsintegrals oder Faltungsprodukts f ⋆ g (lies

”
f Stern g“) zweier quadrat-

integrabler Funktionen der reellen Zahlen,

(
f ⋆ g

)
(x) =

1√
2π

∫

dy f(y) g(x− y) . (20.88)
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Es ist symmetrisch, f ⋆ g = g ⋆ f, und distributiv, (af1 + f2) ⋆ g = af1 ⋆ g+ f2 ⋆ g.
Die Fouriertransformierte eines Produktes erweist sich als das Faltungsintegral der

Fouriertransformierten der beiden Faktoren: setzen wir die Fourierdarstellung ein und
werten wir die Integrale in vertauschter Reihenfolge aus, erhalten wir

(
f̃ g
)
(k) =

1√
2π

∫

dx e−ikx f(x) g(x)

=
1

√
2π

3

∫

dx

∫

dk′
∫

dk′′ e−ikx eik′ x eik′′ x f̃(k′) g̃(k′′)

=
1√
2π

∫

dk′
∫

dk′′
( 1

2π

∫

dx ei (k′+k′′−k)x
)
f̃(k′) g̃(k′′)

=
1√
2π

∫

dk′
∫

dk′′δ(k′ + k′′ − k) f̃(k′) g̃(k′′)

=
1√
2π

∫

dk′ f̃(k′) g̃(k− k′) =
(
f̃ ⋆ g̃

)
(k)

(
f̃ g
)

= f̃ ⋆ g̃ .

(20.89)

Dies ist der Faltungssatz.
Umgedreht ist natürlich die Fouriertransformierte eines Faltungsintegrals zweier Funk-

tionen das Produkt beider Fouriertransformierter.
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Wellengleichung in zwei Dimensionen

Bei der Wellengleichung in einer Raum- und einer Zeitdimension

( ∂2

∂t2
−
∂2

∂x2

)
u(t, x) = 0 (21.1)

zerfällt der Wellenoperator, ebenso wie a2 − b2 = (a− b) (a+ b) faktorisiert,

2(2) =
∂2

∂t2
−
∂2

∂x2
=
( ∂
∂t

−
∂

∂x

) ( ∂
∂t

+
∂

∂x

)
. (21.2)

Schreiben wir die Funktion u von t und x als Funktion h von t+ = t+x und t− = t−x ,
so ergibt sich für die Ableitungen

u(t, x) = h(t+, t−) , ∂tu = (∂+ + ∂−)h , ∂xu = (∂+ − ∂−)h , (21.3)

( ∂
∂t

+
∂

∂x

)
u = 2∂+h ,

( ∂
∂t

−
∂

∂x

)
u = 2∂−h , 2(2)u = 4∂+∂−h . (21.4)

Die Wellengleichung ∂+∂−h = 0 besagt, daß ∂−h nicht von t+ abhängt, ∂−h = F(t−) ,
was wiederum besagt, daß h bis auf eine Funktion g von t+, die beim Differenzieren nach
t− wegfällt, eine Funktion f von t− ist. Die allgemeine Lösung u(t, x) der Wellengleichung
in einer Raum- und einer Zeitdimension ist daher von der Form

u(t, x) = f(x− t) + g(x+ t) . (21.5)

Die Lösung u(t, x) = f(x− t)+g(x+ t) setzt sich aus einem Rechtsläufer f(x− t) und
einem Linksläufer g(x + t) zusammen, die mit Lichtgeschwindigkeit und unveränderter
Form nach rechts und nach links laufen: zur Zeit t+δt hat f am Ort x+δx mit δx = v δt ,
v = 1 , denselben Wert wie bei (t, x); ebenso hat g bei (t + δt, x + δx) mit δx = v δt ,
v = −1 , denselben Wert wie bei (t, x) .

Die Lösung u wird durch ihre Anfangswerte χ und ψ zur Zeit t = 0 ,

u(0, x) = f(x) + g(x) = χ(x) , (∂tu)|(0,x)
= −f′(x) + g′(x) = ψ(x) , (21.6)

eindeutig festgelegt. Integrieren wir nämlich die zweite Gleichung von 0 bis x

∫x

0

dyψ(y) = −f(x) + f(0) + g(x) − g(0) (21.7)
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und addieren und subtrahieren wir dies Ergebnis zur ersten Gleichung, so ergibt sich

g(x) =
1

2

(
χ(x) +

∫x

0

dyψ(y) + g(0) − f(0)
)

,

f(x) =
1

2

(
χ(x) −

∫x

0

dyψ(y) − g(0) + f(0)
)
.

(21.8)

Drehen wir noch mit −
∫x

0
=

∫0

x
die Integrationsgrenzen bei f(x) um und setzen wir in

(21.5) ein, so erhalten wir die durch die Anfangswerte dargestellte Lösung

u(t, x) =
1

2

(
χ(x + t) + χ(x− t) +

∫x+t

x−t

dyψ(y)
)

. (21.9)

Die Lösung existiert, ist durch die Anfangswerte eindeutig gegeben und hängt stetig von
den Anfangswerten ab. Das Anfangswertproblem der Wellengleichung ist in diesem Sinn
sachgemäß.

Die Lösung u hängt zur Zeit t am Ort x nur von den Anfangswerten an Orten y ab,
für die |x − y| ≤ t ist. Ändert man die Anfangswerte in einem Bereich B ⊂ R, so wirkt
sich später diese Änderung nur auf die Lösung im Vorwärtslichtkegel von B aus. Das
sind die Punkte (t, x) in der zweidimensionalen Raumzeit, für die ein Punkt y ∈ B mit
|x − y| ≤ t existiert.

Dispersion

Eine lineare, homogene, partielle Differentialgleichung der Ordnung l für eine Funktion u

(
Pl(∂0, ∂1 . . .∂d) + Pl−1(∂0, ∂1 . . .∂d) + . . . + P0

)
u(x) = 0 , (21.10)

wobei Pi homogene Polynome vom Grad i bezeichne und ∂m die partiellen Ableitungen
nach den Variablen xm , schränkt normalerweise die Form f von ebenen Wellen

u(x) = f(k0 x
0 + k1 x

1 + . . . + kd x
d) (21.11)

ein, die als Lösungen auftreten können. Mit der Notation

f(n)(y) :=
dn

dyn
f(y) (21.12)

für die n-fache Ableitung von f lautet die Gleichung

Pl(k0, k1 . . .kd) f
(l)(k · x) + Pl−1(k0, k1 . . .kd) f

(l−1)(k · x) + . . .P0 f(k ·x) = 0 . (21.13)

Dies ist, wenn nicht für spezielle k alle Pi(k) verschwinden, für jedes k eine gewöhnliche,
lineare Differentialgleichung für die Form f der ebenen Welle. Beispielsweise hat die
Klein-Gordon-Gleichung

(2 +m2)u = 0 , (21.14)
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die bei der Beschreibung von relativistischen Teilchen der Massem auftritt, nur Lösungen
der Form u(x) = f(k ·x), k · x := ωt−~k ·~x, wenn f die gewöhnliche Differentialgleichung

(ω2 − ~k 2) f′′ +m2 f = 0 (21.15)

erfüllt. Für ω2 > ~k2 ist das die Gleichung eines harmonischen Oszillators

u(x) = a cos(
m√
ω2 − ~k2

k · x + α) = a cos(k̂ · x + α) , ω̂ =

√
m2 +

~̂
k 2 . (21.16)

Für ω2 < ~k 2 wächst f exponentiell in Richtung ~k oder −~k an

u(x) = a ek̂ ·x + b e−k̂ ·x , ω̂ =

√
(~̂k)2 −m2 . (21.17)

Streng genommen sind beide Scharen von Lösungen unphysikalisch, da sie nicht für große
Abstände klein werden. Lösungen, die für große Abstände abfallen, sind Fouriertrans-
formierbar und Superpositionen der Lösungen (21.16),

u(t,~x) = ℜ

∫

d3k ei (~k ·~x−ωt)a(~k) , ω =

√
m2 + ~k2 . (21.18)

Da die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der einzelnen Wellenanteile, die Phasengeschwin-
digkeiten ω/|~k|, verschieden sind, laufen diese Anteile mit der Zeit auseinander: das

Wellenpaket zeigt Dispersion. Allerdings täuscht der Wert
√

1 +m2/~k2 > 1 der Phasen-
geschwindigkeit über die Ausbreitungsgeschwindigkeit. Bei einem schmalbandigen Wel-
lenpaket, dessen Amplituden a(~k) in einem kleinen Bereich um ~k0 konzentriert sind,
entwickeln wir ω(~k) = ω0 + (~k− ~k0) ·~v+ o(|~k − ~k0|). Kann man die höheren Terme in
der Entwicklung vernachlässigen, so ist ein schmalbandiges Wellenpaket von der Form

u(t,~x) = ℜ e−i (ω0−~k0 ·~v) t
∫

d3k ei~k · (~x−~vt) a(~k) . (21.19)

Es ist der Realteil eines komplexen Wellenpakets, das bis auf eine komplexe Phase von
t und ~x nur über ~x −~v t abhängt, sich also mit der Gruppengeschwindigkeit

vi =
∂ω

∂ki
(21.20)

bewegt. Bei der Klein-Gordon-Gleichung ist die Gruppengeschwindigkeit durch die Licht-

geschwindigkeit beschränkt, ~v = ~k/
√
m2 + ~k2 , |~v| < 1 .

Weder die Phasengeschwindigkeit noch die Gruppengeschwindigkeit erlauben exak-
te Rückschlüsse auf die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Signalen. Die Lösungen der
Klein-Gordon-Gleichung (2 −M2)u = 0 mit negativem Massenquadrat hängen wie alle
Lösungen von Gleichungen der Form 2u(x) + f(x,u, ∂u) = 0 im Punkt x nur von den
Anfangswerten und den Werten von f(y, 0, 0) im Rückwärtslichtkegel von x ab [7, Kapi-
tel 7]. Nicht einmal die Klein-Gordon-Gleichung eines Tachyons erlaubt überlichtschnelle
Signale.



216 21 Wellengleichung

Ebene Wellen beliebiger Form

Nach Annahme ist das Polynom Pl in der Differentialgleichung (21.10) nicht Null. Wenn
alle anderen Pm mit m < l verschwinden und Pl(v,~y) für reelle ~y reelle Nullstellen v
hat, dann hat die homogene, partielle Differentialgleichung

Pl(∂0, ∂1 . . .∂d)u = 0 , (21.21)

bei der alle Ableitungsterme von gleicher Ordnung sind, die bemerkenswerte Eigenschaft,
ebene Wellen u(x) = f(k · x) von beliebiger Form f zuzulassen, solange f l-fach differen-
zierbar ist. Denn

Pl(∂0, ∂1 . . .)u(x) = Pl(k0, k1, . . .) f
(l)(k ·x) = 0 (21.22)

ist erfüllt, wenn Pl(k) = |~k|lPl(v, −~n) verschwindet. Da Pl ein Polynom in v ist, gibt es
zu jeder Richtung ~n des Wellenvektors ~k bis zu l reelle Nullstellen vi, das heißt bis zu l
Geschwindigkeiten, mit der sich eine ebene Welle in dieser Richtung bewegen kann.

Wellengleichung in vier Dimensionen

Daher bewegen sich ebene Wellen, die der Wellengleichung in 3 + 1-Dimensionen

2u = 0 , 2 =
∂2

∂t2
−
∂2

∂x2
−
∂2

∂y2
−
∂2

∂z2
, (21.23)

genügen, mit Geschwindigkeit v2 − ~n2 = 0, also mit Lichtgeschwindigkeit v = ±1 in jede
Richtung. Ebene Wellen der Form f(t−~n~x) mit beliebigem, zweifach differenzierbarem f

und beliebiger Richtung ~n, ~n2 = 1, lösen die Wellengleichung in vier Dimensionen.
Da die Wellengleichung linear ist, sind Linearkombinationen u = au1 + bu2 von Lö-

sungen wieder Lösungen. Ebenso sind, da die Koeffizienten der Wellengleichung konstant
sind, verschobene Lösungen (Tau)(x) = u(x− a) und die Ableitungen ∂mu Lösungen.

Superponieren wir [6] ebene Wellen f(t − ~n~x), indem wir über alle Richtungen ~n

integrieren, so erhalten wir eine drehinvariante, nur von t und r abhängige Lösung der
Wellengleichung

u(t, x,y, z) =
1

2π

∫ 1

−1

d cosθ

∫ 2π

0

dϕf(t− x sin θ cosϕ− y sin θ sinϕ− z cosθ) . (21.24)

Die Auswertung des Integrals vereinfacht sich, wenn wir die Kugelkoordinaten von ~n

auf eine z-Achse in Richtung von ~x beziehen. Dann ist ~n~x = |~n| |~x| cosθ = r cosθ , die
ϕ-Integration ergibt einen Faktor 2π und es verbleibt

u(t, x,y, z) =

∫ 1

−1

d cosθ f(t− r cosθ) =

∫ 1

−1

ds f(t− r s) . (21.25)

Wir benennen mit F die Stammfunktion der beliebigen Funktion f

f(x) =
d

dx
F(x) , (21.26)
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dann gilt nach der Kettenregel

f(t− r s) = −
d

ds

F(t− r s)

r
. (21.27)

Damit können wir das Integral durch F ausdrücken

u(t, x,y, z) = −

∫ 1

−1

ds
d

ds

F(t− r s)

r
= −

F(t− r s)

r

∣∣s=1

s=−1
=
F(t+ r) − F(t− r)

r
. (21.28)

Diese drehinvariante Lösung besteht aus einer einlaufenden Kugelwelle F(t + r)/r und
einer auslaufenden Kugelwelle F(t−r)/r und ist bei r = 0 mehrfach differenzierbar, wenn
F einmal mehr differenzierbar ist.

Die allgemeinste drehinvariante Funktion, die außerhalb ~x = 0 die Wellengleichung
in 3 + 1-Dimensionen löst, ist die Summe einer ein- und einer auslaufenden Kugelwelle:
man bestätigt leicht für den Laplace-Operator in drei Dimensionen, angewendet auf
Funktionen f von r =

√
x2 + y2 + z2 , für r > 0 ,

∆f(r) =
∂

∂xi

(xi
r
f′
)
) =

xi

r

xi

r
f′′ +

(3
r

−
xi

r3
xi
)
f′ = f′′ +

2

r
f′ =

1

r

( ∂2

∂r2
(r f)

)
. (21.29)

Daher gilt für kugelsymmetrische Lösungen u(t,~x) = f(t, r) der Wellengleichung

2u =
1

r

( ∂2

∂t2
−
∂2

∂r2

)
(r u) = 0 , (21.30)

also für r > 0 die zweidimensionale Wellengleichung (21.1) für r u mit der Lösung (21.5)

r u = g(t− r) + h(t+ r) , u =
g(t− r)

r
+
h(t+ r)

r
. (21.31)

Die allgemeinste, drehinvariante Lösung der Wellengleichung ist also die Summe einer
ein- und einer auslaufenden Kugelwelle. Für g = −h (21.28) ist sie auch im Ursprung
regulär und löst für dreifach differenzierbares g die Wellengleichung überall.

Eindeutigkeit und Abhängigkeitsgebiet

Daß die Lösung u der inhomogenen Wellengleichung (16.12)

2u = g (21.32)

bei Vorgabe der Inhomogenität g und der Werte von u und ∂tu zur Zeit t = 0 eindeutig
ist und im Punkt (t,~x) nur von der Inhomogenität im Abhängigkeitsgebiet G und den
Anfangswerten im Bereich A (14.43) abhängt, folgt so wie der entsprechende Sachverhalt
für die elektromagnetischen Feldstärken mit den Argumenten ab Seite 156.

Denn die zur Wellengleichung gehörige Energiedichte e und Energiestromdichte ~S

e =
1

2

(
(u̇)2 + (gradu)2

)
, ~S = −u̇

−−→
gradu (21.33)
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erfüllen die Kontinuitätsgleichung ė+ div ~S = 0, wenn u die homogene Wellengleichung
2u = 0 löst. Zusammen genügen sie für jeden zukunftsgerichteten, zeitartigen Vektor
w = (1,w1,w2,w3), wiwi < 1, der Ungleichung

2(e+ ~w~S) = u̇2 + ∂iu∂iu + 2wi ∂iu u̇ = (u̇+wi ∂iu)2 + (∂iu∂iu) − (wi∂iu)2

≥ (u̇+wi ∂iu)2 + (∂iu∂iu)(1 −wjwj) ≥ 0 .
(21.34)

Diese Summe verschwindet nur, falls ∂iu und u̇ verschwinden. Nach den Argumenten auf
Seite 156 ist daher die Differenz zweier Lösungen der inhomogenen Wellengleichung mit
gleicher Inhomogenität und gleichen Anfangsbedingungen auf jeder raumartigen Fläche F
im Abhängigkeitsgebiet G konstant, und verschwindet, weil F und die Anfangsfläche A
gemeinsame Punkte haben.

Allgemeiner hängt bei jeder Gleichung 2u(x) + f(x,u, ∂u) = 0 die Lösung u im
Punkt x nur von den Anfangswerten und von der Inhomogenität f(y, 0, 0) im Rück-
wärtslichtkegel von x ab, falls |f(y,u, ∂u) − f(y, 0, 0)| < c

√
u2 +

∑
m(∂mu)2 mit einer

Konstanten c in einer Umgebung von (u, ∂u) = 0 abgeschätzt werden kann [7, Kapitel 7].

Das Prinzip von Huygens

Die Welle an einem Ort ~x zur Zeit t > 0 sollte sich, so die physikalisch motivierte
Vermutung, aus der Überlagerung der früheren Welle zur Zeit t = 0 von all denjenigen
Orten ~x + t ~n mit ~n2 = 1 ergeben, die von ~x in der Laufzeit t erreicht werden. Zur
Klärung dieser Vermutung betrachten wir den Mittelwert

Mt,~x[φ] =
1

4π

∫ cosθ=+1

cosθ=−1

d cosθ

∫ 2π

0

dϕφ
(
~x+ t ~n(cosθ,ϕ)

)
(21.35)

einer Funktion φ auf Kugelschalen Kt,~x um den Punkt ~x mit Radius |t|. Dabei bezeichnet

~n = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cosθ) (21.36)

den Einheitsvektor mit Richtungswinkeln θ,ϕ (5.25).
Als Funktion von t ist Mt,~x auch für negative t definiert. Da das Mittel über alle

Richtungen mit dem Mittel über alle Gegenrichtungen übereinstimmt, ist Mt,~x eine
gerade Funktion von t,

Mt,~x[φ] = M−t,~x[φ] , M0,~x[φ] = φ(~x) . (21.37)

Sie ist zweimal stetig differenzierbar, wenn φ zweimal stetig differenzierbar ist.
Differenzieren wir nach t, so erhalten wir ein Oberflächenintegral über den Rand der

Kugel um ~x mit Radius |t|

Kt,~x = {~y : |~x − ~y| ≤ |t|} . (21.38)

∂

∂t
Mt,~x[φ] =

1

4π

∫

d cosθ dϕni ∂iφ(~x + t ~n) =
1

4πt2

∫

∂Kt,~x

d2f ni ∂iφ(~y) (21.39)
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Dabei ist ~n für t > 0 der nach außen gerichtete Normalenvektor. Das Oberflächenintegral
ist nach dem Satz von Gauß gleich dem Volumenintegral über die Divergenz 1

∂

∂t
Mt,~x[φ] =

1

4πt2

∫ t

0

dr r2
∫

d cosθ dϕ∆φ . (21.40)

Dies gilt auch für negative t, denn dann ist ~n der nach innen gerichtete Normalenvektor
bei ~y = ~x+ t ~n.

Differenzieren wir erneut nach t und wirkt die Ableitung nach der Produktregel auf
1/t2, so ergibt sich ein Term, der bis auf einen Faktor −2/t mit ∂tM übereinstimmt.
Die Ableitung des Volumenintegrals nach der oberen Grenze t ergibt den Integranden
an der oberen Grenze, das ist der Mittelwert der Ableitung ∆φ und gleich der Ableitung
∆Mt,~x[φ] des Mittelwerts,

∂2

∂t2
Mt,~x[φ] =

−2

t

∂

∂t
Mt,~x[φ] + ∆Mt,~x[φ] . (21.41)

Da der Mittelwert der Darbouxschen Differentialgleichung

∂2

∂t2
Mt,~x[φ] +

2

t

∂

∂t
Mt,~x[φ] − ∆Mt,~x[φ] = 0 (21.42)

genügt, löst tMt,~x[φ] die homogene Wellengleichung

2

(
tMt,~x[φ]

)
= 0 . (21.43)

Sie ist auch für t = 0 erfüllt, da die zweiten Ableitungen von tMt,~x[φ] stetig sind.
Für t = 0 verschwindet die Lösung tMt,~x[φ], ihre Zeitableitung hat zur Zeit t = 0

am Ort ~x den Wert φ(~x) .
Da die Koeffizienten ηnm der Wellengleichung ηmn∂m∂nu = 0 konstant sind, lö-

sen auch die partiellen Ableitungen ∂ku von Lösungen u die Wellengleichung. Also ist
∂t(tMt,~x[ψ]) eine Lösung der Wellengleichung. Sie hat für t = 0 am Ort ~x den Wert
ψ(~x) und verschwindende Zeitableitung, denn ∂t(tMt,~x[ψ]) ist eine gerade Funktion
von t . Daher löst

u(t,~x) = tMt,~x[φ] +
∂

∂t

(
tMt,~x[ψ]

)
(21.44)

in 3 + 1-Dimensionen die Wellengleichung 2u = 0 mit den Anfangswerten

u(0,~x) = ψ(~x) ,
∂

∂t
u(0,~x) = φ(~x) . (21.45)

Jede Lösung der Wellengleichung ist eindeutig durch ihre Anfangswerte bestimmt (Sei-
te 157). Demnach ist (21.44) die Lösung, die zu den Anfangswerten ψ und φ gehört.

1Gleichung (21.40) zeigt zusammen mit (21.37), daß harmonische Funktionen, ∆φ = 0, an jeder Stelle
~x ihrem Mittelwert auf Kugelschalen gleich sind, die ~x umhüllen, sofern der Radius der Kugelschale
so klein ist, daß sie in dem Gebiet liegt, in dem φ harmonisch ist (17.12).
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Da sie sich durch die Mittelwerte der Anfangswerte schreiben läßt, ändert sich die Lö-
sung der Wellengleichung wenig, wenn man die Anfangsdaten ein wenig ändert. Das
Anfangswertproblem der Wellengleichung ist sachgemäß.

Die Lösung (21.44) genügt dem Prinzip von Huygens: zur Zeit t am Ort ~x setzt sie
sich additiv aus den Anfangswerten zur Zeit t = 0 von allen Orten ~y zusammen, von
denen man in der Laufzeit t mit Lichtgeschwindigkeit v = 1 zu ~x gelangt. Dies gilt nicht
in geradzahligen Raumdimensionen und für eine Raumdimension (21.9). In ihnen tragen
zur Lösung zur Zeit t am Ort ~x die Anfangswerte zur Zeit t = 0 von allen Orten ~y bei,
die mit bis zu Lichtgeschwindigkeit von ~x in der Laufzeit t erreichbar sind. In 1, 2, 4 . . .
Raumdimensionen hallen die anfänglichen Werte nach.

Da Kugelwellen F(t−r)/r in drei Raumdimensionen wie 1/r abfallen, tragen sie am Ort
~x mit einem Faktor 1/r = 1/t bei. Dies macht den Vorfaktor t bei tMt,~x[φ] verständlich,
denn beim Mittelwert Mt,~x[φ] wird das Integral über die Kugeloberfläche mit Radius |t|

durch t2 geteilt (21.35) und nicht durch t .
Daß Kugelwellen in drei Raumdimensionen wie 1/r abfallen, hängt mit der Erhaltung

der Energie zusammen und damit, daß die Energiestromdichte wie der Poynting-Vektor
quadratisch in den Feldern ist: wenn die Energie erhalten ist, dann verdünnt sich mit
zunehmendem r eine auslaufende Energiestromdichte so, wie die Kugeloberfläche 4π r2

zunimmt. Damit die Energiestromdichte wie 1/r2 abfällt, müssen die Felder, aus deren
Produkten sie zusammengesetzt ist, wie 1/r abfallen.

Wellenpaket

Die Lösung (21.44) der homogenen Wellengleichung heißt Wellenpaket, denn sie ist eine

Superposition von ebenen Wellen ei (~k~x−ωt) . Stellen wir nämlich eine Lösung u(t,~x) der
Wellengleichung zu jeder Zeit t durch ihr Fourierintegral dar,

u(t,~x) =
1

√
2π

3

∫

d3k ei~k~x ũ(t,~k) , (21.46)

so besagt die Wellengleichung 2u = 0 ,

2u(t,~x) =
1

√
2π

3

∫

d3k ei~k~x
( ∂2

∂t2
ũ(t,~k) + ~k 2ũ(t,~k)

)
= 0 . (21.47)

Dies ist, da die Fourierdarstellung eindeutig ist, genau dann der Fall, wenn der Inte-
grand verschwindet, wenn also ũ als Funktion von t ein harmonischer Oszillator mit
Kreisfrequenz ω = |~k| ist,

ũ(t,~k) =
1

2

(
eiωt + e−iωt

)
ψ̃(~k) +

1

2 iω

(
eiωt − e−iωt

)
φ̃(~k) , ω = |~k| . (21.48)

Die Amplituden bei eiωt und e−iωt haben wir so zusammengefaßt, daß u(0,~x) zur Zeit
t = 0 mit der Fourierdarstellung von ψ(~x) übereinstimmt, und daß die Zeitableitung
von u zur Zeit t = 0 mit der Fourierdarstellung von φ(~x) übereinstimmt,

u(0,~x) = ψ(~x) ,
∂

∂t
u(0,~x) = φ(~x) . (21.49)
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Die Fourierdarstellung von u stimmt mit der in der Feldtheorie wichtigen Darstellung
des Wellenpakets überein,

u(t,~x) =

∫

d3k
1

(2π)3 2ω

(
ei (~k~x−ωt) a(~k) + e−i (~k~x−ωt) a∗(~k)

)
, ω = |~k| , (21.50)

allerdings ist der Zusammenhang von Anfangswerten φ und ψ mit der Lösung u in der
Zerlegung (21.48) klarer zu überblicken als bei den Amplituden

a(~k) =
√

2π
3 (
ωψ̃(~k) − i φ̃(~k)

)
, a∗(~k) =

√
2π

3 (
ωψ̃(−~k) + i φ̃(−~k)

)
. (21.51)

Wir rechnen in der Fourierdarstellung der Lösung u nach, daß φ zur Zeit t am Ort ~x

mit tMt,~x[φ] beiträgt. Wir setzen dazu in das Integral

f(t,~x) =
1

√
2π

3

∫

d3k ei~k~x 1

2 i |~k|

(
ei |~k| t − e−i |~k| t

)
φ̃(~k) (21.52)

die Fouriertransformierte

φ̃(~k) =
1

√
2π

3

∫

d3y e−i~k~yφ(~y) (21.53)

ein, substituieren die Integrationsvariable, ~y = ~x+~z , vertauschen, wie wir bei genügend
gutartigen Funktionen φ dürfen, die Integrationsreihenfolge und führen für die d3k-
Integration Kugelkoordinaten ein, wobei wir die z-Achse im Raum der ~k-Vektoren in
Richtung ~z wählen, sodaß einfach ~k~z = k |~z| cosθ = k |~z|u , u = cosθ, gilt.

f(t,~x) =
1

(2π)3

∫

d3k

∫

d3y
1

2 i |~k|

(
ei (~k (~x−~y)+|~k| t) − ei (~k (~x−~y)−|~k| t)

)
φ(~y)

=
1

(2π)3

∫

d3z

∫

d3k
1

2 i |~k|

(
e−i (~k~z−|~k| t) − e−i (~k~z+|~k| t)

)
φ(~x + ~z) (21.54)

=
1

(2π)3

∫

d3z

∫∞

0

dk k2

∫ 1

−1

du

∫ 2π

0

dϕ
1

2 i k
e−ik |~z|u

(
eikt − e−ikt

)
φ(~x + ~z) .

Die ϕ-Integration ergibt einen Faktor 2π , zur Integration über u = cosθ gehört die
Stammfunktion e−ik |~z|u/(−i k |~z|), die bei u = ±1 auszuwerten ist. Es verbleibt

f(t,~x) =
1

(2π)2

∫

d3z
1

2 |~z|

∫∞

0

dk
(
e−ik |~z| − eik |~z|

)(
eikt − e−ikt

)
φ(~x+ ~z)

=
1

(2π)2

∫

d3z
1

2 |~z|

∫

dk
(
e−ik (|~z|−t) − e−ik (|~z|+t)

)
φ(~x+ ~z) , (21.55)

denn von den vier e-Funktionen, die bei Ausmultiplizieren der zwei Klammern entstehen,
gehören zwei zu k-Werten, die im Integrationsbereich von −∞ bis 0 durchlaufen werden,∫∞

0
dk (g(k) + g(−k)) =

∫∞

−∞
dkg(k).

Das Integral über k ergibt zwei δ-Funktionen (20.68), die wir bei der Integration d3z

in Kugelkoordinaten, ~z = r ~n(θ,ϕ), verwenden

f(t,~x) =
1

4π

∫∞

0

dr r2
∫ 1

−1

d cosθ

∫ 2π

0

dϕ
1

r

(
δ(t− r) − δ(r+ t)

)
φ(~x+ r ~n(θ,ϕ)) . (21.56)
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Für positive Zeiten t trägt im Integrationsbereich 0 < r < ∞ nur die erste δ-Funktion
bei, für negative t nur die zweite,

f(t,~x) =

{
t 1

4π

∫1

−1
d cosθ

∫2π

0
dϕ φ

(
~x + t ~n(θ,ϕ)

)
für t > 0

t 1
4π

∫1

−1
d cosθ

∫2π

0
dϕ φ

(
~x − t ~n(θ,ϕ)

)
für t < 0

. (21.57)

Es ist also mit der Notation von (21.35), da f(t,~x) für t = 0 stetig ist, für alle Zeiten t

1
√

2π
3

∫

d3k ei~k~x 1

2 i |~k|

(
ei |~k| t − e−i |~k| t

)
φ̃(~k) = tMt,~x[φ] (21.58)

und demnach auch

1
√

2π
3

∫

d3k ei~k~x 1

2

(
ei |~k| t + e−i |~k| t

)
ψ̃(~k) =

∂

∂t

(
tMt,~x[ψ]

)
. (21.59)

Retardiertes Potential

Um einen Eindruck über die Lösung der inhomogenen Wellengleichung zu bekommen,
integrieren wir die Gleichung

∂2

∂t2
u− ∆u = ĝ (21.60)

über das Zeitintervall τ < t < τ + ǫ. Dabei mögen die Anfangswerte von u zur Zeit
τ verschwinden, u(τ,~x) = 0 , ∂tu(τ,~x) = 0 . Das Integral auf der linken Seite gibt
∂tu(τ + ǫ), bis auf Terme, die wegen der Anfangsbedingung von zweiter Ordnung in ǫ
sind. Das Ergebnis der rechten Seite benennen wir

∂tu(τ+ ǫ) =

∫τ+ǫ

τ

dt
( ∂2

∂t2
u− ∆u

)
=

∫τ+ǫ

τ

dt ĝ(t,~x) = g(τ+ ǫ,~x) . (21.61)

Wirkt die Störung ĝ nur diese kurze Zeit, so liegt anschließend für t > τ eine Funktion
ϕτ(t,~x) vor, die bis auf Terme, die mit ǫ gegen Null verschwinden, die Wellengleichung
mit Anfangsbedingung

2ϕτ(t,~x) = 0 , ϕτ(τ,~x) = 0 , ∂tϕτ(t,~x)|t=τ = gτ(~x) , gτ(~x) = g(τ,~x) , (21.62)

erfüllt. Konkret geht diese Lösung durch Translation in der Zeit um τ aus der entspre-
chenden Lösung (21.44) hervor. Sie ist durch den Mittelwert über die Funktion gτ ,
gemittelt über eine Kugeloberfläche mit Radius t− τ gegeben,

ϕτ(t,~x) = (t− τ)M(t−τ),~x[gτ] . (21.63)

Wirkt die Störung g längere Zeit, so denken wir uns die Lösung zusammengesetzt aus
Lösungen, die von den kurzzeitigen Störungen erzeugt worden sind, denn wenn Lu1 = g1

die Lösung einer linear inhomogenen Gleichung mit Inhomogenität g1 ist und Lu2 = g2

die Lösung zu einer anderen Inhomogenität, dann ist die Summe u = u1 + u2 Lösung
der Gleichung mit der Summe der Inhomogenitäten L(u1 + u2) = (g1 + g2) .
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Wir betrachten daher das Integral

u(t,~x) =

∫ t

0

dτϕτ(t,~x) . (21.64)

Zur Anfangszeit t = 0 verschwindet es, da dann der Integrationsbereich verschwindet.
Die Zeitableitung leitet nach der oberen Integrationsgrenze ab – und ergibt den Inte-
granden an der Stelle τ = t – und nach dem ersten Argument von ϕ ab

∂tu(t,~x) = ϕt(t,~x) +

∫ t

0

dτ ∂tϕτ(t,~x) =

∫ t

0

dτ ∂tϕτ(t,~x) . (21.65)

Sie verschwindet zur Anfangszeit t = 0 , da dann der Integrationsbereich verschwindet.
Die zweite Zeitableitung ergibt

(∂t)
2u(t,~x) = ∂tϕτ(t,~x)|τ=t+

∫ t

0

dτ (∂t)
2ϕτ(t,~x) = g(t,~x)+

∫ t

0

dτ (∂t)
2ϕτ(t,~x) . (21.66)

Addieren wir hierzu −∆u =
∫t

0
dτ (−∆ϕτ(t,~x)) und berücksichtigen wir, daß ϕτ die

Wellengleichung löst, so verbleibt

2u(t,~x) = g(t,~x) . (21.67)

Es ist also zu allen Zeiten t und für alle ~x das Integral

u(t,~x) =

∫ t

0

dτ (t− τ)M(t−τ),~x[gτ] (21.68)

die Lösung der inhomogenen Wellengleichung 2u = gmit den Anfangswerten u(0,~x) = 0
und ∂tu(0,~x) = 0 .

Zur Auswertung des Integrals für t > 0 substituieren wir τ(r) = t− r und integrieren
über r

u(t,~x) =

∫ t

0

dr rMr,~x[gt−r] =
1

4π

∫ t

0

dr r2
∫ 1

−1

d cosθ

∫ 2π

0

dϕ
1

r
g(t− r,~x+ r ~n) (21.69)

Bei den drei Integralen handelt es sich, da t > 0 ist, um die Integration in Kugelkoordi-
naten über die Punkte ~z mit Betrag kleiner t

u(t,~x) =
1

4π

∫

|~z|≤t
d3z

g(t− |~z|,~x + ~z)

|~z|
. (21.70)

Wechseln wir hier zur Integrationsvariablen ~y = ~x+~z und bezeichnen wir die Kugel um
~x mit Radius |r| als

Kr,~x = {~y : |~x − ~y| ≤ |r|} , (21.71)

so lautet die Lösung der inhomogenen Wellengleichung 2u = g, die zur Zeit t = 0
zusammen mit ihrer ersten Zeitableitung verschwindet,

t ≥ 0 : u(t,~x) =
1

4π

∫

K|t|,~x

d3y
g(t− |~x − ~y|,~y)

|~x − ~y|
. (21.72)
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Für t < 0 substituieren wir in (21.68) τ(r) = t + r , dann erstreckt sich, nachdem
wir die untere und obere Integrationsgrenze vertauscht haben, das r-Integral von 0 bis
−t = |t| und die drei Integrale können als Volumenintegral über eine Kugel mit Radius |t|

aufgefaßt werden. Wir erhalten so für t < 0

t ≤ 0 : u(t,~x) =
1

4π

∫

K|t|,~x

d3y
g(t+ |~x− ~y|,~y)

|~x − ~y|
. (21.73)

Bei nichtverschwindenden Anfangswerten zur Zeit t = 0 setzt sich die Lösung des
Anfangswertproblems aus dieser partikulären Lösung der inhomogenen Wellengleichung
und einem Wellenpaket (21.44) zusammen, das die Anfangswerte hat,

u(t,~x) = tMt,~x[φ] +
∂

∂t

(
tMt,~x[ψ]

)
+

1

4π

∫

K|t|,~x

d3y
g(t− sign(t) |~x− ~y|,~y)

|~x − ~y|
. (21.74)

Da die Lösung stetig von den Anfangswerten und der Inhomogenität abhängt, ist das
Anfangswertproblem der inhomogenen Wellengleichung sachgemäß.

Das Integral über die retardierte Inhomogenität g ist für jeden Radius R > 0 der Kugel
um ~x eine Lösung der inhomogenen Wellengleichung, denn die Differenz zweier solcher
Integrale (R > R′)

h(t,~x) =
1

4π

∫

KR,~x−KR′,~x

d3y
g(t− |~x − ~y|,~y)

|~x − ~y|
=

1

4π

∫

KR,~x

d3y
ĝ(t− |~x− ~y|,~y)

|~x − ~y|
(21.75)

ist das retardierte Potential einer Ladungsdichte ĝ, die in der inneren Kugel und demnach
in ~x verschwindet. Folglich ist die Differenz h eine Lösung der homogenen Wellenglei-
chung, 2h(t,~x) = ĝ(t,~x) = 0 .

Falls die Quelle gmit wachsendem räumlichen Abstand genügend schnell abfällt, sodaß
der Grenzwert R→ ∞ existiert, so ist also das retardierte Potential

uret(t,~x) =
1

4π

∫

d3y
g(t− |~x − ~y|,~y)

|~x− ~y|
(21.76)

eine Lösung der inhomogenen Wellengleichung.
Zum retardierten Potential zur Zeit t am Ort ~x tragen alle Inhomogenitäten g von

allen Orten ~y mit dem Wert bei, den sie zur retardierten Zeit tret hatten: das ist die
Zeit, die um die Lichtlaufzeit von ~y nach ~x, |~x − ~y|, früher als t ist. Die Lösung u der
inhomogenen Wellengleichung hängt an jedem Punkt (t,~x) der Raumzeit nur von dem
Wert von g auf dem Rückwärtslichtkegel von (t,~x) ab, das sind die Punkte (tret,~y) , für
die t− tret = |~x− ~y| gilt. Der Beitrag von jeder einzelnen Inhomogenität am Ort ~y wird
mit dem Kepler- oder Coulombpotential 1/|~x− ~y| gewichtet, das sie am Ort ~x bewirkt.
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Gaußbedingung

In der Lorenzeichung ∂tφ+ div ~A = 0 (16.11) erfüllt jede Komponente des Viererpoten-
tials (A0,A1,A2,A3) = (φ, ~A) eine inhomogene Wellengleichung (16.19) mit Inhomoge-
nität (j0, j1, j2, j3) = (ρ,~j) ,

2Am = jm , m = 0, 1, 2, 3 . (22.1)

Die Lösung läßt sich als Summe des retardiertem Potentials und eines Wellenpakets
schreiben

Am = Amret +Amhom , (22.2)

Amret(t,~x) =
1

4π

∫

d3y
jm(t− |~x− ~y|,~y)

|~x− ~y|
. (22.3)

Da die Lösung nach Vorgabe der Inhomogenität jm und der Anfangswerte von Am ein-
deutig festgelegt ist, ist zu prüfen, ob auch die Lorenzbedingung erfüllt ist. Die Funktion
∂mA

m = ∂tφ+ div ~A erfüllt als Folge der inhomogenen Wellengleichungen 2Am = jm

und der Kontinuitätsgleichung ∂mj
m = 0 eine homogene Wellengleichung

2

(
∂mA

m
)

= 0 . (22.4)

Folglich verschwindet ∂mA
m zu allen Zeiten, wenn ihr anfänglicher Wert und ihre an-

fängliche Zeitableitung verschwinden,

∂tφ(0,~x) = − div ~A(0,~x) , ∂t∂tφ(0,~x) = − div ∂t~A(0,~x) . (22.5)

Die erste Bedingung legt die anfängliche Zeitableitung von φ fest, die zweite Bedingung
ist die Gaußbedingung div ~E(0,~x) = ρ(0,~x), denn wegen 2φ = ρ besagt sie

div
(
− gradφ− ∂t~A

)
(0,~x) = ρ(0,~x) . (22.6)

Dies ist eine Poissongleichung für das skalare Potential φ(0,~x) und legt es eindeutig fest,
wenn ρ und ∂t~A gegeben sind und wenn man verschwindende Randwerte für |~x| → ∞

unterstellt.
Beliebige, auf ein Gebiet beschränkte Änderungen δρ der anfänglichen Ladungsdichte

gehören normalerweise zu nichtlokalisierten Änderungen δ~E des elektrischen Feldes. Nur
wenn sich δρ als Divergenz eines Feldes δ~E schreiben läßt, das außerhalb eines Gebietes
verschwindet, ist die Änderung der Anfangswerte und der Ladungs- und Stromdichten
lokalisiert. Solche lokalisierten Änderungen wirken sich nur im Vorwärtslichtkegel der
Änderungen aus.
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Zeitableitung von Ladungs- und Strommomenten

Ist die Quelle jm, die das retardierte Viererpotential erzeugt, räumlich auf ein Gebiet
beschränkt, dessen Ausdehnung klein ist gegen den Abstand r = |~x|, so kann man den
Integranden von (22.3) durch eine Entwicklung nach yi/r nähern. Wir berücksichtigen
beim Fernfeld Amfern des Potentials nur Anteile, die im Grenzfall r → ∞ bei konstanter
retardierter Zeit

t− = t− r (22.7)

nicht stärker als 1/r abfallen, und nähern die unterschiedliche Retardierung der Beiträge
von verschiedenen Orten ~y durch eine Taylorreihe. Die Richtung von der Quelle zum Ort
~x, an dem wir das Potential bestimmen, ist ~n = ~x/r .

1

|~x − ~y|
=

1

r
+O(

1

r2
)

|~x − ~y| = r
(
1 − 2

~x

r2
·~y+

~y 2

r2

) 1
2 = r− ~n ·~y+O(

1

r
)

(22.8)

jm(t− r + ~n ·~y−O(
1

r
)) = jm(t−) + ~n ·~y∂tjm(t−) +

1

2
(~n ·~y)2 ∂t

2jm(t−) + . . . (22.9)

Dies gilt nur ungefähr, wenn sich während der Zeiten, um die sich die Lichtlaufzeiten
verschiedener Teile der Quelle unterscheiden, die Quelle jm nur wenig ändert.

In dieser Näherung ist das Fernfeld

Amfern(t,~x) =
1

4π r

(∫
d3y jm + ni

∫

d3yyi ∂tj
m +

1

2
ni nj

∫

d3yyi yj ∂t
2jm
)

, (22.10)

wobei jm, ∂tj
m und ∂t

2jm die Argumente (t−,~y) haben und i, j ∈ {1, 2, 3} räumliche
Komponenten abzählen. Terme mit höheren Zeitableitungen vernachlässigen wir.

Für das skalare Potential A0 = φ erhalten wir, da j0 = ρ die Ladungsdichte ist,

φfern(t,~x) =
1

4π r

(∫
d3yρ+ ni

d

dt

∫

d3yyi ρ+
1

2
ni nj

d2

dt2

∫

d3yyi yj ρ
)

, (22.11)

also die zeitunabhängige Ladung q und zur retardierten Zeit t− r die Zeitableitung des
elektrischen Dipolmoments ~P und die zweiten Zeitableitungen der Quadrupolmomente
Qij, die wir als Matrixelemente einer symmetrischen, spurfreien Matrix Q auffassen,

q =

∫

d3yρ , Pi =

∫

d3yyiρ , Qij =

∫

d3y
(
3yiyj − δij~y 2

)
ρ , δijQ

ij = 0 , (22.12)

φfern(t,~x) =
1

4π r

(
q+ ~n ~̇P +

1

6
~n · Q̈ ~n+

1

6

∫

d3y~y 2ρ̈
)

. (22.13)

Das Integral über die Stromdichte ~j, das beim Vektorpotential ~A auftritt, kann man
mit Hilfe der Kontinuitätsgleichung, ρ̇+ ∂kj

k = 0, als Zeitableitung von ~P schreiben,
∫

d3x ji(~x) =

∫

d3x
(
∂k(x

ijk) − xi (∂kj
k)
)

=

∫

d3x xi ρ̇ = Ṗi , (22.14)
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denn das Integral über die räumlichen Ableitungen ∂k(x
ijk) gibt Randterme und ver-

schwindet, weil nach Annahme die Ströme für große r verschwinden.
Ebenso kann man räumliche Momente der Stromdichte, genauer symmetrisierte Mo-

mente, als Zeitableitung des Quadrupolmomentes schreiben,
∫

d3x (jixj + jjxi) =

∫

d3x
(
∂k(x

ixjjk) − xixj ∂kj
k
)

=

∫

d3x xixj ρ̇

=
1

3
Q̇ij +

1

3
δij

∫

d3x~x2 ρ̇ .

(22.15)

Das magnetische Moment ~M einer Stromverteilung ist das antisymmetrisierte Moment

1

2

∫

d3x (xjjk − xkjj) = ǫjkiM
i , ~M =

1

2

∫

d3x~x×~j . (22.16)

Damit erhalten wir
∫

d3x xijj = ǫijkM
k +

1

6
Q̇ij +

1

6
δij

∫

d3x~x2ρ̇ (22.17)

und können die ersten zwei Terme von (22.10) auswerten

~Afern(t,~x) =
1

4π r

(
~̇P − ~n× ~̇M+

1

6
Q̈ ~n+

1

6
~n

∫

d3y~y 2ρ̈
)

. (22.18)

Der dritte Term in (22.10) betrifft zweite Zeitableitungen von Integralen über xixjjk.
Wir vernachlässigen sie so wie dritte Zeitableitungen von xixjxkρ.

Die Feldstärken bestimmen wir ebenfalls nur bis zur Ordnung 1/r. Wegen

∂

∂xk
1

r
= 0 +O(

1

r2
) ,

∂

∂xk
f(t− r) = −

xk

r

d

dt
f , (22.19)

wirkt in dieser Näherung ∂/∂xi wie die Zeitableitung, multipliziert mit der Komponente

−ni der Richtung zur Quelle. Daher ist das Magnetfeld ~B = rot ~A = −~n× ~̇A ,

~Bfern(t,~x) = −
1

4π r
~n×

(
~̈P − ~n× ~̈M +

1

6

...
Q~n
)

, (22.20)

und das elektrische Feld ~E = − gradφ− ∂t ~A = ~n φ̇− ~̇A ,

Eifern(t,~x) = −
1

4π r
(δij − ninj)

(
~̈P − ~n× ~̈M+

1

6

...
Q~n
)j

. (22.21)

Da (δij − ninj) Vektoren ~v auf ihren zu ~n senkrechten Teil ~v⊥ projiziert, ist ~E = −~̇A⊥
und ~B = ~n× ~E. In der Fernzone bilden also ~n, ~E und ~B ein orthogonales Rechtssystem,
wobei ~E und ~B gleich groß sind. Die Energiestromdichte ~S (14.38) ist nach außen gerichtet

~Sfern = ~Efern × ~Bfern = ~n
1

2
(~E2

fern + ~B2
fern) . (22.22)

Beschleunigte Ladungen strahlen Energie ab, die mit Lichtgeschwindigkeit nach außen
strömt.
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Feld einer Punktladung

Wir betrachten ein geladenes Teilchen, das die Weltlinie z(s) = (z0(s), z1(s), z2(s), z3(s))

mit begrenzter Höchstgeschwindigkeit
(
(d~z/ds)/(dz0/ds)

) 2
(t) ≤ ~v 2

max < 1 durchlaufe,
und untersuchen, welches elektromagnetische Feld es erzeugt. Die Weltlinie sei mit der
Eigenzeit s parametrisiert, die eine vom Teilchen mitgeführte Uhr anzeigt. Dann ist der
Tangentialvektor u an die Weltlinie normiert,

u =
dz

ds
, u2 = (u0)2 − (u1)2 − (u2)2 − (u3)2 = 1 (22.23)

und hängt durch u = 1√
1−~v2

(1,~v) mit der räumlichen Geschwindigkeit ~v zusammen.

Die Eigenzeit auf der Weltlinie definiert die Zeit s(x), die ein Beobachter im Ereignis
x mit Licht von z(s) gerade auf der Uhr des Teilchens ablaufen sieht. Sie hat überall auf
dem Vorwärtslichtkegel von z(s) den Wert s.

Zur Berechnung des Viererpotentials schreiben wir das retardierte Potential in der
scheinbar komplizierteren, gleich aber einfacher auszuwertenden Form. Wir schreiben
(x− y)2 für (x0 − y0)2 − (x1 − y1)2 − (x2 − y2)2 − (x3 − y3)2 und behaupten

Amret(x) =
1

2π

∫

R4

d4y δ((x− y)2)Θ(x0 − y0) jm(y) . (22.24)

Wenn wir zunächst über y0 integrieren und dabei verwenden, wie eine verkettete δ-
Funktion wirkt (18.36), erweist sich dies tatsächlich als das retardierte Potential

Amret(x) =
1

2π

∫

d3y

∫

dy0 1

2|x0 − y0|
δ(x0 − y0 − |~x − ~y|) jm(y)

=
1

4π

∫

d3y
jm(x0 − |~x − ~y|,~y)

|~x− ~y|

(22.25)

Die Viererstromdichte des Teilchens schreiben wir als Integral über eine vierdimensionale
δ-Funktion

jm(y) = q

∫

ds δ4(y− z(s))
dzm

ds
. (22.26)

Auch hier können wir die verkettete δ-Funktion δ(y0 −z0(s)) mit (18.36) auswerten und
erhalten

jm(y) = q

∫

ds δ(y0 − z0(s))
dzm

ds
δ3(~y− ~z(s))

= q

∫

ds δ(s− s)
1

|dz
0

ds
|

dzm

ds
δ3(~y− ~z(s)) = q

1

|dz
0

ds
|

dzm

ds
δ3(~y− ~z(s)) ,

(22.27)

wobei dieser Ausdruck für die Eigenzeit s(y0) auszuwerten ist, zu der die Koordinatenzeit
z0(s(y0)) = y0 durchlaufen wird. Schreiben wir kurz ~z(t) für die verkettete Funktion
~z(s(t)), so erweist sich die Ladungsdichte als die eines Punktteilchens bei ~z(t) und die
Stromdichte die Geschwindigkeit des Teilchen multipliziert mit der Ladungsdichte,

ρ(t,~y) = q δ3(~y− ~z(t)) , ~j(t,~y) = q
d~z

dt
δ3(~y− ~z(t)) . (22.28)
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Setzen wir die Stromdichte (22.26) in die kovariante Schreibweise des retardierten
Potentials (22.24) ein, so heben sich die vier δ-Funktionen mit der d4y-Integration weg,
es verbleibt

Am(x) =
1

2π

∫

ds δ((z(s) − x)2) θ(x0 − z0(s))
dzm

ds
(22.29)

Auch hier brauchen wir die Kettenregel (18.36) für die δ-Funktion. Mit

∣∣ d

ds
(z(s) − x)2

∣∣ = 2
dz

ds
· (x− z(s)) (22.30)

und der Kurzschrift um = dzm/ds (22.23) erhalten wir das von Alfred Marie Liénard
(1869-1958) und Emil Wiechert (1861-1928) im Jahr 1898 beziehungsweise 1900 herge-
leitete Viererpotential

Am(x) =
q

4π

um

u · (x− z(s(x)))
. (22.31)

Der hier auftretende Vierervektor

y = x− z(s(x)) (22.32)

zeigt von der Ursache zur Auswirkung: vom Ereignis z(s), in dem die Weltlinie des
Teilchens den Rückwärtslichtkegel von x durchläuft, zum Ereignis x, dessen Potential
das Teilchen bewirkt. Der Vierervektor y ist lichtartig und zukunftsgerichtet,

y(x) = x− z(s(x)) , y2 = 0 , y0 > 0 , (22.33)

und hängt auch über s(x) von x ab. In räumliche und zeitliche Komponenten aufgespal-
tet, gilt

y =
(
r,~x− ~z(s(x))

)
= r (1, ~n) , (22.34)

wobei r den Abstand und ~n den Richtungsvektor vom Teilchen zum Beobachter bei ~x

bezeichnet. Die Vierergeschwindigkeit des Teilchens ist

u =
1√

1 − v2
(1,~v) . (22.35)

Folglich ist das Skalarprodukt

y ·u =
r√

1 − v2
(1 − ~n ·~v) . (22.36)

Die Ableitungen von s(x) bestimmen wir durch Ableiten von y2 = 0,

0 = (δm
n − un ∂ms)yn , ∂ms =

ym

y ·u =: km . (22.37)

Der Vierervektor k in Richtung von y ist lichtartig, durch sein Skalarprodukt mit u
normiert und hat die Zerlegung

k =

√
1 − v2

1 − ~n ·~v (1, ~n) , k2 = 0 , k ·u = 1 . (22.38)
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Damit können wir die Ableitungen von y und y ·u durch die Viererbeschleunigung

u̇ =
du

ds
=

dt

ds

d

dt

( 1√
1 − v2

(1,~v)
)

=
1

1 − v2

( ~v ~a

1 − v2
, ~a+~v

~v ~a

1 − v2

)
, ~a =

d2
~x

dt2
, (22.39)

und die bisher eingeführten Größen ausdrücken,

∂my
n = δm

n − unkm ,

∂m(y ·u) = (∂my
n)un + y · u̇ km = um + (y · u̇− 1) km .

(22.40)

Wir erhalten so die Feldstärken (m↔ n bezeichnet den vorstehenden Ausdruck, in dem
m mit n vertauscht worden ist)

Fmn =
(
∂mAn − ∂nAm

)
= −

q

4π

∂m(y ·u)un

(y ·u)2
+
q

4π

∂mun

(y ·u)
−m↔ n

= kmwn − knwm ,

(22.41)

wobei zu

wm =
q

4π

um

(y ·u)2
+
q

4π

u̇m − (um − km) k · u̇
(y ·u)

. (22.42)

ein beliebiges Vielfaches von km hinzugefügt werden darf, ohne die Feldstärken Fmn zu
ändern. Wir wählen dieses Vielfache so, daß der in u̇ lineare Anteil senkrecht auf u steht.
Zudem ist er senkrecht auf k . Folglich trägt nur der Anteil der Viererbeschleunigung zu
den Feldstärken bei, der senkrecht auf der von u und k aufgespannten Ebene ist.

Insbesondere besagt dies für das elektrische Feld, Ei = F0i = k0wi − kiw0 ,

~E =
q

4π

1 − v2

r2 (1 −~v ~n)3

(
~n−~v

)
+
q

4π

~n×
(
(~n−~v) × ~a

)

r(1 −~v ~n)3
. (22.43)

Sein beschleunigungsunabhängiger Teil fällt mit 1/r2 ab und zeigt nicht in Richtung ~n

von der Ursache, dem retardierten Ereignis z , zur Auswirkung bei x , sondern in Richtung
von ~x−(~z+r~v), vom Bestimmungsort ~z+r~v nach ~x . Der Bestimmungsort ist der Ort, den
das Teilchen mit gleichförmiger Geschwindigkeit ~v in dem Augenblick erreichen würde,
in dem es sich bei ~x auswirkt.

Der beschleunigungsabhängige Teil des elektrischen Feldes fällt wie 1/r ab. Er steht
senkrecht auf der Richtung ~n von der Ursache zum Ort ~x und ist linear in der Beschleu-
nigung ~a. Von der Beschleunigung trägt bei ~x nur der Anteil zum Feld bei, der senkrecht
auf der Richtung ~n−~v vom Bestimmungsort zu ~x ist.

Das Magnetfeld des Teilchens steht senkrecht auf ~n und ~E. Denn es ist k0 = |~k| und

Bk = −εijkkiwj = εijkk
iwj = εijk k

i/k0 Ej , ~B = ~n× ~E . (22.44)

Die Energiestromdichte ~S = ~E × ~B des Strahlungsfeldes zeigt in Richtung ~n von der
Ursache weg: eine beschleunigte Ladung strahlt Energie ab. Das heißt nicht, daß viele
beschleunigte Ladungen in jedem Fall strahlen: Ladungen, die, gleichmäßig auf einen
Kreis verteilt, ihn mit konstanter Winkelgeschwindigkeit durchlaufen, gehören zu einer
konstanten Ladungs- und Stromdichte und erzeugen statische Felder.
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In geeigneter Schreibweise zeigt sich, daß die Raum- und Zeitableitungen und magneti-
sche und elektrische Felder in die Maxwellgleichungen auf gleiche Art eingehen und daß
die Maxwellgleichungen kovariant unter Poincaré-Transformationen sind, das heißt: sie
gelten auch für gleichförmig bewegte Beobachter, die Poincaré-transformierte Koordina-
ten und Felder verwenden.

Feldstärketensor

Schreibt man für die partiellen Ableitungen nach den Raumzeitkoordinaten

∂0 =
∂

∂t
=

∂

∂x0
, ∂1 =

∂

∂x1
, ∂2 =

∂

∂x2
, ∂3 =

∂

∂x3
, (23.1)

so lauten die homogenen Maxwellgleichungen (14.9)

div ~B = 0 , rot~E + ∂t~B = 0 (23.2)

ausgeschrieben
∂1B

1 + ∂2B
2 + ∂3B

3 = 0 ,

∂2E
3 − ∂3E

2 + ∂0B
1 = 0 ,

∂3E
1 − ∂1E

3 + ∂0B
2 = 0 ,

∂1E
2 − ∂2E

1 + ∂0B
3 = 0 .

(23.3)

Allen vier Gleichungen ist gemein, daß sie eine Linearkombination von drei Feldstärken
betreffen, die einmal abgeleitet werden.

Die kovariante Schreibweise der Maxwellgleichungen deutet die Feldstärken als die
sechs Komponenten eines antisymmetrischen Tensors, des Feldstärketensors 1

Fmn = −Fnm , F0i = Ei , Fij = −ǫijkB
k . (23.4)

Explizit gilt 


F00 F01 F02 F03

F10 F11 F12 F13

F20 F21 F22 F23

F30 F31 F32 F33


 =




0 E1 E2 E3

−E1 0 −B3 B2

−E2 B3 0 −B1

−E3 −B2 B1 0


 . (23.5)

1Indizes i, j, k haben Werte aus {1, 2, 3} , lexographisch spätere Buchstaben wie m,n stehen für Werte
aus {0, 1, 2, 3} .
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Mit diesen Bezeichnungen haben die homogenen Maxwellgleichungen die Form

∂1F23 + ∂2F31 + ∂3F12 = 0 ,

∂2F30 + ∂3F02 + ∂0F23 = 0 ,

∂3F01 + ∂0F13 + ∂1F30 = 0 ,

∂0F12 + ∂1F20 + ∂2F01 = 0

(23.6)

und können in Indexschreibweise kurz als

∂lFmn + ∂mFnl + ∂nFlm = 0 (23.7)

geschrieben werden.

Weil die Komponenten des Feldstärketensors antisymmetrisch sind, Fmn = −Fnm , ist
die zyklische Summe auf der linken Seite bis auf einen Faktor 2 auch die vorzeichenbehaf-
tete Summe über alle Permutationen von l,m,n und daher (2.57) total antisymmetrisch,

Ylmn = ∂lFmn + ∂mFnl + ∂nFlm

=
1

2

(
∂lFmn + ∂mFnl + ∂nFlm − ∂lFnm − ∂mFln − ∂nFml

)

Yπ(l)π(m)π(n) = sign(π)Ylmn .

(23.8)

Die Gleichungen (23.7) bestehen also nicht aus 4 · 4 · 4 unabhängigen Komponenten-
gleichungen, wie man bei drei Indizes l,m und n und einem Laufbereich über vier Werte
vermuten könnte, sondern l, m und n müssen in einer nichttrivialen Gleichung paarwei-
se verschieden sein und ihre Permutation führt nicht auf eine neue Gleichung. Daher
enthält (23.7) 4 · 3 · 2 / 3! = 4 unabhängige Gleichungen, nämlich (23.6).

Die inhomogenen Maxwellgleichungen (14.10)

div ~E = ρ , rot ~B− ∂t~E =~j , (23.9)

lauten ausgeschrieben

∂1E
1 + ∂2E

2 + ∂3E
3 = ρ ,

−∂0E
1 + ∂2B

3 − ∂3B
2 = j1 ,

−∂0E
2 + ∂3B

1 − ∂1B
3 = j2 ,

−∂0E
3 + ∂1B

2 − ∂2B
1 = j3 ,

(23.10)

oder, wenn wir die elektrischen und magnetischen Felder als Komponenten des Feld-
stärketensors schreiben und zur Betonung der Struktur verschwindende Terme wie ∂0F00

einfügen,

∂0F00 − ∂1F10 − ∂2F20 − ∂3F30 = ρ ,

−∂0F01 + ∂1F11 + ∂2F21 + ∂3F31 = j1 ,

−∂0F02 + ∂1F12 + ∂2F22 + ∂3F32 = j2 ,

−∂0F03 + ∂1F13 + ∂2F23 + ∂3F33 = j3 .

(23.11)
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Das Minuszeichen bei den Komponenten F01, F02 und F03 gehört zur Definition der Kom-
ponenten des Feldstärketensors mit oberen Indizes

Fmn = ηmkηnlFkl , F0i = −F0i , Fij = Fij , (23.12)

ηmn =






1 m = n = 0
−1 m = n ∈ {1, 2, 3}

0 m 6= n

, (23.13)




F00 F01 F02 F03

F10 F11 F12 F13

F20 F21 F22 F23

F30 F31 F32 F33


 =




0 −E1 −E2 −E3

E1 0 −B3 B2

E2 B3 0 −B1

E3 −B2 B1 0


 . (23.14)

Dann haben die inhomogenen Maxwellgleichungen die Form

∂0F
00 + ∂1F

10 + ∂2F
20 + ∂3F

30 = ρ ,

∂0F
01 + ∂1F

11 + ∂2F
21 + ∂3F

31 = j1 ,

∂0F
02 + ∂1F

12 + ∂2F
22 + ∂3F

32 = j2 ,

∂0F
03 + ∂1F

13 + ∂2F
23 + ∂3F

33 = j3 .

(23.15)

und lauten mit j = (ρ, j1, j2, j3) in Indexschreibweise

∂mF
mn = jn . (23.16)

Lokale Ladungserhaltung

Weil Fmn = −Fnm antisymmetrisch unter Vertauschung der Indizes ist und weil die zwei-
fache partielle Ableitung, wenn sie in einem Gebiet stetig ist, nicht von der Reihenfolge
der Ableitungen abhängt, ∂n∂m = ∂m∂n, verschwindet die Doppelsumme ∂n∂mF

mn.
Denn eine Doppelsumme über ein symmetrisches und ein antisymmetrisches Indexpaar
verschwindet (Seite 164).

Wenden wir ∂n auf (23.16) an, so erhalten wir ∂n∂mF
mn = ∂nj

n. Die linke Seite
verschwindet. Sie ist der Viererdivergenz ∂nj

n = ∂0j
0+∂1j

1+∂2j
2+∂3j

3 des Viererstroms
gleich

∂nj
n = 0 . (23.17)

In Ladungs- und Stromdichte ausgedrückt ist dies die Kontinuitätsgleichung

ρ̇+ div~j = 0 . (23.18)

Die Kontinuitätsgleichung schränkt denkbare Quellen ρ und~j für elektromagnetische
Felder ein. Es können in den Maxwellgleichungen nur solche Ladungs- und Stromdichten
auftreten, die der Kontinuitätsgleichung und damit lokaler Ladungserhaltung genügen.
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Viererpotential

Setzen wir die Lösung der homogenen Maxwellgleichungen (16.1,16.8)

~B = rot ~A , ~E = − gradφ− ∂t~A . (23.19)

in Fmn (23.5) ein, verwenden wir dabei die Schreibweise A0 = φ, ~A = (A1,A2,A3) für
die Komponenten des Viererpotentials mit oberen Indizes und

(A0,A1,A2,A3) = (A0, −A1, −A2, −A3) , Am = ηmnAn , (23.20)

so erweisen sich die Feldstärken

F01 = E1 = ∂0A1 − ∂1A0 , F02 = E2 = ∂0A2 − ∂2A0 , F03 = E3 = ∂0A3 − ∂3A0 ,

F12 = −B3 = ∂1A2 − ∂2A1, F23 = −B1 = ∂2A3 − ∂3A2 , F13 = B2 = ∂1A3 − ∂3A1 ,
(23.21)

als die antisymmetrisierte Ableitung des Viererpotentials,

Fmn = ∂mAn − ∂nAm . (23.22)

Diese Feldstärken lösen die homogenen Maxwellgleichungen, denn wegen Fmn = −Fnm
ist (23.7) total antisymmetrisch. Da aber der Wert partieller Ableitungen nicht von der
Reihenfolge abhängt, verschwindet die Antisymmetrisierung der Ableitungen

∂l(∂mAn − ∂nAm) + ∂m(∂nAl − ∂lAn) + ∂n(∂lAm − ∂mAl) =

= (∂l∂m − ∂m∂l)An + (∂m∂n − ∂n∂m)Al + (∂n∂l − ∂l∂n)Am = 0 .
(23.23)

Auch ohne Rückgriff auf die Lösungen (16.1,16.8) können wir aus (23.7) schließen, daß
die Feldstärken Fmn die antisymmetrisierten Ableitungen eines Viererpotentials sind,
falls das Gebiet der Raumzeit, in dem die Felder definiert sind und (23.7) erfüllen,
sternförmig ist, also mit jedem Punkt x den Verbindungsstrahl vom Ursprung zu x

enthält.
Um das einzusehen, wiederholen wir den Beweis des Poincaréschen Lemmas (15.40).

Wir schreiben Fmn(x) als ein Integral über eine Ableitung, führen sie mit der Kettenregel
aus, verwenden (23.7), die Antisymmetrie von Fmn und identifizieren das Ergebnis als
antisymmetrisierte, mit der Kettenregel ausgewertete Ableitung,

Fmn(x) =

∫ 1

0

dλ
d

dλ

(
λ2 Fmn(λx)

)
=

∫ 1

0

dλ
(
2 λ Fmn |λx + λ2 xl ∂lFmn |λx

)

=

∫ 1

0

dλ
(
2 λ Fmn |λx − λ2 xl

(
∂mFnl |λx + ∂nFlm |λx

))

=

∫ 1

0

dλ
(
2 λ Fmn |λx + λ2 xl

(
∂mFln |λx − ∂nFlm |λx

))

= ∂m

∫ 1

0

dλ λ xlFln(λx) − ∂n

∫ 1

0

dλ λ xlFlm(λx) .

(23.24)

Es ist also Fmn = ∂mAn − ∂nAm, wobei hier das Vektorpotential durch ein Integral
längs des Strahls vom Ursprung zum Punkt x gegeben ist (15.48),

An(x) =

∫ 1

0

dλ λ xlFln(λx) . (23.25)



235

Eichinvarianz und Lorenzbedingung

Das Viererpotential kann umgeeicht werden, ohne die Feldstärken zu ändern (16.9),

φ′ = φ− ∂tχ , ~A ′ = ~A+ gradχ . (23.26)

Ausgedrückt in Komponenten des Viererpotentials mit unteren Indizes, lautet die Eich-
transformation

A′
m = Am − ∂mχ . (23.27)

Klarerweise bleiben alle antisymmetrisierten Ableitungen Fmn ungeändert, wenn man
zu An einen Vierergradienten hinzufügt, denn der Wert partieller Ableitungen hängt
nicht von der Reihenfolge ab.

F′mn = ∂m(An − ∂nχ) − ∂n(Am − ∂mχ) = ∂mAn − ∂nAm − (∂m∂n − ∂n∂m)χ = Fmn
(23.28)

Durch Umeichen kann man die Lorenzbedingung

∂mA
m = 0 (23.29)

erfüllen. Gilt zunächst ∂mA
′m = f, dann ist die Lorenzbedingung für Am eine Differen-

tialgleichung für χ

f = ∂mA
′m = ∂m(Am − ∂mχ) = −∂m∂

mχ . (23.30)

Hier tritt ∂mχ mit oberem Index auf. Wir haben Am = ηmnAn und A′m = ηmnA′
n

vereinbart, also auch
∂mχ = ηmn∂nχ . (23.31)

Der Differentialoperator ∂m∂
m erweist sich also als der Wellenoperator (16.12),

∂m∂
m = ηmn∂m∂n = (∂0)

2 − (∂1)
2 − (∂2)

2 − (∂3)
2 = 2 . (23.32)

Die Lösung der inhomogenen Wellengleichung für χ, 2χ = −f ,

χ(t,~x) = −
1

4π

∫

d3y
f(t− |~x − ~y|,~y)

|~x − ~y|
(23.33)

ist nicht eindeutig. Sie läßt weiteres Umeichen mit Wellenpaketen χ zu, die die Wellen-
gleichung 2χ = 0 erfüllen.

Inhomogene Wellengleichung

Mit der Lorenzbedingung ∂mA
m = 0 entkoppeln die inhomogenen Maxwellgleichungen,

denn wenn wir die Lösung der homogenen Maxwellgleichungen Fmn = ∂mAn − ∂nAm

einsetzen und die Reihenfolge der partiellen Ableitungen vertauschen, verschwindet we-
gen der Lorenzbedingung der zweite Term

∂mF
mn = ∂m(∂mAn − ∂nAm) = ∂m∂

mAn − ∂n∂mA
m = 2An . (23.34)
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In der Lorenzeichung sind die inhomogenen Maxwellgleichungen entkoppelte, inhomoge-
ne Wellengleichungen für die vier Komponentenfunktionen An des Viererpotentials

2An = jn . (23.35)

Die Funktionen An sind allerdings noch durch die Lorenzbedingung gekoppelt.
In der Viererschreibweise treten Raum- und Zeitableitungen und elektrische und ma-

gnetische Feldstärken in den Maxwellgleichungen in gleicher Weise auf. Einzig das Vorzei-
chen von η00 im Vergleich zu η11 , η22 und η33 unterscheidet die zweiten Zeitableitungen
im Wellenoperator von den zweiten Ableitungen nach den kartesischen Ortskoordinaten.

Kovarianz der Maxwellgleichungen

Die Kontinuitätsgleichung (23.17), die Lorenzbedingung (23.29), der Zusammenhang
von Feldstärken und Viererpotential (23.22), die Eichtransformationen (23.27) und die
Wellengleichungen (23.35) sind kovariant unter Poincaré-Transformationen. Das heißt,
bringt man in diesen Gleichungen alle Terme auf die linke Seite, so sind diese linken Seiten
Funktionen der Felder und ihrer Ableitungen, also Jet-Funktionen, die unter Poincaré-
Transformationen linear transformieren. Diese Jet-Funktionen sind das, was man die

”
Form“ der Gleichungen nennt.
Die homogenen Maxwellgleichungen (23.7) sind sogar kovariant unter beliebigen Trans-

formationen x(x′)), wenn man durch

F′mn(x′) =
∂xr

∂x′m
∂xs

∂x′n
Frs(x(x

′)) (23.36)

die transformierten Feldstärken definiert. Denn die zyklische Summe auf der linken Seite
der homogenen Maxwellgleichungen ist wegen Fmn = −Fnm eine vorzeichenbehaftete
Summe über alle Permutationen und daher total antisymmetrisch unter jeder Vertau-
schung eines Indexpaares (23.8). In

2Y′lmn(x′) = ∂′l
( ∂xr
∂x′m

∂xs

∂x′n
Frs(x(x

′)) + . . .
)

=
∂xt

∂x′ l
∂xr

∂x′m
∂xs

∂x′n
∂xtFrs |(x(x′))

+
∂2xr

∂x′m∂x′ t
∂xs

∂x′n
Frs(x(x

′)) +
∂xr

∂x′m
∂2xs

∂x′n∂x′ t
Frs(x(x

′)) + . . .

=
∂xt

∂x′ l
∂xr

∂x′m
∂xs

∂x′n
2Ytrs(x(x

′)) ,

(23.37)

wobei die Punkte für die permutierten Ausdrücke stehen, heben sich daher die zweiten
Ableitungen von x nach x′ paarweise weg, denn ∂2xs

∂x′n∂x′t − ∂2xs

∂x′t∂x′n = 0 . Als Folge ist die
transformierte Funktion Y′lmn linear in Ytrs und verschwindet genau dann, wenn Ytrs ver-
schwindet. Die homogenen Maxwellgleichungen sind unter beliebigen Transformationen
x(x′) kovariant.
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Liest man die inhomogenen Maxwellgleichungen als Definition der Stromdichten

ηkm∂mFkl(x) = jl(x) , (23.38)

dann sind sogar alle Maxwellgleichungen unter beliebigen Transformationen x(x′) inva-
riant, denn dann definiert ηkm∂′mF

′
kl(x

′) die transformierte Stromdichte.
Allerdings ist Elektrovakuum, ein Gebiet, in dem die Ladungs- und Stromdichten

verschwinden, nicht invariant unter beliebigen Koordinatentransformationen, sondern
ηkm∂mFkl(x) transformiert unter beliebigen Koordinatentransformationen nichtlinear,
ist also nicht kovariant unter beliebigen Koordinatentransformationen. Wir unterstellen,
daß alle Beobachter darin übereinstimmen, ob ein Gebiet ladungs- und stromfrei ist (statt
zu unterstellen, daß beschleunigte Beobachter Ladungen sehen, wo unbeschleunigte nur
Feldstärken, aber keine Ladungen sehen) und zeigen, daß Elektrovakuum durch Poincaré-
Transformationen in sich übergeht.

Poincaré-Transformationen

x 7→ x′ = Λx+ a (23.39)

transformieren Raumzeitpunkte x = (x0, x1, x2, x3) durch eine Lorentztransformation Λ
und eine Verschiebung um a = (a0,a1,a2,a3) . Zu ihnen gehört die adjungierte Trans-
formation (3.106) von Feldern, also von Abbildungen des Minkowskiraumes in einen
Bildraum, in dem eine Darstellung der Poincaré-Gruppe wirkt.

Bei den Stromdichten jm und dem Viererpotential Am transformiert der Bildraum als
Vierervektor,

j′m(x) = Λmn j
n(Λ−1(x− a)) ,

A′m(x) = ΛmnA
n(Λ−1(x− a)) .

(23.40)

Die Kontinuitätsgleichung und die Lorenzbedingung sind unter solchen Transformatio-
nen invariant. Denn nach der Kettenregel gilt

∂xmf(z(x)) =
∂zr

∂xm
∂zrf|z(x)

, (23.41)

also für zr = Λ−1r
n(xn − an) mit ∂xmz

r = Λ−1r
m

∂mj
′m(x) = Λ−1r

mΛ
m
n ∂rj

n
|Λ−1(x−a)

= ∂mj
m

|Λ−1(x−a)
, (23.42)

wobei wir Λ−1r
mΛ

m
n = δrn und δrn ∂r = ∂n und ∂nj

n = ∂mj
m verwendet haben. Es

transformiert also die Viererdivergenz eines Vektorfeldes (23.40) wie ein Skalarfeld φ ,

φ′(x) = φ(Λ−1(x− a)) , (23.43)

und verschwindet genau dann, wenn das transformierte Feld verschwindet, denn die
Transformationen sind linear und Null ist ein Fixpunkt.

Genauer betrachtet ist ∂mj
m ein Skalarfeld unter allgemeinen linear inhomogenen

Transformationen der Raumzeit, denn wir wir haben nur die Invertierbarkeit von Λ
benutzt.
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Der Wellenoperator 2 = ηmn ∂m∂n ist unter Poincaré-Transformationen invariant:
auf ein Vektorfeld oder ein Skalarfeld angewendet ergibt er ein Vektor- oder Skalarfeld.
Mit (23.41) gilt für jedes Skalarfeld φ

2φ′(x) = ηmnΛ−1r
m∂zr Λ

−1s
n∂zsφ|Λ−1(x−a)

. (23.44)

Wir erinnern daran, daß Lorentztransformationen definitionsgemäß diejenigen linearen
Transformationen sind, die das Skalarprodukt der Raumzeit

x ·y = x0 y0 − x1 y1 − x2 y2 − x3 y3 = ηkl x
k yl (23.45)

invariant lassen, für die also für alle x und y gilt

x ·y = (Λx) · (Λy) , ηkl x
k yl = ηmnΛ

m
k x
kΛnl x

l , (23.46)

was genau dann der Fall ist, wenn

ηkl = ηmnΛ
m
kΛ

n
l , η = ΛT ηΛ . (23.47)

Daher gilt η = ΛT ηΛ und die inverse Relation

ηmnΛ−1 r
mΛ

−1s
n = ηrs . (23.48)

Folglich ist

2φ′(x) = 2φ|Λ−1(x−a)
. (23.49)

Entsprechend gilt für Vektorfelder 2A′m(x) = Λmn2An(Λ−1(x − a)) , weil die Trans-
formationsmatrix Λ nicht von x abhängt.

Es sind also die Gleichungen 2Am = jm , ∂mA
m = 0 und ∂m j

m = 0 Poincaré-
kovariant. Sie gelten genau dann, wenn die Poincaré-transformierten Potentiale und
Stromdichten dieselben Gleichungen erfüllen.

Das Feld Am = ηmnA
n transformiert wie ein duales Vektorfeld mit Λ−1T, denn

multipliziert man η = ΛTηΛ von links mit Λ−1T und von rechts mit η−1, so zeigt sich

Λ−1T = ηΛη−1 , (23.50)

und

A′
m(x) = ηmnΛ

n
kη
klηlrA

r(Λ−1(x− a)) = Λ−1T
m
lAl(Λ

−1(x− a)) . (23.51)

Daraus folgt in Übereinstimmung mit (23.36) für die Feldstärken Fmn = ∂mAn−∂nAm

F′mn(x) = Λ−1T
m
kΛ−1T

n
l Fkl(Λ

−1(x − a)) . (23.52)
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Feldstärken einer gleichförmig bewegten Ladung

Wenn wir im Transformationsgesetz (23.52) die Summation in Beiträge der elektrischen
und magnetischen Feldstärken aufspalten, besagt es für die Komponenten Ei = F0i und
Bk = −ǫkijFij/2, i, j, k ∈ {1, 2, 3} (23.4)

E′ i = ((Λ−1)0
0Λ

−1 j
i −Λ−1 j

0 (Λ−1)0
i)E

j −Λ−1 j
0Λ

−1k
i ǫjkl B

l ,

B′n = −ǫnij (Λ
−1)0

iΛ
−1k

j E
k +

1

2
ǫnij ǫklmΛ

−1k
iΛ

−1 l
j B
m .

(23.53)

Handelt es sich bei Λ um die drehungsfreie Lorentztransformation, die die Weltlinie
x(s) = (s, 0, 0, 0) eines ruhenden Teilchens auf diejenige eines Teilchens abbildet, das
sich mit Geschwindigkeit v in Richtung ~n bewegt, Λx(s) = s/

√
1 − v2 (1, v ~n), so hat Λ

die Matrixelemente

Λ0
0 = γ , Λ0

i = Λi0 = γvni , Λij = δij+ (γ− 1)ninj , γ = 1/
√

1 − v2 . (23.54)

Die Matrixelemente von Λ−1 ergeben sich durch Vorzeichenwechsel von v,

(Λ−1)0
0 = γ , (Λ−1)0

i = (Λ−1)i0 = −γvni , (Λ−1)ij = δij + (γ− 1)ninj . (23.55)

Das bewegte Teilchen erzeugt folglich die Feldstärken

~E ′ = γ~E+ ~n ·~E (1 − γ) ~n− γv ~n× ~B ,

~B ′ = γ~B+ ~n · ~B (1 − γ) ~n+ γv ~n× ~E ,
(23.56)

wobei die Felder auf der rechten Seite am Urbild Λ−1x des Arguments der linken Seite
zu nehmen sind. In ihre Anteile parallel und senkrecht zur Bewegungsrichtung ~n zerlegt,
lauten die Zusammenhänge

~E ′
‖ = ~E‖ , ~E ′

⊥ =
1√

1 − v2
(~E⊥ −~v× ~B) ,

~B ′
‖ = ~B‖ , ~B ′

⊥ =
1√

1 − v2
(~B⊥ +~v× ~E) .

(23.57)

Es ist bemerkenswert, daß diese ungleiche Transformation der parallelen und senkrech-
ten Anteile zur Folge hat, daß das elektrische Feld einer gleichförmig bewegten Punkt-
ladung jederzeit zu dem Ort zeigt, an dem es augenblicklich ist: Ein bei ~x = 0 ruhendes
Teilchen der Ladung q erzeugt bei (t, x,y, z) die Feldstärken

~E(t, x,y, z) =
q

4π

~r

r3
, ~B(t, x,y, z) = 0 . (23.58)

Die y- und z-Komponenten eines elektrischen Feldes eines Teilchens, das sich mit Ge-
schwindigkeit v längs der x-Achse bewegt, sind um 1/

√
1 − v2 vergrößert und betragen

(
E′x,E

′
y,E

′
z

)
=
q

4π

1√
1 − v2

1

(x2 + y2 + z2)3/2

(√
1 − v2 x,y, z

)
. (23.59)



240 23 Kovariante Maxwellgleichungen

Drücken wir die Argumente (t, x,y, z) von ~E durch die Argumente von ~E′ aus, x =

(x′ − v t′)/
√

1 − v2 , y = y′ und z = z′ , so bedeutet dies

~E′(t′, x′,y′, z′) =
q

4π

(1 − v2)

((x′ − v t′)2 + (1 − v2) (y′2 + z′2))3/2

(
x′ − v t′,y′, z′

)

=
q

4π

(1 − v2)

(1 − v2 sin2 θ)3/2

~e(t′)

(r′(t′))2
, wobei

sin2 θ =
y′ 2 + z′ 2

(x′ − vt′)2 + y′ 2 + z′2
.

(23.60)

Das elektrische Feld ~E′(t,~x) eines Teilchens, das die Weltlinie ~w(t) = ~w(0) +~v t gleich-
förmig durchläuft, zeigt zur Zeit t am Ort ~x in Richtung ~x − ~w(t) = r(t)~e(t) vom
augenblicklichen, nicht vom retardierten Ort des Teilchens ~w(t) zu ~x. Das Feld ist nicht
radialsymmetrisch, sondern hängt vom Winkel θ zwischen ~v und ~e ab. In Bewegungsrich-
tung ist es um (1 − v2) schwächer als das elektrische Feld eines gleichzeitig am gleichen
Ort ruhenden Teilchens, quer dazu um einen Faktor 1/

√
1 − v2 stärker, ähnlich einem

Pfannkuchen, zu dem man eine Kugel ausgewalzt hat.
Das Magnetfeld der gleichförmig bewegten Ladung ist gemäß (23.57, 23.58) senkrecht

auf der Geschwindigkeit ~v und der Richtung ~e zu ihrem augenblicklichen Ort, also axi-
alsymmetrisch um die Achse ~v,

~B′ = ~v× ~E′ . (23.61)

Kovarianz des retardierten Potentials und des Wellenpakets

Bei zeitrichtungstreuen Lorentztransformationen ist das retardierte Potential einer trans-
formierten Quelle das Transformierte des retardierten Potentials der Quelle und trans-
formierte Amplituden eines Wellenpakets ergeben das transformierte Wellenpaket.

Um dies zu zeigen, ersetzen wir im Integral

f(t,~x) =

∫

d3y
g(t− |~x − ~y|,~y)

|~x − ~y|
, (23.62)

das bis auf einen Faktor das retardierte Potential einer Inhomogenität g ergibt, die
Integrationsvariablen ~y durch ~z = ~x − ~y und setzen z0 =

√
~z2. Dann ist ~y = ~x − ~z und

t− |~x−~y| = x0 −z0, und das Integral erstreckt sich über die drei Koordinaten (z1, z2, z3)
der Punkte des Vorwärtslichtkegels des Ursprungs, z2 = (z0)2 − (~z)2 = 0 , z0 =

√
(~z)2 ,

f(x) =

∫
d3z

z0
g(x− z) . (23.63)

Wir betrachten allgemeiner Integrale über die Massenschale z2 = (z0)2 − (~z)2 = m2 ,
z0 =

√
m2 + ~z2 > 0, das retardierte Potential ist der Spezialfall m = 0 . Da sich das d3z-

Integral, anders als beispielsweise (21.72), über R3 erstreckt, ist der Integrationsbereich
invariant unter Lorentztransformationen.
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Daß der Zusammenhang von f und g Poincaré-invariant ist, ist für Translationen
g′(x) = g(x− a) offensichtlich, denn

∫
d3z

z0
g′(x− z) =

∫
d3z

z0
g(x− z− a) = f(x− a) = f′(x) . (23.64)

Ebenso einfach wirken räumliche Drehungen g′(x) = g(x0,D−1
~x). Wenn man über die

gedrehten Variable ~u = D−1
~z integriert und d3z = d3u und u0 =

√
m2 + ~u2 = z0 =√

m2 + ~z2 beachtet (Drehungen haben Determinanten von Betrag 1 und lassen Längen-
quadrate invariant), so gilt

∫
d3z

z0
g(x0 − z0,D−1(~x− ~z)) =

∫
d3u

u0
g(x0 − u0,D−1(~x) − ~u) = f(x0,D−1

~x) = f′(x) .

(23.65)
Das Maß d3z/z0 ist unter allen zeitrichtungstreuen Lorentztransformationen invariant.

Das brauchen wir nur für einen Schub (Boost) in x-Richtung zeigen (6.21), denn jede
zeitrichtungstreue Lorentztransformation kann als solch ein Schub geschrieben werden
(24.110), dem eine Drehung vorangeht und dem eine weitere Drehung nachfolgt.

Der Schub in x-Richtung (6.21), angewendet auf den Vierervektor (
√
m2 + ~z 2,~z) ,

ergibt

√
m2 + ~z ′2 =

√
m2 + ~z 2 − v zx√

1 − v2
=

1√
1 − v2

(
1 −

v zx√
m2 + ~z 2

)√
m2 + ~z 2 ,

z′x =
zx − v

√
m2 + ~z 2

√
1 − v2

, z′y = zy , z′z = zz ,

(23.66)

die Determinante der 3 × 3 Jacobimatrix J, Jij = ∂z′ i/∂zj, ist

det J =
∂z′x
∂zx

=
1√

1 − v2

(
1 −

v zx√
m2 + ~z 2

)
=

√
m2 + ~z′ 2√
m2 + ~z2

. (23.67)

Zusammengenommen ist für jeden Wert von m2 ≥ 0 das Maß d3k/
√
m2 + ~k2 Lorentz-

invariant,
d3z′√
m2 + ~z ′ 2

=
d3z√

m2 + ~z ′ 2

∣∣det J
∣∣ = d3z√

m2 + ~z 2
. (23.68)

Nach Wechsel und Umbenennung der Integrationsvariablen zeigt sich, daß die Lorentz-
transformierte Quelle das Lorentztransformierte retardierte Potential erzeugt,

∫
d3z

z0
g(Λ−1(x− z)) =

∫
d3z′

z′0
g(Λ−1x − z′) =

∫
d3z

z0
g(Λ−1x − z) = f(Λ−1x) = f′(x) .

(23.69)
Bei den Lösungen der homogenen Maxwellgleichungen, den Wellenpaketen (21.50)

Am(x) =
1

(2π)3

∫
d3k

2k0

(
e−ik ·x am(k) + eik ·x am∗(k)

)
|
k0=|~k|

, (23.70)
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gehören zum Lorentztransformierten Feld A′m(x) = ΛmnA
n(Λ−1x) die folgendermaßen

transformierten Amplituden: Das Skalarprodukt k ·Λ−1x ist Lorentzinvariant,

k · (Λ−1x) = (Λk) · (ΛΛ−1x) = (Λk) ·x . (23.71)

Verwenden wir die transformierten Integrationsvariablen ~k′, die räumlichen Komponen-
ten von k′ = Λk, so ist das Maß d3k/k0 = d3k′/k0 ′ Lorentzinvariant, das Argument der
Amplituden an(k) und an∗(k) ist k = Λ−1k′. Also ist

A′m(x) = Λmn
1

(2π)3

∫
d3k′

2k′ 0
(
e−ik′ ·x an(Λ−1k′) + eik′ ·x an∗(Λ−1k′)

)
|
k′0=|~k′|

(23.72)

Benennen wir k′ in k um, so zeigt dies, daß zum Lorentztransformierten Feld die trans-
formierten Amplituden

a′m(k) = Λmn a
n(Λ−1k) , a′m∗(k) = Λmn a

n∗(Λ−1k) . (23.73)

gehören. Sie transformieren wie ein Vierervektorfeld auf der Massenschale m = 0 der
Wellenvektoren k .

Bei Translationen um b werden die Amplituden mit der Funktion eik ·b multipliziert,

A′m(x) = Am(x− b) =
1

(2π)3

∫
d3k

2k0

(
e−ik · (x−b) am(~k) + eik · (x−b) am∗(~k)

)
|
k0=|~k|

,

a′m(~k) = eik ·b am(k) , a′m∗(~k) = e−ik ·b am∗(k) . (23.74)

Daß die Maxwellgleichungen des Elektrovakuums unter einer größeren Gruppe invari-
ant sind, zeigt die Streckung x 7→ x′ = λx mit transformierten Feldstärken

F′kl(x) = λ−2 Fkl(λ
−1x) . (23.75)

Erfüllt Fkl die Maxwellgleichungen ηmk∂mFkl = jl mit einem Viererstrom jl(x), so
genügt F′kl ebenfalls den Maxwellgleichungen mit einem Viererstrom j′l(x) = λ−3jl(λ

−1x),

ηmk∂mF
′
kl(x) = λ−3 ηmk∂mFkl|λ−1x

. (23.76)

Die gestreckte Ladungsverteilung ρ′(x) = λ−3ρ(λ−1x) gehört zu unveränderter Ge-
samtladung,

Q′ =

∫

d3x ρ′(x) =

∫

d3x λ−3 ρ(λ−1x)
z=λ−1x

=

∫

d3z ρ(z) = Q , (23.77)

was mit dem nicht in den Maxwellgleichungen enthaltenen Befund verträglich ist, daß
es Elektronen und Protonen nur mit einer und keiner anderen Ladung gibt. Aber es
gibt nicht Wasserstoffatome in beliebig gestreckter Größe. Demnach bilden Streckungen
nicht physikalisch realisierte Sachverhalte auf ebenfalls reale Sachverhalte ab. Daß nicht
Streckungen und konforme Transformationen, die sich als allgemeinste Symmetrien der
Maxwellgleichungen des Elektrovakuums erweisen [7, Kapitel 5.8], sondern nur Poincaré-
Transformationen physikalische Abläufe auf physikalische Abläufe abbilden, beruht auf
Eigenschaften der Materie, die nicht mit den Maxwellgleichungen erfaßt werden. Insbe-
sondere können die diskreten Massen von Teilchen nicht aus den Maxwellgleichungen
folgen, denn mit jeder Lösung der Maxwellgleichung löst sie auch jede beliebig skalierte
Lösung.
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Wirkt auf einem Vektorraum V eine Darstellung D einer Gruppe G, so definiert sie die
kontragrediente Darstellung D̃ im Dualraum V∗ durch die Invarianzforderung, daß für
jedes g ∈ G jeder transformierte Dualvektor D̃gu, angewendet auf jeden transformierten
Vektor Dg~v dasselbe ergibt, wie vor der Transformation

(
D̃gu

)
(Dg~v) = u(~v) . (24.1)

Die lineare Abbildung D̃g ist hierdurch eindeutig festgelegt, denn

u(~v) =
(
D̃gu

)
(Dg~v)

3.51
=
(
DT
gD̃gu

)
(~v) (24.2)

gilt für alle ~v nur, wenn DT
gD̃gu = u ist, was wiederum genau dann für alle u gilt, falls

D̃g = DT−1
g . (24.3)

Die linearen Abbildungen D̃g stellen g dar,

(
D̃gD̃hu

)
(Dgh~v) =

(
D̃gD̃hu

)
(DgDh~v) =

(
D̃hu

)
(Dh~v) = u(~v) (24.4)

und da D̃gh eindeutig ist, stimmt es mit D̃gh = D̃gD̃h überein. Man kann natürlich die
Darstellungseigenschaft auch einfach nachrechnen,

D̃gh = ((Dgh)
T)−1 = ((DgDh)

T)−1 = (DT
hD

T
g)

−1 = (DT
g)

−1(DT
h)

−1 = D̃gD̃h . (24.5)

Transformiert ein Vektorraum V unter einer Darstellung D, so definieren wir, daß der
Dualraum unter der kontragredienten Transformation D̃ = DT−1 transformiert.

Dann unterscheidet die Stellung der Indizes nicht nur zwischen Vektorkomponenten
mit oberen Indizes und Dualvektorkomponenten mit unteren Indizes, sondern unter-
scheidet auch das Transformationsgesetz. Transformierte Vektoren ~v ′ = Dg~v und trans-
formierte Dualvektoren u′ = D̃gu haben Komponenten

v′ i = Dij v
j , u′

i = DT−1
i
j uj . (24.6)

Im Formelbild treten die Indizes entweder nur als Summationsindexpaar eines oberen
und eines unteren Indexes auf oder als einzelner Index, der in jedem Term in derselben
Indexstellung erscheint.

Der Übersichtlichkeit wegen erlauben wir uns, das g bei Dg wegzulassen, wenn aus
dem Zusammenhang klar ist, ob wir von der Darstellung D sprechen, die die Gruppe
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G in die lineare Gruppe GL(n) abbildet, oder von der Darstellungsmatrix Dg eines
Gruppenelementes, die einen Vektorraum V auf sich abbildet.

Wenn Dg Darstellungsmatrizen sind, dann sind nicht nur D̃g = DT−1
g , sondern

auch die komplex konjugierten Matrizen D∗
g , Darstellungsmatrizen derselben Dimen-

sion, denn die Darstellungseigenschaft D∗
gD

∗
h = (DgDh)

∗ = Dgh
∗ ist erfüllt.

Die Komponenten von Vektoren ~w eines Vektorraumes V̄, in dem die Gruppe G durch
D∗ dargestellt ist, bezeichnen wir mit gequerten Indizes, ~w = ~nı̄w

ı̄, entsprechend die
Komponenten von dazu dualen Vektoren mit xj̄ = x(~nj̄). In dieser Notation haben die
Matrizen und die transformierten Vektoren die Komponenten

D̄ı̄j̄ = (Dij)
∗ , w′ ı̄ = D̄ı̄j̄w

j̄ , x′ı̄ = D̄T −1
ı̄
j̄ xj̄ . (24.7)

Insbesondere bei mit griechischen Buchstaben bezeichneten Indizes findet sich auch die
Notation, den Index mit einem Punkt zu versehen, χ̄ α̇, um am Indexbild klarzumachen,
daß es sich um die Komponenten eines Vektors handelt, auf den die konjugiert komplexe
Darstellung wirkt. Diese Notation verbietet sich aber bei den lateinischen Buchstaben
wie i und j .

Transformiert ein Vektor unter der Darstellung D, so bezeichnen wir seine Kompo-
nenten mit einem oberen Index, transformiert er unter DT−1, so schreiben wir den Index
unten. Zum komplex konjugierten Transformationsgesetz gehört ein gequerter oder ge-
punkteter Index.

Der erste Index der Matrixelemente Dij der Transformationsmatrix bezeichnet die
Zeile, der zweite die Spalte. Dabei schreiben wir den ersten Index von D nach oben.
Er steht dann in derselben Höhe wie der Index der Komponente des transformierten
Vektors. Die Matrix D−1 ist wie D und die 1-Matrix ein Element der Matrixgruppe
D(G). Ihre Matrixelemente werden mit demselben Indexbild geschrieben

Dij (D
−1)jk = δik . (24.8)

Die Matrixelemente der transponierten Matrix erhält man durch Vertauschen von
Zeilen- und Spaltenindex. Es bezeichnet der erste Index die Zeile, also entsteht das
Indexbild

(DT−1)i
j = (D−1)ji , (24.9)

das zur Konvention paßt, daß im Transformationsgesetz von Komponenten jeweils der
erste Index von D oder DT−1 die transformierte Komponente bezeichnet und der zweite
Index zu einem Indexpaar gehört, von denen einer oben und einer unten steht und über
das summiert wird.

Die Summe uiv
i von Produkten der Vektorkomponenten mit den Komponenten eines

Dualvektors ist invariant

u′
iv

′ i = DT −1
i
j ujD

i
k v
k = ujD

−1j
iD

i
k v
k = uj δ

j
k v
k = uj v

j . (24.10)

Für diesen Sachverhalt, der unserer Definition des kontragredienten Transformations-
gesetzes (24.3) zugrunde lag, gibt es umgangssprachliche, anschauliche Formulierungen:
ein unterer Index frißt, was die Transformation betrifft, in der Summe einen oberen
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Index auf, die Summe eines oberen mit einem unteren Index transformiert nicht, das
Summationsindexpaar ist stumm.

Die vier Darstellungen

D , DT−1 , D∗ , D∗T−1 (24.11)

können auf unterschiedliche Weise miteinander zusammenhängen. So gilt für jede Dar-
stellung auf einem reellen Vektorraum

D reell: D∗ = D . (24.12)

Stimmen D und D∗T−1 überein, also die inverse Matrix D−1 mit der hermitesch
adjungierten Matrix D∗T, so heißt die Darstellung unitär,

D unitär: D† = D−1 . (24.13)

Auch wenn in der Quantenmechanik unitäre Transformationen besonders wichtig sind,
sind nicht alle in der Physik wichtigen Darstellungen unitär, zum Beispiel kann es, wie wir
nur andeuten, keine treue,1 endlichdimensionale, unitäre Darstellung von Lorentztrans-
formationen geben, denn für jedes n ist die Gruppe U(n) der unitären Transformationen
eines n-dimensionalen Vektorraumes kompakt, die Lorentzgruppe hingegen ist es nicht.

Ist die Darstellung reell und unitär, dann handelt es sich um orthogonale Darstellungs-
matrizen DT = D−1 , und alle vier Darstellungen D,DT−1,D∗,D∗T−1 stimmen überein.
Dann braucht man nicht das unterschiedliche Transformationsverhalten durch die Index-
stellung und Indexschreibung, durch obere und untere, gequerte und ungequerte Indizes,
zu unterscheiden.

Orthogonale Darstellungen

Als nicht wesentlich verschieden, als äquivalent, sehen wir Darstellungen D und D′ an,
wenn sie sich nur durch einen Basiswechsel B unterscheiden (3.38), wenn also mit einer
linearen Abbildung B für alle g ∈ G gilt

D′
g = BDgB

−1 . (24.14)

Sind D und B nicht reell, so fassen wir die komplexen Matrizen als reelle Matrizen in
einem rellen Raum doppelter Dimension auf. Wir unterstellen so, ohne die Gültigkeit
unserer Überlegungen einzuschränken, daß B und D reell sind.

Ist die kontragrediente DarstellungDT−1 zur ursprünglichen DarstellungD äquivalent,
so gilt für alle g ∈ G

D = B−1DT−1B (24.15)

und nach Multiplikation von links mit DT B

DTBD = B , DT
i
kBklD

l
j = Bij . (24.16)

1Treu ist eine Darstellung, die verschiedenen Gruppenelementen verschiedene Darstellungsmatrizen
zuordnet.
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Dies heißt, daß B eine reelle Bilinearform B(x,y) = Bij x
i yj definiert und daß die Dar-

stellungsmatrizen Transformationen xi 7→ Dik x
k, yj 7→ Djl y

l bewirken, die B invariant
lassen,

B(Dx,Dy) = BijD
i
k x
kDjl y

l = (Dik BijD
j
l) x

k yl

= (DTBD)kl x
k yl = Bkl x

k yl = B(x,y) .
(24.17)

Die Darstellung D bildet, wenn sie äquivalent zur kontragredienten Darstellung ist, die
Gruppe G nicht irgendwie in GL(d, R) ab, sondern in die Untergruppe der Transfor-
mationen, die eine Bilinearform invariant lassen. Die Bilinearform ist nicht entartet (Es
verschwindet B(x,y) für alle y nur, falls x = 0.), denn B−1 existiert.

Für jede äquivalente Darstellung D′ = C−1DC gilt

D′ = B′−1 (D′)T−1B′ mit B′ = CT BC . (24.18)

Es ändert sich also die Matrix B, die die Äquivalenztransformation bewirkt, bei be-
liebigem Basiswechsel wie eine Bilinearform. Mit den Transformationen C, die B nicht
invariant lassen, können wir B auf eine Standardform wie zum Beispiel (24.20) oder
(24.27) bringen, die Darstellungsmatrizen D hingegen lassen B invariant.

Die Darstellungsmatrizen lassen den symmetrischen Anteil S = (B+ BT)/2 = ST und
den antisymmetrischen Anteil A = (B − BT)/2 = −AT der Bilinearform B = S + A

getrennt invariant: aus DTBD = D (24.16) folgt durch Transponieren DTBTD = D

(3.54). Addieren und Subtrahieren ergibt

DT(B± BT)D = (B± BT) , DTSD = S , DTAD = A . (24.19)

Also definiert S eine reelle, symmetrische Form, die, wie auf Seite 108 gezeigt, reell
diagonalisierbar ist. Wählt man die Länge der Basisvektoren geeignet, so kann man die
Zahlenwerte der Diagonalelemente, wenn S nichtentartet ist, auf 1 oder −1 normieren:
es gibt eine zu S gehörige Orthonormalbasis. In dieser Basis ist S die Metrik η in einer
Raumzeit Rp,q mit p zeitartigen Koordinaten und q = d− p raumartigen Koordinaten

ηmn =






1 falls m = n ∈ {1 . . .p}
−1 falls m = n ∈ {p+ 1 . . .d}

0 falls m 6= n

. (24.20)

Die Bedingung DTηD = η besagt, daß die Matrizen D Lorentztransformationen

Λ : x 7→ x′ = Λx , x′m = Λmr x
r (24.21)

sind, die das Längenquadrat x · x = ηmn x
m xn des Minkowskiraumes R

p,q invariant
lassen,

x′ · x′ = ηmnΛ
m
r x
rΛns x

s = x · x , ηmnΛ
m
rΛ

n
s = ηrs , ΛTηΛ = η . (24.22)

Die Darstellung D : G→ GL(d, R) ist der kontragredienten Darstellung DT−1 genau
dann mit einer symmetrischen, reellen Matrix S äquivalent, wenn die Darstellungsma-
trizen in geeigneter Basis Lorentztransformationen Λ ∈ O(p,q) eines Minkowskiraumes
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Rp,q sind. Ist S positiv oder negativ definit, so bildet die Darstellung D die Gruppe G
in die Gruppe der orthogonalen Transformationen, O(d), das ist die Gruppe der Dreh-
spiegelungen, ab.

In einem Vektorraum mit einem Skalarprodukt definiert jeder Vektor x einen Vek-
tor x̃ aus dem Dualraum, der jeden Vektor y auf sein Skalarprodukt mit x abbildet,
x̃(y) = x ·y = (xn ηnm)ym = x̃m y

m. Die Komponenten von x und x̃ hängen, da das
Skalarprodukt nicht entartet ist, invertierbar miteinander zusammen,

x̃m = xn ηnm , xn = x̃l η
−1 ln . (24.23)

Um Schreibarbeit zu sparen, läßt man das Symbol˜weg und entnimmt dem Indexbild,
nämlich dem untenstehenden Index, daß es sich um die Komponenten xm des zu x gehö-
rigen Dualvektors handelt. Bei der zu η inversen Matrix schreibt man den Exponenten
nicht aus: man entnimmt der Indexstellung, daß es sich bei dem ηmit zwei oberen Indizes
um die Komponenten der zu η inversen Matrix handelt,

xm = xn ηnm , xn = xl η
ln , ηlnηnm = δlm . (24.24)

Diese abkürzende Schreibweise nennt man Hoch- und Runterziehen von Indizes.
Es transformiert xm = xn ηnm , wie das Indexbild angibt, als Komponenten eines

Dualvektors, wenn sich die Komponenten xn wie die eines Vektors ändern. In Matrix-
schreibweise gilt nämlich wegen ΛT−1 = ηΛη−1 (23.50)

ΛT−1(η x) = η (Λx) . (24.25)

Ob man erst den Index herunterzieht und dann transformiert oder umgekehrt ist gleich.
Transponiert man ΛT−1 = ηΛη−1 (23.50), so erhält man wegen ηT = η mit hoch-

und runtergezogenen Indizes

Λ−1 = η−1ΛT η , Λ−1m
n = ηmkΛT

k
l ηln = ΛTm

n . (24.26)

Die Notation täuscht bei unaufmerksamem Lesen Λ−1 = ΛT vor. Es sind aber ΛTm
n

nicht die Matrixelemente der transponierten Matrix: die haben das Indexbild ΛT
n
m ,

sondern die Matrixelemente von η−1ΛTη, bei denen ein Index hoch- und der andere
runtergezogen worden ist.

Symplektische Transformationen

Ist die kontragrediente Darstellung DT−1 zur Darstellung D mit einer reellen, antisym-
metrischen Matrix A = −AT äquivalent, DT−1 = ADA−1, dann ist detA 6= 0 und man
kann A durch eine reelle Basistransformation C auf die Form CTAC =  bringen,

 =

(
1

−1

)
, 2 = −1 . (24.27)

Solch eine antisymmetrische 2N× 2N-Matrix  tritt als Wert der Poisson-Klammer der
Phasenraumkoordinaten in der Hamiltonschen Mechanik von N Freiheitsgraden auf.
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Die Herleitung, warum A von dieser Form ist, sei hier nur angedeutet: man geht wie
auf Seite 108 vor, schließt, daß die Eigenwerte der antisymmetrischen Form rein imaginär
sind, λ = i l, und daß demnach die Eigenvektoren komplexe Linearkombinationen u+ i v
reeller Vektoren u und v sind. Die Eigenwertgleichung A(u+ i v) = i l (u+ i v), in Real-
und Imaginärteil getrennt, besagt Au = −l v und Av = l u. Wie bei symmetrischen
Matrizen bildet A den Raum V⊥ = {z : zTAu = 0 = zTAv} der auf u und v bezüglich A
senkrecht stehenden Vektoren auf sich ab. Schließlich absorbiert man den Zahlenwert
von l, der nicht verschwindet, da A−1 existiert, in Basisvektoren e1 = u und e1+N = v/l .

Formuliert man mit dem derart auf Standardform  gebrachten A die Äquivalenz der
Darstellung D zur kontragredienten Darstellung, so besagt

DTD =  , (24.28)

daß jede Darstellungsmatrix eine symplektische Transformation bewirkt. Die Gruppe
der symplektischen Transformationen Sp(2N) besteht aus Transformationen

x′n = Snm x
m , (24.29)

die die antisymmetrische Bilinearform 〈x,y〉 = xmynmn mit mn = δm+N,n − δm,n+N

in einem reellen, 2N-dimensionalen Vektorraum invariant lassen,

〈x′,y′〉 = mn S
m
r x
r Sns y

s = rs x
r ys , mn S

m
r S
n
s = rs , ST S =  . (24.30)

Die Darstellung D : G → GL(2N, R) ist der kontragredienten Darstellung DT−1 genau
dann mit einer antisymmetrischen, reellen Matrix A äquivalent, wenn in geeigneter Basis
die Darstellungsmatrizen symplektische Transformationen S aus Sp(2N) sind.

In einem Vektorraum mit einer antisymmetrischen Bilinearform 〈x,y〉 = xm yn mn
definiert jeder Vektor x einen Vektor x̃ aus dem Dualraum, der jeden Vektor y auf die
reelle Zahl x̃(y) = 〈x,y〉 = xm mn y

n = x̃n y
n abbildet. Die Komponenten von x und x̃

hängen, da die antisymmetrische Form 〈 , 〉 nicht entartet ist, invertierbar miteinander
zusammen,

x̃n = xm mn , xn = x̃l 
−1 ln . (24.31)

Um Schreibarbeit zu sparen, läßt man das Symbol˜weg und entnimmt dem Indexbild,
nämlich dem untenstehenden Index, daß es sich bei xm um die Komponenten des zu x
gehörigen Dualvektors handelt. Bei der zu  inversen Matrix schreibt man den Exponen-
ten nicht aus: man entnimmt der Indexstellung, daß es sich bei dem  mit zwei oberen
Indizes um die Komponenten der zu  inversen Matrix handelt,

xn = xm mn , xm = xl 
lm , lmmn = δln . (24.32)

Diese abkürzenden Schreibweise definiert das Hoch- und Runterziehen von Indizes in
einem Raum mit nichtentarteter Bilinearform  . Da  antisymmetrisch ist, muß man
beim Hoch- und Runterziehen und bei einem Indexpaar die Reihenfolge von oberem und
unterem Summationsindex beachten, xm y

m = xn nm y
m = −xn mn y

m = −xnyn .
Da die Bilinearform nach Definition der symplektischen Transformationen invariant

unter symplektischen Transformationen ist, gehört zum symplektisch transformierten
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Vektor x der Dualvektor S̃x, der sich durch die kontragrediente symplektische Trans-
formation im Dualraum aus dem zu x gehörigen Vektor ergibt, S̃x = ST−1x̃. Es trans-
formiert xm = xnnm, wie das Indexbild angibt, als Komponenten eines Dualvektors,
wenn sich die Komponenten xn wie die eines Vektors ändern. In Matrixschreibweise gilt
nämlich

ST−1( x) = (ST−1S−1) S x =  (S x) , (24.33)

wobei wir STS =  in der von links mit ST−1 und von rechts mit S−1 multiplizierten
Form verwendet haben.

Tensoren, Tensorprodukt

Tensor ist die Sammelbezeichnung für Abbildungen in die reellen (oder komplexen) Zah-
len, die von keinem, einem oder mehreren Vektoren linear abhängen.

Entsprechend ist ein Tensorfeld einer Mannigfaltigkeit M eine lineare Abbildung T ,
die an jedem Punkt p ∈ M keinem, einem oder mehreren Vektorfeldern u, v, . . . einen
reellen Funktionswert zuordnet. Für jede reelle Funktion f von M und für jedes Vektor-
argument u des Tensorfeldes gilt T(f u, v, . . .)(p) = f(p) T(u, v, . . .)(p) .

Beispielsweise ist der Grundstückspreis P(x,y) eines rechteckigen Grundstücks ein
Tensor. Er ist linear in den Kanten x und y und vollständig durch den Preis der Einheits-
fläche bestimmt, P(x,y) = xyP(1, 1) . Auch das Skalarprodukt u ·w zweier Vektoren u
und v hängt linear von u und linear von v ab. Es definiert einen Tensor, die Metrik

g(u, v) = u · v . (24.34)

Ebenso ist in drei Dimensionen das Volumen eines Tetraeders mit Kanten ~u, ~v und ~w

linear in den drei Vektoren

V(~u,~v, ~w) = ǫijk u
i vjwk V(~e1,~e2,~e3) . (24.35)

Tensorfelder, die von Vektorfeldern und Dualvektorfeldern abhängen, sind beispielsweise
die Torsion T(u, v, z) und die Krümmung R(u, v,w, z), die bei Parallelverschiebung in
gekrümmten Räumen auftreten und die an jedem Punkt p angeben, um wieviel ein
kleines Parallelogramm sich zu schließen fehlt und um wieviel verdreht ein Vektor nach
Parallelverschiebung um ein kleines Parallelogramm endet [7, Anhang C].

Als einen Tensor über den Vektorräumen U und V bezeichnen wir jede Abbildung

T :

{
U × V → R

u v 7→ T(u, v)
. (24.36)

die in beiden Argumenten linear ist. Es gilt also für jeden Tensor T und für alle Zahlen
a,b und für alle Vektoren u,u1,u2 ∈ U und für alle Vektoren v, v1, v2 ∈ V

T(au1 + bu2, v) = a T(u1, v) + b T(u2, v) ,

T(u,a v1 + b v2) = a T(u, v1) + b T(u, v2) .
(24.37)
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Abbildung 24.1: Torsion und Krümmung

Seien e1, e2, . . . und ê1, ê2, . . . je eine Basis von U und V und die Vektoren u = ei u
i ∈ U

und v = êj v
j ∈ V in diesen Basen entwickelt. Dann ist T(u, v) wegen der Bilinearität

eine Doppelsumme

T(u, v) = T(ei u
i, êj v

j) = Tij u
i vj , Tij = T(ei, êj) (24.38)

von Produkten der Komponenten von u und v mit den Komponenten von T .
Da man lineare Abbildungen addieren und vervielfältigen kann, bildet die Menge der

Tensoren über U und V einen Vektorraum, den Vektorraum L(U, V) der bilinearen Ab-
bildungen von U und V. Der Dualraum von L(U, V) ist das Tensorprodukt U ⊗ V. Wir
bestimmen die Eigenschaften von U ⊗ V aus den Eigenschaften der linearen Abbildun-
gen T wie aus einem Spiegelbild.

Wir können jeden Tensor über U und V für jedes v als Tensor über U auffassen und
für jedes u als einen Tensor über V. Dual zu den Tensoren über einem Vektorraum
ist der Vektorraum selbst, wir können also u als lineare Abbildung der Tensoren über
U auffassen und v als lineare Abbildung von Tensoren über V. Das Tensorprodukt ⊗
bildet Paare (u, v) solcher linearen Abbildungen auf die lineare Abbildung u⊗ v ab, die
Tensoren über U und V die Zahl

(u⊗ v) (T) = T(u, v) (24.39)

zuordnet. Weil T im linken Argument linear ist (24.37), gilt für jeden Tensor T und für
alle Zahlen a,b und für alle Vektoren u,u1,u2 ∈ U und für alle Vektoren v, v1, v2 ∈ V

((au1 + bu2) ⊗ v) (T) = (au1 ⊗ v) (T) + (bu2 ⊗ v) (T) , (24.40)

also das Distributivgesetz für den linken Faktor, entsprechend folgt es für den rechten,

(au1 + bu2) ⊗ v = au1 ⊗ v+ bu2 ⊗ v , (24.41)

u⊗ (a v1 + b v2) = au⊗ v1 + bu⊗ v2 , (24.42)
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also insbesondere

(au)⊗ v = u⊗ (a v) = a (u⊗ v) . (24.43)

Dabei sind die Summe und das Vielfache von Tensorprodukten als Summe und Vielfache
von linearen Abbildungen definiert, die Tensoren T in die reellen Zahlen abbilden.

Zum Vergleich: Im kartesischen Produkt U×V ist (2u, v) 6= (u, 2v) und Addition und
das Vielfache sind nicht definiert.

Weil das Tensorprodukt U ⊗ V dual zu den Tensoren über U und V sind, können
Tensoren umgekehrt auch als lineare Abbildungen von U ⊗ V gedeutet werden, die auf
Tensorprodukten gemäß

T(u⊗ v) = (u⊗ v)(T) = T(u, v) (24.44)

wirken und auf Summen und Vielfachen von Tensorprodukten dadurch erklärt sind, daß
sie linear sind,

T(au⊗ v+ bu′ ⊗ v′) = a T(u⊗ v) + b T(u′ ⊗ v′) . (24.45)

Streng genommen ist der Tensor, der Linearkombinationen von Produkten u⊗v linear in
die reellen Zahlen abbildet, verschieden von dem Tensor, der von Paaren von Vektoren
(u, v) abhängt, denn ihr Definitionsbereich unterscheidet sich. Aber wir identifizieren
durch (24.44) das Duale des Dualen Vektorraumes mit dem ursprünglichen Vektorraum
der Tensoren.

Das Tensorprodukt ist assoziativ. Sei W ein dritter Vektorraum und T eine in allen
Argumenten lineare Abbildung von U × V × W in die reellen Zahlen. Für u ∈ U, v ∈ V

und w ∈ W gilt
T(u, v,w) = T(u⊗ v,w) = T((u⊗ v) ⊗w) ,

= T(u, v⊗w) = T(u⊗ (v⊗w)) .
(24.46)

Dabei gilt das erste Gleichheitszeichen, weil T für jedes w ein Tensor über U und V ist
und das zweite gilt für Tensoren über U ⊗ V und W, das dritte Gleichheitszeichen gilt,
weil T für jedes u ein Tensor über V und W ist und das letzte Gleichheitszeichen gilt für
Tensoren über U und V ⊗ W. Da diese Gleichungen für alle Tensoren T gelten, ist das
Tensorprodukt assoziativ und die Klammern sind überflüssig,

(u⊗ v) ⊗w = u⊗ (v⊗w) = u⊗ v⊗w . (24.47)

Sei (e1, e2, . . .) eine Basis von U und sei ebenso (ê1, ê2, . . .) eine Basis von V, dann
definiert

(ei ⊗ êj)(T) = T(ei, êj) = Tij (24.48)

in dieser Basis die Komponenten von T und zeigt, daß die Tensorprodukte (ei⊗ êj) linear
unabhängig sind: jede Linearkombination cijei ⊗ êj mit Koeffizienten cij verschwindet
für alle Tensoren T nur, falls alle Koeffizienten verschwinden,

(cijei ⊗ êj)(T) = cij Tij = 0 ∀T ⇔ cij = 0 ∀ i j . (24.49)
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Umgekehrt sind alle linearen Abbildungen eines Tensors linear in seinen Komponenten,
L(T) = LijTij, also bilden die Tensorprodukte jeder Basis e1, e2 . . . von U mit jeder Basis
ê1, ê2, . . . von V eine Basis des Tensorproduktes: die lineare Hülle ihrer Tensorprodukte
ist das Tensorprodukt U ⊗ V

U ⊗ V = {cijei ⊗ êj : cij ∈ R} . (24.50)

Insbesondere ist die Dimension des Tensorproduktes zweier Räume gleich dem Produkt
der Dimensionen der Faktoren,

dim(U ⊗ V) = dim U dim V . (24.51)

Im Unterschied dazu ist die Dimension der direkten Summe zweier Vektorräume die
Summe der Dimensionen der Summanden, dim(U ⊕ V) = dimU + dim V .

Man beachte, daß U ⊗ V nicht nur aus Tensorprodukten von Vektoren, sondern aus
Linearkombinationen von Tensorprodukten besteht. Bei (aiei) ⊗ (bjêj) = ai bj ei ⊗ êj
hat die Komponentenmatrix cij = ai bi den Rang 1, falls (aiei) 6= 0 und (bjêj) 6= 0 ,
gewöhnlich hat aber die Matrix der Koeffizienten von cijui ⊗ vj maximalen Rang.

Das Tensorprodukt ist nicht kommutativ. Selbst wenn die Vektorräume U und V

übereinstimmen, besteht zwischen T(u, v) und T(v,u) keine für alle Tensoren T gültige
Beziehung.

Es läßt sich allerdings das symmetrische Produkt V∨V und das alternierende Produkt
V ∧ V zweier gleicher Vektorräume, das dual zu symmetrischen Tensoren, T(v,w) =

T(w, v), beziehungsweise zu antisymmetrischen Tensoren, T(v,w) = −T(w, v), ist, durch

v∨w = v⊗w+w⊗ v , v∧w = v⊗w−w⊗ v , (24.52)

definieren. Für k Faktoren V wird es assoziativ und multilinear durch die (vorzeichen-
behaftete) Summe über alle Permutationen π der k Faktoren definiert,

v1 ∨ v2 ∨ . . . ∨ vk =
∑

π∈Sk

vπ(1) ⊗ vπ(2) ⊗ . . . ⊗ vπ(k) ,

v1 ∧ v2 ∧ . . . ∧ vk =
∑

π∈Sk

sign(π) vπ(1) ⊗ vπ(2) ⊗ . . . ⊗ vπ(k) .
(24.53)

Sind U und V euklidisch, haben sie also eine Metrik gU und gV, so definiert

g(u⊗ v,u′ ⊗ v′) = gU(u,u′) gV(v, v′) (24.54)

auf natürliche Art die Metrik des Tensorproduktes U ⊗ V. Die Tensorprodukte zweier
Orthonormalbasen sind dann eine Orthonormalbasis des Tensorproduktraumes.

Tensorprodukt von Darstellungen

Sei L eine lineare Selbstabbildung von U und K eine lineare Selbstabbildung von V.
Beide definieren die natürliche Abbildung L × K, die das kartesische Produkt U × V
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durch (L × K)(u, v) = (Lu,Kv) auf sich abbildet. Ebenso definieren sie auf natürliche
Art die lineare Selbstabbildung L⊗ K des Tensorproduktes U ⊗ V durch

(L⊗ K)u⊗ v = (Lu) ⊗ (Kv) . (24.55)

Hierdurch ist die Abbildung L⊗ K schon vollständig festgelegt, denn sie ist linear. Auf-
einen beliebigen Vektor N = ei ⊗ êjNij ∈ U ⊗ V wirkt sie gemäß

(L⊗ K)(ei ⊗ êjNij) =
(
(L⊗ K)(ei ⊗ êj)

)
Nij =

(
(Lei) ⊗ (Kêj)

)
Nij

=
(
(ekL

k
i) ⊗ (êlK

l
j)
)
Nij = ek ⊗ êl LkiNij Klj = ek ⊗ êlN′kl ,

(24.56)

wobei N′kl = LkiN
ij Klj die Komponenten des transformierten Vektors (L⊗ K)N sind.

Schreiben wir die Komponenten Nij als Rechteckmatrix N, wobei i die Zeile und j die
Spalte abzählt, so wirkt (L⊗K) auf diese Komponentenmatrix durch Multiplikation von
links mit der Matrix L und von rechts mit KT ,

N′ = LNKT . (24.57)

Sind insbesondere L und K Darstellungsmatrizen D und D̂ einer Gruppe, die auf U

und V dargestellt ist, so ist D ⊗ D̂ eine Darstellung. Denn es gilt, je nachdem welche
Schreibweise man bevorzugt,

(Dg ⊗ D̂g) (Dh ⊗ D̂h) = (DgDh) ⊗ (D̂gD̂h) = Dgh ⊗ D̂gh ,

N′′ = DgN
′D̂T
g = DgDhND̂

T
hD̂

T
g = DghND̂

T
gh .

(24.58)

Die bequeme Schreibweise, Elemente des Tensorproduktes durch Rechteckmatrizen
darzustellen, auf die Tensorprodukte von linearen Abbildungen von links und transpo-
niert von rechts wirken, versagt bei mehr als zwei Faktoren. Dann muß auf die Index-
schreibweise zurückgegriffen werden. In ihr transformieren die Komponenten Nij mit
einer Darstellungsmatrix D für den ersten Index i, der die Komponenten eines Vektors
in U benennt, und einer Darstellungsmatrix D̂ für den zweiten Index j, der die Kompo-
nenten eines Vektors in V abzählt,

N′kl = Dki D̂
l
jN

ij , N′ = DND̂T . (24.59)

Ist hierbei V seinerseits ein Tensorprodukt und D̂ das Tensorprodukt von Darstellungen
und kontragredienten Darstellungen, so haben die Komponenten mehrere Indizes und
transformieren beispielsweise beim Produkt von s Faktoren V und r Faktoren V∗ mit

N′ j1...js
i1...ir = Dj1k1

. . .DjsksD
T−1

i1
l1 . . .DT−1

ir
lrNk1...ks

l1...lr

= Dj1k1
. . .DjsksD

−1 l1
i1 . . .D−1 lr

irN
k1...ks

l1...lr .
(24.60)

Unter Drehungen invariante Unterräume von V3 ⊗ V3

Die Transformation des Tensorproduktes zweier Vektorräume zerfällt normalerweise in
die Transformation niedriger dimensionaler Unterräume. Betrachten wir beispielsweise
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das neundimensionale Tensorprodukt V3 ⊗ V3 eines reellen, euklidischen, dreidimensio-
nalen Vektorraumes V3, auf den Drehspiegelungen D, DT = D−1, wirken.

Im Tensorprodukt V3 ⊗V3 sind der sechsdimensionale Unterraum, der von symmetri-
schen Produkten u⊗ v+ v⊗u aufgespannt wird, und der dreidimensionale Unterraum,
der von antisymmetrischen Produkten u⊗v−v⊗u aufgespannt wird, invariante Unter-
räume, denn symmetrisierte und antisymmetrisierte Produkte werden auf symmetrisierte
und antisymmetrisierte Produkte abgebildet,

(D⊗D)(u⊗ v± v⊗ u) = (Du) ⊗ (Dv) ± (Dv) ⊗ (Du) . (24.61)

Für die Komponentenmatrix von N = ~ei ⊗ ~ejN
ij, die in N′ = DNDT transformiert,

bedeutet dies, daß ihre symmetrischen und antisymmetrischen Anteile getrennt trans-
formieren,

(N′ +N′T) = D (N+NT)DT , (N′ −N′T) = D (N−NT)DT . (24.62)

Der sechsdimensionale Unterraum der symmetrischen Tensorprodukte Ŝ = ~ei ⊗ ~ej Ŝ
ij,

Ŝij = Ŝji , zerfällt in Vielfache der 1 und den Raum der spurfreien Tensorprodukte
Ŝij = S δij + Sij , Sijδij = 0 , die wegen DikD

j
l δ
kl = δij (3.62) unter Drehungen

getrennt transformieren,

Ŝ′ ij = DikD
j
l (S δ

kl + Skl) = S δij +DikD
j
l S
kl . (24.63)

Dabei ist DikD
j
l S
kl spurfrei, wenn Skl spurfrei ist, denn es ist δijD

i
kD

j
l = δkl . Die

Tensortransformation des neundimensionalen Tensorproduktes läßt also den eindimen-
sionalen Unterraum W1 der Elemente S~ei ⊗ ~ei, den fünfdimensionalen Unterraum W5

der Elemente mit spurfreien, symmetrischen Komponenten Sij ~ei ⊗ ~ej und den dreidi-
mensionalen Unterraum W3, der von antisymmetrischen Produkten aufgespannt wird,
invariant,

V3 ⊗ V3 = W1 ⊕ W5 ⊕ W3 . (24.64)

Die Elemente von W1 sind punktweise invariant.
Der Raum W5 der symmetrischen, spurfreien Tensoren enthält keinen echten, invari-

anten Unterraum: jedes S ∈ W5 definiert eine symmetrische Bilinearform, die durch eine
Drehung diagonalisiert werden kann (Seite 108), und ist daher von der Form

S = D



a

b

−a− b


 DT . (24.65)

Mit S enthält der Darstellungsraum nicht nur die Diagonalmatrix mit Diagonalelementen
(a,b, −a − b) , sondern auch die Matrix mit vertauschten Diagonalelementen, die sich
hieraus durch Drehung um die z-Achse um π/2 ergibt,




0 −1
1 0

1





a

b

−a− b






0 1
−1 0

1


 =



b

a

−a − b


 . (24.66)
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Ebenso enthält er die Diagonalmatrix mit Diagonalelementen (a, −a−b,b) . Von diesen
drei Matrizen sind aber, wenn S nicht verschwindet, zwei linear unabhängig, sie spannen
den gesamten Raum der diagonalen, spurfreien Matrizen auf, der seinerseits durch Dre-
hungen in den Raum W5 transformiert wird. Also enthält W5 keinen echten, invarianten
Unterraum.

Die antisymmetrischen Tensorprodukte, Aij ~ei ⊗ ~ej, A
ij = −Aji =: ǫijkA

k , i, j, k ∈
{1, 2, 3} , heißen Axialvektoren. Sie transformieren unter Drehungen mit detD = 1 wie
Vektoren, bleiben aber, anders als die Vektoren aus V3, die man zur Betonung des Un-
terschieds auch polare Vektoren nennt, unter Spiegelungen invariant (2.46),

(D⊗D)(~ei ⊗ ~ej ǫijkA
k) = (D~ei ⊗D~ej) ǫijkA

k = (~el ⊗ ~em)DliD
m
j ǫijkA

k

ǫijkD
l
iD

m
jA

k = ǫijkD
l
iD

m
jD

n
kD

n
rA

r = detDǫlmnD
n
rA

r = ǫlmnA
′n

A′ i = (detD)DijA
j . (24.67)

Axialvektoren ~A sind Elemente eines dreidimensionalen Darstellungsraumes der Dreh-
gruppe O(3), auf dem jedes D ∈ O(3) durch (detD)D dargestellt ist.

Beispielsweise ist das Magnetfeld ein Axialvektor: durchläuft ein geladenes Teilchen
unter der Wirkung der Lorentzkraft ~F = q (~E + ~v × ~B) die Bahn ~x(t) durch ~x(0)
mit Anfangsgeschwindigkeit ~v(0), so wird die gespiegelte Bahn −~x(t) durch −~x(0) mit
gespiegelter Anfangsgeschwindigkeit −~v(0) in den Feldern ~E′(t,~x) = −~E(t, −~x) und
~B′(t,~x) = ~B(t, −~x) durchlaufen.

Da das Kreuzprodukt ~u × ~v zweier Vektoren aus V = V3 wie ein Axialvektor unter
Spiegelungen invariant ist, (−~u) × (−~v) = ~u × ~v ist es streng genommen nicht in V ,
sondern ein Axialvektor in A = W3 . So gesehen ist das Kreuzprodukt eine Abbildung
von V × V → A , beim wiederholten Kreuzprodukt handelt es sich um Abbildungen
V × A → V und A × A → A .

Die Orthonormalbasis von A liegt bei gewählter Orthonormalbasis von V bis auf einen
Faktor fest. Drehungen um die x-Achse von V lassen eine Drehachse in A invariant, von
der man einen nichtverschwindenden Vektor als Einheitsvektor ~ex wählen kann. Er geht
durch dieselben Drehungen wie in V in die Einheitsvektoren ~ey und ~ez über. Die so durch
Drehungen in A ausgezeichnete Basis ist nach der Wahl des Einheitsvektors ~ex, also bis
auf einen Faktor λ 6= 0, eindeutig. Daß die Basen von V und A nur bis auf einen Faktor
relativ zueinander festliegen, zeigt sich auch daran, daß die Vektoren und Axialvektoren,
etwa Geschwindigkeiten ~v und Magnetfeldstärke ~B, unterschiedliche Maßeinheiten haben
und nicht addiert werden können. Sie können zwar der Richtung nach, nicht aber der
Größe nach verglichen werden.

Lorentztransformationen als Tensordarstellung von SL(2, C)

Wirkt die Gruppe SL(2, C) der linearen TransformationenM des Raumes V = C2, deren
Determinanten den speziellen Wert 1 haben,

M =

(
a b

c d

)
, a,b, c,d ∈ C , ad− bc = 1 , (24.68)
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durch die Selbstdarstellung und auf einen anderen Vektorraum W durch Multiplikation
mit der konjugiert komplexen Darstellung, dann besteht das Tensorprodukt von V⊗W

aus Vektoren N, deren Komponenten man als 2 × 2 Matrix angeben kann, auf die ein
M ∈ SL(2, C) durch Multiplikation von links gemeinsam mit Multiplikation mit M∗T =

M† von rechts wirkt (24.59),
N′ = MNM† . (24.69)

Unter dieser Darstellung von SL(2, C) ist der reelle, vierdimensionale Unterraum der
hermiteschen 2×2 Matrizen invariant: wennN† = N ist, dann ist auchN′† = N′ . Mit den
folgenden vier hermiteschen Basismatrizen, der 1-Matrix und den drei Pauli-Matrizen
σ1, σ2 und σ3,

σ0 =

(
1

1

)
, σ1 =

(
1

1

)
, σ2 =

(
−i

i

)
, σ3 =

(
1

−1

)
, (24.70)

läßt sich jede hermitesche 2× 2 Matrix als reelle Linearkombination k̂ = k0 σ
0 + k1 σ

1 +

k2 σ
2 + k3 σ

3 schreiben,

k̂ = km σ
m = ηmn k

n σm =

(
k0 + k3 k1 − ik2

k1 + ik2 k0 − k3

)
=

(
k0 − k3 −k1 + ik2

−k1 − ik2 k0 + k3

)
.

(24.71)
Sie geht durch jede Transformation

k̂ 7→Mk̂M† = k̂′ (24.72)

in eine hermitesche 2 × 2 Matrix k̂′ über, wobei k′ = Λk linear mit k zusammenhängt.
Diese zu M gehörige Transformation Λ hat reelle Matrixelemente, denn für alle reellen
Vierervektoren k ist k′ reell. Genauer handelt es sich bei Λ ∈ O(1, 3) um eine Lorentz-
transformation, denn die Determinante von k̂

det k̂ = (k0)2 − (k1)2 − (k2)2 − (k3)2 (24.73)

stimmt, da die Determinante von M ∈ SL(2, C) Eins ist, nach dem Determinantenpro-
duktsatz mit det k̂′ = det(Mk̂M†) = detM det k̂detM† = det k̂ überein,

(k0)2 − (k1)2 − (k2)2 − (k3)2 = (k′ 0)2 − (k′ 1)2 − (k′ 2)2 − (k′ 3)2 . (24.74)

Um den Zusammenhang von SL(2, C) mit der Lorentzgruppe SO(1, 3) genauer anzuge-
ben, müssen wir zunächst den folgenden algebraischen Sachverhalt klären.

Polardarstellung invertierbarer Matrizen

So wie sich jede nichtverschwindende komplexe Zahl z = eiα r eindeutig als Produkt einer
Drehung eiα und einer Streckung r = eh > 0 schreiben läßt, so läßt sich jede invertierbare
Matrix M als Produkt einer unitären Matrix U mit einer Matrix eH schreiben, wobei
H = H† hermitesch ist, und U und H eindeutig durch M bestimmt sind,

M = UeH , U† = U−1 , H† = H . (24.75)
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DennM†M ist hermitesch und hat eine zugehörige Orthonormalbasis von Eigenvektoren
mit reellen Eigenwerten (20.19). Kein Eigenwert λ verschwindet, denn M ist invertier-
bar. Vielmehr ist der zum Eigenvektor u gehörige Eigenwert von M†M positiv wegen
λ (u,u) = (u,M†Mu) = (Mu,Mu) und weil (u,u) und (v, v) mit v = Mu positiv sind.
Also ist die hermitesche Abbildung H wohldefiniert, die jeden dieser Eigenvektoren mit
dem zugehörigen Eigenwert 1/2 log λ streckt,

M†M = e2H . (24.76)

Ebenso ist die hermitesche Abbildung e−H definiert, die jeden Eigenvektor u von M†M
mit dem zugehörigen 1/

√
λ streckt. Aber dann ist U = Me−H unitär, wie man einfach

nachrechnet: Die Abbildung
U†U = e−HM†Me−H (24.77)

bildet jeden Eigenvektor u auf sich ab, denn u wird um 1/
√
λ, danach um λ und schließ-

lich wieder um 1/
√
λ gestreckt. Da die Eigenvektoren eine Basis bilden, ist U†U = 1,

also U = Me−H unitär. Damit ist M = UeH (24.75) gezeigt.
Weil jede invertierbare, komplexe MatrixM eindeutig zu einem Paar (U,H) einer uni-

tären und einer hermiteschen Matrix gehört und weil die hermiteschen N×N-Matrizen
einen reellen, N2-dimensionalen Vektorraum bilden, ist die Gruppe GL(N, C) in N kom-
plexen Dimensionen die Mannigfaltigkeit U(N) × RN

2

.
Hat die Determinante von M den speziellen Wert 1, dann ist detU det eH = 1. Es

ist aber detU das Produkt der Eigenwerte von U, die auf dem komplexen Einheitskreis
liegen, also eine komplexe Zahl eib vom Betrag 1. Die Determinante von eH ist eine
positive Zahl ea, denn die Eigenwerte von eH sind von der Form eα, wobei α ein reeller
Eigenwert von H ist. Das Produkt der Determinanten ea+ib ist genau dann 1, wenn
ea = eib = 1 ist, das heißt, wenn U aus der Gruppe SU(n) der speziellen unitären
Transformationen ist, deren Determinante den Wert 1 hat, und wenn det eH = 1 ist.
Letzteres schränkt die Summe der Eigenwerte von H ein, det eH = eα1eα2 . . . = eα1+α2+...

ergibt nur 1, falls die Summe der Eigenwerte von H verschwindet, α1 + α2 + . . . = 0 ,
das heißt, daß die Spur von H verschwindet, SpH = 0 . Die Gruppe SL(N, C) ist also
die Mannigfaltigkeit SU(N) × R

(N2−1).
Insbesondere ist, wie wir gleich sehen werden, SU(2) die Mannigfaltigkeit S3, und

SL(2, C) ist die Mannigfaltigkeit S3 × R3.

Die Drehgruppe SU(2)/Z2

Den Gruppenelementen von SU(2) entsprechen umkehrbar eindeutig die Punkte der
dreidimensionale Kugeloberfläche S3. Denn die Spalten jeder unitären 2×2-Matrix U
sind wegen U†U = 1 die Komponenten von Vektoren einer Orthonormalbasis. Hat also
U die Form

U =

(
a b

c d

)
, (24.78)

so gilt |a|2 + |c|2 = 1. Die zweite Spalte steht genau dann senkrecht auf der ersten,
a∗b + c∗d = 0, wenn (b,d) ein Vielfaches von (−c∗,a∗) ist, und dieses Vielfache wird



258 24 Darstellungen

dadurch festgelegt, daß die Determinante von U Eins ist. Daher hat U die Form

U =

(
a −c∗

c a∗

)
, (ℜa)2 + (ℑa)2 + (ℜc)2 + (ℑc)2 = 1 . (24.79)

Zu jedem U gehört eine Punkt auf S3 = {(v,w, x,y) ∈ R
4 : v2 +w2 + x2 + y2 = 1} und

zu jedem Punkt auf S3 gehört ein U ∈ SU(2) mit a = v+ iw und c = x+ iy .
Da sich jeder Punkt auf S3 mit einem Winkel 0 ≤ α ≤ 2π und einem dreidimensionalen

Einheitsvektor (nx,ny,nz) als (v,w, x,y) = cosα/2 (1, 0, 0, 0) − sinα/2 (0,nz,nx,ny)
schreiben läßt, kann jede SU(2)-Matrix als folgende Linearkombination der 1-Matrix σ0

und der Pauli-Matrizen σ1, σ2 und σ3 (24.70) geschrieben werden:

Uαn = (cos
α

2
) 1 − i (sin

α

2
) ~n~σ =

(
cos α

2
− i (sin α

2
)nz −i (sin α

2
) (nx − iny)

−i (sin α
2
) (nx + iny) cos α

2
+ i (sin α

2
)nz

)
.

(24.80)
Für die neun Produkte der drei Pauli-Matrizen gilt, wie man elementar nachrechnet,

σi σj = δij 1 + i ǫijk σk , i, j, k ∈ {1, 2, 3} . (24.81)

Multipliziert und summiert mit den Komponenten ai und bj von Vektoren ~a und ~b ,

~a~σ := ai σi =

(
a3 a1 − ia2

a1 + ia2 −a3

)
(24.82)

lautet dies
(~a~σ) (~b~σ) = (~a ·~b) 1 + i (~a× ~b)~σ . (24.83)

Insbesondere vertauschen (~a~σ) (~b~σ) = (~b~σ) (~a~σ), falls ~a und ~b parallel sind. Falls sie
zueinander senkrecht stehen, antivertauschen die Matrizen (~a~σ) (~b~σ) = −(~b~σ) (~a~σ) .

Für einen Einheitsvektor ~n ist das Quadrat (~n~σ)2 = 1 und mit (~n~σ)2k = 1 und
(~n~σ)2k+1 = ~n~σ vereinfachen sich Potenzreihen der Matrix ~n~σ

exp(−i
α

2
~n~σ) =

∑

k

(−iα/2)2k

(2k)!
1 +

∑

k

(−iα/2)2k+1

(2k+ 1)!
~n~σ

=
∑

k

(−1)k(α
2
)2k

(2k)!
1 − i

∑

k

(−1)k(α
2
)2k+1

(2k+ 1)!
~n~σ

= (cos
α

2
) 1 − i (sin

α

2
) ~n~σ .

(24.84)

Es wird also jedes U ∈ SU(2) von einer infinitesimalen Transformation −i α
2

~n~σ erzeugt,

Uαn = exp(−i
α

2
~n~σ) = cos

α

2
1 − i sin

α

2
~n~σ . (24.85)

Jede lineare Transformation (24.72) k̂ 7→ U k̂U† läßt den eindimensionalen Unterraum
der Vielfachen k0 σ

0 der 1 und den dreidimensionalen Unterraum der spurfreien Matrizen
~k~σ getrennt invariant und bewirkt in letzterem jeweils eine Drehung um die Achse ~n
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um den Winkel α. Um dies nachzurechnen, zerlegen wir ~k = k‖ ~n + ~k⊥ in einen zu ~n

parallelen und einen senkrechten Teil, k̂ = k̂‖ + k̂⊥, wobei k̂‖ = k0 σ0 − k‖ ~n~σ und

k̂⊥ = −~k⊥ ~σ ist.
Der Anteil k̂‖ vertauscht mit jeder Potenzreihe von ~n~σ, also mit U,

U k̂‖U
† = k̂‖UU

† = k̂‖ . (24.86)

Bei der Berechnung der Transformation von k̂⊥ = −~k⊥ ~σ berücksichtigen wir (24.83),
daß ~k⊥ ~σ mit ~n~σ antivertauscht

(~k⊥ ~σ) (~n~σ) = −(~n~σ) (~k⊥ ~σ) , (24.87)

weil ~k⊥ und ~n senkrecht aufeinander stehen, und schreiben U (24.85) mit c = cos α
2

und
s = sin α

2
kurz als U = c− i s ~n~σ . Mit (~n~σ)2 = 1 und (24.83) erhalten wir

U (~k⊥ ~σ)U† = (c− i s ~n~σ) (~k⊥ ~σ) (c+ i s ~n~σ) = (c− i s ~n~σ)(c− i s ~n~σ) (~k⊥ ~σ)

= U2 (~k⊥ ~σ) = (cosα− i sinα ~n~σ) (~k⊥ ~σ) =
(
(cosα)~k⊥ + (sinα) ~n× ~k⊥

)
~σ .

(24.88)

Es bewirkt also Uαn = e−i α
2

~n~σ durch ~k~σ 7→ Uαn ~k~σU†
αn = (Dαn~k)~σ die Drehung

Dαn von Vektoren ~k um die Achse ~n und den Winkel α

Dαn : ~k 7→ ~k′ = ~k‖ + cosα~k⊥ + sinα ~n× ~k⊥ . (24.89)

Umgekehrt gehört zu jeder Drehmatrix Dαn mit Drehachse ~n und Drehwinkel α das
Paar unitärer MatrizenUαn = e−i α

2
~n~σ und −Uαn = e−i α+2π

2
~n~σ. Die Matrixpaare ±Uαn,

also Uαn bis auf die Gruppe Z2 = {1, −1} , bilden die Gruppe SU(2)/Z2 . Sie ist auf dem
Vektorraum R3 als die Drehgruppe SO(3) dargestellt.

Drehungsfreie Lorentztransformation

Die Lorentztransformation k̂ 7→ Mk̂M† (24.72), die zu M = eH, H = H†, SpH = 0
gehört, stellt sich als ein drehungsfreier Schub heraus.

Die spurfreie, hermitesche Matrix H können wir als Linearkombination H = −β

2
~n~σ

der drei Pauli-Matrizen (24.70) schreiben, wobei wir ~n normiert wählen, (~n)2 = 1. Die
Exponentialreihe eH vereinfacht sich wegen (~n~σ)2 = 1 wie in (24.84)

eH = exp(−
β

2
~n~σ) = (cosh

β

2
) − (sinh

β

2
) ~n~σ , (24.90)

wobei wir die 1-Matrix nicht explizit schreiben.
Die Matrix k̂, die auf k̂′ = eHk̂ (eH)† = eHk̂ eH abgebildet wird, schreiben wir als

k̂ = k̂‖ + k̂⊥, wobei k̂‖ = k0 − k‖ ~n~σ und k̂⊥ = −~k⊥ ~σ ist und ~k = k‖ ~n+~k⊥ den Vektor
in seinen zu ~n parallelen und senkrechten Anteil zerlegt.
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Zur Berechnung der Transformation von k̂⊥ brauchen wir nur, daß k̂⊥ mit H ∝ ~n~σ

antivertauscht (24.87), k̂⊥H = −H k̂⊥, weil ~k⊥ und ~n senkrecht aufeinander stehen,

eHk̂⊥ eH = eHe−Hk̂⊥ = k̂⊥ . (24.91)

Die Matrix k̂‖ vertauscht mit eH. Wegen (~n~σ)2 = 1 gilt

eHk̂‖ eH = k̂‖ e2H = (k0 − k‖ ~n~σ) (coshβ− (sinhβ) ~n~σ)

=
(
(coshβ) k0 + (sinhβ) k‖

)
−
(
(sinhβ) k0 + (coshβ) k‖

)
~n~σ

= k′ 0 − k′‖ ~n~σ .

(24.92)

Hieraus lesen wir ab (
k′ 0

k′‖

)
=

(
coshβ sinhβ
sinhβ coshβ

)(
k0

k‖

)
. (24.93)

Der zu ~n senkrechte Anteil ~k⊥ bleibt unverändert.

Dies ist die drehungsfreie Lorentztransformation in ~n-Richtung mit Geschwindigkeit
v = tanhβ. Bis auf das Vorzeichen der Geschwindigkeit stimmt diese Transformation
mit der passiven Lorentztransformation (6.14) überein.

Anders als bei Drehungen oder drehungsfreien Lorentztransformationen kann nicht
jede Matrix M ∈ SL(2, C) als Exponentialreihe einer infinitesimalen Transformation

N = exp((~k+ i~l )~σ) = cosh z+
sinh z

z
(~k+ i~l )~σ , (~k + i~l )2 = z2 , (24.94)

geschrieben werden. Die Ausnahmen sind von der Form

M =

(
−1 b

0 −1

)
, b 6= 0 . (24.95)

Denn damit M = N gelten kann, muß sinhz
z

von Null verschieden sein, sonst wäre N
diagonal. Damit die Hauptdiagonalelemente übereinstimmen, muß k3 = l3 = 0 sein.
N12 = 0 besagt k1 + il1 + i(k2 + il2) = 0. Als Folge ist z = 0 und N11 = cosh z = 1 6= M11.

Möbiustransformationen von Lichtstrahlen

Für jeden Wellenvektor km eines Lichtstrahls verschwindet die Determinante der Matrix
k̂ = km ηmn σ

n, denn sie ist das Längenquadrat des Vierervektors k (24.73) und k ist
lichtartig, k2 = 0. Weil die Matrix k̂ nur Rang 1 hat, lassen sich ihre Matrixelemente
als Produkte k̂αβ̇ = uα u

∗
β̇

, α, β̇ ∈ {1, 2} , der Komponenten eines zweidimensionalen,

komplexen Vektors u schreiben

(
k0 − k3 −k1 + i k2

−k1 − i k2 k0 + k3

)
=

(
u1

u2

)(
u∗

1,u
∗
2

)
,

(
u1

u2

)
= eiγ

(√
k0 − k3

− k1+ik2
√
k0−k3

)
. (24.96)
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Dabei ist u durch ein gegebenes k̂, k̂ = k̂† 6= 0, det k̂ = 0, bis auf eine Phase bestimmt.
Lorentztransformationen ändern k̂αβ̇ = uα u

∗
β̇

in k̂′
αβ̇

= Mα
γM∗

β̇

δ̇ kγδ̇ (24.69) und

transformieren demnach u in u′
α = Mα

β uβ
(
u′

1

u′
2

)
=

(
au1 + bu2

c u1 + du2

)
, M =

(
a b

c d

)
, a,b, c,d ∈ C , ad− bc = 1 . (24.97)

Einen zweidimensionalen, komplexen Vektor, der wie u linear unter M ∈ SL(2, C) trans-
formiert, nennen wir Spinor.

Das Verhältnis z = u1/u2 der Komponenten des zum Lichtstrahl gehörigen Spinors
hängt umkehrbar eindeutig mit der Richtung ~e zusammen, aus der man den Licht-
strahl einfallen sieht, der Real- und der Imaginärteil von 1/z sind stereographische
Koordinaten (5.22) von S2. Denn der Wellenvektor eines Lichtstrahls hat die Form
(k0,~k) = k0(1, −~e). Drücken wir die Richtung wie in (5.25) durch die Winkel θ und ϕ
aus, ~e = (sin θ cosϕ, sinθ sinϕ, cosθ), und verwenden wir die trigonometrischen Identi-
tät

1 + cosθ

sin θ
=

1 + cos2(θ/2) − sin2(θ/2)

2 cos(θ/2) sin(θ/2)
= cot(θ/2) , (24.98)

so ergibt sich

z =
u1

u2

= −
k0 − k3

k1 + i k2
=

1 + cosθ

sin θ eiϕ
= cot

θ

2
e−iϕ . (24.99)

Da die Richtung z eines Lichtstrahls das Verhältnis von Spinorkomponenten ist, än-
dern es Lorentztransformationen Λ durch die zum Matrixpaar ±M(Λ) ∈ SL(2, C)/Z2

gehörige Möbiustransformation

TM : z 7→ a z+ b

c z+ d
. (24.100)

Aberration und Drehung sind Möbiustransformationen von z = cot θ
2

e−iϕ.
Zu gegebener Möbiustransformation mit Koeffizienten a,b, c,d ∈ C gehört jeweils

ein Paar von linearen Transformationen mit Matrizen ±M. Die Möbiusgruppe ist zur
Gruppe SL(2, C)/Z2 und demnach zur eigentlichen Lorentzgruppe SO(1, 3)↑ isomorph.

Sind z1, z2, z3 drei verschieden Punkte der Riemannschen Zahlenkugel C ∪ {∞} und
sind w1,w2,w3 ebenfalls verschieden, dann [17] gibt es genau eine Möbiustransformation

T : z 7→ w(z) ,
(w−w1) (w2 −w3)

(w−w2) (w1 −w3)
=

(z− z1) (z2 − z3)

(z− z2) (z1 − z3)
, (24.101)

die z1 inw1 = w(z1), z2 inw2 = w(z2) und z3 in w3 = w(z3) überführt. Demnach gibt es
an einem Ort genau einen Beobachter, der drei vorgegebene Sterne in drei vorgegebenen
Richtungen sieht. Die Örter der anderen Sterne liegen dann fest.

Die Lorentzgruppe in N Dimensionen

Die Lorentzgruppe O(p,q) besteht aus den reellen, linearen Transformationen Λ der
Punkte x des N-dimensionalen Minkowskiraumes Rp,q, N = p+ q,

x′ = Λx , (24.102)
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die das Skalarprodukt x ·y invariant lassen. Es ist in Matrixschreibweise x ·y = xTη y.
Dabei ist η eine symmetrische, invertierbare Matrix, die bei geeigneter Wahl der Basis
diagonal ist, und die p positive und q negative Diagonalelemente hat (24.20). Lorentz-
transformationen gehören also zu den Matrizen Λ, die für alle x und alle y die Gleichung
(Λx)TηΛy = xTηy und demnach die Matrixgleichung

ΛTηΛ = η (24.103)

erfüllen. Nehmen wir hiervon die Determinante, so folgt

(detΛ)2 = 1 (24.104)

wegen det(ΛTηΛ) = (detΛT)(detη)(detΛ) und wegen detΛT = detΛ.
Die Determinante einer Lorentztransformation kann also nur die Werte +1 oder −1

haben. Die speziellen Transformationen Λ, deren Determinante den Wert 1 hat, bilden
die spezielle, orthogonale Gruppe SO(p,q), oder SO(N), falls p = 0 oder q = 0 ist.

Für (qp) > 0 ist die Gruppe O(p,q) die Mannigfaltigkeit O(p) × O(q) × Rqp und
hat vier Zusammenhangskomponenten.

Um dies zu zeigen, zerlegen wir die (p+ q) × (p+ q)-Matrizen η und Λ

η =

(
1

−1

)
, Λ =

(
A B

C D

)
(24.105)

in einen p× p -Block 1 und A, einen q× q -Block −1 und D, einen q× p -Block C und
einen p× q -Block B und schreiben (24.103) aus

ATA = 1 + CTC , DTD = 1 + BTB , ATB = CTD . (24.106)

Da CTC nicht negative Eigenwerte hat, hat 1 + CTC Eigenwerte, die nicht kleiner als 1
sind. Also ist A invertierbar, (detA)2 = det(1+CTC) ≥ 1, und ebenso D, (detD)2 ≥ 1.

Jede reelle, invertierbare Matrix A kann eindeutig in ein Produkt einer orthogonalen
Matrix O, OT = O−1, mit einer positiv definiten, symmetrischen Matrix S, S = ST,
zerlegt werden,

A = OS . (24.107)

Denn ATA definiert eine symmetrische Matrix S2 mit positiven Eigenwerten λi > 0,
i = 1, . . .p, und dadurch auch die positive, symmetrische Matrix

S =
√
ATA , S = ST , (24.108)

mit denselben Eigenvektoren wie S2 und den positiven Eigenwerten
√
λi . Die Matrix

O = AS−1 , OT = O−1 , (24.109)

ist orthogonal, wie ST−1ATAS−1 = S−1S2S−1 = 1 zeigt.
Da A und D invertierbar sind, kann Λ (24.105) eindeutig zerlegt werden

Λ =

(
O

Ô

)(
S Q

P Ŝ

)
, (24.110)
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wobei wir abkürzend P = Ô−1C und Q = O−1B schreiben. S und Ŝ sind invertierbar
und symmetrisch, O und Ô sind orthogonale Matrizen. Gleichung (24.103) besagt

S2 = 1 + PTP , SQ = PTŜ , Ŝ2 = 1 +QTQ . (24.111)

Setzen wir Q = S−1PTŜ und S−2 = (1 + PTP)−1 in der letzten Gleichung ein, so folgt

Ŝ2 = 1 + ŜPS−1S−1PTŜ oder 1 = Ŝ−2 + P(1 + PTP)−1PT . (24.112)

Was dies für Ŝ−2 besagt, finden wir heraus, indem wir die Matrizen auf eine Basis,
nämlich die Eigenvektoren w von PPT anwenden, PPTw = λw. Wenn PTw nicht ver-
schwindet, ist PTw Eigenvektor von PTP, (PTP)PTw = λPTw, zu demselben Eigenwert.
Dann gilt

P(1 + PTP)−1PTw = P
1

1 + λ
PTw =

λ

1 + λ
w . (24.113)

Dies gilt auch, wenn PTw verschwindet, denn dann ist PPTw = 0, also λ = 0. In (24.112)
eingesetzt ergibt sich 1

1+λ
w = Ŝ−2w oder Ŝ2w = (1 + λ)w. Also ist

Ŝ2 = 1 + PPT . (24.114)

Dies gilt, wenn wir Ŝ auf Eigenvektoren von PPT anwenden. Da sie eine Basis in Rq

bilden, gilt dies auch angewendet auf einen beliebigen Vektor, also als Matrixgleichung.
Aus gleichen Grund ist, angewendet auf Eigenvektoren von PPT und demnach für alle

Vektoren,

Q = S−1PTŜ =
√

1 + PTP
−1

PT
√

1 + PPT = PT . (24.115)

Also ist jede Lorentzmatrix eindeutig durch ein Paar von Drehspiegelungen O ∈ O(p),
Ô ∈ O(q) und eine drehungsfreie Lorentztransformation LP, LP = (LP)

T, gegeben, die
durch eine Matrix P mit q Zeilen und p Spalten bestimmt ist

Λ =

(
O

Ô

)
LP , LP =

(√
1 + PTP PT

P
√

1 + PPT

)
. (24.116)

Da q × p Matrizen P den Vektorraum R
qp bilden, gehört zu jeder Lorentztransfor-

mation genau ein Punkt in der Mannigfaltigkeit O(p) × O(q) × Rqp, die aus Tripeln
(O, Ô,P) besteht. Da Rqp zusammenhängend ist und die Drehspiegelungen jeweils zwei
Zusammenhangskomponenten haben, hat O(p,q) mit (qp) > 0 genau vier Zusammen-
hangskomponenten.

Lorentztransformationen Λ mit detO = det Ô = 1 erhalten die Orientierung der
zeitartigen und der raumartigen Richtungen und bilden die eigentliche Lorentzgruppe
SO(p,q)↑, die zusammenhängend ist. Die anderen Zusammenhangskomponenten von
O(p,q) erhält man durch Multiplikation mit der Zeitumkehr T und mit der Raumspie-
gelung P, die eine ungerade Anzahl zeitlicher oder räumlicher Koordinaten spiegeln,
sowie mit TP.

T =




−1
1

. . .

1


 , P =




1
. . .

1
−1


 (24.117)
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Die Lorentztransformation LP wirkt in 1+ 1-dimensionalen Unterräumen Ui des Min-
kowskiraumes R

p,q, die zueinander senkrecht stehen, jeweils wie die Lorentztransforma-
tion (6.14). Der zu diesen Unterräumen senkrechte Unterraum bleibt punktweise invari-
ant.

Dies sieht man durch Betrachtung der Eigenvektoren wi von PPT. Sie stehen aufeinan-
der senkrecht, wenn sie zu verschiedenen Eigenwerten gehören, und können zueinander
senkrecht gewählt werden, wenn der Eigenwert entartet ist. Wir wählen sie zudem nor-
miert wT

j wi = δij. Gleiches gilt für die Eigenvektoren von PTP, die durch PTwi/
√
λi

gegeben sind, wenn der zugehörige Eigenwert nicht verschwindet. Im weiteren bezeichne
wi einschränkender Eigenvektoren mit nichtverschwindendem Eigenwert.

Die Eigenvektoren uj von PPT zum Eigenwert 0, PPTuj = 0, werden schon von PT

vernichtet, PTuj = 0, denn aus PPTuj = 0 folgt uT
j PP

Tuj = 0. Dies ist die Summe
der Quadrate der Komponenten von PTuj und verschwindet nur, falls PTuj = 0 ist.
Entsprechend gilt Pvk = 0 für Eigenvektoren vk von PTP zum Eigenwert 0.

Da die Eigenvektoren von PPT ebenso wie die Eigenvektoren von PTP aufeinander
senkrecht stehen, sind die N Vektoren des Minkowskiraumes

ti =
1√
λi

(
PTwi

0

)
, xi =

(
0
wi

)
, nk =

(
vk
0

)
, mj =

(
0
uj

)
, (24.118)

ein Vielbein, also eine orthonormierte Basis.
Die Vektoren nk und mj werden von LP invariant gelassen. Die Punkte a ti+b xi der

Unterräume Ui, die von ti und xi aufgespannt werden, transformieren ineinander

LPti =
√

1 + λi ti +
√
λi xi , LPxi =

√
λi ti +

√
1 + λi xi ,

LP(a ti + b xi) = a′ ti + b′ xi ,

(
a′

b′

)
=

(√
1 + λi

√
λi√

λi
√

1 + λi

)(
a

b

)
.

(24.119)

Dies sind zweidimensionale Lorentztransformationen wie in (6.14) mit Geschwindigkeit

v =

√
λi

1 + λi
. (24.120)

Beim Vorzeichen der Geschwindigkeit v ist zu beachten, daß (6.14) eine Koordinaten-
transformation beschreibt und nicht eine aktive Transformation von Punkten.
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Meßwerte Q sind Produkte einer Maßzahl z ∈ R oder eines Fehlerintervalls mit ganzzah-
ligen Potenzen von Maßeinheiten q = (q1,q2, . . .qn), deren Produkt auch Dimension
des Meßwerts heißt. Man kann Meßwerte addieren und multiplizieren. Mathematisch ge-
sprochen bilden sie eine Polynomalgebra von Einheiten und ihren Inversen. So verwendet
das si-System (Internationales Einheitensystem, auch mksa-System genannt) die Ein-
heiten Meter, Kilogramm, Sekunde, Ampere, Kelvin und Mol (n = 6). Physiker brauchen
auch einige Wurzeln aus diesen Einheiten, weil es zum Beispiel in der Quantenmecha-
nik Größen gibt, die Wellenfunktionen ψ : R3 → C , x 7→ ψ(x), deren Betragsquadrat
Wahrscheinlichkeitsdichten sind. Daher hat ψ(x) die Maßeinheit Meter− 3

2 .
Die Summe zweier Meßgrößen unterschiedlicher Dimension ist direkt: 299 792 458

Meter + 5 Kilogramm, kann eindeutig in 299 792 458 Meter und 5 Kilogramm zer-
legt werden. Daher betrachtet man normalerweise nur Summen von Meßgrößen gleicher
Dimension. Allerdings ist nicht immer klar, was genau dies heißt.

Ist ein Fuß verschieden von 1,646 · 10−4 nautischen Meilen? Für Piloten ja, denn in der
Luftfahrt sind Höhe und Entfernung grundverschieden und werden in diesen verschie-
denen Einheiten gemessen. Holzfäller hingegen wandeln beim Fällen von Bäumen Höhe
mit dem obigen Umrechnungsfaktor in Länge.

Sind Kilo oder Milli Einheiten? Sicher nicht: die Namen stehen für die Faktoren 1000
und 1/1000. Was aber ist ein Mol anderes? Es bezeichnet die Avogadrozahl

1 mol = NA = 6,022 142 ·1023 , (25.1)

nämlich die Zahl von Atomen in 12 Gramm des Kohlenstoffisotops C-12. Solange diese
reelle Zahl nur mit einem größeren Fehler bekannt ist, als die Stoffmenge 12 g reprodu-
zierbar ist, mag es sich lohnen, Mol als Einheit aufzufassen. Dennoch begreife ich sie als
maßsystemunabhängige Zahl wie Kilo, Mega oder Giga.

Die Reaktionsrate oder katalytische Aktivität von einem mol pro Sekunde hat in der
Chemie den Namen Katal und das Formelzeichen kat= mol/s.

Bei allen Kreissegmenten mit demselben Öffnungswinkel ist das Verhältnis der Bo-
genlänge zum Radius gleich. Also kann man mit diesem dimensionslosen Verhältnis den
Winkel angeben. Die hinzugefügte Maßeinheit Radiant (rad) ist überflüssig, denn 1 rad
ist 1. Sie besagt lediglich, daß die Zahl, von der man spricht, einen Winkel bezeichnet.

Der Vollkreis hat den Winkel 2π. Man unterteilt ihn in 360 Winkelgrade. Also ist ein
Winkelgrad die Zahl π/180 ≈ 0,0174533 (1.31).

Der Raumwinkel eines Teils der Kugeloberfläche ist die Größe dieser Fläche geteilt
durch das Quadrat des Kugelradiusses. Dieses dimensionslose Verhältnis von Flächen
beträgt bei der vollständigen Kugeloberfläche 4π. Die Maßeinheit Steradiant (sr) besagt
nur, daß die Zahl einen Raumwinkel bezeichnet, denn 1 sr ist 1.
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Vorsicht ist geboten bei Größen, die pro Radiant oder pro Steradiant angegeben wer-
den, etwa die Lichtstärke einer Kerze, den Energiestrom pro Raumwinkel. Der Gesamt-
energiestrom ist das Integral über den Raumwinkel und bei richtungsunabhängigem In-
tegranden das 4π-fache der pro Raumwinkel angegebenen Größe.

Viele Produkte der Maßeinheiten haben eigene Namen. Sie sind zusammen mit den
Werten der wichtigsten Naturkonstanten in der folgenden Tabelle aufgelistet. Dabei sind
die Zahlen in den Spalten m, kg, s und A die Potenzen dieser Maßeinheiten. Beispielsweise
besagt die Zeile elektrische Feldkonstante ǫ0 = 107/(4πz2c) m−3 kg−1 s4 A2 mit

zc = 299 792 458 . (25.2)

Tabelle 25.1: Maßeinheiten und Naturkonstante

Größe Maßeinheit Zeichen Wert mkg s A

Länge Meter m 1 1 0 0 0
Masse Kilogramm kg 1 0 1 0 0
Zeit Sekunde s 1 0 0 1 0
Strom Ampere A 1 0 0 0 1
Lichtgeschwindigkeit c zc 1 0 -1 0
elektrische Feldkonstante ǫ0 107/(4πz2c) -3 -1 4 2
Wirkungsquantum  h 1,054 571 6 ·10−34 2 1 -1 0
Gravitationskonstante GN 6,673 · 10−11 3 -1 -2 0
Induktionskonstante µ0 4π · 10−7 1 1 -2 -2
Ladung Coulomb C 1 0 0 1 1
Kapazität Farad F 1 -2 -1 4 2
Dosis, Energie pro Masse Gray Gy 1 2 0 -2 0
Frequenz, Rate Hertz Hz 1 0 0 -1 0
Induktivität Henry H 1 2 1 -2 -2
Energie Joule J 1 2 1 -2 0
Kraft Newton N 1 1 1 -2 0
Widerstand Ohm Ω 1 2 1 -3 -2
Druck, Energiedichte Pascal Pa 1 -1 1 -2 0
Leitfähigkeit Siemens S 1 -2 -1 3 2
Magnetfeldstärke (si) Tesla T 1 0 1 -2 -1
Spannung Volt V 1 2 1 -3 -1
Leistung Watt W 1 2 1 -3 0
magnetischer Fluß (si) Weber Wb 1 2 1 -2 -1

Becquerel und Hertz ist dieselbe Einheit, Bq = Hz. Zerfälle oder Schwingungen pro
Sekunde sind eine Anzahl pro Sekunde.

Die Einheit Candela für Lichtstärke war nur solange von den übrigen Einheiten un-
abhängig, wie man die Leistung einer Lichtquelle nicht mit anderen Energieströmen
vergleichen konnte. Nachdem man Lichtstärke genügend genau messen kann, ist eine
Candela als der Energiestrom cd = 1/683 Watt pro Raumwinkel festgelegt. Eine in alle
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Richtungen mit einer Lichtstärke von einer Candela strahlende Kerze strahlt insgesamt
4π/683 Watt Lichtleistung ab. Candela und Watt sind nicht verschiedener als Fuß und
nautische Meile.

Solange man Lichtstärken miteinander genauer vergleichen als ihren absoluten Wert
bestimmen konnte, rechtfertigte dies eine eigene Maßeinheit für Lichtstärke. Entspre-
chend müßte man aber für die Massen der Planeten und Monde eine eigene Einheit
einführen, denn aus der Beobachtung ihrer Bahn kann man ihren Schwarzschildradius

rSchwarzschild =
2 GNm

c2
(25.3)

mit größerer Genauigkeit als die Newtonsche Gravitationskonstante bestimmen. Daher
sind die Verhältnisse des Massen m, die man aus den beobachteten Schwarzschildradien
berechnet, genauer als die Massen selbst.

Gefühlte Temperatur, empfundene Helligkeit (Lux, Lumen) und äquivalente Energie-
dosis (Sievert) sind biologische Einheiten, weil in ihre Definition die Auswirkung auf den
Menschen, beispielsweise die Empfindlichkeit des Auges, eingehen.

Besteht zwischen zwei Maßeinheiten ein universeller Zusammenhang, so kann man
ihre Dimension identifizieren und sie ineinander umrechnen. Dies vereinfacht viele Glei-
chungen der Physik und legt ihren wesentlichen Kern frei.

So kann man mit Hilfe der Boltzmann-Konstanten

kB = 8,617 342(15) 10−5 eV K−1 (25.4)

die Temperatureinheit als Energieeinheit auffassen und Kelvin (K) in Elektronvolt (eV)
umrechnen,1

kB = 1 ⇔ 1 K = 8,617 342(15)10−5 eV , 11 600 K = 1 eV , (25.5)

genau so, wie man Elektronvolt (eV) in Joule (J) umrechnet,

1 eV = 1,602 176 462(63) 10−19 J . (25.6)

Faßt man Temperaturen als Energien auf, so hat die Boltzmann-Konstante kB den
Wert 1, nicht anders als die Einheiten Radiant oder Steradiant.

Alle Grundeinheiten sind im Laufe der Geschichte zunächst willkürlich festgesetzt wor-
den, weil man in einem Kontinuum möglicher Werte keine physikalisch ausgezeichneten
Einheiten kannte. Das hat sich mit dem Fortschritt der Physik geändert.

Die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum, c, das Plancksche Wirkungsquantum  h, die
elektrische Feldkonstante ε0 und Newtons Gravitationskonstante GN können statt der
si-Einheiten als Grundeinheiten verwendet werden.

Mit welchem Zahlenfaktor ε0 und GN als Grundeinheiten verwendet werden, ist al-
lerdings willkürlich: in Heaviside-Lorentz-Einheiten (ε0) werden die Maxwellgleichungen
einfach, dafür ist das Coulomb-Potential komplizierter als in Gauß-Einheiten (4π ε0).

1Zur Oberflächentemperatur der Sonne, 5 780 K, gehört also beim Sonnenlicht eine mittlere Photon-
energie von etwa 0,5 eV, mehr als eine Größenordnung kleiner als die Rydbergenergie (25.10).
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Die Gravitationskonstante GN zeichnet zusammen mit der Lichtgeschwindigkeit c und
dem Planckschen Wirkungsquantum  h die Energieskala der Planckmasse

mPlanckc
2 =

√
 hc5

GN
= 1,220 9 1019 GeV (25.7)

aus. Untersucht man aber theoretisch Abläufe, in denen die Quantenmechanik, die endli-
che Ausbreitungsgeschwindigkeit von Licht und die Gravitation gemeinsam wichtig sind,
nämlich die gravitative Streuung von hochenergetischen, neutralen Teilchen, so zeigt sich,
daß die Gravitation schon bei einer Energie, die um

√
32π ≈ 10 kleiner ist, so stark wird,

daß unser bislang erfolgreiches Verfahren zur Auswertung der Theorie (Störungstheorie,
Feynmangraphen) versagt. Daher ist die Energieskala, bei der Gravitation stark wird,
wohl etwa um einen Faktor 10 kleiner als 1019 GeV.

Bei c und  h liegen auch die Zahlenfaktoren fest, mit denen sie als Einheit verwendet
werden sollten: die Lichtgeschwindigkeit c, nicht ein Vielfaches, ist die Grenzgeschwindig-
keit für jeden je beobachteten Transport von Energie oder Impuls. Ebenso ist  h, nicht ein
Vielfaches, der Drehimpuls eines Photons und die kleinstmögliche Drehimpulsänderung.

Welche der Naturkonstanten man zweckmäßigerweise als Einheit verwendet, hängt
von dem Bereich der Physik ab, den man betrachtet: die Elektrostatik vereinfacht sich
in Einheiten von ε0 oder 4πε0 statt der Stromeinheit Ampere (A). Relativistische Physik
enthüllt die Gemeinsamkeiten von Zeit und Raum, wenn man in Einheiten der Lichtge-
schwindigkeit c rechnet, und Meter (m), ursprünglich als das 40 000 000-stel des äquato-
rialen Erdumfangs definiert, in Sekunden (s) umrechnet (1.52)

c = 1 ⇔ 1 s = 299 792 458 m . (25.8)

In der Quantenmechanik ist es vorteilhaft,  h als Einheit zu verwenden.
Die Größe ε0 kommt im Potential des Wasserstoffatoms als e2/(4πε0) zusammen mit

der Ladung e des Elektrons vor. Diese Einheitenkombination hat die Dimension Energie
mal Länge, denn durch den Abstand vom Schwerpunkt geteilt, ergibt sich die potentielle
Energie im Wasserstoffatom. Ebenfalls die Dimension Energie mal Länge hat  hc, denn  h

hat die Dimension einer Wirkung, also von Energie mal Zeit oder von Impuls mal Länge.
Folglich ist die Feinstrukturkonstante

α =
e2

4πε0 hc
≈ 1

137
(25.9)

eine dimensionslose, maßsystemunabhängige Zahl, die die Stärke der elektromagneti-
schen Wechselwirkung nicht nur des Elektrons charakterisiert. Die Feinstrukturkonstan-
te ist universell, da alle anderen Ladungen ganze (bei Quarks drittelzahlige) Vielfache
der Elektronladung sind.

Zur Elektronmasse m gehört die Ruhenergie des Elektrons, mc2 ≈ 511 keV. Aber
die Schrödinger-Gleichung, aus der man die Energien des Wasserstoffatoms ausrechnet,
enthält kein c und die Elektronmasse nur im Verhältnis m/ h2. Also ist die Energieskala
des Wasserstoffatoms die Rydbergenergie (der Faktor 1/2 ergibt sich aus der Schrödin-
gergleichung)

Ry =
1

2
α2mc2 ≈ 13,6 eV . (25.10)
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Die Wirkung  h hat die Dimension von Länge mal Impuls. Durch den Impulsmc geteilt
erhält man daher eine Länge, die um den Faktor 2π reduzierte Comptonwellenlänge des
Elektrons,

λ =
 h

mc
= 3,861 592 642(28) 10−13 m . (25.11)

Die Schrödingergleichung des Wasserstoffatoms enthält kein c und enthält die Masse m
nur im Verhältnis zu  h2. Folglich ist der Bohrsche Radius

a =
 h

αmc
≈ 0,529 10−10 m (25.12)

die Längenskala des Wasserstoffatoms.
Die Naturkonstanten oder andere EinheitenQ1,Q2, . . . sind durch Maßzahlen Zi ∈ R+,

Zi > 0 , und Potenzen der si-Einheiten q1,q2, . . . gegeben,

Qi = Ziq
e1i

1 qe2i

2 . . .qenin = Zi

n∏

k=1

(qk)
eki . (25.13)

Wenn die Vektoren ei = (e1i, e2i, . . . eni) ∈ Rn, zu denen wir die Exponenten zusam-
menfassen, linear abhängig sind,

∑
i ei λi = 0, so kombinieren sich die entsprechenden

Potenzen der Naturkonstanten zu maßsystemunabhängigen Zahlen Z(λ), beispielsweise
zur Feinstrukturkonstanten,

Qλ1

1 Q
λ2

2 . . . =
(∏

i

Zλii
)
q

∑
i e1iλi

1 q
∑
i e2iλi

2 . . . =
∏

i

Zλii = Z(λ) . (25.14)

Sind hingegen n Exponentenvektoren e1, e2, . . . en in (25.13) linear unabhängig, also
eine Basis, so kann man die reskalierten Größen

Q̂i =
Qi

Zi
=

n∏

k=1

(qk)
eki , (25.15)

nach den Einheiten qj auflösen

qj =

n∏

i=1

Q̂
Eij
i ,

∑

i

ekiEij = δkj (25.16)

und daher geeignete Wurzeln der Größen Q1,Q2, . . .Qn als Einheiten verwenden. Wur-
zeln entstehen bei solch einem Basiswechsel, weil die Matrixelemente der inversen Ma-
trix E einer ganzzahligen Matrix e normalerweise rationale Zahlen sind.

Die Formel zeigt, daß die triviale Aufgabe, eine Maßeinheit q zugunsten einer Natur-
konstanten Q zu eliminieren, für mehrere Naturkonstanten das Invertieren von Matrizen
erfordert und nur noch von wenigen im Kopf gelöst werden kann.

Nach m und A aufgelöst erhält man aus c/zc = m s−1 und 4π z2c 10−7ǫ0 = m−3kg−1s4A2

m =
1

zc
s1kg0c1ǫ0

0 , A =

(
4π

107 zc

) 1
2

s− 1
2 kg

1
2 c

3
2ǫ0

1
2 (25.17)

und kann alle Größen der Tabelle (25.1) durch die Einheiten s, kg, c und ǫ0 ausdrücken.
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Tabelle 25.2: Umrechnung in s kg c ǫ0

Zeichen Wert(m kg s A) m kg s A Wert(s kg c ǫ0) s kg c ǫ0

m 1 1 0 0 0 z−1
c 1 0 1 0

kg 1 0 1 0 0 1 0 1 0 0
s 1 0 0 1 0 1 1 0 0 0

A 1 0 0 0 1 (4π/(107 zc))
1
2 -1/2 1/2 3/2 1/2

c zc 1 0 -1 0 1 0 0 1 0
ǫ0 107/(4π z2c) -3 -1 4 2 1 0 0 0 1
 h 1,054 571 6 ·10−34 2 1 -1 0 1,054 571 6 ·10−34 z−2

c 1 1 2 0
GN 6,673 · 10−11 3 -1 -2 0 6,673 · 10−11 z−3

c 1 -1 3 0
µ0 4π · 10−7 1 1 -2 -2 1 0 0 -2 -1

C 1 0 0 1 1 (4π 10−7/zc)
1
2 1/2 1/2 3/2 1/2

F 1 -2 -1 4 2 4π 10−7 zc 1 0 1 1
Gy 1 2 0 -2 0 z−2

c 0 0 2 0
Hz 1 0 0 -1 0 1 -1 0 0 0
H 1 2 1 -2 -2 107/(4π zc) 1 0 -1 -1
J 1 2 1 -2 0 z−2

c 0 1 2 0
N 1 1 1 -2 0 z−1

c -1 1 1 0
Ω 1 2 1 -3 -2 107/(4π zc) 0 0 -1 -1
Pa 1 -1 1 -2 0 zc -3 1 -1 0
S 1 -2 -1 3 2 4π 10−7 zc 0 0 1 1

T 1 0 1 -2 -1 (107 zc/(4π))
1
2 -3/2 1/2 -3/2 -1/2

V 1 2 1 -3 -1 (4π z3c 10−7)− 1
2 -1/2 1/2 1/2 -1/2

W 1 2 1 -3 0 z−2
c -1 1 2 0

Wb 1 2 1 -2 -1 (4π z3c 10−7)− 1
2 1/2 1/2 1/2 -1/2

Im relativistischen Heaviside-System vernachlässigt man einfach die Potenzen von c
und ǫ0 und liest beispielsweise 1 Henry = 107/(299 792 458 ·4π) s.

Gleichungen zwischen physikalischen Größen gelten ja genau dann, wenn die Größen in
ihrer Maßzahl und der Potenz der Einheiten übereinstimmen. Sie gelten daher auch, wenn
man einige der Einheiten durch 1 ersetzt, genauso wie die Gleichheit von Funktionen
P(z) = Q(z) die Gleichung P(1) = Q(1) zur Folge hat. Gilt eine Gleichung im si-System
m, kg, s, A, so gilt sie auch in den Einheiten s, kg, c, ǫ0. Denn die einen Einheiten können
umkehrbar in die anderen umgerechnet werden. Die Gleichungen gelten unverändert,
wenn man c und ǫ0 durch 1 ersetzt, also alle Faktoren c und ǫ0 wegläßt.

Zwar kann man dann den physikalischen Größen nicht mehr die weggelassenen Ein-
heiten ansehen, aber man kann sie jederzeit wieder hinzufügen, wenn man weiß, welcher
physikalischen Größe, beispielsweise einer Kraft oder einer Leistung, diese Maßzahl zu-
kommt. Das ist in der Geometrie nicht anders. Dort verwenden Mathematiker Einheits-
vektoren, statt Vektoren, die eine Längeneinheit lang sind. Am Ende jeder einheitenlosen
Rechnung kann man die Einheit rekonstruieren, wenn man weiß, ob das Ergebnis eine
Länge, eine Fläche oder ein Volumen ist.
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Wie die Tabelle 25.2 bei der Widerstandseinheit Ohm zeigt, ist c−1ǫ−1
0 ein elektrischer

Widerstand. Die Feinstrukturkonstante α = e2/(4π ǫ0
 h c) (25.9) ist dimensionslos. Folg-

lich ist
1

RKlitzing

=
e2

2π h
=
e2

h
(25.18)

eine Leitfähigkeit, die, da sie von  h, nicht aber von c abhängt, für Experimente wich-
tig sein sollte, die Quanteneigenschaften von langsam bewegten Elektronen betreffen.
Tatsächlich treten im Kontinuum denkbarer Leitfähigkeiten beim Quantenhalleffekt die
diskreten, ganzzahligen Vielfache dieser Leitfähigkeit auf. Da sie hochgenau und mit
vergleichsweise geringem Aufwand gemessen werden kann, wird erwogen, ihr Inverses,
die von Klitzing-Konstante

RKlitzing = 25 812,807 Ω (25.19)

statt der Stromeinheit Ampere als Basiseinheit des si-Systems zu definieren.
Mit m = 102cm, kg = 103 g und A = 10 zc cm

3
2 g

1
2 s−2(4π ǫ0)

1
2 kann man die Größen

der Tabelle 25.1 leicht in Gaußeinheiten, cm, g, s und 4πǫ0 umrechnen.

Tabelle 25.3: Umrechnung in cm g s 4πǫ0

Zeichen Wert(m kg s A) m kg s A Wert(cm g s 4πǫ0) cm g s 4πǫ0

m 1 1 0 0 0 102 1 0 0 0
kg 1 0 1 0 0 103 0 1 0 0
s 1 0 0 1 0 1 0 0 1 0
A 1 0 0 0 1 10 zc 3/2 1/2 -2 1/2
c zc 1 0 -1 0 102zc 1 0 -1 0
ǫ0 107/(4π z2c) -3 -1 4 2 (4π)−1 0 0 0 1
 h 1,054 571 6 ·10−34 2 1 -1 0 1,054 571 6 ·10−27 2 1 -1 0
GN 6,673 · 10−11 3 -1 -2 0 6,673 · 10−8 3 -1 -2 0
c µ0 4π · 10−5 zc 2 1 -3 -2 4π 10−2z−1

c -1 0 1 -1
C 1 0 0 1 1 10 zc 3/2 1/2 -1 1/2
F 1 -2 -1 4 2 10−5 z2c 1 0 0 1
Gy 1 2 0 -2 0 104 2 0 -2 0
Hz 1 0 0 -1 0 1 0 0 -1 0
H 1 2 1 -2 -2 105/z2c -1 0 2 -1
J 1 2 1 -2 0 107 2 1 -2 0
N 1 1 1 -2 0 105 1 1 -2 0
Ω 1 2 1 -3 -2 105/z2c -1 0 1 -1
Pa 1 -1 1 -2 0 10 -1 1 -2 0
S 1 -2 -1 3 2 10−5 z2c 1 0 -1 1
cT zc 1 1 -3 -1 104 -1/2 1/2 -1 -1/2
V 1 2 1 -3 -1 106/zc 1/2 1/2 -1 -1/2
W 1 2 1 -3 0 107 2 1 -3 0
cWb zc 3 1 -3 -1 108 3/2 1/2 -1/2 -1/2
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Allerdings verwendet man im Gaußschen System die Bezeichnung Magnetfeld für das
mit c multiplizierte Magnetfeld des si-Systems

BGauß = c Bsi . (25.20)

Dann ist die Lorentzkraft q(E+v×Bsi) = q(E+v
c
×BGauß). Das scheint komplizierter, aber

so definiert haben das elektrische Feld E und das Magnetfeld BGauß dieselbe Maßeinheit
und können der Größe nach verglichen werden,

10−4 cT = Gs = cm− 1
2 g

1
2 s−1 (4πǫ0)

− 1
2 . (25.21)

Tabelle 25.4: Maßeinheiten und Naturkonstante im Gaußschen System

Größe Maßeinheit Zeichen Wert cm g s 4πǫ0

Länge Zentimeter cm 1 1 0 0 0
Masse Gramm g 1 0 1 0 0
Zeit Sekunde s 1 0 0 1 0
Strom 1 3/2 1/2 -2 1/2
Lichtgeschwindigkeit c 102 zc 1 0 -1 0
elektrische Feldkonstante ǫ0 (4π)−1 0 0 0 1
Wirkungsquantum  h 1,054 571 6 ·10−27 2 1 -1 0
Gravitationskonstante GN 6,673 · 10−8 3 -1 -2 0
c Induktionskonstante c µ0 4π 10−2z−1

c -1 0 1 -1
Ladung Franklin Fr 1 3/2 1/2 -1 1/2
Kapazität 1 1 0 0 1
Dosis, Energie pro Masse 1 2 0 -2 0
Frequenz, Rate Hertz Hz 1 0 0 -1 0
Induktivität 1 -1 0 2 -1
Energie Erg erg 1 2 1 -2 0
Kraft Dyn dyn 1 1 1 -2 0
Widerstand 1 -1 0 1 -1
Druck, Energiedichte Barye Ba 1 -1 1 -2 0
Leitfähigkeit 1 1 0 -1 1
Magnetfeldstärke (Gauß) Gauß Gs 1 -1/2 1/2 -1 -1/2
Spannung Gilbert Gb 1 1/2 1/2 -1 -1/2
Leistung 1 2 1 -3 0
magnetischer Fluß (Gauß) Maxwell Mx 1 3/2 1/2 -1 -1/2

Die Potenzen von 4πǫ0 werden im Gaußschen System nicht angegeben, sondern durch
Eins ersetzt. Zudem erspart man sich oft die Angabe der Einheit und ersetzt sie durch
das Symbol [esu] (elektrostatische Einheiten) als Platzhalter für die jeweils zutreffende
Maßeinheit in (halbzahligen) Potenzen von cm, g und s.

Man rechnet so nur mit den Maßzahlen.
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Möbiustransformation 260–261
Moment 227

N

nichtholonom 140
Noetherladung 143, 145
Noethertheorem 143–144

O

Orbit 17, 94

P

Paritätstransformation 28
Parsevalsche Gleichung 203
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