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Auf Kreisbahnen eingeschrinktes Dreikorperproblem

Obwohl ein Problem zweier durch die Gravitation wechselwirkender Punktmassen
analytisch losbar ist, ist ein System dreier gravitativ wechselwirkender Punktmassen
im allgemeinen nicht analytisch losbar. Ein sehr vereinfachtes Dreikérperproblem tritt
auf, wenn eine der Massen viel kleiner ist als die anderen beiden: ms < mq, my. Das
konnte zum Beispiel der Fall eines Kometen im Einfluss der Gravitation Jupiters und
der Sonne sein. Wéahrend in diesem Fall ms durch die anderen beiden Massen beein-
flusst wird, bleiben die groflen Massen unbeeinflusst von mgs. Wir konnen deshalb das
Zweikorperproblem getrennt fiir die Massen m; und my l6sen, und dann die Bewegung
von ms im Gravitationsfeld der anderen beiden Massen studieren. Als weitere Vereinfa-
chung werden wir annehmen, dass sich die beiden grofien Massen auf Kreisbahnen um
ihren gemeinsamen Schwerpunkt bewegen. So formuliert, bezeichnet man dieses Problem
als das auf Kreisbahnen eingeschrdnkte Dreikorperproblem.
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Indem wir der Einfachheit halber den (konstanten) relativen Abstand R = 1 als
Léngeneinheit und G(my +my) = 1 als Masseneinheit annehmen, kénnen wir 7, = Gmy
und y2 = Gmg = 1 — 7 definieren, und folglich sind die Positionen von m;y durch
71 = —7a(cost,sint,0) und 7 = y;(cost,sint,0) gegeben.

Die dritte Masse habe die Position ¥ = (z,v, z). Die Bewegungsgleichungen fiir 7(¢)
ergeben sich durch die von den anderen beiden Massen ausgeiibte Gravitationskraft. Die
Benutzung des nicht-inertialen Bezugssystems, das mit den groflien Massen mitrotiert
erweist sich dabei als geeignet (mit Rotationsfrequenz & = wé,, wobei w = 1). Wir erin-
nern uns, dass in einem nicht-Inertialsystem der Effekt von Coriolis- und Zentrifugalkraft
beriicksichtigt werden muss:
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wo fir 7 = 1,2, ]3]3(77) = —mgfyj%, wobel 7} = —¥9€, und 7 = yi€, die Positionen
der beiden groBlen Massen im rotierenden Bezugssystem darstellen (siehe Abbildung).
Folglich haben wir drei gekoppelte Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir z, y

und z, welche sechs Anfangsbedingungen erfordern, gegeben durch 7(0) und 77(0)



Schreiben Sie ein Programm um diese Gleichungen zu lésen (beachten Sie hierbei
die zusétzlichen Bemerkungen am Ende der Aufgabe).

Wenn Sie den code geschrieben haben, kénnen Sie mit der Untersuchung der Dynamik
von mg beginnen.

Uberpriifen Sie, dass:
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cine ErhaltungsgroBe ist, wobei U(z, y, 2) = — 27— |771—2772‘—%(262+y2) das effektive

Potential aus der Summe des Gravitations- und des Zentrifugalpotentials ist.

Um die Dynamik zu analysieren ist es vorteilhaft, die Trajektorien zu visualisieren.
Dazu ist in Mathematica der Befehl ListAnimate besonders niitzlich (siche dazu die
Bemerkungen am Ende der Ubung). Falls Sie C oder FORTRAN codes benutzen, kénnen
Sie die Daten visualisieren indem Sie z.B. gnuplot benutzen, falls Sie mit Linux arbeiten.

Beobachten Sie, wie empfindlich die Bahnen von mgs gegeniiber den Anfangsbe-
dingungen sind. Betrachten Sie z.B. m; = msy und zwei sehr nahe beieinander
liegende Anfangsbedingungen fiir die Positionen von mg. Was geschieht mit den
Bahnen nach einer hinreichend langen Zeit? Untersuchen Sie die Situation fiir ver-
schiedene Anfangsbedingungen.

Eine andere wichtige Frage ist, ob das Teilchen m3 der Gravitationsanziehung der groflen
Massen entkommen kann. Betrachten Sie den Fall m; > my > ms. Das entspricht etwa
dem Fall der Sonne (my), Jupiter (my), und eines Kometen (ms).

Betrachten wir zuerst ein sehr kleines ms, z.B. my = 0.0001m;. Betrachten Sie
die Anfangsbedingung 7y = (0, ¥o, 0). Untersuchen Sie die Trajektorien fiir unter-
schiedliche Werte von ry = |rp|. Sie sollten sehen, dass ein kritischer Wert (1),
exisitert, so dass der Komet fiir 9 > (7¢). nach unendlich entweicht. Bestimmen
Sie diesen Wert numerisch.

Was passiert fiir rq < (r9)er?

Herausforderung: Kénnen Sie erraten warum sich das System so verhalt? Hinweis:
Denken Sie an das Zweikorperproblem m; > mg, und losen Sie das Keplerpro-
blem im rotierenden Bezugssystem. Dadurch werden Sie sogar einen analytischen
Ausdruck fiir (rg).- erhalten, den Sie mit dem numerischen vergleichen kénnen.

Vergleichen Sie den Fall eines vernachlédssigharen ms mit einem Fall, in dem my
nicht vernachléssigbar ist, aber immer noch my < m; gilt, also z.B. my = 0.01. Sie
werden sehen, dass der Effekt von msy besonders bemerkenswert ist, falls ry nahe
(r0)er liegt. Was konnte in diesem Fall passieren?

SchlieBlich betrachten wir einige spezielle Punkte, bekannt als Lagrange-Punkte, an de-
nen (im rotierenden Bezugssystem) 7 =1 = 0. Es existitieren fiinf derartige Punkte,
traditionell mit L;—; 5 bezeichnet. Nehmen wir an, dass v2 < 71, was z.B. im Falle der
Sonne und der Erde gilt.
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Ly befindet sich bei y = 2 =0, und z ~ v, — o mit o = (3%) .



Loy ist beiy =2=0, und © ~ vy + a.
Lyist beiy=2z=0,und z ~ vy — 2+ a3
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d) Lyist bei x =3 — 7, y =
) Lyist beiz =1 —np, y=—%, 2=0.

e Zeigen Sie, dass die Lagrange-Punkte L;.3 instabil sind, indem Sie leicht von
Lj:1,273 abweichen.

e Zeigen Sie analog, dass Ls; stabil sind fiir 79 < ... Finden Sie ., numerisch
(Hinweis: Der Wert von 7., ist ziemlich klein, weniger als 0.05; der Unterschied
zwischen stabilen und instabilen Bereichen wird sehr deutlich aus der Entwicklung
hervorgehen.)

Zuséatzliche Bemerkungen

e Falls Sie Mathematica benuzten, erweist sich der Befehl NDSolve, welcher die
Losung von Systemen von Differentialgleichungen erméglicht als besonders niitzlich.
Zum Beispiel 16st der folgende Mathematica-code das Gleichungssystem & = at—u,

i = —ay — by fir bestimmte Anfangsbedingungen, und gibt die resultierenden
(x,y)-Trajektorien in einen Film aus:
tmax=>5;

a=0.1:b=0.5;50=0.5;y0=0.3;

sol = NDSolve[{z”[t] == -a*z’[t] - z[t], y”[t] == -a™y’[t] - b*y[t],

z[0] == z0, y[0] == y0, 2’[0] == 0.0, y’[0] == 0.0},

(el =], yfh, A, 0, tmas} J;

nfr= 200; Lmax = 1; tmax = 25;
ListAnimate[Table[ParametricPlot[Evaluate[{z[t], y[t]} /. sol], {t, 0, n*tmax/nfr},
PlotRange -> {{-Lmazx, Lmax}, {-Lmazx, Lmax}} |, {n, 1, nfr} ],
AnimationRunning -> False]

e Falls Sie C oder FORTRAN benutzen, miissen Sie zuerst das System von Glei-
chugen in ein System von Differentialgleichungen erster Ordnung transformieren,
indem Sie einfach die Geschwindigkeiten (v,,v,,v,) = %(:c, y, z) einfithren. Indem
Sie W = (2,y, 2,05, 0y, v,) setzen, konnen Sie das System von 6 gekoppelten Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung in der Form %VT/ =F [W] ausdriicken. Wenn
Sie die Losung zur Zeit ¢t wissen, konnen Sie zu einer Zeit t + dt entwickeln, indem
Sie die sogenannte Runge-Kutta Methode anwenden:
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dt
Wt + dt] = W[t] +E<k1 + 2ky + 2k3 + k4) (2)
mit ky = F[W[H]], ko = F[W[t] + kwdt/2], ks = F[W[t] + ksdt/2], und ky =
F[W[t] 4 ksdt]. Sie miissen dazu nur mit den Anfangsbedingungen W 0] starten.

Beachten Sie, dass Sie dt klein genug wéhlen sollten, um numerische Instabilitat
zu vermeiden.



