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[H22] Gekoppelte Oszillatoren in der Hamilton-Jacobi Theorie 5 Punkte

Die Hamiltonfunktion eines Systems aus zwei gekoppelten harmonischen Oszilla-
toren ist gegeben durch
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wobei p; = mgq;. Wir wollen untersuchen, unter welchen Bedingungen periodische
Bahnen im Phasenraum auftreten.

a) Schreiben Sie die Hamiltonfunktion auf die neuen Koordinaten z;2 = (q1 +
¢2)/v/2 um und formulieren Sie die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung fiir
die Hamiltonsche charakteristische Funktion W (z1, 29, a1, as). (1 Punkt)

b) Fiihren Sie einen Separationsansatz durch und bestimmen Sie die Integralglei-
chungen fiir die Wirkungsvariablen
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(1 Punkt)
c¢) Berechnen Sie die J; und zeigen Sie, dass fiir die neue Hamitonfunktion gilt:

H = lel—i-\/w%—i-Qw%Jg .

Hinweis: Fiir die Berechnung der Kurvenintegrale konnen Sie wie folgt vorge-
hen: Die Umkehrpunkte der periodischen Bewegung ergeben sich aus den Null-

+
stellen zfc/Q der Wurzeln in den Integranden. Es gilt dann § f; dz; = 2 f;ﬁ fidz

mit f; = 9% (2 Punkte)

d) Indem Sie die dazugehorigen Winkelvariablen 6; berechnen, zeigen Sie dass
periodische Bahnen im Phasenraum des Systems existieren, falls folgende Be-
dingung erfiillt ist:
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[H23] Lorentz-Gruppe 5 Punkte

Wir betrachten den Raum R* zusammen mit dem Skalarprodukt (v, w) = v'nw
fiir v, w € R*, wobei 1 gegeben ist durch
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a) Zeigen Sie, dass die Menge aller linearen Abbildungen A : R* — R*, welche das
Skalarprodukt (-,-) invariant lassen, eine Gruppe bilden. Diese Gruppe wird
auch als homogene Lorentzgruppe L bezeichnet und die Abbildungen A heiflen
auch Lorentztransformationen. (3 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass det A = +1 und A% > 1 oder A% < —1 ist fiir A € £. Hierbei
bezeichnet A% das Matrixelement in der nullten Zeile und nullten Spalte von
A.

Man kann also die Lorentzgruppe in vier Komponenten aufteilen: £1 fiir A% >
1 und detA = £1, bzw £% fiir A% < 0 und detA = +1. (2 Punkte)
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