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[H16] rollende Hantel 6 Punkte

Betrachten Sie zwei Räder der Masse m mit Radius a, die auf den Enden einer
gemeinsamen masselosen Achse der Länge b montiert sind und sich unabhängig
voneinander drehen können. θ sei der Winkel dieser Achse mit der y-Achse (siehe
Abbildung). Die Drehwinkel der beiden Räder seien φ und φ′ und der Mittelpunkt
der Achse liege am Punkt (x, y). Diese Anordnung rollt ohne zu rutschen über die
xy-Ebene.
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a) Zeigen Sie, dass für das System 2 nicht-holonome Zwangsbedingungen

sin θ dx − cos θ dy = 0

cos θ dx + sin θ dy = a dΦ mit Φ =
ϕ + ϕ′

2

sowie eine holonome Zwangsbedingung

η = c +
b

a
θ wobei η = ϕ − ϕ′ und c ≡ const

existieren.

b) Schreiben Sie die Lagrange-Funktion als Funktion der generalisierte Koordi-
naten q1 = x, q2 = y, q3 = Φ und q4 = θ.

Lösungshinweis: L = m(q̇1
2 + q̇2

2) + I1 q̇3
2 + 3

4
I2 q̇4

2 mit I1 = m
2
a2 und I2 = m

2
b2

c) Schreiben Sie die Lagrange-Gleichungen 1. Art mit 2 Lagrange-Multiplikatoren
λ1 und λ2.

Lösungshinweis: 2mq̈1 = λ1 sin q4 + λ2 cos q4; 2mq̈2 = −λ1 cos q4 + λ2 sin q4;
2I1q̈3 = −aλ2;

3

2
I2q̈4 = 0

d) Lösen Sie die Gleichungen.

Lösungshinweis: x = x0 + v0

Ω
sin(Ωt) mit x0, v0 ≡ Konstanten und Ω = θ̇ = konst

Bitte wenden



[H17] System von Massepunkten 1 Punkte

Gegeben ist ein System von N Massepunkten {mi}i=1...N mit Koordinaten {~ri}.
Es gibt S = 3N − P tatsächliche Freiheitsgrade (P ≡ Anzahl holonomer Zwangs-
bedingungen). Dann ist ~ri = ~ri(q1, . . . , qS, t) wobei (q1, . . . , qS) die generalisierten
Koordinaten sind. Die Massepunkte erfahren ein Potential V (~r1, . . . , ~rN).

Zeigen Sie, dass die Lagrange-Funktion von der Form

L(q1, . . . , qS; q̇1, . . . , q̇S; t) =
S∑

j,ℓ=1

µjℓq̇j q̇ℓ +
S∑

j=1

αj q̇j + α − V (q1, . . . , qS; t)

ist und geben Sie die Koeffizienten µjℓ, αj und α an.

[H18] Zentral gezogene Kugel 3 Punkte

Eine Punktmasse m kann sich in der xy-Ebene reibungsfrei bewegen und ist über
einen masselosen Faden der Länge c durch ein Loch in der Ebene vernachlässigbarem
Durchmessers mit einer Masse M verbunden, welche sich nur in z-Richtung bewe-
gen kann.
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a) Bestimmen Sie die Lagrangefunktion L = L(r, ϕ, ṙ, ϕ̇).

Hinweis: Benutzen Sie r+z = c = konstant, dabei ist c die (konstante) Länge
des Fadens. Als Ergebnis müssen Sie L = T (r, ṙ, ϕ̇) − V (r) erhalten.

b) Bestimmen Sie die Bewegungsgleichungen. Zeigen Sie, dass eine der Gleichun-
gen der Erhaltung des Drehimpulses der Masse m entspricht. Schreiben Sie
damit ϕ̇ als Funktion von |~r | für die Anfangsbedingungen ~r0 = (a, 0), ~v0 =
(0, v0).

c) Schreiben Sie die Bewegungsgleichung für r (ohne sie zu lösen) in der Form
mr̈ = F (r) , wobei F eine Funktion ist.

Bitte geben Sie auf jeder Ausarbeitung der Hausübungen ihren Namen,
Gruppe, Matrikelnummer, und Studiengang an!

Abgabe der Ausarbeitungen der Hausübungen ist Dienstags VOR der
Vorlesung, d.h. bis 08:15 Uhr. Eine spätere Abgabe ist nicht möglich!

Meldungszeitraum für Bachelorstudiengang beachten: 12.-28. November


