Ubungen zur Vorlesung im Wintersemester 2015/16
Analytische Mechanik und Spezielle Relativititstheorie

von Domenico Giulini

Blatt 4

Aufgabe P1 (Priasenziibung)
Sei ¢ € (R3)* Vektor im Dualraum des R3. Sein Kern (auch Annihilator genannt) ist

Ker(¢) = {v € R¥y(v) = 0} . (1)

Wie iiblich definiert das standard euklidische Skalarprodukt g des R? einen Isomor-
phismus, der jedem v € R? ein v® € (R3)* zuordnet, gemiB
v (w) == g(v,w) , Vw € R? . ()

Zeigen Sie, dass K er(vb) = v, wobei v die Menge der Vektoren senkrecht zu v

bezeichnet.

Im R3 mit Standardbasis {e,, e, €.} und zugehdrigen Koordinaten (,y, z) betrach-
ten wir das jetzt das Vektorfeld (p := /22 + 3?)

K(z,y,z) :=—(y/p)es + (x/p) ey +e.. 3)

Interpretieren Sie dieses, indem Sie einige seiner Flusslinien qualitativ zeichnen. Ma-
chen Sie sich so die Distribution der zu K orthogonalen Unterrdume geometrisch klar.
Konnen Sie daraus ersehen, dass Sie je zwei Punkte des R? durch (zumindest stiick-
weise) glatte Kurven tangential zur Distribution verbinden konnen?

Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Frobenius, dass die Distribution K L nicht-
integrabel ist. Berechnen Sie dazu die Rotation von K und ihr Skalarprodukt mit K.

Zeigen Sie, dass das zu K gehorige Dualvektorfeld gegeben ist durch
K’(2,y,2) = —(y/r) dz + (x/r) dy + d=. )

Bestiitigen Sie ebenfalls durch Nachrechnen des Frobenius’schen Kriteriums dK” A
K® # 0, dass die zu K” gehorige Kerndistribution nicht integrabel ist.

Geben Sie schlieflich die entsprechenden nicht-holonomen Zwangsbedingungen an.
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Aufgabe P2 (Prisenziibung)

Eine Punktmasse (Masse m) rutsche reibungsfrei auf einer Kugel mit Radius R ab und
fillt zu Boden.

1. Wie lautet die Zwangsbedingung und um welchen Typ Zwangsbedingung han-
delt es sich? Wann ist die Zwangsbedingung holonom?

2. Formulieren Sie die Lagrangegleichungen erster Art und bestimmen Sie die
Zwangskraft.

3. Die Punktmasse starte bei einer Anfangshohe zy mit Anfangsgeschwindigkeit
vg. Bei welcher Hohe verlésst die Punktmasse die Kugel?

Aufgabe P3 (Prisenziibung)

Ein Teilchen der Masse m sei an einem Faden befestigt und rotiere um den Ursprung
der z-y-Ebene. Zudem wird an dem Faden mit konstanter Geschwindigkeit v nach
unten gezogen (siche Abbildung).

1. Bestimmen Sie die Zwangsbe-
dingungen und deren Typ.

/Om 2. Geben Sie die generalisierte

L~ Koordinate an und formulieren

Sie die Gesamtenergie (unter

‘ Beriicksichtigung der Zwangs-

l v bedingung). Ist die Energie er-
halten?

Aufgabe H1 (Hausiibung, 5 Punkte)

Das sphirische Pendel ist eine Punktmasse, die sich unter Einwirkung der Schwerkraft
auf einer Kugeloberfldche bewegt (gehalten an einem masselosen Faden). Formulieren
Sie die Zwangsbedingung. Um welchen Typ handelt es sich? Geben Sie die Lagran-
gegleichungen erster Art an. Es seien (r, 6, ¢) Kugelkoordinaten. Zeigen Sie, dass die
Gesamtenergie F und der Impuls p,, in ¢-Richtung erhalten ist. Verwenden Sie diese
erhaltenen Groflen, um ¢ zu eliminieren und eine Gleichung fiir  zu formulieren. Sub-
stituieren Sie in dieser Gleichung v = cos @, so dass Sie die Gleichung auf folgende
Form bringen konnen:

W+ U(u)=0. (5)

Bestimmen Sie U(u) und diskutieren Sie qualitativ die Eigenschaften der Losungen
fir u.
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5 Punkte



Aufgabe H2 (Hausiibung, 5 Punkte)

Eine Leiter der Liange [ und der Masse m
steht mit einem Neigungswinkel a an ei-
ner Wand (reibungsfrei) und wird von ei-
ner Person der Masse M bis zu einer Lange
L bestiegen. Die Leiter soll am Boden ei-
ne Haftreibung erfahren mit einem Haft-
reibungskoeffizienten py = 0,7 (dabei ist
die Haftreibungskraft gegeben durch Fy =
wpF', wobe F'| die nach unten wirkende
Kraft ist). Bis zu welchem Anstellwinkel «
kann die Leiter zusammen mit der Person
angelehnt werden, ohne weg zu rutschen?

Aufgabe H3 (Hausiibung, 5 Punkte)

Dies ist eine Fortfiihrung der Préasenziibung 3 aus Blatt 3. Wir verwenden im Folgenden
die gleiche Notation. Die kinetische Energie der Scheibe ist

T = JL° + 3 16° + §ME + M . (6)

Dabei sind I; Konstanten (Triagheitsmomente) und ¢ und 6 wie in P3 auf aus Blatt 3.
Bestimmen Sie die Lagrange-Gleichungen erster Art (wir wollen annehmen, dass kei-
ne externen Krifte wirken). Geben Sie eine Losung fiir den Winkel 6 an und bestim-
men Sie aus den iibrigen Lagrangegleichungen die Lagrange-Multiplikatoren. Indem
Sie die auch die zeitliche Entwicklung von ¢ bestimmen, konnen Sie nun auch die
zeitliche Entwicklung der Zwangskriéfte bestimmen.
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