Ubungen zur Vorlesung im Wintersemester 2015/16
Analytische Mechanik und Spezielle Relativititstheorie

von Domenico Giulini

Blatt 5

Aufgabe P1 (Prisenziibung)

Der Zustand eines mechanisches Systems von f Freiheitsgraden wird durch 2 f Ko-
ordinaten (ql, ceegh gt gt ) charakterisiert. Die Interpretation dieser Koordinaten
spielt fiir das Folgende keine Rolle, aber man kann sich ¢ := (¢!, --¢7) als Para-
meter der rdumlichen Lage (Konfiguration) und ¢ := (¢',--- qf ) als deren zeitliche
Anderungsraten denken.

Gegeben sei ein verallgemeinertes Kraftfeld mit f Komponenten Q,(t,q,¢), 1 < a <
f. Zeigen Sie: Es gibt eine reellwertige Funktion V' (¢, ¢, ¢), so dass fiir jede Kurve

t— (q(t),q(t)) mit ¢(t) := dg(t)/dt gilt
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genau dann, wenn V' die Form hat
V(t,q,4) = Vo(t,q) — Vi(t,q)¢"- (1b)

Aufgabe H1 (Hausiibung, 5 Punkte)

In der Elektrodynamik ist die von einem elektromagnetischen Feld (E ) E) auf eine
Punktladung e ausgeiibte Kraft (Lorentzkraft) gegeben durch

F(t,7,7) = e(E(t,7) + & x B(t,7)) . )

Zeigen Sie, dass diese die Form (1a) hat indem Sie (1b) explizit angeben.
Tipp: Erinnern Sie sich dazu daran, wie das elektromagnetische Feld durch skalar-
und Vektorpotential ausgedriickt werden kann.

Aufgabe P2 (Priasenziibung)

Nach Elimination der Zwangsbedingungen habe die kinetische Energie eines mecha-
nischen Systems von f Freiheitsgraden die Form

T(q,4) = 29a()q"d" 3)

mit einer nicht weiter spezifizierten, von ¢ = (¢',--- ,¢f) abhingenden symmetri-
schen Koeffizientenmatrix g,;. Die potentielle Energie verschwinde identisch.
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Zeigen Sie, dass die Lagrange-Gleichungen 2. Art identisch sind zu

9abd” + (Gabe — 2Gbea) "¢ =0, (4a)

wobei gap ¢ = 0gab/9q°.

Zeigen Sie weiter, dass falls det{g,;} # 0 dies dquivalent ist zu

§* + T84 =0, (4b)

C

mit
gc = %g‘m(—gbc,n + Gnbe + gcb,n) s (4¢)

wobei ¢? die zu g, inversen Matrix ist; d.h. ¢ gy = 0%

Aufgabe H2 (Hausiibung, 5 Punkte)

Ein Teilchen bewege sich reibungsfrei auf der Oberflache einer Kugel vom Radius
R um den Ursprung des R3, auf die es durch nicht weiter spezifizierte Zwagskrifte
gebunden bleibt.

Parametrisieren Sie die Kugeloberflidche durch sphirische Polarwinkel (6, ) und ge-
ben Sie in diesen die kinetische Energie an.

Stellen Sie die Langrange-Gleichung 2. Art fiir den Fall verschwindenden Potentials
auf und zeigen/argumentieren Sie, dass die Losungen genau die GroBkreise sind.

Stellen Sie die Langrange-Gleichung 2. Art fiir den Fall eines Potentials V (Z) = mgz
(homogenes Gravitationsfeld in Richtung der negative z-Achse) auf.

Aufgabe P3 (Prisenziibung)

Eine Masse m sei an einer Feder (Federkonstante k) im homogenen Schwerefeld auf-
gehingt. Wie in der Abbildung gezeigt, besteht die Bewegung der Masse also aus einer
Pendelbewegung und einer longitudinalen Federschwingung.

Bestimmen Sie die generalisierten Koordi-
naten und stellen Sie die Lagrangefunktion
auf.

Leiten sie die Bewegungsgleichungen ab
und interpretieren Sie die auftretenden Ter-
me.

Vy
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Aufgabe H3 (Hausiibung, 5 Punkte)

Eine Masse m; sei durch eine masselose Stange der Linge ! mit einer Masse mo
verbunden. Wihrend mo eine Pendelbewegung im homogenen Schwerefeld ausfiihrt,
kann sich m; wie in der Abbildung dargestellt reibungsfrei bewegen:

Finden Sie die Zwangsbedingungen und klassifizieren Sie diese. Geben Sie weiterhin
generalisierte Koordinaten an. 1 Punkt

Formulieren Sie die Lagrangefunktion. Finden Sie eine generalisierte Koordinate, von
der die Lagrangefunktion nicht abhingt. Geben Sie aufgrund dieser Beobachtung ei-
ne ErhaltungsgroBe an. Hinweis: Benutzen Sie die Lagrange-Gleichungen fiir diese
Koordinate. 2 Punkte

Mit Hilfe des oben bestimmten Erhaltungssatzes, bestimmen Sie die zeitliche Entwick-
lung der oben gefundenen generalisierten Koordinate. Bestimmen Sie schlielich die
zeitliche Entwicklung des Winkels ¢ fiir kleine ¢ (d.h. cos ¢ = 1 und sin ¢ ~ ¢). 2 Punkte
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