Ubungen zur Vorlesung im Wintersemester 2015/16
Analytische Mechanik und Spezielle Relativititstheorie

von Domenico Giulini

Blatt 7

P1 (Prasenziibung)

Diese und die folgende Ubung ist eine Fortsetzung der Ubung H1 von Blatt 2, die uns
bei der analytischen Darstellung von Drehungen sehr niitzlich sein wird.

Wir hatten mit Hilfe der linearen Abbildungen )\, : R? — R3, \,(Z) := &, x 7,
gesehen, dass exp(a®),) eine orthogonale Drehung mit Winkel o := ||@|| um die von
@ erzeugte Achse ist.

Sei nun D € SO(3) eine beliebige Drehung. Zeigen Sie, dass
DX\yD7t = DY\, , (1)

wobei D% die Komponenten von D beziiglich der Standardbasis (orthonormiert
beziiglich standard Skalarprodukt) sind.

Tipp: In Komponenten ist (/\a)bC = 5acb. Schreiben Sie (1) in Komponenten und zeigen
Sie, dass diese dquivalent ist der Gleichung D! D" D" Elmn = Eabe-

Eine allgemeine Drehung D € SO(3) kann durch drei aufeinander folgende Drehun-
gen um die dritte, zweite und wieder Achse mit Winkeln bzw. 1, 8 und ¢ ausgedriickt
werden:

D(g,0,9) = D(€3,¢) - D(€1,0) - D(€3,7) . 2

Diese nennt man die Euler’schen Winkel in der (3-1-3)-Konvention, wobei entweder
©, ¥ € [0, 27| (Endpunkte identifiziert) und 6 € [0, ] (Endpunkte nicht identifiziert),
oder ¢, € [—m,n| (Endpunkte identifiziert) und § € [—m/2, /2] (Endpunkte nicht
identifiziert). Wie benutzen die 2. Konvention.

Zeigen Sie, dass dann
[D(p.0.0)] " = D(=v, ~0, —). 3)

Wir betrachten nun zeitabhidngige Drehungen, nehmen also an, die Euler’schen Winkel
hiingen von ¢ ab.

Wir erinnern uns, dass den Vektor der Winkelgeschwindigkeit, dessen Komponenten
beziiglich der raumfesten und korperfesten Basis gegeben sind durch bzw.

W(t) = =g | D)D) (4a)
C
Wt) = —Leate [D’l(t)D(t)]b . (4b)
C
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Beachte: In der Vorlesung haben wir die Komponenten im korperfesten System mit
einem Hut statt einem Strich gekennzeichnet.

Zeigen Sie: Ist D(t) = D(€é,, a(t)), dann folgt aus D(é,, a(t)) = exp(a(t)\,), dass

Dt)D7(t) = D Y(#)D(t) = a(t)\g . 5

H1 (Hausiibung, 5 Punkte)

Diese Ubung bezieht sich direkt auf P1.

Sei D(t) = D((t),0(t),¥(t)) wie in (2). Zeigen Sie mit Hilfe von (1), dass (die
Argumente ¢ sind hier unterdriickt)

w! écosgo—F@b sin ¢ sin 6

w?| = [6sinp—4 cospsind |, (6a)
w3 ¢ + 1 cos b

W't 0 costp + ¢ sinp sin 6

w?| = [ =6 siny + ¢ cosep sinf | . (6b)
W' 1/}+gbc059

Argumentieren Sie, dass man (6b) nicht eigens berechnen muss, sondern vielmehr aus
(6a) erhalten kann, indem man beriicksichtigt, dass D'D=—-CC 'mitC := D1,
und dann (3) benutzt.

P2 (Prisenziibung)

Wir betrachten die starre Bewegung einer Menge von N Punktteilchen. Die Kom-
ponenten der Ortsvektoren beziiglich eines Inertialsystems heilen wie iiblich Z,,
a=1,---, N.Wie in der Vorlesung setzen wir z, = R+ Ya, WObei R die Koordnina-
ten des Schwerpunks bezeichnet. Es gilt dann U = @ X ., wobei & die Komponenten
der Winkelgeschwindigkeit beziiglich des raumfesten (inertialen) Systems sind.

Zeigen Sie, dass die kinetische Energie des Gesamtsystems gegeben ist durch
T= %M||ﬁ|‘2 + %Iijwiwj = Tyrans + Trot @)

wobei T},qns den translatorischen Anteil (Schwerpunktsbewegung) und 7,.,; den rota-
torischen Anteil (Drehbewegung um den Schwerpunkt) bezeichnet und I;; die Kom-
ponenten des Trigheitstensors. Wiirde die kinetische Energie auch bei jeder anderen
Wabhl des Referenzpunktes R (anders als der Schwerpunkt) in die zwei entsprechenden
Anteile zerfallen?

Ruht der Schwerpunkt im Inertialsystem, so ist die gesamte kinetische Energie rotato-
risch. Dann gilt

T = 3Ljjw'w = I w" 7, (8)
wobei sich die gestrichenen Komponenten auf das korperfeste (nicht inertiale) System
beziehen.
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Die Drehipulskomponenten im raum- und kérperfesten Systems sind J* = I';w7 bzw.
J"" = I"'w". Angenommen es wirken keine duBeren Drehmomente, welche der fol-
genden GroBen sind dann konstant: J¢, J", JJ;, J"J!?

Stellen Sie sich die kinetische Energie 7' : R? — R als Funktion der drei Parameter
& € R3 vor und betrachten Sie die Fliche T := {J € R® : T(J) = E} C R3.
Zeigen Sie, dass dieser ein Ellipsoid mit Halbachsen /2FE/I; ist, wobei I;,i = 1,2, 3
die Eigenwerte der Trigheitsabildung sind. Zeigen Sie weiter, dass der zu & gehorige
Drehimpuls im allgemeinen nicht parallel zu & zeigt, sondern parallel zur Normalen
auf der Tangentialebene an Ty am Punkte ¢J. Machen Sie sich diese Verhilntnisse an
einer Zeichnung klar.

H2 (Hausiibung, 5 Punkte)

Wir betrachten einen starren Korper mit ruhendem Schwerpunkt, dessen Haupt-
trigheitsmomente einfach entartet sind; d.h. es gilt I = I} # I.. Zeigen Sie mit
Hilfe von (6b), dass seine kinetische Energie als Funktion der Eulerwinkel folgende
Form hat: . _

T = 3I7(0% +sin® 0 $*) + 2 I5(Y) + cos 0 ). )

Stellen Sie damit fiir den Fall fehlender duBerer Krifte (keine Drehmomente), d.h. L =
T, die Euler-Lagrange-Gleichungen auf. Da L von ¢ und ¢ unabhéngig ist (sogenannte
,Zyklische Koordinaten®), konnen Sie sofort zwei damit assoziierte erhaltene Grofen
angeben. Wie lauten diese und was ist ihre Bedeutung? Wie viele erhaltende Gréen
gibt es insgesamt in diesem Bewegungsproblem.

H3 (Hausiibung, S Punkte)

Behandelt man die Erde als starren Korper mit einfach entarteten Haupttrigheitsmo-
menten I; = I, # I’ und nehmen an, auf sie wirke von auBen kein Drehmoment (was
natiirlich nicht stimmt - warum nicht?), dann wissen wir aus der Vorlesung (Integrati-
on der Euler-Gleichungen fiir diesen Fall), dass im korperfesten System der Vektor der
Winkelgeschwindigkeit um die Figurenachse (= Eigenrichtung zum nicht-ausgearteten
Haupttriagheitsmoment) prizediert, und zwar mit Winkelgeschwindigkeit

! !
_.nl—h

A T

(10)
Schiitzen Sie Sie diesen fiir die Erde ab, indem Sie den Quotienten (15 — I7)/I] unter
der (stark idealisierenden) Annahme berechnen, dass die Erde ein abgeplatteter Ro-

tationsellipsoid konstanter Dichte sei mit Aquatorradius 6.378.137 m und Polradius
6.356.752m.

Zeigen Sie dazu zunichst allgemein, dass die Haupttrigheitsmomente eines Ellipsoids
(r1/a1)? + (x2/a2)? + (x3/a3)® < 1 mit Halbachsen a; und ridumlich homogen
verteilter Masse M gegeben sind durch

I=1(a?+a})M  (i,j,k zyKlisch). an
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Ubrigens: Der Punkt, an dem die Figurenachse die Erdoberfliche durchstoBt heiBt geo-
metrischer Nordpol und der Punkt, an dem der vom Vektor der Winkelgeschwindigkeit
erzeugte positive Halbstrahl die Erdoberfliche durchsto8t kinematischer Nordpol. Der
kinematische Nordpool wandert also mit einer bestimmten Periode um den geometri-
schen Nordpol auf der so genannten Polhodie.
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