Ubungen zur Vorlesung im Wintersemester 2015/16
Analytische Mechanik und Spezielle Relativiétstheorie

von Domenico Giulini

Blatt 8

Aufgabe P1 (Piasenziibung)

Ein ideal bigsames Seil von konstanter Masse pro Langbeiijn und Langel hange
frei, nur mit seinen Enden an den Punk@&n= (z,y1,21) und s = (x2,y2, 22)
befestigt, in homogenen Gravitationsfgjd= —ges. (Damit dies moglich ist, muss
natlrlich |71 — Z2|| < ¢ sein.) Dabei beschreibt das Seil eine Kuf¥e, \2] >—
#(A\) € R3, parametriesiert durch einen nicht weiter spezifiziertanameter\ mit
Z(A12) = Z1,2, die es zu bestimmen gilt. Dazu soll das Prinzip angeweneeden,
dass die Kurve so sein wird, dass Sie ihre potentielle Eaa@ngiGravitationsfeld (bei
fest gehaltenen Endpunkten und fester Lange) minimiert.

Zeigen Sie, dass die Potentielle Energie bis auf eine addibnstante gegeben ist

durch
A2

Epot = g A dx 2\ Va2 (A) + 92 (N) + 22(N). (1)

wobei ein Punkt die Ableitung nachbezeichnet.

Zeigen Sie mit Hilfe der Euler-Lagrange Gleichnungen fiérzy/klischen Variablen:
undy, dass die Kurve in einer zury-Ebene senkrechten Ebene verlauft.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kbnnen Sie alsolanga, die Kurve verlaufe

in derzz-Ebene. Schreiben Sie dann (1) um, indem:Sa¢s Parameter, d.h.— z(x)

als Darstellung der Kurve verwenden. Statt der Euler-LrggeGleichung fur:(x)
stellen Sie gleich den Erhaltungssatz auf, der aus dercFagalgt, dass die Lagrange-
Funktion nicht explizit vorx abhangt. und finden Sie daraus die Losung fur ein Seil der
Lange/ durch die Punktéxy, z;) = (0,0) und (x2, 22) = (x4, 2«). (Das ist elementar
moglich und die Kurve werden/sollten Sie erkennen.)

Aufgabe H1 (Hauslibung, 5 Punkte)

Ahnlich wie in Aufgabe P1 betrachte man eine Kug\) zwischen den Punkten
Z(A1,2) = #1,2 Im Raum mit homogenen Gravitationsfejd= —ge’,. Wir stellen uns
diesmal vor, entlang dieser Kurve kdnne ein Masssenpunlgymachs infolge der
Einwirkung des Gravitationsfeldes reibungsfrei gleiteopei natirlichz; > 29 sein
soll. Wir fragen uns, wie die Kurve geformt sein muss, darigt£kit, die die Masse
fur diesen Gleitvorgang voi; nachz, benotigt, moglichst klein wird.

Zeigen Sie: Lasst man die Masse bigimit der Geschwindigkeit’(t = 0) = 0 los, 1 Punkt
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dann ist die Zeit, nach der die Masgg entlang der Kurver()\) erreicht, gegeben

durch
R 2(\) + 92 (\) + 22(N)
= 29 /,\1 i\ \/ 21— 2(A) ' @

Tipp: EsistT = [ dt. Aberdt = ds/v, wobeids = d\/2(\) + 72(\) + 22(\) das
Differential der Bogeriinge entlang der Kurve ist unddie Geschwindigkeit, mit der
die Masse die Kurve an der betreffenden Stelle déudhl Letztere ist aber durch den
Energiesatz als Funktion des Ortes sofort bestimmbar.

Zeigen Sie wieder mit Hilfe der Euler-Lagrange-Gleichum{ji die zyklischen Varia- 1 Punkt
blenx undy, dass die Losungskurve in einer Ebene senkrechigtiEbene verlauft.

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit konnen Sie also eviadnehmen, die Kurve

verlaufe in derzx-Ebene. Schreiben Sie dann (2) wieder um, indemeQils Parame- 1 Punkt
ter, d.h.z — z(z) als Darstellung der Kurve verwenden. Stellen Sie den Hrhgli- 1 Punkt
satz auf, der aus der Tatsache folgt, dass die Lagrangeigunkcht explizit vonz

abhangt. Finden Sie damit die optimale Kurve kiirzestéz&iazwischen den Punkten 1 Punkt
(x1,21) = (0,0) und(z2, 22) = (x4, z« < 0) (Tipp: Siehe unten). Zeigen Sie, dass fur 1 Punkt
x9 > —zm/2 die Kurve zum Teil unterhalb, fallt. Wie erklaren Sie sich das?

Tipp: Es ist @ir die Integration @instig, die Substitution = —ro(1 — cosp) =
—2rg sin?(¢/2) vorzunehmen.

Aufgabe P2 (Piasenziibung)

In der Vorlesung wurden die Euler'schen Gleichungen daftédreien Kreisels disku-
tiert:

L) = Whwi(Ih - 1Y) , (3a)
Il = whes (1, — 1), (30)
Lywy = wiwh(I] — 1Y) (3c)

Dabei sind die gestrichenen Komponenten der Winkelgesuatigkeit auf die kdrper-
feste orthonormierte Basis bezogen, die darliberhinauges@hlt ist, dass sie die
Tragkeitsabbildung diagonalisiert mit EigenwerténI; und I5, die wir als paarwei-
se verschieden (unsymmetrischer Kreisel) voraussetzemm#¢hen keine Annhame
daruiber, welche dieser drei Eigenwerte der grofite,emitiind kleinste ist.

Wir betrachten die Bewegung um die erste Haupttraghéissgcalsow’! =: p =
konst. undw? = w™ = 0. Wir fragen, ob diese Bewegung stabil ist. Dazu betachten
wir Bewegungen in der Nahe, fur die also gilt

W(t) = p+ Ap(t), (4a)
WA (t) = Aqlt), (4b)
W?(t) = Ar(t). (4c)

Setzen Sie dies in die Euler Gleichungen ein und vernagiks Sie alle Potenzen in
Ap, Aqg und Ar jenseits der ersten (d.h. Sie linearisieren die EulergBlaigen).
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Zeigen Sie, dass die linearisierten Euler-Gleichungeg(t) =: k = konst. fihren
und zu Ag := dAq/dt etc.)

. -1
Ag = 31/ Ly Ar, (5a)
2

Ar = _ pAq. (5b)

Aufgabe H2 (Hauslibung, 5 Punkte)

Diskutieren Sie das System (5) firr die drei Falle volisiger Entartung (Fall 1f; =

I, = I3), teilweiser Entartung (Fall 2a; = I, # I und Fall 2b:I] # I} = I3)

und keiner Entartung (Fall 3: All&/ paarweise verschieden), wobei im Fall 3 keine
Annahme darlber gemacht wird, welche der Eigenwerte dendte, mittlere und

grofite ist. Losen Sie die Differentialgleichungen ingedeinzelnen Fall und nennen 2 Punkte
Sie alle Moglichkeiten nicht-beschrankter Losungesdd osungen, die fit — oo

nicht beschrankt bleiben). Beweisen Sie damit insbesenden Satz fur Fall 3, dass 1 Punkt
Drehungen um die Hauptachsen mit groRtem und kleinsteaghBitsmoment stabil,

um die mittlere Hauptachse jedoch instabil sind.

Tipp: Im Fall 2b knnen Sig5) komplex zusammenfassen. Fall 3 entkoppeln Sie (5)
durch nochmaliges Differenzieren. Bedenken Sie: Die dahaltenen allgemeinen
Losungen der Differentialgleichungen 2. Ordundigsen aber auch den ursprgli-
chen Gleichungen erster Ordung geen.

Diskutieren Sie das so erhaltene Ergebnis in Zusammenhidtndem bereits in der 2 Punkte
Vorlesung besprochenen Gleichungen

J2 — (J/1)2 + (JIQ)Z + (J/3)27 (63.)
B (,]’1)2 (J’2)2 (,]’3)2
Eo= 214 * 21} * 21 (6b)

und den im Anhang gezeigten Bildern, die die moglichen &ttumven der Sphare
(6a) mit dem Ellipsoid (6b) inR? der drei Komponented’ zeigen. Ordnen Sie je ein
horizontales Bildpaar einer Drehung um einer der Hauptackaelcher?) zu.

Aufgabe H3 (Hauslibung, 5 Punkte)

Zeigen Sie mit Hilfe der Euler-Gleichungen allgemein, ddisBewegungen des frei-
en Kreisels mit zeitunabhangigen Komponenténgenau die um die Haupttragheits-
achsen sind.
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Anhang: Bilder zu Aufgabe H1
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