Ubungen zur Vorlesung im Wintersemester 2017/18
Analytische Mechanik und Spezielle Relativititstheorie

von Domenico Giulini

Blatt 3

Aufgabe P1 (Priasenziibung)

In dieser Prisenziibung und der zugehorigen Hausiibung H1 soll der freien Fall von
der Spitze des Bremer Fallturms (siehe linkes Bild) diskutiert werden.

Beschreiben Sie dazu den Fall in einem mitbewegten Koordinatensystem gemal Glei-
chung (14) des Anhangs, die in der Vorlesung abgeleitet wurde. Setzen Sie darin die
trige Masse m; = m = schwere Masse. Ferner seien die beschleunigte Bewegung
der Erde um die Sonne und die Zeitabhidngigkeit ihrer Winkelgeschwindigkeit (z.B.
Polschwankungen) vernachléssigt, nicht jedoch der Zentrifugalterm.

Machen Sie sich zunichst klar, dass die auf der Erde gemessene Fallbeschleunigung
g7 bereits die Summe aus dem gravitativen Anteil und dem Zentrifugalterm ist. Die
Oberfliche des Geoids ist daher auch keine runde Sphire sondern entlang der Polachse
abgeplattet, so dass 97 senkrecht auf dessen Oberfldche steht.

Fiihren Sie das auf der Erde mitbewegte, orthonormierte Achsensystem so wie im
rechten Bild gezeigt ein, wobei Sie die Koordinaten der 1’,2" und 3’ Richtung mit
z’,y und 2’ bezeichnen. Die geographische Breite sei ¢ (s. Bild). Der Betrag des
Vektors der Winkelgeschwindigkeit heifle w, der Betrag der Summe aus gravitations-
und Zentrifugalbeschleunigung g..

Zeigen Sie dann, dass die Bewegungsgleichungen (14) dquivalent sind zu

z' = 2wsin(p)y', (la)
y = —2wsin(p) &’ — 2w cos(y) 2’ (1b)
2 = —gy + 2wcos(p) Y . (Ic)
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Verifizieren Sie den Energiesatz

d >
p <5|ac’||2 +g*z/> =0. @)

In der Regel ist die Energie in einem beschleunigten Bezugssystem nicht erhalten,
warum also hier?

Aufgabe H1 (Hausiibung, 5 Punkte)

Integrieren Sie das System (1) fiir die Anfangsbedingungen 2/(0) = '(0) = 0,

2/(0) = h > 0 und 7/ (t = 0) = 0. [Tipp: Zur Entkoppelung konnen Sie zuerst (1a)
und (Ic) je einmal direkt integrieren und das Ergebnis in (1b) einsetzen. Die allge-
meine Losung fiir 3y der so erhaltenen linear-inhomogenen Gleichung bekommen Sie
nach dem Prinzip: ,,allgemeine lineare plus partikuldre Losung. Nachdem Sie diese
erhalten haben setzen Sie sie zuriick in (1a) und (1c) ein und erhalten auch fiir 2’ und
2 die Losung.]

Mit ,,Ost-“ und ,,Stidablenkung bezeichnet man auf der noérdlichen Hemisphire den
Versatz des Aufschlagpunktes auf dem Boden in 6stlicher bzw. siidlicher Richtung re-
lativ zum Abwurfpunkt. Berechnen Sie diese fiir die Gegebenheiten des Bremer Fall-
turms: Hohe 146 m, geographische Breite ¢ = 53° 4’ 30”. Wie verhiilt es sich bei ei-
nem freien Fall, bei dem der Korper anfinglich vom Erdboden aus mit einem Katapult
senkrecht zur Erdoberfliche nach oben geschossen wird? (Ein solches Katapult ist im
Bremer Fallturm eingebaut, womit die Freifallzeit auf knapp 10 Sekunden verdoppelt
werden kann.)

Aufgabe P2 (Prisenziibung)

Eine Punktmasse bewege sich unter Einfluss eines dufleren Kraftfeldes ﬁ(t,:ﬁ', ).
Dabei wird es durch eine holonom-skleronome Zwangsbedingung auf die Flidche
Y= {Z € R3: f(¥) = 0} gezwungen.

Zeigen Sie: Bewegt sich das Teilchen im Einklang mit den Bewegungsgleichungen am
Ort ¢ € ¥ mit der Geschwindigkeit ¢ tangential zu ¥, so iibt es dort eine Kraft auf die
Flache aus, die gegeben ist durch:

= 6]‘(6]’ . ﬁ) + mvavbfﬂb

—Z(4,7) = A . 3
- NG . )

Dabei steht £, abkiirzend fiir 9% f /9x*0x®. [Tipp: Benutzen Sie, dass entlang einer
Losungskurve Z(t) fiir alle ¢ gilt f(Z(¢)) = 0. Differenzieren nach t ergibt weitere
Identitdten.] Konnen Sie das Ergebnis (3) auf holonom-rheonome Zwangsbedingun-
gen verallgemeinern?
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Aufgabe H2 (Hausiibung, 5 Punkte)

Ein Auto fahre mit konstanter Geschwindigkeit v’ in radialer Richtung auf einer hori-
zontalen Kreisscheibe in Richtung wachsender Radien. Die Kreisscheibe dreht sich mit
konstanter Winkelgeschwindigkeit vom Betrag w um die Achse senkrecht zur Schei-
benebene durch den Mittelpunkt relativ zu einem Inertialsystem.

Bestimmen Sie Richtung und Betrag der zur Scheibenebene parallelen Komponente
der auf das Auto wirkenden Gesamtkraft.

Sei p der Haftreibungskoeffizient zwischen Reifen und Scheibe. Oberhalb eines kriti-
schen Radius’ r, wird das Auto ins Rutschen kommen, und zwar in einer Richtung,
die mit der radialen Richtung den Winkel « bildet.

Leiten Sie zwei Formel ab, die r, und sin(«) als Funktion von w, v, g (Erdbeschleuni-
gung) und y ausdriicken. Berechnen Sie diese GroBen fiir w = 27 /min, v = 80 km/h
und ¢ = 0, 7 (Gummi-Asphalt).

Aufgabe P3 (Prisenziibung)

Ein scharfkantiges Rad mit Radius R rollt ohne Schlupf und ohne Neigung (d.h. seine
Achse ist stets parallel zur Ebene) iiber die xy-Ebene. Sei (£, ) der Beriihrpunkt des
Rades mit der zy-Ebene, 6 der Winkel, unter dem die Schnittgerade zwischen Rad-
und xy-Ebene die x-Achse schneidet und ¢ der Rollwinkel des Rades, gezéhlt von
einer beliebigen Anfangskonfiguration.

Argumentieren Sie anschaulich, dass jedes Werte-Quadrupel (£,7, 0, p) € R? x S x
S1 eine mogliche Konfiguration des Systems beschreibt und dass umgekehrt diese
Zuordnung eindeutig ist. Wie wiirden Sie beispielweise vorgehen, um aus einer beste-
henden Konfiguration (£, 7, 0, ¢) eine anderen zu erzeugen, die sich nur um den Wert
von ¢ unterscheidet?

Zeigen Sie, dass die Bedingung des schlupflosen Rollens dquivalent ist den Bedingun-
gen
hi :=d§ — Rcos(f)dp = 0, (4a)
hg :=dn — Rsin(f)de = 0. (4b)

Aufgabe H3 (Hausiibung, 5 Punkte)

Beweisen Sie auf drei Weisen, dass die Bedingungen (4) anholonom sind.

1. Beweis: Es ist nichts zu zeigen, da die Behauptung aus der evidenten Tatsache folgt
(wie genau?), dass jedes Werte-Quadrupel (£, 7,0, ¢) € R? x St x S moglich ist.

2. Beweis: Elementares Nachrechnen eines Widerspruchs. Gibe es eine reellwertige
Funktion f(&, 7,0, ¢), deren nicht identisch verschwindendes Differential verschwin-
det, sobald (4) erfiillt ist, so miisste diese Funktion konstant sein, das Differential ent-
gegen der Annahme also doch identisch verschwinden. [Tipp: Nehmen Sie das Diffe-
rential df von f, eliminieren Sie darin d€ und dn durch (4) und zeigen Sie mit Hilfe
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der Unabhéngigkeit der verbleibenden Differentiale df und dip, dass ein Verschwinden
von df den besagten Widersprich liefert.]

3. Beweis: Benutzen Sie das Frobenius’sche Theorem, geméfl dem die Holonomizitét
von (4) dquivalent ist zu (A ist das duBBere Produkt von Differentialformen):

dhi ANhi ANhg =0 und dho ANh1 ANhy =0. 5

Anhang: Wiederholung aus der Vorlesung

Sei (M, V,+, 7, h) eine Newton-Galilei Raumzeit und K := (o, {eo, €1, €2, 3}) eine
angepasste Basis (d.h. 7(eg) = 1, 7(e,) = 0 fiira € {1,2,3} und h(eq, €p) = dgp fiir
a,b € {1,2,3}). Sei {#°,0',02, 03} die Dualbasis zu {eg, €1, €2, €3 }. Dann sind durch
die affine Basis affine Koordinatenfunktionen z® : M — R definiert durch z*(p) :=
6%(p — o). Wir nennen z" eine affine oder inertiale Zeit- und 7 := {x', 2% 23} affine
oder inertiale Raumkoordinaten.

Neben K fiihrten wir in der Vorlesung noch eine einparametrige Schar K'(t) :=
(0'(t), {ep(t), €1 (t), €5(t), €5(t)}) weiterer angepasster affiner Basen ein, die wir hier
durch einen Strich statt — wie in der Vorlesung — durch einen Hut kennzeichnen wol-
len. Diese Basen hingen vom Punkt p € M ab, aber nur durch die bereits eingefiihrte
Koordinatenfunktion ¢ := 2°. Entlang der Aquivalenzklassen [p] = p + Ker(7) sind
diese also konstant.

Die Relativgeschwindigkeit v von K’ beziiglich K ist die Projektion von e{, parallel
zu eg auf Ker(7), also v(t) = P, (e)(t)) = e, —eoT(efy) = ef) — eo. Die ,rdumlichen*
(d.h. in Ker(7) liegenden) Basisvektoren sind durch eine zeitabhingige SO(3)-Matrix
{D%,(t)} miteinander verbunden. Also gilt
€o(t) = eo+u(t) = eo + v (t)ea, (6a)
ep(t) = D%(t) eq - (6b)

Fiir die Dualbasen impliziert das
0°(t) = 0° (7a)
0" (t) [ ()], (0" = * () 6°) (7b)
so dass 0'“(e};) = d. AuBerdem gilt fiir den Ursprung von K"

o'(t) = o+teg + b2 (t)e, mit b = v, (8)
Damit sind die von ¢ abhiingigen Koordinatenfunktion in K’ gegeben durch

“(p) = 0"t

o~ 0'(1)) = 0 — 0 — teo — 1" ()ea) =2°() ~ 1, )
“ () = 0" (1)
(
(

p—0o 1)
(0" = (D6°) (b — 0 — teo — b (1)ea)
>m(<>1ﬂmw®—ﬂ—w@) (9b)

X
X
= [D7\(t
= D¢
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Aufgelost nach den ungestrichen (inertialen) Koordinaten hat man

.%'0

2 (p) +1, (10a)
Do ()" (p) +v2(1)2" (p) + b2(1) . (10b)

)

)
z%(p)

Sei nun v : R — M eine durch ¢ parametrisierte Kurve in M, dann ist x®(t) :=
%o v(t) = (t,Z(t)) und 2'*(t) := 2’ o y(t) = (0,7 (¢)). Somit wird aus (10b)

—

Z(t) = D) (t) + b(t). (11)

Zweimaliges Differenzieren nach ¢ berechnet man unter Benutzung der antisymmetri-
schen linearen Abbildung

Qt) = Qe () @0°(t)  mit Q) =: [D~H(t)D()]%, (12a)
= 0% (e, @ 6° mit Q% (t) =: [D(t)D~1(t)]%,, (12b)

sowie den ihr zugeordneten Vektor
w(t) =W (t)e,(t) = w(t)e, mit W= —%eabcﬂgc, w = —%5“1’591,0. (13)

Dann hat man némlich fiir jedes zeitabhéingige Tupel y/(t), dass (Dy') = Dy’ + Dy_;
wobei Dy’ = DD~ Dy’ = Q(Dy') = & x (Dy') = DJ' x (Dy') = D(w' x ¢/).
Also ist (Dy/) = D(y_; + W' x y). Zweimaliges Anwenden, Multiplizieren mit m;

(triiger Masse) und auflésen nach z’ ergibt:

mt;’ (t)=F' duBere Kraft
—my b_; (t) tanslatorische Trigheitskraft
— 2my W' x 3;’ Coriolis-Kraft
—my W X (W x T Zentrifugal-Kraft
— my o X @ Euler-Kraft . (14)

wobei wir noch 'mTa.? — F = DF' und b_; - Db gestzt haben. Beachte, dass ein
Pfeil immer fiir das 3-Tupel der Komponenten steht, und dass der Strich andeutet,
dass sich die Komponenten auf die Basis {¢], e, ¢5} beziehen. Beachte insbesonde-
re, dass w = w, = w'%) € Ker(r) die Winkelgeschwindigkeit von {€/, e}, e5}
relativ zu {ej,e9,e3} bezeichnet, so dass sowohl die Komponenten & beziiglich
{e1,ea,e3} als auch die Komponenten ' beziiglich {e}, e}, s} diese Winkelge-
schwindigkeit reprisentieren (und nicht etwa W die umgekehrte Winkelgeschwindig-
keit von {ey, ez, eg} relativ zu {€], €, €5}, die das umgekehrte Vorzeichen hat).
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