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Aufgabe 1

In der duBeren Schwarzschildgeometrie (m := GM/ c?)

2m dr? .
g= (1 _R> Czdtz—@—rz(dez+S1nzed@2) (l)
T
betrachte man eine zeitartige Geoditische x"(t) mit r(t) = R = konst. und

0(t) = 7/2 (entsprechend Kreisbahnen um das Objekt). Zeigen Sie, dass fiir diese
das 3. Kepler’sche Gesetz in der gewohnten Form gilt:

3 (de ? 2
R°- | — ] =mc"=GM. 2
( dt> (2)
[Tipp: Geoddten der genannten Art geniigen der Bedingung, dass die Langrange-
Funktion zum Energiefunktional verschwindende v-Ableitung bei + = R hat
(warum?).]

Zeigen Sie weiter, dass entlang dieser Geodétischen das Verhiltnis von Koordinaten-
zu Eigenzeit gegeben ist durch

; dt 3m

ti=—=4/1T—— 3
e R 3)

so dass das 3. Kepler’sche Gesetz, sofern es auf die Umlauffrequenz beziiglich der

Eigenzeit 7 statt der Koordinatenzeit t (differentialgeometrisch die ,,Killing-Zeit*) be-

zogen wird, die ungewohnliche Form erhilt (¢ := de/dT):

mc
R} . @2 = . (4)

Aufgabe 2

Entlang der in Aufgabe 1 beschriebenen Geoditischen wird ein Vektorfeld S*(t) par-
allel verschoben; d.h. es gilt:

SH 4+ TSP = 0. Q)

Da sich bei Parallelverschiebung das Skalarprodukt zwischen S und der Viererge-
schwindigkeit x nicht @ndert (warum nicht?), ist es konsistent, anzunehmen, dass S
senkrecht zu x sei; tun Sie das! Wihlen Sie dariiberhinaus die Anfangsbedingung so,
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dass der Vektor anfangs auch eine verschwindende Komponente in 8-Richtung hat und
zeigen Sie dann mit Hilfe von (5), dass dies entlang der Bahn so bleibt. Stellen Sie nun
gemif (5) und (1) die Differentialgeichung fiir die Komponenten S* auf und integrie-
ren Sie diese. Zeigen Sie, dass der Vektor S in der zu % und 9g senkrechten zweidi-
mensionalen raumartigen Ebene mit der kosnstanten Winkelgeschwindigkeit (bezogen
auf die Eigenzeit)
3m

Q=w-4/1— R ©6)
entgegen der Orientierung der Bahndrehung rotiert, und dass er nach einem vollen
Bahnumlauf um den Winkel

3m
A(p:27rl1— 1—R] 7

im Sinne der Bahndrehung verdreht zuriickkommt.

Aufgabe 3

Betrachten Sie eine nicht notwendig inertiale Bewegung eines Objekts im Bereich
0 < v < 2m der Metrik (1) und zeigen Sie, dass diese die Singularitit r = 0 nach
einer Eigenzeit trifft, die echt kleiner ist als

T ="". @®)

c

Wie viel Zeit verbleibt Ihnen also héchstens nach Passieren des Horizonts eines su-
permassiven schwarzen Lochs von 4 Millionen Sonnenmassen (vergleichbar dem im
Zentrum der Milchstrafle)?

[Tipp: Gehen sie aus von der fiir jede zeitartige Bewegung giiltigen Gleichung
gaﬁx“xﬁ = c2. Schreiben Sie diese Bedingung fiir die Metrik (1) im Bereich v < 2m
an und leiten Sie daraus ab, dass v echt grifer ist als c* ((T‘/ 2m) — 1).]

Aufgabe 4

Nehmen Sie als stark vereinfachtes Modell eines Neutronensterns eine Kugel vom Ra-
dius R = 12km und einer Masse M von 1,5 Sonnenmassen an, die homogen mit
Neutronen gefiillt ist, von denen jedes eine nukleare Bindungsenergie von 16 MeV
besitzt. Schitzen Sie damit das Verhiltnis der gesamten gravitativen Bindungsener-
gie (berechnet nach der Newton’schen Gravitationstheorie) zur gesamten nuklearen
Bindungsenergie ab sowie das Verhiltnis beider zu Mc?. Zeigen Sie dazu zunichst
allgemein, dass es bei vorgegebener Massendichte p und vorgegebenem Radius R eine
kritische Masse My, gibt, oberhalb der die (mit M2 anwachsende) gravitative Bin-
dungsenergie die (nur linear in M wachsende) nukleare Bindungsenergie iiberwiegt.
Diese ist von der Groenordnung

1 ¢ 3/2
Mg ~ p~ /2. <GmN> ) 9)

wobei ¢ die Bindungsenergie pro Nukleon ist und my die Masse des Neutrons.
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