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Aufgabe 1

Gemil Vorlesung ist die im linearisierten Gravitationsfeld h,,, quadratische Lagran-
gedichte gegeben durch
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Die quadratische Wirkung Sg) ergibt sich daraus durch Integration mit dem Mal
dx dt = ld'x.

Machen Sie sich klar, dass die physikalischen Einheiten stimmen und dass auch das
Vorzeichen richtig gewihlt ist (positive , kinetische Energie™).

Zeigen Sie, dass
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wobei Ggé der linearisierte Einstein-tensor ist. Driicken Sie letzteren auch durch das
Hilfsfeld ﬁ“ﬁ = hyp — %n(xﬁh aus.

Berechnen Sie schileBlich aus (1) den Energie-Ipulstensor des linearisierten Gravitati-
onsfeldes nach der (sogenannten , kanonischen) Vorschrift
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Bestimmen Sie damit die die Energiedichte und Energiestromdichte einer ebenen Gra-

vitationswelle in z-Richtung (s. Vorlesung).

Aufgabe 2

Die Metrik der Raum-Zeit habe die Form
ds? = ¢? dt? — f2(t,z) dx? — ¢?(t, z) dy? — dz?. @

Welche Gleichungen miissen die Funktionen f und g erfiillen, damit diese Metrik
die (exakten!) Einsteingleichungen ohne Materie und ohne kosmologische Konstan-
te erfiillt. Gibt es physikalisch interessante Losungen?
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Aufgabe 3

Die gravitative Abstrahlungsleistung eines um den Mittelpunkt mit konstanter Win-
kelgeschwindigkeit w rotierenden Stabes (dessen Querdimension gegeniiber seiner
Langsdimension vernachlissigt werden kann) ist gegeben durch
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Dabei ist I’ das konstante Trigheitsmoment im korperfesten Bezugssystem bei
Drehungen um eine zur Stabachse senkrechte Achse durch den Mittelpunkt. Das
Tragheitsmoment bei Drehung um die Léngsachse sei vernachléssigbar.

Geben Sie I’ als Funktion der (homogenen) Massendichte p des Stabmaterials, des
konstanten Stabquerschnitts q und seiner Linge L an. Berechnen Sie die maximale im
Stab auftretende Lingsspannung o, ebenfalls als Funktion dieser Groflen. Zeigen
Sie schlieBlich, dass bei Vorgabe einer maximalen Spannung die Abstrahlungsleistung

durch 5 3
2024 G q°o
P < . max 6

GW = 45 C5 p ( )

nach oben beschrinkt ist. Wie interpretieren Sie das Auftreten von p im Nenner, was ja
heif3t, dass groBere Ausbeuten mit spezifisch leichteren Materialien zu erzielen sind?

Wie wir in der Vorlesung sehen werden, ist die h-Amplitude, die parallel zur Rotati-
onsachse abgestrahlt wird, gegeben durch der Gleichung
4G 1 ML’

METE T
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wobei M = gqLp die Gesamtmasse des Stabes ist. Zeigen Sie, dass diese beschriankt
ist durch

®)

Interessanterweise hingt dieser Ausdruck nicht von p ab. Denken Sie sich Zahlenbei-
spiele aus. Fiir Stahl ist p¥* = 7,85 g/cm3, 0% = 2100 N/mm? und fiir Glasfaser

max

pdst = 2/5g/cm3, 9= = 4800 N/mm?. Welche maximalen Geschwindigkeiten

max

erreichen die Stabenden? Finden Sie effektivere Materialien?

Aufgabe 4

Im Krebsnebel befindet sich als Uberrest der Supernova SN 1054 der Pulsar
PSR 0531+21. Sein Abstand zu uns betrigt etwa 2000 pc ~ 6500 Lichtjahre und sei-
ne Pulsperiode ist T = 3,38 - 1072 5. Diese vergroBert sich aufgrund Energieverlusts
gemal

T=4,2.-107"3. )

Nehmen Sie zunichst an, der Pulsar sei eine homogene Kugel vom Radius 15 Km mit
einer Masse von 1,5 Sonnenmassen. Wie grof ist dann gemaB (9) die zeitliche Ande-
rungsrate E,, der Rotationsenergie? Welche Elliptizitit ¢ miisste ein starrer Korper
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gleichen Trigheitsmomentes besitzen, damit er bei gleicher Rotationsperiode die ent-
sprechende Leistung an Gravitationswellen abstrahlt? Welche Gravitationswellenam-
plitude bzw. relative Langendnderung Af/{ wiirde man dann auf der Erder erwarten?

Verfeinern Sie nun das Modell etwas, in dem Sie annehmen, der Pulsar sei ein Voll-
Ellipsoid mit Halbachsen a, b und c,

2 2 2

X y z
2 + b2 + P <T, 10)
wobei ¢ = aund b = a+ da mit |da] < a. Berechnen Sie die Trigheitsmomente um
die x, y und z-Achse (Haupttriagheitsachsen) und setzen Sie die Elliptizitit gleich der
oben abgeschitzten. Welchen Hohenunterschied da miisste demnach die Oberfliche

des Pulsars entlang seines Aquators aufweisen? Halten Sie diese fiir realistisch?

Aufgabe 5

In Bezug auf den Krebsnebel ist es wahrscheinlich, dass sein Energieverlust wesentlich
auf magnetische Dipolstrahlung zuriickzufiihren ist. Fiir diese ist E,, oc w?. Zeigen
Sie: Gilt allgemein E,, o w™, dann ist

TT

Wie konnte man also im Prinzip (leider bisher nicht praktisch) durch Beobachtung
am System zwischen dem Energieverlust in magnetische Dipolstrahlung und dem in
gravitative Quadrupolstrahlung unterscheiden?
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