Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 3

Aufgabe 1

Das Bild zeigt eine Torusfliche, dessen Mittelkreis wir uns als Kreis vom Radius R
in der xy-Ebene um den Ursprung denken. Die Torusfliche besteht dann in einem
Schlauch vom Radius v < R um den Mittelkreis. Sie wird durch zwei Winkelkoor-
dinaten x! = t (Langengrad) und x2 = P (Breitengrad) parametrisiert, so dass (wir
schreiben, der Vorlesung folgend, Z statt X):

cost cost (R+Trcosp)cost
Z(t,p) =R | sint | +rcosp | sint | +rsinpe, = [ (R+rcosp)sint (1)
0 0 Tsinp

Berechnen Sie die Matrix der ersten Fundamentalform (Metrik) gemif:
gab = Za * Zp - (2)

Wie grof} ist der Flacheninhalt der Torusfliche?

Zeigen Sie, dass die Flichennormale gegeben ist durch

cosp cost
n=|cospsint | . 3)
sinp

Berechnen Sie daraus die Matrix LY der Weingarten-Abbildung, indem Sie folgende
Gleichung aus der Vorlesung benutzen (wie immer ist 1, := 01/0x%):

g =102%,. 4)
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Da diese bereits in Diagonalform ist, konnen Sie die Eigenwerte der Weingarten-
Abbildung einfach ablesen. Zeigen Sie damit, dass die Gauf3’sche Kriimmung der To-
rusflache gegeben ist durch

cosp 1

K(t,p) = —2P__
(tp) R+rcosp

)

Was ergibt die Integration der Gauf3’schen Kriimmung iiber die gesamte Torusflache?

Aufgabe 2

Allgemein hingen die Tangentialvektorfelder Z, := 0Z/0x® an die durch die Einbet-
tung Z(x', x?) charakterisierte Fliche von der Wahl der Parameter (x',x?) ab. Zeigen
Sie: Sind ) .

- ox¢ 0x

hm e und = o ©)

die Jacobi-Matrizen der Transformation

(x,x%) = (*T(x!,x%), %2 (xT, %)) (7
bzw. ihrer Inversen, so ist

R JR(x) (8a)
T ). (8b)

Aufgabe 3

Zeigen Sie, dass unter dem in Aufgabe 2 diskutierten Parameterwechsel die 2. Ablei-
tungen der Funktion Z wie folgt transformieren

Za5(X) = Zan () JE (R (X) + Ze(x)]55(%) ©)
wobei .
oJ¢ 0°x*¢
e = Ja _ O (10)
@ dxb  0x%0xb
Benutzen sie nun die Kqp und 'S, definierende Gleichung aus der Vorlesung,
Zab = KapT + TgpZe (11)

um folgende Transformationsformeln fiir die Koeffizientenfunktionen abzuleiten (wir
unterdriicken die Argumente x bzw X, die sinngemif} wie in (8) anzuschreiben wiren):

Kap =Kav J3 T2, (12)
und
P =TeTS TR + TS (13a)
=76 (T — J5T2 ) J2TE. (13b)
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Dabei besteht der Schritt von (13a) nach (13b) lediglich in einem Unschreiben des
Inhomogenititsterms.

Sei p ein Punkt der Fldche an dem die Koordinaten (x1 x%) die Werte (x!, x2) anneh-

PP
men. Fiihren Sie in der Nachbarschaft von p neue Koordinaten durch
%= (x = xp) 3T () (x* —x5) (x* =) (14)

ein und zeigen Sie mit Hilfe von (13b), dass FSE (p) =0.

Aufgabe 4

Ein Feld v(x', x?) von Tangentialvektoren an die Fliche hat die Entwicklung
\_;(X]’Xz) :Va(xlyxz) Za(x],xz). (15)

Zeigen Sie, dass unter einem Parameterwechsel (7) die Komponenten des Vektorfeldes
wie folgt Transformieren:

vi(x) = ¥(R) = JE(x) v (x). (16)

Man betrachte nun die Komponenten der so genannten (s.u.) ,,kovarianten Ableitung™

VoVt = a -+ re, vo. (17)
Zeigen Sie mit Hilfe von (16) und (13b), dass deren Transformationsgesetz gegeben
ist durch (die Argumente x und X sind wieder sinngeméf zu ergéinzen):

Vav© =TJgc Var©. (18)

Welche Rolle spielt hierbei der inhomogene Term in (13)?

Aufgabe 5

Eine p + q - fach indizierte Grofe T a" bildet die Komponenten eines Tensors

der Stufe ( q) (man sagt: p-fach kontravarlant und g-fach kovariant), wenn sie unter
Koordinatenwechsel linear und homogen wie folgt transformieren

To @) =Ja )T () T e ) T (®) - T (%), (19)

Die kovariante Ableitung eines Tensors der Stufe (g) ist definiert durch

ar--ap
Ve Sff_f; = g‘);;bq
ra]Tdaz R +rapT§: S" '“" (p Summanden) (20)
— T, Tan,- ag — T, Tor- ;p 4 (g Summanden)

Zeigen Sie dann allgemein mit Hilfe von (19) und (13), dass die kovariante Ableitung
eines Tensors der Stufe ( q) ein Tensor der Stufe ( ) ist. (Tipp: Verwenden Sie (13b)
fiir die oberen und (13a) fiir die unteren Indizes.)
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