Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 4

Aufgabe 1

Die Sphire vom Radius R = 1im R? werde dargestellt durch

Rsin O cos @
Z(0, @) = | Rsin® sing | . €))
Rcos©

Zeigen Sie, dass die erste Fundamentalform gegeben ist durch
Zo - Zpdx® dx" = gqp dx®dx® = R?(d0? + sin® 0 d?) . )

Bestimmen Sie die Geoditengleichung, indem Sie die Euler-Lagrange-Gleichung des
folgenden Energiefunktionals aufstellen:

E=1 st (R*6 + R?sin” 0 ¢?) . (3)

(Hier bezeichnet ein Punkt wie immer die Ableitung nach s.) Bestimmen Sie daraus
durch Ablesen die Christoffel-Symbole I', . (Hinweis: Nur zwei der sechs Komponen-
ten verschwinden nicht.)

Aufgabe 2

Auf der in Aufgabe 1 betrachteten Sphire hat ein Breitenkreis auf der nordlichen
Hemisphire (69 < 7/2) die Parameterdarstellung (6(7\),@(7\)) = (69, A), wobei
A € [0, 27]. Man Bestimme die Holonomie eines einmal um den Breitenkreis parallel
verschobenen Vektors durch explizites Losen der Gleichung

ave dx¢

- ]"C
an Tl

Vb =0, 4)

Zeigen Sie damit, dass der in Bogenmall gemessene Betrag des Drehwinkels gleich ist
dem R2 fachen des Flicheninhalts des Streifens 0y < 0 < 71/2.

Stellen Sie Sich einen nach unten offenen Kreiskegel vor, dessen Symmetrieachse mit
der Polachse der 2-Sphire zusammenfillt, so dass die (nach oben weisende) Spitze
oberhalb des Nordpols auf der Polachse liegt. Der Offnungswinkel des Kegels sei so,
dass der Kegelmantel die Sphire im nordlichen Breitenkreis 6 = 6 beriihrt. Den Ke-
gelmantel denken Sie Sich so konstruiert, dass Sie die Ebene entlang zweier von einem
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Punkt auslaufende Halbgeraden aufschneiden und die entstehenden Rénder identifi-
zieren (zusammenkleben). Der von den Halbgeraden eingeschlossene Winkel sei ¢.
Driicken Sie ¢ durch 8y aus. Zeigen Sie, dass das oben erhaltene Resultat fiir den
Drehwinkel auch durch die gewohnliche Parallelverschiebung eines Vektors auf dem
Zylindermantel (d.h. der geschlitzten Ebene) erhalten werden kann.

Aufgabe 3

Beweisen Sie, dass Geodétische auf der Sphire Segmente von GroBkreisen sind. Ver-
bindet man drei nicht auf einem einzigen GroBkreis liegende Punkte durch GrofBkreis-
segmente (Lange jeweils kleiner als halber Umfang), so erhilt man ein sphérisches
Dreieck. Zeigen Sie ohne grofere Rechnung, insbesondere ohne Losen von (4), dass
ein Vektor nach Paralleltransport entlang aller Seiten des sphirischen Dreiecks um
einen Winkel verdreht an den Ausgangspunkt zuriickkehrt, der dem Sphirischen Ex-
zess (Winkelsumme im Dreieck in Bogenmall minus 7t) entspricht, also wieder dem
R~2 fachen des umfahrenen Flicheninhalts. (Tipp: Nutzen Sie die in der Vorlesung
bewiesenen Sachverhalte, dass 1) das Tangentenvektorfeld entlag einer Geoditischen
parallel verschoben ist und dass 2) der Winkel zwischen den Vektoren zweier entlang
der gleichen Kurve parallel verschobener Vektorfelder konstant ist.)

Aufgabe 4

Auf einer durch (x',x?) € U C R? parametrisierten Fliche mit Einbettungsfunktion
Z( ! ,xz) betrachten wir wie in der Vorlesung das Normalenfeld

Z] XZZ

)

- 2y ._
n(x',x7): 7H51 AR

Dieses fassen wir auf als Einbettungsfunktion eines durch U C R? parametrisierten
Stiicks der Einheits-Zweisphire $? C R3.

Zeigen Sie, dass dieses Stiick der S? den Flicheninhalt

AL (U) = szx |21 x Z,|| det{Lg} (6)
besitzt, wobei L{ die Komponenten der Weingarten-Abbildung beziiglich der Basis
{Z1, 22} sind.

Zeigen Sie weiter, dass die GauR’sche Kriimmung der Fliche am Punkt Z(p) mitp € U

gegeben ist durch
AL
K(p) =1 7

wobei A (U) der gewdhnliche (siehe Vorlesung) Inhalt des durch Z(x', x?) eingebette-
ten Flichenstiicks ist und der Limes so zu verstehen ist, dass immer kleinere Umge-
bungen U des Punktes p genommen werden. Dies liefert eine alternative Interpretation
der Gauly’schen Kriimmung. Fassen Sie diese in Worte.
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