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Aufgabe 1

Betrachten Sie eine einparametrige Schar von Geoditischen Kurven, die in lokalen
Koordinaten durch x"(t, ¢) gegeben seien. Hier ist ¢ der Scharparameter und T die
Bogenlinge der Geoditischen T — x* (T, ¢). Es gilt also mit 0f /0T = f

®4(1, €) + Ty (x(1, ) x¥(1, €)%P (1, 6) = 0. (1)

Entlang jeder Geoditischen der Schar betrachten ist das ,,Nachbar-Vektorfeld defi-
niert durch

nt(t,¢e) := % 2)

Die kovariante Ableitung entlang der Geoditischen bezeichnen wir mit V., ihre zwei-
malige Anwendung mit V2. Es gilt also:

Vot = it 4 Tl x* nP, (3a)
OV nt
Vink = ST 4Tl X Ven (3b)

Hier haben wir die Argumente nicht nochmals explizit angeschrieben: Die x* und n®
haben (T, ¢) und die Fgﬁ haben x(T, €) als Argumente.

Zeigen Sie die Jacobi-Gleichung:
Vink = —R¥_ oV xo%P . )

Hier sind die Argumente der x* und nP wieder (t,¢) und das Argument der

Kriimmungstensorkomponenten R* oovp ISt x(T, €).

Tipp: Gehen Sie von (3b) aus, ersetzen Sie darin V-n* durch (3a). Die so entstehenden
zweiten Ableitungen i\ ersetzen Sie mit der Gleichung, die Sie aus (1) durch partielle
Differentiation nach T erhalten. Damit handeln Sie sich voriibergehend zweite Ablei-
tungen X* ein, die Sie aber mit (1) eliminieren konnen.

Aufgabe 2

Wir greifen eine Geoditische der in Aufgabe 1 beschriebenen Schar heraus und fiihren
entlang ihr eine parallelverschobene angepasste Basis {eg, e1, €2, e3} ein auf die wir
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von nun an die Komponenten des Nachbar-Vektorfeldes n beziehen. Angepasst heift,
dass ey Tangential an die Geoditische ist (eg = %/c) und e; in radiale Richtung zeigt.

Durch Berechnung der Kriimmungskomponenten fiir die Schwarzschild-Metrik kann
dann zeigen, dass (4) dquivalent ist zu folgenden zwei Gleichungen:

) 2mc?
1 el B (52)
i} mc?
n, =-— TT n,. (Sb)

Hier bezeichnet n| die Komponente des Nachbar-Vektorfeldes in e; (radialer) Rich-
tung, n in eine dazu senkrechte rdumliche Richtung (welche ist wegen der sphiri-
schen Symmetrie egal); m := GM/c? ist die Masse des Objekts in geometrischen
Einheiten (Hilfte des Schwarzschildradius’).

Wir betrachten einen frei fallenden Korper in Forme einer Sdule der Linge £ und
quadratischem Querschnitt der Breite b. Die Sédulenachse zeige in radialer Richtung.
Nehmen Sie an, dass sich der Schwerpunkt der Sédule auf einer Geodétischen in der
Schwarzschildmetrik bewegt und dass die anderen Teile der Sédule durch die elasti-
schen Krifte innerhalb der Sdule auf festen Positionen beziiglich des Schwerpunktes
gehalten werden (gemessen in mitbewegten Bezugssystem), so dass die Sédule der Ge-
samtmasse | eine homogene Massendichte p = 1/ ({b?) besitzt.

Zeigen Sie dann mit Hilfe von (5), dass ein Massenelement dp in der Hohe h iiber
dem Schwerpunkt eine vom Schwerpunkt weggerichtete Kraft vom Betrag

dF = (2mc?h/r3) du (6)

erfahrt und somit im Fall { < r (r konstant iiber den Stab) die gesamte lingsgerichtete
Zugspannung auf die Ebene durch den Schwerpunkt gegeben ist durch

oS mt et (0 (2m) o
=4 ¥3p2 ~— 8 \2m T )

Zeigen Sie weiter, dass sich ganz analog eine Druckspannung senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung ergibt vom Betrag

oo cum et (b 2m)] ®
T8 16 \2m r )
Spezialisieren Sie nun auf r = 2m (Fall durch den Horizont eines schwarzen Lochs),
p = 1-g-cm3 (Dichte von Wasser ~ durchschnittliche Dichte des menschlichen

Korpers), £ = 180 cm (GroBe eines Menschen) und b = 33 cm (Breite eines Men-
schen). Zeigen Sie, dass (7) dann geschrieben werden kann als

Mo 4\’
T/E=2 <M-10> . ©)]
Dabei ist M, = 2 - 103 g die Masse der Sonne und E = 10°g/(s>cm) die
Zugspannung, die eine Gewichtskraft von 100 Kp auf eine Querschnittsfliche von
b2 = 103 cm? verteilt. Z ist ein Zahlenfaktor, den Sie bestimmen sollen. Schitzen
Sie ab, fiir welche Werte fiir M ein Sprung durch den Horizont eines schwarzen Lochs
weniger belastend ist als ein Bungee-Jump?
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