Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 8

Aufgabe 1

In Aufgabe 1 von Blatt 7 wurde gezeigt, dass das linearisierte Gravitationsfeld hy,y
durch Eichbedingungen so eingeschrinkt werden kann, dass nur 2 Komponenten von
Null verschieden sind.

Zeigen Sie, dass in dieser Eichung fiir eine in x-Richtung fortschreitende freie Welle
nur die hy; = —hsz3 =: h; und die hy3 = h3; =: hy Komponenten nicht verschwin-
den. Zeigen Sie weiter, dass unter einer rdumlichen Drehung im Minkowskiraum mit
Matrix
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entsprechend einer Drehung um die x-Achse mit Winkel ¢, diese Komponenten wie
folgt transformieren:

h hl\  [cos(2¢) —sin(2¢)) (h
<h:> - (@) - <sin(z<p) cos(2@)> (hi) ' @
Aufgabe 2

Seien X und Y zwei Tangentialvektoren am Punkte p einer Mannigfaltigkeit M mit
Metrik g und Dimension n > 3. Die Schnittkriimmung am Punkte p parallel zur Tan-
gentialebene Span{X, Y} ist definiert

B X*YB Ryp oy XHYY
XUYP (gougpv — JarvGpu) X1V

Kp (X,Y) (3)

Machen Sie sich klar, dass in Falle einer positiv definiten Metrik der Nenner einfach
die Bedeutung des durch X und Y aufgespannten Flacheninhalts hat. Fiir indefinite
Metriken schrinken wir die Wahl der Paare (X, Y) durch die Forderung ein, dass der
Nenner in (3) nicht verschwinden moge (keine lichtartigen Ebenen).

Rechnen Sie nach, dass die rechte Seite von (3) nur von der durch X und Y aufge-
spannten Ebene abhiingt, nicht jedoch von der Wahl der Basisvektoren, die diese Ebene
aufspannen.
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Aufgabe 3

Eine Mannigfaltigkeit heiit von konstanter Kriimmung, wenn die Schnittkrimmung
nicht von der Schnittrichtung abhéngt, also K, (X, Y) fiir jedes p von X, Y unabhingig
ist. Zeigen Sie, dass dies genau dann der Fall ist, wenn

Riem=fgng. 4)

Hier ist Riem der kovariante (alle Indizes unten) Kriimmungstensor und f ist eine
reellwertige Funktion. Zeigen Sie mit Hilfe der kovarianten Divergenzfreiheit des Ein-
steintensors, V,,G*Y = 0, dass f konstant sein muss falls die Dimension der Mannig-
faltigkeit mindestens 3 ist.

Aufgabe 4

In Aufgabe 3 von Blatt 7 wurde gezeigt, dass die Komponenten des Kriimmmungsten-
sors in geoditischen Normalkoordinaten gegeben sind durch:

chﬁm/ = _%(aéugﬁv + aévgau - aivgﬁu - a%ﬂuga\/)
_ 1

— j(az @ g)ocﬁp.v-

Ferner wissen wir aus der Vorlesung, dass die Gauf3’sche Kriimmung einer 2-
dimensionalen Fliche mit Metrik g = gqpdx®dx®, a,b € {1, 2}, intrinsisch wie folgt
ausgedriickt werden kann
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R
K = 1212 5. (©6)
911922 — (912)
Beweisen Sie nun folgende Aussage: Sei {x', - -- ,x"} ein geoditisches Normalkoor-

dinatensystem am Punkt p. Dann ist die Schnittkrimmung am Punkte p parallel zur
Ebene Span{0/0x', 9/0x?} gleich der GauB’schen Kriimmung des 2-dimensionalen
Flichenstiicks X3 = - - - = x™ = 0. Damit ist gezeigt: Die Schnittkriimmung Ky (X,Y)
ist gleich der GauB3’schen Kriimmung des Fldchenstiicks am Punkte p, das durch die
Geoditischen durch p tangential zu Span{X, Y} aufgespannt wird.

Aufgabe 5

Sei{eg, €1, €2, e3} eine orthonormierte Basis des Tangentialraumes mit zeitartigem ey.
Zeigen Sie, dass die 00-Komponente des Einsteintensors durch die Summe der rdum-
lichen Schnittkriimmungen wie folgt ausgedriickt werden kann:

303
Goo==3) ) Ravar=—) Kleq,ep) (7

a=1 b=1 a>b

(Das Minuszeichen ist unserer Signaturkonvention geschuldet, in der die rdumliche
Metrik negativ-definit ist. Hitten wir die Signatur (—1,1,1,1) gewdhlt, so miisste
rechts in (7) ein Pluszeichen stehen.) Rechnen Sie nach, dass die rechte Seite invariant
ist unter orthogonalen Transformationen der rdaumlichen Basisvektoren. Formulieren
Sie nun in Worten so prizise wie moglich, in welchem Sinne gemif den Einsteinglei-
chungen eine Massen- bzw. Energiedichte den ,,Raum kriimmt".
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