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Aufgabe 1

Man betrachte eine allgemeine stationidre Metrik in angepassten Koordinaten
(x%,x',x%, %3}, in denen also alle Koeffizienten guv von der Koordinate x° unabhingig
sind. x° sei eine Zeitkoordinate, was bedeutet, dass goo > 0. In diesen Koordinaten
seien ut die Komponenten der Vierergeschwindigkeit eines am festen Raumpunkt X
verharrenden Beobachters (statindrer Beobachter). Dann ist

0

W =c(go)?, u*=0(a=1,2,3). (1)

Die Viererbeschleunigung des Beobachters ist definiert durch
a* = uMVut = uMout + o). )

Zeigen Sie durch ausrechnen der rechten Seite von (2) mit Hilfe von (1) und der
Definition der I'-Symbole als Funktion der g, und ihrer ersten Ableitungen, dass
die Beschleunigung gegeben ist durch den nagativen Vierer-Gradiente der Funktion

¢ =:c?In (\/900), d.h.
a*=-g""0vo, 3)

und dass der Betrag der Beschleunigung bei Anndherung an Nullstellen von ggo di-
vergiert. Was bedeutet das? Konnen Sie den ganzen Sachverhalt geometrisch und oh-
ne Verwendung eines Koordinatensystems formulieren? Warum nennt man wohl die
Nullstellenmenge von goo einen Killing-Horizont?

Aufgabe 2

Betrachten Sie die statische, sphirisch-symmetrische Metrik
ds? = e24¢2 at? — () qr? — +2(d0% + sin” 6 dg?). @

Berechnen Sie alle nicht-verschwindenden Komponenten F(;LB. (Tipp: Am effektivs-
ten ist es, die Gleichung einer Geoditischen durch Variation des Energiefunktionals
aufzustellen und aus dieser alle F;LB einfach abzulesen.)

Betrachten Sie weiter den Energie-Implustensor fiir eine ideale Fliissigkeit, wobei es
fiir die folgende Rechnung giinstig ist, seine gemischen Komponenten (ein Index oben
der andere unten) anzuschreiben:

T = (p+p/cHutu, —dbp. (5)
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Nehmen Sie an, dass sich die Fliissigkeit in dem durch (r, 8, @) parametrisierten Raum
ruht (d.h. ¥ = ce 4 u" = u® = u® = 0) und die Ruhemassendichte p und der
Druck p nur von r abhéngen. Werten Sie damit die vier Gleichungen (v = 0,1, 2, 3)

VT =0, T+ THT T, T =0 (6)

in der Geometrie (4) aus. (Tipp: Die beiden I'-Terme der rechten Seite sind einfacher
auszurechnen als es zunédchst den Anschein hat. Z.B. ist F::}\ = g 20,g"?, wo g ==
det{gqp}.) Zeigen Sie, damit, dass (6) dquivalent sind zu (ein Strich bezeichnet die
partielle Ableitung nach )

p'+a'(p+cp)=0. 9

Aufgabe 3

In der duBeren Schwarzschildgeometrie, deren Giiltigkeit fiir v > rg hier vorausgesetzt
sein soll, ruhe ein Beobachter relativ zu den Schwarzschildkoordinaten beir = R > 1s.
Diejenigen Nullgeoditischen seines Riickwirtslichtkegels, die bei Riickverfolgung ein
Gebiet beschrinkter r-Werte nicht verlassen, nennt man den ,,Schatten des Zentralob-
jektes. Begriinden Sie diese Terminologie.

Zeigen Sie, dass der Schatten im vorliegenden Fall ein Kreiskegel mit Offnungswinkel
« (Winkel zwischen Symmetrieachse und Kegelmantel) fiillt, wobei

. 3 rs /o T
sinoe = V3 7R 1 R ()

Diskutieren Sie die Verdnderung des Schattens als Funktion des Radius’ v, wenn Sie
sich von Werten r > 3rs/2 kommend iiber 1 = 3r5/2 dem Wert r = rg nidhern. Was
passiert bei v = 15?

Anleitung: Um (8) abzuleiten benutzen Sie die in der Vorlesung besprochene Methode
des effektiven Potentials. Fiir lichtartige Geodditische gilt:

2
f2+(1—%5)-f—2:€, ©)
Verr(T)
mit
L=1"¢. (10)

Ein Punkt bezeichnet stets die Ableitung nach dem gewdhlten affinen Parameter. C und
{ sind entlang einer jeden Bahn konstant.

Betrachten Sie nun einen Lichtstrahl, der mit einem Winkel o zur nach innen orien-
tierten radialen Richtung beim Radius v = R abgeschossen werde. Machen Sie sich
klar, dass die Radialkomponente seiner Anfangsgeschwindigkkeit folgender Gleichung

geniigt:
{
f@kz—ﬁwfhjsta. (11)

Bestimmen Sie damit die Konstante C in (9) und dann den Grenzwinkel , fiir den die
Bewegung das Maximum von Vg bei v = 3rs/2 iiberschreitet (falls R > 3r3/2) bzw.
nicht iiberschreitet (falls R < 3v5/2).
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