Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 4

Aufgabe 1

Wie in Aufgabe 1 von Blatt 3 betrachten wir wieder das Langen- und Energiefunktio-
nal auf der Menge K;(p1,p2) der stiickweise zweimal stetig differenzierbaren Kurven
durch p; und py. Kurven I' : R C I — M schreiben wir beziiglich einer Karte (U, ¢),
mit ¢ = x%e,, wobei x* : U — R die Komponentenfunktionen sind, wieder in Koor-
dinatenform ¢ oy = y%ey mit y* := x% o y. Dann ist

A2
Lyl = J dA \/gab (y(A))y’a(A)y’b(?\) (Langenfunktional) , (1a)
M

A2

Elyl = J dA gan (Y(N)Y"“(A)y° (N) (Energiefunktional).  (1b)
A

Dabei sind hier mit A; ; kollektiv die jeweiligen Parameterwerte bezeichnet, fiir die die

Kurven durch die vorgebenen Punkte p; ; laufen.

Zeigen Sie, dass £ unter Reparametrisierungen invariant ist, wihrend man £[y] durch
Reparametrisierung von y jeden positiven reellen Wert geben kann, auch dann, wenn
man sich auf affine Reparametrisierungen einschrinkt.

Es ist ansachaulich klar, dass das Langenfunktional nach unten beschrénkt ist, das
heisst fiir p; # pz ein Infimum > 0 besitzt. Man kann zeigen, dass es auch immer eine
(nicht notwendig eindeutige) Kurve gibt, die dieses Infimum auch tatsdchlich annimmt
und dass diese notwendig eine Autoparallele sein muss. Sei also vy, diese ,lingenmi-
nimierende” Kurve, so dass also fiir alle y € K;(p1,p2) gilt

Ly < LIyl. 2

Dabei spielen wegen der Reparametrisierungsinvarianz des Lingenfunktionals die Pa-
rametrisierungen keine Rolle.

Da der Wert des Energiefunktionals von der Parametrisierung abhéngt, kann Gleichung
(2) sicher nicht auch fiir das Energiefunktional gelten, jedenfalls dann nicht, wenn man
Y unabhiéngig von vy, parametrisieren darf. Zeigen Sie nun: Parametrisiert man y, und
alle Vergleichskurven y proportional zur Bogenldnge so, dass die Parameterwerte A;
und A, fiir die Kurven durch p1 bzw. p; laufen stets gleich sind, dann gilt auch

Ely] < ElI. (3)

Die ,ldingenminimierende Kurve ist also auch ,,energieminimierend unter allen Kur-
ven, die zu gleichen affinen Parameterwerten A; ; durch p;; laufen. y, ist dann eine
Geoditische.
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Tipp: Benutzen Sie die Cauchy-Schwarz Ungleichung

A2 2 A2 A2
U dAf(Mgm} sj ar () J A g2 (M), @
M A M

in der Gleichheit genau dann gilt, wenn f und g proportional sind.

Wenden Sie diese an fiir g = 1 und f(A) = \/gab (Y(A))y’¢(A)y’®(A). Gleichheit in
(4) gilt in diesem Fall also genau dann, wenn f konstant, also der Parameter A affin
dquivalent zur Bogenlinge ist. Folgern Sie daraus £[y](A; — A1) = £2[y] fiir jede affin
dquivalent zur Bogenldnge parametrisierte Kurve y. Benutzen die dies zweimal in (2)
um (3) fiir alle Kurven y mit der genannten Einschriankung an ihre affine Parametri-
sierung zu beweisen.

Aufgabe 2

Auf der Mannigfaltigkeit M = R? mit globaler Standardkarte (U = M, ¢ = xej +
ye, + zes) betrachte man die drei Vektorfelder

0 0

52] —ya - Za ) (Sa)
0 0

522 .—Z& — X& y (Sb)
0 0

523 .—X@ — yaix . (SC)

Zeigen Sie, dass fiir jedes a € {1, 2, 3} der Wert von X am Punkt X € R3 tangential ist
zur 2-Sphire S2 mit Radius  := ||X|| und Mittelpunkt im Ursprung. Tipp: Uberlegen
Sie zuerst, was ,, tangential zu einer Untermannigfaltigkeit sein® liberhaupt heif3t, wenn
die Vektoren als Derivationen auf Funktionen definiert sind.

Zeigen Sie weiter, dass diese Vektorfelder folgende Lie-Relationen erfiillen:

Ko, Kp] = —Xe (a, b, c zykl. Permutation von 1,2,3 ). 6)

Die Tangentialitit bedeutet, dass man die Vektorfelder K, aufgefasst als Schnitte in
ST& M (d.h. Abbildungen M — Tg M), einschrinken kann auf die Sphiren S2. Wir
betrachten hier nur den Fall 1 = T und benennen diese Einschriankungen der Ko auf S%
dann jeweils mit X, (ohne Hut). Also gilt

Xa = Xals2 € ST ST. (7)
1

Fiihren Sie auf S% —{Nullmeridian} sphérische Polarkoordinaten (6, ¢) mit 6 € (0, 7r)
und @ € (0, 27) ein und berechnen Sie die Koeffizientenfunktionen von Xj, Xz, X; als
Linearkominationen der Basisfelder 9/00 und 0/0¢. Erfiillen auch die X, € ST& S%
die Relationen (6)? Was sagen Ihnen diese Relationen?
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