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Aufgabe 1

Sei α ∈ SΛ`M Beweisen Sie mit Hilfe der in der Vorlesung angegebenen expliziten
Formel für dα(X0, · · · , X`) die Cartan-Identität für die Lie-Ableitung

LX0
α = iX0

dα+ d(iX0
α) . (1)

Dabei ist iX0
: SΛ`M → SΛ`−1M die Abbildung, die das erste Argument der Multi-

plinearform mit X0 füllt.

Aufgabe 2

In der Vorlesung wurde bewiesen, dass sich die endomorphismuswertige Zusammen-
hangs 1-Formωab unter Wechsel des Basisfeldes ea → êa := fbaeb so transformiert

ω̂ab = (f−1)ac (ω
c
df
d
b + df

c
b) . (2)

Zeigen Sie: Ist es möglich, durch Wahl der Funktionen fab in einer offenen Umgebung
ω̂ab = 0 zu erreichen, dann ist notwendig

Ωab := dωab +ω
a
n ∧ω

n
b = 0 , (3)

das heißt die Krümmung verschwindet. Gilt auch die Umkehrung? Zeigen Sie weiter,
dass durch geeignete Wahl der fab die ω̂ab(γ̇) entlang einer vorgegebenen Kurve γ
immer zum Verschwinden gebracht werden können.

Aufgabe 3

Sei (M,g) Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und ∇ eine kovariante Ableitung.
Zeigen Sie, dass für alle K,X, Y ∈ ST 10M gilt:

(LKg)(X, Y) =g(X,∇YK) + g(Y,∇XK)
+Q(K,X, Y) −Θ(X, Y, K) −Θ(Y, X, K) .

(4)

Dabei sind Q und Θ in ST 03M definiert durch Q(K,X, Y) := (∇Kg)(X, Y) und
Θ(X, Y, K) := g(X, T(Y, K)) mit T = Torsion. Zeigen Sie weiter: Ist Q = 0 und Θ
total antisymmetrisch, dann

LKgab := (LKg)(ea, eb) = ∇aKb +∇bKa , (5)

wobei ∇aKb := g(∇eaK, eb).
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Aufgabe 4

Sei wieder bezogen auf ein lokales System dualer Basisfelder {ea | a = 1, · · · , n}
und {θa | a = 1, · · · , n} und U ⊆ M offen die Koordinatendarstellung von F ∈
ST `mM gegeben durch (die Klammern um die Tensorprodukte von Vektorfeldern bzw.
Kovektorfeldern sind nur der besseren Lesbarkeit gesetzt)

F = Fa1···a`b1···bm (ea1 ⊗ · · · ⊗ ea`)⊗ (θb1 ⊗ · · · ⊗ θbm) . (6)

Wir definieren das Symbol∇cFa1···a`b1···bm durch

∇ecF =: ∇cFa1···a`b1···bm (ea1 ⊗ · · · ⊗ ea`)⊗ (θb1 ⊗ · · · ⊗ θbm) (7)

Zeigen Sie, dass

∇cFa1···a`b1···bm = ec(F
a1···a`
b1···bm)

+ωa1cn F
na2···a`
b1···bm + · · ·+ωa`cn F

a1···a`−1 n
b1···bm

−ωncb1 F
a1···a`
nb2···bm − · · ·−ωncbm F

a1···a`
b1···bm−1 n

,

(8)

und

(∇c∇d −∇d∇c)Fa1···a`b1···bm = Ra1n cd F
na2···a`
b1···bm + · · ·+ Ra`n cd F

a1···a`−1 n
b1···bm

− Rnb1 cd F
a1···a`
nb2···bm − · · ·− Rnbm cd F

a1···a`
b1···bm−1 n

− Tncd∇nF
a1···a`
b1···bm .

(9)

wobei in der letzten Zeile Tncd die Komponenten der Torsion sind. Machen Sie sich
jeweils die Systematik klar, mit der die rechten Seiten aufgebaut werden.

Tipp: Um (9) zu beweisen, machen Sie sich zunächst klar, dass mit (∇c∇d−∇d∇c)F······
eigentlich [(ied ◦ iec − iec ◦ ied)∇∇F]······ gemeint ist. Zeigen Sie dann allgemein,
dass (iY ◦ iX − iX ◦ iY)∇∇F = (∇X∇Y − ∇Y∇X − ∇[X,Y])F − ∇T(X,Y)F, wobei T
der Torsionstensor ist. Zeigen Sie zum Schluss, dass der Ableitungsoperator ∇2XY :=
∇X∇Y − ∇Y∇X − ∇[X,Y] derivativ auf Tensorprodukte wirkt, d.h. ∇2XY(F ⊗ F ′) =

∇2XYF⊗ F ′ + F⊗∇2XYF ′.
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