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Aufgabe 1
Sei o« € SA'M Beweisen Sie mit Hilfe der in der Vorlesung angegebenen expliziten
Formel fiir do(Xy, - - - , X¢) die Cartan-Identitét fiir die Lie-Ableitung

LXOOC = ixodoc—i— d(iXOOC) . (D)

Dabei ist ix, : SA'M — SAYTM die Abbildung, die das erste Argument der Multi-
plinearform mit X, fiillt.

Aufgabe 2

In der Vorlesung wurde bewiesen, dass sich die endomorphismuswertige Zusammen-
hangs 1-Form wy unter Wechsel des Basisfeldes e, — €, := fgeb so transformiert

D = (F)H(w§FE + dff) . 2)

Zeigen Sie: Ist es moglich, durch Wahl der Funktionen f} in einer offenen Umgebung
@p = 0 zu erreichen, dann ist notwendig

Qp = dwp + wy Awpy =0, 3)

das heifit die Kriimmung verschwindet. Gilt auch die Umkehrung? Zeigen Sie weiter,
dass durch geeignete Wahl der fy die @f (V) entlang einer vorgegebenen Kurve y
immer zum Verschwinden gebracht werden konnen.

Aufgabe 3

Sei (M, g) Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit und V eine kovariante Ableitung.
Zeigen Sie, dass fiir alle K, X, Y € STIM gilt:
(Lkg) (X, Y) =g(X, V¥K) + g(Y, VxK)

L QK X,Y) = O(X, Y,K) — (Y, X, K). @

Dabei sind Q und © in ST30M definiert durch Q(K,X,Y) = (Vkg)(X,Y) und
O(X,Y,K) := g(X, T(Y,K)) mit T = Torsion. Zeigen Sie weiter: Ist Q = 0 und ©
total antisymmetrisch, dann

Lkgab = (Lxg)(eq, €v) = VaKp + VK, )
wobei V Ky = g(Ve K, ep).
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Aufgabe 4

Sei wieder bezogen auf ein lokales System dualer Basisfelder {eq | a = 1,--- ,n}
und {6¢ | a = 1,--- ,n}und U C M offen die Koordinatendarstellung von F €
STan gegeben durch (die Klammern um die Tensorprodukte von Vektorfeldern bzw.
Kovektorfeldern sind nur der besseren Lesbarkeit gesetzt)

F=TFolp (e, ® - ®eq)® (0" ® - ®6°™). (6)
Wir definieren das Symbol VCFg: :::gii durch
Ve F = Vch: ge (ecu K Q eae) ® (eb] Q& ebm) @)
Zeigen Sie, dass

VeFor b = €c(Fp;pe )

+ wgl Fnaz ae + -+ wd Fa‘ gfn i 8)
Web, Fglbz — = Wy, Pyl o
und
(VcVg— Vdvc)Fg1jjj§“ = R" F“a2 LI L Fal"'aeq n
1 m ncd ncd by bm
- Rnb1 cd FSL]bZ bm _Rnbm cd Fa] b1 ©)]
TanFgl b

wobei in der letzten Zeile T7; die Komponenten der Torsion sind. Machen Sie sich
jeweils die Systematik klar, mit der die rechten Seiten aufgebaut werden.

Tipp: Um (9) zu beweisen, machen Sie sich zunéchst klar, dass mit (V .Vq—V 4V )F
eigentlich [(ie, o i, — ie. © 1e,)VVF] gemeint ist. Zeigen Sie dann allgemein,
dass (1Y o :LX - ix o ly)VVF = (VXVY - VYVX - V[Xﬂ)F — VT X,Y) F wobei T
der Torsionstensor ist. Zeigen Sie zum Schluss, dass der Ableltungsoperator VXY =
VxVy — VyVx — Vixy derivativ auf Tensorprodukte wirkt, d.h. V v(FOF) =
Vi FRF +F® Vi F.
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