Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 6

Aufgabe 1

Sei Sei (M, g) Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit der Dimension n und Levi-
Civita-Zusammenhang. Sei {ej, - - - en} ein lokales orthonormiertes Basisfeld auf M,
so dass also g(eq, ep) = +dqp. Sei {07, - - - 8™} das zugehorige Feld der Kobasen.

Wir definieren eine Volumenform ¢ € SA™M durch
e=0"A---AO". (1)

Das ist sinvoll, denn dann hat das von den {ey, - - - e, } aufgespannte Parallelpiped Ein-
heitsvolumen.

Sei (U, ¢) lokale Karte mit Koordinatenfunktionen x® :— R. Zeigen Sie, dass

elu = v/ det{gqpl} dx' A--- Adx™, 2)

wobei gqp die Komponenten von g in der Koordinatenbasis {0/0x | a = 1,--- ;n}
sind und auBerdem vorausgesetzt ist, dass die Basen {ej, - - - e} und die Koordinaten-
basis die gleiche Orientierung besitzen.

Ist X € ST& M ein Vektorfeld. Zeigen Sie, dass

Lyxe = div(X) e 3
mit 1
div(X) = ———=0,( /Idet{gap}| X%), “)
[ det{ga)] o( 1)
und dass auch gilt
div(X) = VX, &)

Tipp: Zeigen Sie fiir den letzten Schritt, dass TS, = ‘det{gnm}r]/ zaa‘det{gnm}‘v 2
Wir nennen ein Vektorfeld X € STS M divergenzfrei wenn div(X) = 0; in Komponen-
ten V,X® = 0. Entsprechend nennen wir eine Kovektorfeld « € ST10 M divergenzfrei,
wenn das zugehérige Vektorfeld of, das durch g(;af) = « definiert ist, divergenzfrei
ist. In Komponenten Vq(f)® = 0, also V(g®ap) = g*®Vaop =: Ve = 0.

Aufgabe 2

Sei (M, g) Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Zusammenhang und
seien T € STS Mund K € ST(} M. Zeigen Sie: Ist T symmetrisch und divergenzfrei,
und ist K Killing, also gilt Lxg = 0, dann ist das Kovektorfeld ix T divergenzfrei.
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Aufgabe 3

Der Energie-Impulstensor T & STSM einer ,,idealen Fliissigkeit“ hidngt von folgen-
den drei GroBen ab: 1) Dem Vierergeschwindigkeitsfeld u € ST!OM der Fliissig-
keitsstromung (normiert g(u,u) = c¢?), 2) der Massendichte im lokalen Ruhesystem
p € C*®(M,R), 3) dem Druck im lokalen Ruhesystem p € C*°(M,R). T ist dann
gegeben durch

T=(p+p/Huweu —pg (62)

Eine offensichtliche alternative Schreibweise ist
T:pub®ub—ph, (6b)
woh € STS M gegeben ist durch
h:g—nb®nl’, mit n:=1u/c (6¢)

Zeigen Sie, dass an jedem Punkt p € M der zu h, € T"M ® T*M gehorige Endo-
morphismus h= g oh € TM ® T*M (in Komponenten hhu = g"%*hy~) gerade die
Orthogonalprojektion auf das (beziiglich g,) orthogonale Komplement von w, ist.

Wir nehmen an T sei divergenzfrei, V - T = 0, d.h. V¥T,, = 0. Wir schreiben 11 :=
Vyuund p = Vyp.

Zeigen Sie, dass g(u,1t) = 0 (d.h. die Viererbeschleunigung ist iiberall senkrecht zur
Vierergeschwindigkeit).

Inden Sie die Gleichung V - T = 0 parallel und senkrecht zu u projezieren, zeigen Sie
deren Aquivalenz zu den beiden Gleichungen

Vi(u'(p+p/c?)) = p/c?, (7a)

W (p+p/c?) = (g" —utu’/c?)ovp. (7b)

Interpretieren Sie diese geometrisch und physikalisch.

Tipp: (7b) ist die relativistische Euler-Gleichung, hat aber gegeniiber der ,nicht-
relativistischen Euler-Gleichung Zusatzterme. Was bedeuten diese? Gleichung (7a)
wire eine Erhaltungsgleichung (divergenzfreier Strom), wenn p = 0. Was - physika-
lisch gesehen - verhindert die Erhaltung? Ihre nicht-relativistische Entsprechung ist
tatsdchliche eine Erhaltungsgleichung. Was wird dort erhalten?

Aufgabe 4

Sei (M, g) Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Zusammenhang. Wir
bezeichnen den Riemann’schen Kriimmungstensor R € STS1 M mit R und den rein
kovarianten Kriimmungstensor mit Riem & STfM. Es gilt dann bekanntlich

Riem(X,Y,Z, W) := g(X,R(Z, W)Y) (8)

mit R(Z, W)Y = VzVwY = VwVzY = VizwY.
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Die Schnittkriimung am Punkte p zur Ebene E := Span{Xy, Y,} C T,M ist definiert

durch .
Riem, (Xp, Yp, Xp, Yp)

2
Qp(XmXp)gp(Yp)Yp) - [Q(XpaYp)]
vorausgesetzt der Nenner verschwindet nicht.

Z(p7 E):=

€)

Zeigen Sie zuerst: Sind X;, und Y), linear unabhéngig, dann verschwindet der Nenner
genau dann, wenn g|g entartet ist. Ist (M, g) Lorentz’sche Mannigfaltigkeit, also die
Signatur der Metrik (1,n—1) oder (n—1, 1), dann ist dies genau dann der Fall, wenn
gle nicht definit aber semi-definit ist (d.h. g|g kann nicht identisch verschwinden). Man
nennt eine solche Ebene E lichtartig.

Zeigen Sie weiter: Die rechte Seite von (9) héngt tatsidchlich nur von Span{X,, Y} C
T,M ab und nicht davon, welche Basis {X;, Yp} von E man wihlt.

Es gilt: Die Tensoren R, € T;p M und Riem, € Tfpr sind eindeutig bestimmt durch
die Werte aller Schnittkriimmungen am Punkt p. Geben Sie ein Argument, dass das
ohne Rechnung beweist. (Tipp: Geben Sie das rein algebraische Argument zuerst fiir
den Fall, dass g Riemann’sch ist und iiberlegen Sie dann anhand eines topologischen
Arguments, dass im Semi-Riemann’schen Fall die Herausnahme der lichtartigen Ebe-
nen diesen Schluss nicht verdndert.)

Zeigen Sie schlieflich: Ist fiir jeden Punkt X(p, E) von E unabhingig, dann existiert
eine reelle Funktion K auf M, so dass in Komponenten gilt

Rabed = K(gacGbd — GadJue) (10)

wobei im Fall n = dim(M) > 2 K tatsdchlich eine konstante sein muss (M ist als
zusammenhédngend angenommen). Berechnen Sie Ricci-Tensor und Ricci-Skalar fiir
(10) sowie den Einstein-Tensor.

Tipp: Die Konstanz von K folgt aus der 2. Bianchi-Identitét, am einfachsten in ihrer
zweifach kontrahierten Form VG, = 0 (hier ist G der Einstein-Tensor).

Aufgabe 5

Sei (M, g) Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit der Dimension dim(M) = n+1. Sei
p € M und {ey, e1,- - - , en} eine orthonormierte Basis, d.h. g(eq, e,) = dqvep (keine
Summation iiber b), wobei € = +1.

Wir schreiben im Folgenden £(a, b) := Z(p, Span{eq, ey}) und lassen das Argument
p fort (alle folgenden Relationen sind punktweise zu verstehen). Ric und Ein seinen
der Ricci- und Einstein-Tensor.

Zeigen Sie

n
Roo := Ric(ep,€0) = €o Z £(0,a), (11a)

a=1

n n
Goo := Ein(ep,e9) = —e()ZZZ(a,b). (11b)
a=1b>a
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Insbesondere kann man also sagen, dass in einer Lorentzmannigfaltigkeit die ,Zeit-
Zeit-Komponente** G des Einstein-Tensors gleich ist der Summe aller dazu und paar-
weise untereinander orthogonalen rdumlichen Schnittkriimmungen. Betrachten Sie un-
ter diesem Aspekt einmal die Aussage der Einstein-Gleichungen der ART!

Aufgabe 6

Sei (M, g) Semi-Riemann’sche Mannigfaltigkeit mit Levi-Civita Zusammenhang. Ei-
ne Kurve vy : R D I — M heifit Geoditische falls in einer Karte (U, ¢) mit
Y& :=x% oy gilt
0

0x°
Wir setzen die Metrik g als mindestens zweimal stetig differenzierbar voraus, so dass
die Christoffel-Symbole einmal stetig differenzierbare sind. Dann existiert nach dem
Satz von PicardLindel6f fiir jeden Punkt p € M und jedes v € T, M eine eindeutige
Losung (—e, ¢) — y(s) mit y(0) = p und ¥(0) = v, sofern € hinreichend klein
gewdhlt wird.

Vit (sl = (¥(5) + T (v(s)7*(s)7°(s)) 5. = 0. (12)

Zeigen Sie damit, dass fiir jeden Punkt p eine offene Umgebung V, C T,M mit
0 €V, existiert, so dass die eindeutige Losung y(p,,) zu den Anfangsbedingungen
Ypv)(0) =pund y(,,)(0) =v € V}, im Intervall [—1, 1] existiert.

Die Exponentialabbildung am Punkt p in M ist dann defniert durch
expy : Vo =M, v expp(v) = y(p,\,)(s =1). (13)
Zeigen Sie, dass exp,,, lo = id1,m-

Wihlt man in T, M eine orthonormierte Basis {e1, - - - , e} mit Dualbasis e --.,om},
so dass also gp(eq, ep) = £dqp, dann definiert die Exponentialabbildung zusammen
mit dieser Basis eine Karte (U, ¢) in einer offenen Umgebung U des Punktes p in M,
wobei die Koordinatenfunktionen x® : U — R gegeben sind durch

x*:=0% exp;] . (14)

Man nennt diese Karte ein Riemann’sches Normalkoordinatensystem mit Zentrum p.
Es gilt natiirlich x*(p) = O fiiralle 1 < a <n.

Zeigen Sie, dass in dieser Karte die Christoffel-Symbole folgende Bedningung erfiillen
So (Vv =0 (15)

fiir alle v = v%eq € Vp und alle 0 < s < 1. Folgern Sie daraus, dass fiir alle £ > 0 gilt
(die runde Klammer um Indizes bedeutet vollstindige Symmetrisierung)

re (0)=0. (16)

(a1az,a3--ag)
Die runde Klammer um Indizes bedeutet vollstandige Symmetrisierung), die Indizes
nach dem Komma sind Ableitungsindizes, z.B. Fg’] as,a5 = Oas F}l’1 ap- Dalgy =Ty
gilt also insbesondere, dass die Christoffel-Symbole am Punkt p verschwinden.
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