Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 6

Aufgabe 1

Diese Aufgabe dient nur der Wiederholung. Sie ist im Wesentlichen identisch zu Auf-
gabe 3 von Blatt 5 und soll nicht nochmal vorgerechnet werden.

Das Energiefunktional einer Bahnkurve A — x(A) auf einer Raumzeit (M, g) ist

A2
Exl=1 L dA gap (X(A)) X*(A)XB(A). (1

Dabei bezeichnet ein Punkt die Ableitung nach A.

Zeigen Sie, dass die Euler-Lagrange Gleichungen dquivalent sind der Geoditenglei-
chung
R4 + Tl (x(A) X (AP (A) = 0. )

Zeigen Sie weiter: Erfiillt eine Bahnkurve x(A) die Gleichung (2), dann gilt

- (gup (ON) 2 NXPN)) = 0. @

dA
Der Integrand des Energiefunktionals ist also entlang der Losungskurve konstant.
Geoditische (Losungskurven der Geoditengleichung) sind also an jedem Punkt stets
entweder zeitartig (g(x, x) > 0), lichtartig (g(%, x) = 0) oder raumartig (g(x,x) < 0).

AuBerdem folgt: Die Losungskurve x*(A) bleibt nach Umparametrisierung A — A/ :=
f(A) genau dann Losungskurve von (2), wenn f die Form hat f(A) = aA + b mit a €
R — {0} und b € R. Man nennt diese Klasse der Parameter affine Parametrisierungen.
Machen Sie sich klar, dass sowohl fiir raumartige als auch zeitartige Geoditische die
Bogenlinge ein affiner Parameter ist und dass deshalb jeder affine Parameter die Form
A = as + b hat, wobei s die Bogenlidnge ist. Fiir lichtartige geodétische gibt es zwar
den Begriff des affinen Parameters, nicht aber den Begriff der Bogenlidnge.

Aufgabe 2

Wir betrachten Raumzeiten (M, g) mit statischen Metriken g. Diese konnen durch
geeignete Wahl der Koordinaten stets in eine Form gebrachten werden, in der alle
metrischen Koeffizienten g«p 1.) von der Zeitkoordinate t unabhingig sind und 2.)
die drei gemischten Komponenten ggp, verschwinden. Metriken fiir die nur ersteres
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zutrifft heilen stationdr. Die statischen Metriken bilden also eine echte Untermenge
der stationidren Metriken.

Im statischen Fall konnen wir also schreiben:
g = gap(t,X) dx* @ dxP = $?(X) ?dt ® dt — Gop(X) dX* @ dX®.  (4a)

Dabei haben wir den raumlichen Teil der Metrik mit einem Minuszeichen versehen,

s0 dass gqp(X) dx® @ dxP eine positive-definite Metrik auf den 3-Mannigfaltigkeiten

konstanter Zeit t ist. Wir nennen ct = x°.

Eine alternative Weise die Metrik g zu schreiben ist
g = $2(%) (c2dt @ dt — Gou (%) dx® @ dx°) (4b)
wobei
g=4g. (5)
Die zweite Form (4b) wird erst in der folgenden Aufgabe wichtig.

Zeigen Sie, dass die Christoffel-Symbole der Metrik (4a) wie folgt sind: Alle Chri-
stoffel Symbole mit allen drei oder genau einem Index gleich O verschinden, d.h.
Fgo = ng =I5, =I5 = 0. Die anderen Komponenten sind

Mo =3"bdy,  Too=T=M(Pa, T =Ts. (6)
Dabei sind T}, die mit der Metrik § gebildeten Christoffel Symbole und [---], =
af---]/0x%.

Zeigen Sie weiter, dass die Komponenten des Ricci-Tensors der Metrik g folgende
Form haben:

Roo = d AP, (7a)
Roa = 0, (7b)
Rap = Rab - VaZbd’ . (7¢)

Hier ist V die Levi-Civita kovariante Ableitung beziiglich der Metrik § und A :=
§*®V 4V}, deren Laplace-Operator.

Beweisen Sie nun den Satz, dass die einzige statische, iiberall regulédre und asympto-
tisch Minkowski’sche Losung der Einstein’schen Vakuumfeldgleichungen (T, = 0,
A = 0) in 4 Dimensionen der Minkowskiraum ist. Diesen Umstand driickt man auch
so aus: Die Einstein’sche Theorie besitzt keine nicht-trivialen Soliton-Ldosungen. (Sta-
tische Losungen endlicher Energie konnte man sich etwa als gravitativ gebundene
Zustiande von “Gravitonen” vorstellen.)

Gehen Sie zum Beweis wie folgt vor: Aus (7a) folgt A¢ = 0. Asymptotisch Minkow-
ski’sch bedeutet, dass ¢ — 1 um rdumlich unendlichen. Daraus konnen Sie folgern,
dass ¢ = 1 wenn ¢ (wegen Regularitiit) beschriinkt ist. Aus (7c) folgt nun Rqp = 0. In
3 Dimensionen gilt aber der Satz (den Sie an dieser Stelle unbewiesen einfach hinneh-
men miissen), dass aus dem Verschwinden des Ricci-Tensors das Verschwinden des
Riemann-Tensors folgt. Also ....
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Aufgabe 3

Wir untersuchen die Geoditischen einer statischen Metrik. Wir nehmen dazu statt
(4a) die Form (4b). Stellen Sie dazu die Euler-Lagrange Gleichungen des Energie-
funktionals fiir die Funktionen t(A) und x®(A) auf. Zeigen Sie aus Ersterer, dass
t$? = K = konst. Die Euler-Lagrange Gleichung fiir x*(A) kénnen Sie zweifach
vereinfachen. Einmal, indem Sie das Ergebnis aus Aufgabe 1 benutzen, gemifl dem
$? (c*t? — gapx*x®) = k = konst. Dann ein zweites Mal, indem Sie t statt A als
Parameter verwenden. Dazu nehmen wir an, dass t # 0, also die Konstante K nicht
verschwindet. Beweisen Sie so, dass die Euler-Lagrange-Gleichung fiir x*(A) in fol-
gende Form gebracht werden kann (ein Strich bezeichnet eine Ableitung nach t):

x!a + ﬁt()lc X/aX/b ——C g\ab (d)z),b . (8)

Hier ist C := kc?/2K? und alle FeldgroBen T, &, g) werden wie tiblich bei bei x(t)
ausgewertet.

Damit ist insbesondere folgender Satz bewiesen: Lichtartige Geoditische (k = 0) in
statischen Raumzeiten sind so, dass Ihre Projektionen in die 3-dimensionalen rdum-
lichen Hyperflichen t = konst. Geoditische beziiglich der Metrik § sind, wobei
t affiner Parameter ist. Man nennt deshalb § auch die optische Metrik des Raumes.
(Achtung: Im Allgemeinen gibt es in einer Raumzeit keine kanonisch definierte Fami-
lie von Hyperflichen, die man mit “dem Raum” identifizieren konnte und daher auch
keinen natiirlichen Begriff von “rdumlicher Projektion”. In statischen Raumzeiten sind
diese Begriffsbildungen aber moglich.)
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