Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 7

Zur Wiederholung (s. Vorlesung)

In der Vorlesung wurde die Lichtausbreitung in der statischen Metrik
20(X 20(X
9:<1+d(’:£")> czdt®dt—<1— 4;5”) 4% ® d% (1)

diskutiert unter Benutzung des Ergebnisses von Aufgabe 3 auf Blatt 5, gemil} dem die
raumliche Projektion lichtartiger Geodatischer selbst geoditische in der ,,optischen

Metrik“ Gab := —gav/goo sind. Fiir (1) ist diese in fiihrender (linearer) Ordung in
¢/c? gegeben durch
- 4¢(x)
@ab(x) = (] - ? Sab - (2)
Die in dieser optischen Metrik gemessene ,,optische Weglidnge™ d§ unterscheidet sich

von der in den Koordinaten (x',x%,x3) gemessenen euklidischen Weglinge ds =

V/8apdxadx durch den Faktor n(X) = 1 — 2¢(X)/c?. Man kann daher beziiglich
der euklidischen Hilfsgeometrie des Raumes so rechnen, als sei man in flachen Raum,
der allerdings erfiillt ist von einem optisch aktiven Medium mit variablem Brechungs-
index n(X). In der Vorlesung wurde so mit Hilfe der Geoditengleichung in der op-
tischen Metrik (Eikonalgleichung) gezeigt, dass die Differenzvektoren & := € — €;
zwischen dem Einheitsvektor der auslaufenden Strahlrichtung € und der einlaufenden
Strahlrichtung €; in fithrender Ordung (in ¢/c?) gegeben ist durch

L7 AG o £
&(E) = —J a’e/ L) —=——=—, (3a)
c? Jp2 IE— /|12
wobei £ = (x,y), mit
(&) = J dzp(x,y,z). (3b)
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Aufgabe 1

" In der euklidischen Geometrie gelten die

Source plane in der Abbildung gezeigten geometrische

| ! Verhiltnisse zwischen der Linsenebene (Lens

3 ' s Da plane), die durch E parametrisiert wird, und

3 : N Quellenebene (Source plane), die durch 1] pa-

@ K D, rametrisiert wird. 6 und 3 bezeichnen die

(o planel ’ Winkel, unter denen die Quelle mit bzw.

ohne Linse gesehen wird. Mit D4 und Dy

sind die Abstinde des Beobachters von der

Da Linsen- bzw. Quellenebene bezeichnet, wo-

bei Dgs :== Ds — Dq4. Im Bild ist & := ||&]|,
was als Funktion von z zu betrachten ist.

V' Observer
Unter einer Linsengleichung versteht man eine Abbildung, die jedem Punkt der Lin-
senebene einen Punkt der Quellenebene zuordnet, mit den obigen Bezeichnungen also
1} als Funktion von & darstellt . Zeigen Sie

ii= D E 4 DasdlE). @
d

Schreiben Sie diese Gleichung in dimensionsloser Form indem Sie einen Lingenpa-
rameter &y in der Linsenebene und einen Entsprechenden Lingemparameter 1y :=
(Ds/Dq)&o in der Quellenebene einfiihren und statt (£,7j) die Variablen X := £/&y
und § := 17/no verwenden. Zeigen Sie, dass dann (4) dquivalent ist zu

§(X) == Vo(x), (5)
wobei
¢ (%) = 3|IX]* —w(x), (5b)
P(X) = :TJRZ In(|[X — x| x(X") d*x’, (5¢)
K(X) = ‘TZGD‘I‘DDSdSZ(aoz). (5d)

In diesen Gleichungen beziehen sich alle Vektorpfeile auf den R?

Zeigen Sie, dass die Spur der Hesse-Matrix D1y am Punkt X durch 2«(X) gegeben ist,
insbesondere also auB3erhalb des Tréigers von k verschwindet. Was bedeutet das fiir die
Geometrie der Linsenbabbildung?
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Aufgabe 2

Spezialisieren Sie die Linsenabbildung von Aufgabe 1 auf T(£) = m 8@ (E). Wihlen

Sie
2GM  DyDgys
=4/2- . .
& \/ ) D, (6)
Zeigen Sie, dass damit
§®) =% (1772 . ™

Diskutieren Sie die Urbilder X eines festen Quellpunktes y, insbesondere §j = 0. Inter-
pretieren Sie diese Abbildung geometrisch. Tipp: Siehe Bild. Es handelt sich um eine
Aufnahme des Hubble-Space-Teleskops von 21. Dez. 2011. Die als Linse wirkende
Massenverteilung heiflit LRG 3-757. Mehr dariiber miissen Sie selbst herausfinden.
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