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Blatt 8

Wiederholung

In der Vorlesungen wurden die linearisierten Einstein-Gleichungen in der de Donder-
Eichung besprochen. Letztere lautet

0%(hap — Maph) =0, (1)

wobei h :=n*P hyp. Hier bezeichnet ) die Minkoswski-Metrik und die Komponenten
beziehen sich auf ein Koordinatensystem, in dem gilt {nypg} = diag(1,—1,—1,—1).
Ferner ist hop := gap — Nap, WO g die Metrik der Raum-Zeit ist . Zur Ableitung der
in hyp linearisierten Einstein-Gleichungen mussten wir voraussetzen, dass Terme, die
in hyp und deren ersten Ableitungen quadratisch sind, vernachléssigt werden konnen.
AuBerdem ist die Quelle Tyg von der Ordnung hg. Ist die De Donder’sche Bedingung
(1) erfiillt, dann nimmt die linearisierte Einstein-Gleichung die Form an

Dhmﬁ = *ZK(TocB - %T]oqu) (2)

mit T := n“BTaB. (In der linearisierten Theorie werden Indizes immer mit der
Minkowski-Metrik verschoben).

Die De Donder’sche Eichbedingung fixiert die Eichung nicht vollstindig. Eichtrans-
formationen haben ja die Form
Nap — Ngp i= Nap + 0aAp + 0pAx. (3)
Also gilt (nachrechnen!)
0%(hig — dMagh’) = 3%(Rag — Jnagh) + DA “)

Ist also (1) fiir hyp bereits erfiillt, dann erfiillt auch ‘n(’x[5 (1) wenn LJAg = 0. Nach
Stellen der De Donder’schen bedingung besteht also eine “residuelle” Eichfreiheit (7)
mit solchen A, die (A, = 0O erfiillen.

Aufgabe 1

Argumentieren Sie, dass (1) fiir hf’xB immer erfiillt werden kann, indem Sie die ent-
sprechende Losung fiir A in (4) durch die retardierte Green-Funktion des Wellenope-
rators explizit angeben. Uberzeugen Sie sich davon, dass diese Losung Ay (x) als ein
Integral iiber den Riickwértslichtkegel an x darstellt. Was ist das dazu benutzte Inte-
grationsmaf3?
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Aufgabe 2

Zeigen Sie folgenden Satz: Ist Tyg = 0 so kann man zusitzlich zu (1) noch folgende
Eichbedingungen stellen, die zusammen mit (1) dann vollstindig ist (es besteht keine
weitere Eichfreiheit mehr):

n**hes = 0, (5a)
V‘Xhoqg =0. (Sb)

Dabei ist v ein beliebiger zeitartiger Vektor (unabhingig vom Punkt der Raum-Zeit).

Anleitung: Betrachten Sie die Fourier-Transformierte von hyg

hag () = 32 | ' explik ) Fog (K), (62)
- 1
Rap (k) = 2 Jd4x exp(—ik - x) hap(x), (6b)

und entsprechend fiir A. Hier ist k - x := kgxP = n,pk*xP. Es gilt hyp(—k) =
[ﬁ(x‘g(k)] “und A(—k) = [/~\(k)] * (ein * bezeichnet komplexe Konjugation), da hug
und A reellwertig sind.

Nun ist (7) dquivalent zu

hap (k) = hlp (k) = hag (k) + ikaAp (k) + ikgAg(K). (7)

Gilt Uhyg = 0, dann hat Ftoqg seinen Triger auf dem Lichtkegel. Das gilt auch fiir A.

Zeigen Sie, dass fir h(’xB die zu (5) dquivalenten Bedingungen

PRl = 0, (8a)
VR, = 0, (8b)

durch Wahl von A, immer erfiillt werden kénnen, wobei hyp bereits (1) erfiillt:
k*hap (k) = Tkph. )

Beachten Sie: Mit (7) ist (8) ein (scheinbar iiberbestimmtes) linear-inhomogenes Sy-
stem von 10 Gleichungen fiir die vier /~\a(k) dar. Dabei stellt (9) Einschridnkungen an
die Inhomogenitét dar. Zeigen Sie zuerst, dass (9) und (8b) die Bedingung (8a) im-
plizieren. Multiplizieren Sie dann (8b) mit VP und benutzen Sie die so entstehende
Beziehung, um (8b) eindeutig nach /~\f5(k) aufzulosen. Es ergibt sich (v - k = vy k%,
h(v,v) = ﬁ(xﬁv"‘vﬁ)
i - h(v,v

) =5 <V°‘haﬁ —3kp \E,’k)> :

Damit sind die ;\ﬁ eindeutig durch die ﬁaﬁ und die Wahl von v bestimmt. Warum
muss v zeitartig sein?

(10)
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Aufgabe 3

In einer Raum-Zeit (M, g) betrachten wir eine einparametrige (o) Schar x(s, o) zeit-
artiger Geoditischer, so dass fiir jeden Wert 0 € (—e, €) C R mit € > 0 gilt:

%%(s, 0) +T§, (x(s, 0)) xP (s, 0)%Y(s,0) =0. (11)

Dabei bezeichnet hier und im Folgenden ein Punkt die Ableitung nach dem Kurvenpa-
rameter s (hier bei festgehaltenem o). Wir wihlen s als identisch zur Bogenlinge, so
dass gapXx*xP =1.

Entlang der Geoditischen zu o = 0 definieren wir das Vektorfeld n(s) mit den Kom-
ponenten

_ 0x%(s,0)
~ do
Allgemein definieren wir die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes v(s) entlang
einer Kurve x(s) durch

n*(s): (12)

o=0

Vov® = v*(s) + T, (x(s)) X*(s)v¥(s) (13)

Zeigen Sie, dass das in (12) definierte Vektorfeld entlang der Geoditischen o = 0 der
der Gleichung geniigt

Vin(s) = —R%p, (x(s)) x*(s)x"(s)nP(s). (14)

wobei R"‘M3V die Komponenten des Riemann’schen Kriimmungstensors sind. Man
nennt (14) die die Gleichung der geodditischen Deviation oder auch Jacobi-Gleichung.

Anleitung: Differenzieren Sie (11) nach o. Ersetzen Sie darin den Term fi* durch
die Terme, die Sie aus der Berechnung von V?n* := V4(V¢n®) durch zweimaliges
Anwenden von (13) erhalten. Darin wird auch ein Term X* vorkommen, den Sie geméiB
(11) ersetzen konnen. Erinnern Sie sich an die Definition des Kriimmungstensors:
R=0"—0or+rr—rr.

Zeigen Sie zum Schluss, dass falls n die Gleichung (14) erfiillt, das auch fiir die Pro-
jektion n; := n — x g(x,n) von n senkrecht zu x gilt. Das geht ohne jede weitere
Rechnung, wenn Sie folgendes bedenken: 1) V x* = 0, 2) Vsgus = 0 und 3) der
Kriimmungstensor ist in den letzten zwei Indizes antisymmetrisch. Formulieren Sie
das darauf basierende Argument vollstindig.
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