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Aufgabe 1

In der TT-Eichung ist die Metrik der (+) — Mode einer ebenen Gravitationswelle in
z-Richtung gemil Vorlesung gegeben durch

g= ¢ dt? — [1 —h.(t— z/c)] dx? — [1 +h (t— z/c)] dg2 —dz2. )
Berechnen Sie alle Komponenten Rygys5 des Kriimmungstensors in linearer Ordnung
in der Amplitude h..
Hinweis: Die I'T" - Terme sind von quandratischer Ordnung, konnen also weggelassen

werden. Dann ist in linearer Ordnung (s. Vorlesung)

Rapys = _% (agcvhﬁé + aééhw - aiéhﬁv - aéyh@) . 2

Aufgabe 2

Berechnen Sie die mittlere Energiestromdichte einer harmonischen ebenen Gravitati-
onswelle der (+) — Mode; d.h. h, (t—z/c) = A cos [w(t—z/c)] , mit w = 27rv, wobei
v die Frequenz ist. Welche typischen Werte erhilt man fiir Amplituden A = 10~2! und
Frequenzen von 100 Hz?

Hinweis: Benutzen Sie dazu den in der Vorlesung angegebenen Ausdruck des gemit-
telten Energie-Impulstensor des linearisierten Gravitationsfeldes in TT-Eichung.

Aufgabe 3

Stellen Sie die Gleichungen fiir eine lichtartige Geoditische in der Metrik (1) auf und
zeigen Sie damit, dass ein anfinglich in x-Richtung orientierter Lichtstrahl keine Ab-
lenkung in y-Richtung erfihrt, und dass seine Ablenkung in z-Richtung proportional
zur Amplitude h ist. Damit konnen Sie unter konsequenter Weglassung quadratischer
Terme in der Amplitude die Bedingung der Lichtartigkeit in der Form schreiben

cdt = £dx (1 — Thi(t(x))), (3)

wobei das obere/untere Vorzeichen fiir Lichtstrahlen gilt, die in positiver/negativer x-
Richtung fortschreiten.
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Aufgabe 4

Wenden Sie das Ergebnis (3) der vorherigen Aufgabe nun auf folgende Situation an:
Auf der x-Achse (y = z = 0) befinden sich bei x = 0 eine monochromatische Licht-
quelle und bei x = L ein Spiegel. Sowohl Lichtquelle als auch Spiegel seinen krifte-
frei, im Feld der Gravitationswelle also bei konstanten x-Werten (das ist eine spezielle
Eigenschaft der TT-Eichung; vgl. Vorlesung). Man betrachte ein zum Zeitpunkt t = t,
entlang der x-Richtung von der Quelle ausgesandtes Lichtsignal der Frequenz v. Die-
ses wird zu einem Zeitpunkt t, am Spiegel reflektiert und trifft zum Zeitpunkt t = t.
mit der Frequenz v.wieder bei der Quelle ein. Zeigen Sie, dass

Ve = Va [1 + %(‘M(ta +%) - h+(ta))} : @)

Anleitung: Integrieren Sie (3) einmal von x = 0 bis x = L entlang der ungestorten
Bahn t(x) = tq + (x/c) und einmal von x = L nach x = 0 zuriick entlang der
ungestorten Bahn t(x) = (2L —x)/c. Durch Addition erhalten Sie t. als Funktion von
tq. Berechnen Sie dt./dt, und argumentieren Sie, dass dies gleich dem Verhiltnis
Va/Ve ist. [Sie diirfen entlang der ungestorten Bahn integrieren, da die Stérung in z-
Richtung bei Beriicksichtigung zu quadratischen Termen in h, fiihren wiirde, die wir
aber konsequent vernachldssigen.]

Aufgabe 4

Bisher wurde in der Vorlesung einfach angenommen, dass Lichtstrahlen im Limes der
geometrischen Optik Nullgeoditen der Raumzeit sind. In dieser Aufgabe wollen wir
uns vergewissern, dass diese Aussage tatsdchlich eine Folge der Maxwell-Gleichungen
ist.

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass durch Einfiihrung eines Potentials
Fow =V A, =V VAL =0,A, — 0 A, 5)

die homogenen Maxwell-Gleichungen geldst werden und die inhomogenen Gleichun-
gen im Vakuum (verschwindende Viererstromdichte) gegeben sind durch

VHFuy i= g"' VaFy = 0. (6)

Zeigen Sie, dass diese in der kovarianten Lorenz-Eichung
VHAL =0 (7
tibergehen in ((J := g*¥V V)
DA, —RiAy =0. ®)
Um aus den quellenfreien Maxwellgleichungen (Wellenoptik) die Gesetze der geome-

trischen Optik abzuleiten, betrachtet man Losungen der Maxwellgleichungen (8) in
der Eichung (7) fiir Vektorpotentiale der Form

Ap = (ayg+ eby + O(2)) exp(ip/e). ©)
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Dabei ist die Amplitude in einer Potenzreihe in € entwickelt, d.h. a,,, b, sind Vektor-
felder und O(2) bezeichnen Terme von mindestens quadratischer Ordnung in €, und
1 ist eine relle Phasenfunktion (sog. Eikonal). Wir fiihren folgende GréBen ein:

kp: =V Wellenzahlvektor , (10a)
a: = y/g"™vayuay Amplitude , (10b)
fu: = au/a Polarisationsvektor . (10¢)

Man setzt nun den Ansatz (9) in (7) und (8) ein und betrachtet die Konsequenzen fiir
€ — 0 (Limes der geometrischen Optik). Dazu ordnet man nach steigenden Potenzen
von €, beginnend mit €2, und setzt deren Koeffizienten einzeln gleich Null. Zeigen
Sie: Fiir (7) ergibt dies

e 2: keine Bedingung , (11a)
e': kta, =0, (11b)
und fiir (8)
e?: kK%, =0, (12a)
e k'Vya, = —%(Vvky)au, (12b)

wobei in (12b) bereits einmal Gleichung (12a) verwendet wurde.

Bilden Sie V von k*k,, = 0 und zeigen Sie mit Hilfe der Tatsache, dass k,, Gradien-
tenfeld ist (10a), dass
kK'Vyky, =0. 13)

Leiten Sie nun mit Hilfe von (12b) ab, dass
K'Vya=—1aVk,. (14)

Aus letzter Gleichung kionnen Sie die Anderung der Aplitude entlang des Lichstrahls
berechnen. Betrachten Sie nun f,, aus (10c) und folgern Sie mit (12b) und (14), dass

K'Yy f, =0. (15)

Insgesamt habe Sie damit in der betrachteten N#herung (Vernachldssigung von Ter-
men €™ fiir n > 0) folgende Konsequenzen aus den Maxwellgleichungen abgeleitet:
Die Lichtstrahlen sind Nullgeoditen (Gl. 12a und 13) entlang denen der Polarisations-
vektor senkrecht steht (Gl. 11b) und parallel verschoben wird (Gl. 15). Die Amplitude
veridndert sich geméal (14), nimmt also ab/zu falls die Divergenz des lichtartigen Vek-
torfeldes k positiv/negativ ist.
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