Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI
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Aufgabe 1

Wiederholen Sie knapp folgende Sachverhalte aus der Newton’schen Mechanik mit
Begriindungen:

Der Energiesatz fiir eine Punktmasse m im Zentralpotential V(r) mit Gesamtenergie E
und Gesamtdrehimpuls L = L&, kann unter Ausnutzung von mr?¢ = L auf folgende
Form gebracht werden:

212 2
dr\“ L L
Fiir das Newtonsche Potential V(r) = —oa/r ldsst sich dies nach voriibergehender
Einfiihrung von u = 1/7 leicht integrieren und man erhilt
P
— B 2
(@) 1+ ecoso (22)

2 [, 2EL2
p=—— und e=4/1+—5, (2b)
mo mo

was bekanntlich eine Ellipse mit groBer Halbachse a = p/(1 — €?) = —«/2E und
Exzentritit € beschreibt. a, ¢ und p. ¢ = 0 entspricht dem Punkt grofiter Anniherung,
dem Periastron. Dieser kehrt mit der Periodizitdt 27t wieder und ist daher ein fester
Punkt im Raum; die Bahn ist also geschlossen. Wiederholen Sie auch die geometrische
Bedeutung der Ellipsenparameter grofie und kleine Halbachse (a,b), Exzentritt (€)
und Semi-Latus Rectum (p).

Aufgabe 2

Diese Aufgabe schlief8t direkt an Aufgabe 1 an.

Wihrend fiir 1/r-Potentiale die gebundenen Bahnen geschlossen sind, gilt dies nicht
fiir allgemeine Potentiale V(r). Vielmehr gilt nach (1) fiir den Exzess A der Peria-
stronwiederkehr (begriinden Sie das):

Tmax 2
Mt Ap = zJ dri/r
Tmin \/Zm(E —V(r) —L2/r2
0 Tmax
= 25| J dr\/2m(E — V(r)) — 12/12, 3)
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Betrachten Sie nun das Potential V(1) = —£ + AV/(r) mit AV als ,kleiner Storung™.
Leiten Sie in linearer Ndherung aus (3) folgenden Ausdruck fiir A ab:

0

1

27t
{J d@fﬁ(@;L,E)AV(r*(cp;L,E))}- 4)
e L(LJo

Hier ist v, (@; L, E) die Losung (2a) zum ungestorten Potential —o/r zu den Werten
L und E von Drehimpuls und Energie. Beachten Sie, dass in (3) und (4) der Term
hinter der partiellen Ableitung als Funktion von L und E aufgefasst wird, so dass die
partielle Ableitung nach L bei konstantem E auszufiihren ist, was durch das Symbol ‘E
angedeutet wurde.

Berechnen Sie nun A fiir die Storungen der Form AV, (1) = §,/r% und AV3(r) =
53/ und zeigen Sie, dass sich ausgedriickt durch die groBe Halbachse a und die
Exzentritdt € der ungestorten Ellipse folgende Werte ergeben:

)
Ao = —27‘[5sz_2 = —27'[(1(12_/0;2)» (5a)
Aso = —6madsmil™ = —gm— O3/% 5b

(Achtung: Prinzipiell sind vor der partiellen Differentiation nach L die Parameter p
und € durch (2b) als Funktionen von L und E auszudriicken.)

Aufgabe 3

Die Sonne ist als Folge Threr Eigenrotation entlang ihrer Rotationsachse abgeplattet
und besitzt dadurch ein Quadrupolmoment, das durch den dimensionslosen Parameter
]2 charakterisiert wird. Ihr Gravitationspotential wird dadurch modifiziert zu

2
V(r,0) = —% <1 +72 ZR? (1 — 3 cos? 9)) , (6)

wobei R den Radius der Sonne bezeichnet.

Begriinden Sie, warum trotz der Abhingigkeit des Potentials von 6 eine Bahn, die
anfinglich innerhalb und tangential zur Ebene 6 = 71/2 startet auch weiterhin inner-
halb dieser Ebene verlaufen wird. Benutzen Sie (5b) (warum diirfen Sie das?) um die
durch das Quadrupolmoment verursachte Periheldrehung (A@)quad fiir Bahnen in der
Aquatorialebene (0 = 71/2) zu bestimmen. Zeigen Sie damit, dass

R 2
(A(P)Quad =3n], [(1(152)] . (7

Wie grof3 miisste der Parameter |, fiir das Quadrupolmoment der Sonne sein, damit
dadurch die gemessene Periheldrehung des Merkur von etwa 43 Bogensekunden pro
100 Jahren erklért wiirde?
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