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Aufgabe 1

Oft stellt man im Zusammenhang mit den Einstein-Gleichungen (die wir noch ken-
nenlernen werden) an den Energie-Impulstensor T algebraische Bedingungen, die
man zusammenfassend als Energiebedingungen bezeichnet. Wenn wir den Energie-
Impulstensor als lineare Abbildung des Vektorraumes V mit Minkowski-Metrik 1 auf-
fassen, dann sind die drei giingisten Energiebedingungen durch folgende Forderungen
gegeben, die jeweils fiir alle zeitartigen v € V gelten sollen:

nv, v) >0 (schwache Energiebedingung), (1a)
nv, ) — %n(v,v)Spur(T) >0 (starke Energiebedingung), (1b)
n(M, v) >0 <nv, v) (Energiedominanzbedingung). (1c)

Interpretieren Sie (1a) und (1c) geometrisch als Einschrinkung an das Bild der linearen
Abbildung T und genauso (1b) als Einschrinkung an das Bild der linearen Abbildung
T':= T — }Spur(T)id,.

Zeigen Sie, dass angewandt auf eine ideale Fliissigkeit diese Bedingungen jeweils
dquivalent sind zu:

e Schwache Energiebedingung:

p>0 und p > —pc’. (2a)

e Starke Energiebedingung:

—pc?/3  falls p >0
pz{ PC/3 Rlse =0, (2b)
—pcC falls p < 0.
e Energiedominanzbedingung:
p>0 und —pc? <p<pcl. (2¢)
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Aufgabe 2

Die Bezeichnungen und Verhiltnisse seien wie in Aufgabe 1. Wir bezeichnen ferner
mit Z = {v € V : n(v,v) > 0} C V die Menge der zeitartigen Vektoren. Zeigen
Sie, dass diese in zwei jeweils konvexe Zusammenhangskomponenten zerfillt, Z =
Z,UZ_,unddass gilt: Istn € Z, undv € Z, damnv € Zy & n(n,v) = 0.
Zeigen sie weiter, dass die Energiedominanzbedingung (1c) dquivalent der Bedingung
ist,dass T : V — V die Zusammenhangskomponenten Z_ jeweils auf sich abbildet.
Wegen der Stetigkeit der Abbildung T gilt dies dann auch fiir deren Abschliisse Z.
Sei {eg, €1, - ,en_1} eine beziiglich  orthonormierte Basis von V mit zeitartigem
€o. Beweisen Sie nun, dass die Energiedominanzbedingung folgende Ungleichungen
impliziert

Too > [Tav| 3)
fiir alle a,b € {0,1,--- ,n— 1}, wobei Ty, :=n(eq, Tey). Tipp: Betrachten Sie Aus-
driicke der Form 1(eo + eq, T(eo £ €p)) und 1(eo, T(eo & eq)). Kann man auch
umgekehrt schlieen, dass aus der Giiltigkeit von (3) beziiglich einer fest gewéhlten
1-orthonormierten Basis die Energiedominanzbedingung folgt?

Aufgabe 3

Sei vy : I — M eine mindestens zweimal stetig differenzierbare Kurve auf der Man-
nigfaltigkeit M. Beziiglich einer Karte (U, ¢) konnen wir diese durch eine Kurve
z:1 —= R" z = ¢ oy, reprisentieren, wobei wir vereinfachend annehmen, dass
v(I) € U, d.h. die Kurve ganz im Kartengebiet verlduft. Sei{ey : x = 0,---n—1}die
kanonische Basis des R"™, dann ist z = z%e, wobei z* : I — R die Komponentenfunk-
tionen von z sind. Auf M sei eine nicht-ausgeartete, symmetrische Bilinearform g defi-
niert (eine “Metrik”), die in der Karte (U, ¢) die Form annimmt gly = gapdx*® dxP,
mit gup : $(U) — R als Komponentenfunktionen.

Auf der Menge der Kurven (Achtung: unter “Kurven” sind immer die Abbildungen
vertstanden, nicht nur deren Bilder) definieren wir das reellwertige Energiefunktional
durch

1
E) = | otn)an, @
Zeigen Sie, dass 1
Ev) =1 L gap ((N) 25 (V2P (A) dA. )

Wir betrachten neben y nun Vergleichskurven mit gleichen Endpunkten und suchen
unter diesen die stationdren Punkte des Energiefunktionals. Diese miissen den zu-
gehorigen Euler-Lagrange Gleichungen geniigen. Zeigen Sie, dass diese dquivalent
sind der Geodétengleichung

24 (N) 4 Thg (z(A)) ¥ (V2P (A) = 0, (6)

wobei (mit gup,v := 0gup/0x")
M == 29" (—9apy + Gvap + Ipvoa) - (7
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Zeigen Sie weiter: Erfiillt eine Bahnkurve z(A) die Gleichung (6), dann gilt

£ (gup(z0) 25N ) =o0. ®

dA
Der Integrand des Energiefunktionals ist also entlang der Losungskurve konstant.
Geoditische (Losungskurven der Geoditengleichung) sind also an jedem Punkt stets
entweder zeitartig (g(v,v) > 0), lichtartig (g(v,v) = 0) oder raumartig (g(y,vy) <
0).

AuBerdem folgt: Die Losungskurve y(A) bleibt nach Umparametrisierung A — A’ :=
f(A) genau dann Losungskurve von (6), wenn f die Form hat f(A) = aA + b mit a €
R — {0} und b € R. Man nennt diese Klasse der Parameter affine Parametrisierungen.
Machen Sie sich klar, dass sowohl fiir raumartige als auch zeitartige Geodétische die
Bogenléinge ein affiner Parameter ist und dass deshalb jeder affine Parameter die Form
A = as + b hat, wobei s die Bogenldnge ist. Fiir lichtartige geoditische gibt es zwar
den Begriff des affinen Parameters, nicht aber den Begriff der Bogenlinge.

Aufgabe 4

Auf der Einheitssphire S := {X € R3 | ||%|| = 1} fiihren wir (im Komplement des
Nullmeridians) wie iiblich Polarkoordinaten x' = 6 und x* = ¢ ein. Dann ist

gab(2)2°2° = 02 + sin(0) ¢°. 9)

Zeigen Sie, dass die Geoditischen genau die affin parametrisierten GroBkreise (oder
Stiicke von diesen) sind. Zeigen Sie dies einerseits anhand der Euler-Lagrange Glei-
chungen des Energiefunktionals , indem Sie von der Tatsache Gebrauch machen, dass
diese alle rdumlichen Drehungen als Symmetrien besitzen.

Auf der anderen Seite konnen Sie auch ohne Rechnung mit Hilfe einer Spiegelsym-
metrie nach folgendem Schema argumentieren: Unter einer Spiegelung an einer Ebene
duch den Ursprung (etwa der z = 0 Ebene) bleibt ein GroBkreis (hier der Aquator)
punktweise fest. Der GroBkreis ist also eine Fixpunktmenge einer Isometrie (denn er
stellt eine Isometrie im euklidischen R dar, dessen Geometrie die der Sphire indu-
ziert). Unter einer Isometrie wird aber eine Geoditische auf eine Geoditische abgebil-
det (warum?). Betrachte nun eine Geodétische, die auf und tangential zum GroBkreis
startet. Wiirde sie nicht mit dem GroBkreis identisch sein, so wére ihr Bild unter der
Spiegelung eine andere Geoditische mit gleichen Anfangsort und gleicher Anfangs-
geschwindigkeit. Das ist aber unmoglich, weil ......
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