Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 6

Aufgabe 1

Betrachten Sie auf der “oberen Halbebene” M = {(x,y) € R? : y > 0} die Rie-
mann’sche Metrik

dx ® dx +dy ® dy

g = gapdx® ® dx* = "

ey
Bestimmen Sie alle Geoditischen (stationdre Punkte des Energiefunktionals) und zei-
gen Sie, dass diese entweder vertikale Gerade x = konst. oder Bogen von Kreisen
sind, deren Mittelpunkte auf der x-Achse liegen.

Tipp: Stellen Sie die die beiden Euler-Lagrange-Gleichung zum Energiefunktional fiir
x(s) und y(s) auf. Wihlen Sie 0.B.d.A als Parameter s die Bogenldnge; dann gilt fiir
alle s, dass [x%(s) + y%(s)]/y*(s) = 1. Zeigen Sie: Entweder verschwindet x(s) =
0 fiir alle Punkte der Bahn oder keinen. Im zweiten Fall ist also x eine monotone
Funktion der Bogenldnge und Sie diirfen y statt als Funktion von s als Funktion von x
auffassen. Die Differentialgleichung fiir y(x) konnen Sie leicht integrieren. Ist (M, g)
geoddtisch vollstidndig, d.h. exsistieren alle Geoditische fiir alle Werte s € R der
Bogenlédnge?

Aufgabe 2

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit kovarianter Ableitung V und {eq :
a=1,---,n}und {6% : a = 1,---,n} lokale, Felder von Basen bzw. Ko-Basen.
Wie in der Vorlesung schreiben wir V. e, = w§, ec, wobei w¢, die zu V gehorigen
Zusammenhanhskoeffizienten heilen und wy, := w¢, 0¢ die Zusammenhangs-1-Form.

In der Vorlesung wurden Torsion und Kriimmung definiert:

T = 178 ea® (6N 09) € S(TM &AM, (22)
Q= 0% (ea®0") @ (6°A0%) €SMT'MeA'M),  (2b)
(2¢)

Ferner wurde gezeigt, dass diese den Cartan’schen Strukturgleichungen geniigen:

T® = d6° + wi A 0P, (3a)
Qp = dwy + wn A wy, (3b)
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wobei T® := JT,0° A 0% und Q¢ := Q4 _,6° A 04

Leiten Sie daraus die 1. und 2. Bianchi-Identitét her:

0 =dT® + we AT> — Q8 AB" (1. Bianchi-Identitit) (4a)
0 =dQg + wy AQp — Q8 Awy (2. Bianchi-Identitéit) . (4b)

Zeigen Sie, dass fiir torsionsfreie Zusammenhénge die 1. und 2. Bianchi-Identitét dqui-
valent sind zu

0=09%,,0tN0mA" & Q% +Q% u+Q% =0, (5a)

lmn

0 - V]_Qab mnel /\ em /\ em <:> V1Qab mn + vaab nl + VnQab m — 0 . (Sb)

Aufgabe 3

Wendet man (5b) auf den Fall des Levi-Civita-Zusammenhangs an, dann gilt mit
wep = gy und Qf 4 = R§ 4, mit

Rbea = 0cldgp — 0alch + Tenlab — Tanloh » (6)

entsprechend
ViRY mn T VRS + VaR% 14, = 0. )

Beweisen Sie mit Hilfe dieser Gleichung, dass fiir den Einstein-Tensor G§, := R%, —
%61‘;]2 gilt (hier in “gemischen” Komponenten geschrieben, also ein Index oben, der
andere unten)

VaGh =0. ®)

Tipp: Kontrahieren Sie (7) erst iiber das Indexpaar (al) und dann nochmals iiber das
Indexpaar (bn) (durch Multiplikation mit g°™). Nutzen Sie dabei, dass die Levi-Civita
kovariante Ableitung Vg = 0 erfiillt, also - in Komponenten - sowohl V gy, = 0 als
auch Vg% = 0. (Kénnen Sie von den zuletzt genannten Gleichungen die 2. aus der
1. herleiten?).
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