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Aufgabe 1

Betrachten Sie auf der “oberen Halbebene” M = {(x, y) ∈ R2 : y > 0} die Rie-
mann’sche Metrik

g = gabdx
a ⊗ dxb = dx⊗ dx+ dy⊗ dy

y2
. (1)

Bestimmen Sie alle Geodätischen (stationäre Punkte des Energiefunktionals) und zei-
gen Sie, dass diese entweder vertikale Gerade x = konst. oder Bögen von Kreisen
sind, deren Mittelpunkte auf der x-Achse liegen.

Tipp: Stellen Sie die die beiden Euler-Lagrange-Gleichung zum Energiefunktional für
x(s) und y(s) auf. Wählen Sie o.B.d.A als Parameter s die Bogenlänge; dann gilt für
alle s, dass [ẋ2(s) + ẏ2(s)]/y2(s) = 1. Zeigen Sie: Entweder verschwindet ẋ(s) =
0 für alle Punkte der Bahn oder keinen. Im zweiten Fall ist also x eine monotone
Funktion der Bogenlänge und Sie dürfen y statt als Funktion von s als Funktion von x
auffassen. Die Differentialgleichung für y(x) können Sie leicht integrieren. Ist (M,g)
geodätisch vollständig, d.h. exsistieren alle Geodätische für alle Werte s ∈ R der
Bogenlänge?

Aufgabe 2

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit kovarianter Ableitung ∇ und {ea :
a = 1, · · · , n} und {θa : a = 1, · · · , n} lokale, Felder von Basen bzw. Ko-Basen.
Wie in der Vorlesung schreiben wir ∇eaeb = ωcabec, wobei ωcab die zu ∇ gehörigen
Zusammenhanhskoeffizienten heißen undωcb := ω

c
abθ

a die Zusammenhangs-1-Form.

In der Vorlesung wurden Torsion und Krümmung definiert:

T = 1
2T
a
cd ea ⊗ (θc ∧ θd) ∈ S(TM⊗Λ2M) , (2a)

Ω = 1
2Ω

a
bcd (ea ⊗ θb)⊗ (θc ∧ θd) ∈ S(TM⊗ T∗M⊗Λ2M) , (2b)

(2c)

Ferner wurde gezeigt, dass diese den Cartan’schen Strukturgleichungen genügen:

Ta = dθa +ωab ∧ θ
b , (3a)

Ωab = dωab +ω
a
n ∧ω

n
b , (3b)
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wobei Ta := 1
2T
c
cdθ

c ∧ θd undΩab := 1
2Ω

a
b cdθ

c ∧ θd.

Leiten Sie daraus die 1. und 2. Bianchi-Identität her:

0 =dTa +ωab ∧ T
b −Ωab ∧ θ

b (1. Bianchi-Identität) , (4a)

0 =dΩab +ω
a
n ∧Ω

n
b −Ω

a
n ∧ω

n
b (2. Bianchi-Identität) . (4b)

Zeigen Sie, dass für torsionsfreie Zusammenhänge die 1. und 2. Bianchi-Identität äqui-
valent sind zu

0 = Ωalmnθ
l ∧ θm ∧ θn ⇔ Ωalmn +Ω

a
mnl +Ω

a
n lm = 0 , (5a)

0 = ∇lΩabmnθl ∧ θm ∧ θm ⇔ ∇lΩabmn +∇mΩabnl +∇nΩab lm = 0 . (5b)

Aufgabe 3

Wendet man (5b) auf den Fall des Levi-Civita-Zusammenhangs an, dann gilt mit
ωcab = Γ

c
ab undΩabcd = Rabcd, mit

Rabcd = ∂cΓ
a
db − ∂dΓ

a
cb + Γ

a
cnΓ

n
db − Γ

a
dnΓ

n
cb , (6)

entsprechend
∇lRabmn +∇mRabnl +∇nRab lm = 0 . (7)

Beweisen Sie mit Hilfe dieser Gleichung, dass für den Einstein-Tensor Gam := Ram −
1
2δ
a
mR gilt (hier in “gemischen” Komponenten geschrieben, also ein Index oben, der

andere unten)
∇aGam = 0 . (8)

Tipp: Kontrahieren Sie (7) erst über das Indexpaar (al) und dann nochmals über das
Indexpaar (bn) (durch Multiplikation mit gbn). Nutzen Sie dabei, dass die Levi-Civita
kovariante Ableitung ∇g = 0 erfüllt, also - in Komponenten - sowohl ∇agbc = 0 als
auch ∇agbc = 0. (Können Sie von den zuletzt genannten Gleichungen die 2. aus der
1. herleiten?).
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