Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 9

Wiederholung aus der Vorlesung

In der Vorlesung wurde die Lichtausbreitung in der statischen Metrik
20(X 20(X
9:<1+d(’:£")> czdt®dt—<1— 4;5”) 4% ® d% (1)

diskutiert unter Benutzung des Ergebnisses von Aufgabe 3 auf Blatt 5, gemil} dem die
raumliche Projektion lichtartiger Geodatischer selbst geoditische in der ,,optischen

Metrik“ Gab := —gab/goo sind. Fiir ist diese in fithrender (linearer) Ordung in
¢/c? gegeben durch
- 4¢(x)
@ab(x):: (] _"‘Ef" Sab - (2)
Die in dieser optischen Metrik gemessene ,,optische Weglidnge™ d§ unterscheidet sich

von der in den Koordinaten (x',x%,x3) gemessenen euklidischen Weglinge ds =

V/8apdxadx durch den Faktor n(X) = 1 — 2¢(X)/c?. Man kann daher beziiglich
der euklidischen Hilfsgeometrie des Raumes so rechnen, als sei man in flachen Raum,
der allerdings erfiillt ist von einem optisch aktiven Medium mit variablem Brechungs-
index n(X). In der Vorlesung wurde so mit Hilfe der Geoditengleichung in der op-
tischen Metrik (Eikonalgleichung) gezeigt, dass die Differenzvektoren & := € — €;
zwischen dem Einheitsvektor der auslaufenden Strahlrichtung € und der einlaufenden
Strahlrichtung €; in fithrender Ordung (in ¢/c?) gegeben ist durch

L7 AG o £
(&) =—J a’e/ L) —=——=—, (3a)
c? Jp2 IE— /|12
wobei £ = (x,y), mit
(&) = J dzp(x,y,z). (3b)

Achtung: In der Literatur (z.B. Straumann und auf der Wikipedia-Seite iiberGravita-
tionslinselﬂ) wird das umgekehrte Vorzeichen fiir & verwendet, also o := €; — €
definiert.

"nttps://en.wikipedia.org/wiki/Gravitational lensing_formalism
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https://en.wikipedia.org/wiki/Gravitational_lensing_formalism

Aufgabe 1

" In der euklidischen Geometrie gelten die

R - in der Abbildung gezeigten geometrische
| ! Verhiltnisse zwischen der Linsenebene (Lens

3 ' s Da plane), die durch E parametrisiert wird, und
3 : N Quellenebene (Source plane), die durch 1] pa-
L/\EX K o rametrisiert wird. © und (3 bezeichnen die
‘ ’ ’ Winkel, unter denen die Quelle mit bzw.

Lens plane

ohne Linse gesehen wird. Mit D4 und Dy
sind die Abstinde des Beobachters von der
Da Linsen- bzw. Quellenebene bezeichnet, wo-
bei Dgs :== Ds — Dq4. Im Bild ist & := ||&]|,
was als Funktion von z zu betrachten ist.

V' Observer
Unter einer Linsengleichung versteht man eine Abbildung, die jedem Punkt der Lin-
senebene einen Punkt der Quellenebene zuordnet, mit den obigen Bezeichnungen also
1} als Funktion von & darstellt . Zeigen Sie

ii= D E 4 DasdlE). @
d
Schreiben Sie diese Gleichung in dimensionsloser Form indem Sie einen Lingenpa-
rameter &y in der Linsenebene und einen Entsprechenden Lingemparameter 1y :=
(Ds/Dq)&o in der Quellenebene einfiihren und statt (£,7j) die Variablen X := £/&y
und y := 1j/no verwenden. Zeigen Sie, dass dann ({)) dquivalent ist zu

§(X) == Vo(x), (5)
wobei
¢ (%) = 3|IX]* —w(x), (5b)
P(X) = :TJRZ In(|[X — x| x(X") d*x’, (5¢)
(l%) = T 20 (%), (5d)

In diesen Gleichungen beziehen sich alle Vektorpfeile auf den R?

Zeigen Sie, dass die Spur der Hesse-Matrix D1y am Punkt X durch 2«(X) gegeben ist,
insbesondere also auB3erhalb des Tréigers von k verschwindet. Was bedeutet das fiir die
Geometrie der Linsenbabbildung?
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Aufgabe 2

Spezialisieren Sie die Linsenabbildung von Aufgabe 1 auf T(£) = m 8@ (E). Wihlen

Sie
2GM  DyDgys
=4/2- . .
& \/ ) D, (6)
Zeigen Sie, dass damit
) =% (1 I%172) . ™

Diskutieren Sie die Urbilder X eines festen Quellpunktes y, insbesondere §j = 0. Inter-
pretieren Sie diese Abbildung geometrisch. Tipp: Siehe Bild. Es handelt sich um eine
Aufnahme des Hubble-Space-Teleskops von 21. Dez. 2011. Die als Linse wirkende
Massenverteilung heiflt LRG 3-757. Mehr dariiber miissen Sie selbst herausfinden.

Aufgabe 3

In einer Raum-Zeit (M, g) betrachten wir eine einparametrige (o) Schar x(s, o) zeit-
artiger Geoditischer, so dass fiir jeden Wert 0 € (—e, e) C R mit € > 0 gilt:

%%(s, 0) +T§, (x(s, 0)) xP (s, 0)%Y(s,0) =0. (8)

Dabei bezeichnet hier und im Folgenden ein Punkt die Ableitung nach dem Kurvenpa-
rameter s (hier bei festgehaltenem o). Wir wihlen s als identisch zur Bogenlinge, so
dass gapXx*xP =1.

Entlang der Geoditischen zu o = 0 definieren wir das Vektorfeld n(s) mit den Kom-

ponenten

0x%*(s, 0)
04 .
n%(s) := 0 oo )]

Allgemein definieren wir die kovariante Ableitung eines Vektorfeldes v(s) entlang
einer Kurve x(s) durch

Vov® = v*(s) + T, (x(s)) X*(s)v¥(s) (10)
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Zeigen Sie, dass das in (9)) definierte Vektorfeld entlang der Geoditischen o = 0 der
der Gleichung geniigt

Vin*(s) = —R%g, (x(s)) x*(s)x"(s)nP(s). (11)

wobei R"‘HBV die Komponenten des Riemann’schen Kriimmungstensors sind.

Anleitung: Differenzieren Sie (8) nach o. Ersetzen Sie darin den Term fi* durch die
Terme, die Sie aus der Berechnung von V2n® := V,(V,n%*) durch zweimaliges An-
wenden von (10) erhalten. Darin wird auch ein Term X* vorkommen, den Sie geméil
(8) ersetzen konnen. Erinnern Sie sich an die Definition des Kriimmungstensors:
R=0I'—0or+rr—rr.

Zeigen Sie zum Schluss, dass falls n die Gleichung erfiillt, das auch fiir die Pro-
jektion n; := n — x g(x,n) von n senkrecht zu x gilt. Das geht ohne jede weitere
Rechnung, wenn Sie folgendes bedenken: 1) V x* = 0, 2) Vsgys = 0 und 3) der
Kriimmungstensor ist in den letzten zwei Indizes antisymmetrisch. Formulieren Sie
das darauf basierende Argument vollstindig.

Man nennt die Gleichung (IT), in der statt n die orthogonale Projektion n | steht,
die die Gleichung der geoditischen Deviation oder auch Jacobi-Gleichung. Die spielt
eine wesentliche Rolle bei der Interpretation der ART, da sie angibt, wie durch Be-
obachtung relativer Beschleunigungen der Kriimmungstensor gemessen werden kann.
In der Ubung wird auch auch eine differentialgeometrischere (koordinatenfreie) Ab-
leitung dieser Gleichung besprochen werden.

Einfiihrung in die ART, SS 2019 A4
qig.itp.uni-hannover.de/~giulini/



