Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 11

Aufgabe 1

Seien g und § zwei konform dquivalente Metriken auf der Raum-Zeit M; das heif3t:
Es gibt eine Funktion ¢ : M — R, so dass

g=-exp(2¢)§. )]

Zeigen Sie: Ist die Kurve v : R — M eine lichtartige Geoditische beziiglich g, dann
gibt es eine Reparametrisierung f : R — R, so dass ¥ := y o ™! eine lichtartige
Geoditische beziiglich § ist. Geben Sie f in Abhéngigkeit von ¢ an.

Aufgabe 2

Betrachten Sie eine Metrik der Form
g = dt? — hgp(X)dx%dx® )

und zeigen Sie: Ist R 5 A — x*(A) eine lichtartige Geoditische, dann ist ihre ,,rdumli-
che Projektion”, R 3 A — x%(A) (a = 1,2, 3) eine raumartige Geoditische beziiglich
der Riemannschen Metrik hqp(X)dx®dxP.

Aufgabe 3

Eine allgemeine statische Metrik einer Raumzeit hat in geeigneten Koordinaten lokal
die folgende Form:
g = f2(X)dt? — hap(X)dx®dxP . 3)

SeiR 5 A — x%(A) eine lichtartige Geodétische beziiglich g. Benutzen Sie die Ergeb-
nisse der beiden vorhergehenden Aufgaben und zeigen Sie damit, dass die ,,rdumliche
Projektion“ R © A — x%(A) (a = 1,2, 3) nach geeigneter Reparametrisierung eine
raumartige Geodétische beziiglich der so genannten optischen Metrik

hab (72)

a b
F2(x) dx“dx 4

Rap(X)dx%dx? =

ist.
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Aufgabe 4

Zeigen Sie zunichst allgemein, dass die kovariante Divergenz eines antisymmetrischen
Tensors 2. Stufe wie folgt geschrieben werden kann:

ap 1 of3
VoF \/maoC(\/det(g)F ) (5)

Benutzen Sie dies in den quellenfreien Maxwellgleichungen und spezialisieren Sie
diese auf den Fall einer statischen Metrik (3) und eines statischen Vektorpotentials
der Form A, = (¢, 6) (Elektrostatik). Zeigen Sie, dass sich die Maxwellgleichungen
in diesem Fall auf die Laplacegleichung fiir ¢ beziiglich der ,,optischen Metrik* (4)

reduzieren:
AP = %aa (\/det(ﬁ)ﬁababcb) =0. (6)

det(h)

Dabei bezeichnet h®? wie iiblich die zu hqp inverse Metrik: h9hy,. = dp-
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