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Blatt 13

Aufgabe 1 (Sprung in ein schwarzes Loch)

Die Schwarzschildmetrik kann in folgender Form geschrieben werden:

g = θ0 ⊗ θ0 −

3∑
a=1

θa ⊗ θa (1)

wobei

θ0 ≡ θt = exp[a(r)]dt , (2a)

θ1 ≡ θr = exp[b(r)]dr , (2b)

θ2 ≡ θθ = r dθ , (2c)

θ3 ≡ θϕ = r sin(θ)dϕ , (2d)

mit
exp[2a] = exp[−2b] = 1−

2m

r
. (3)

Die Komponenten des Krümmungstensors bezüglich der angegeben orthonormierten
Dualbasis sind gegeben durch (die Komponenten, die aus den aufgeführten nicht durch
Umstellen der Indizes unter Beachtung der Riemann-Symmetrien hervorgehen, ver-
schwinden):

R0101 = exp[−2b] (a ′b ′ − a ′′ − a ′2) = 2m/r3 , (4a)

R0202 = R0303 = − exp[−2b] (a ′/r) = −m/r3 , (4b)

R1212 = R1313 = exp[−2b] (b ′/r) = −m/r3 , (4c)

R2323 =
(
1− exp[−2b]

)
/r2 = 2m/r3 . (4d)

Zeigen Sie, dass die angegebenen Krümmungskomponenten der Schwarzschildmetrik
invariant sind unter radialen Geschwindigkeitstransformationen (α ist hier die Rapi-
dität),

Λ =


coshα sinhα 0 0

sinhα coshα 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (5)

und somit auch von einem frei fallenden Beobachter bezüglich einer mittransportier-
ten, orthonormierten Basis gemessen werden.
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Betrachten Sie nun einen frei fallenden Körper in Forme einer Säule der Länge ` und
quadratischem Querschnitt der Breite b. Die Säulenachse zeige in radialer Richtung.
Nehmen Sie an, dass sich der Schwerpunkt der Säule auf einer Geodätischen in der
Schwarzschildmetrik bewegt und dass die anderen Teile der Säule durch die elasti-
schen Kräfte innerhalb der Säule auf festen Positionen bezüglich des Schwerpunktes
gehalten werden (gemessen in mitbewegten Bezugssystem), so dass die Säule der Ge-
samtmasse µ eine homogene Massendichte ρ = µ/(`b2) besitzt.

Zeigen Sie mit Hilfe der Jacobi-Gleichung

d2na

ds2
= Ra00b n

b =: Kab n
b , (6)

dass ein Massenelement dµ in der Höhe h über dem Schwerpunkt eine vom Schwer-
punkt weggerichtete Kraft vom Betrag (wir führen jetzt wieder c ein)

dF = (2mc2h/r3)dµ (7)

erfährt und somit die gesamte längsgerichtete Zugspannung auf die Ebene durch den
Schwerpunkt gegeben ist durch

T‖ =
c2

4

µm`

r3b2
=
ρc2

8

(
`

2m

)2(
2m

r

)3
. (8)

Zeigen Sie weiter, dass sich ganz analog eine Druckspannung senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung ergibt vom Betrag

T⊥ =
c2

8

µm

r3`
=
ρc2

16

(
b

2m

)2(
2m

r

)3
. (9)

Spezialisieren Sie nun auf r = 2m (Fall durch den Horizont eines schwarzen Lochs),
ρ = 1 · g · cm−3 (Dichte von Wasser ≈ durchschnittliche Dichte des menschlichen
Körpers), ` = 180 cm (Größe eines Menschen) und b = 33 cm (Breite eines Men-
schen). Zeigen Sie, dass (8) dann geschrieben werden kann als

T‖/E = Z

(
M�
M

· 104
)2

. (10)

Dabei ist M� = 2 · 1033 g die Masse der Sonne und E = 105 g/(s2 cm) die
Zugspannung, die eine Gewichtskraft von 100Kp auf eine Querschnittsfläche von
b2 = 103 cm2 verteilt. Z ist ein Zahlenfaktor, den Sie bestimmen sollen. Schätzen
Sie ab, für welche Werte fürM ein Sprung durch den Horizont eines schwarzen Lochs
weniger belastend ist als ein Bungee-Jump?
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