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Blatt 2

Aufgabe 1

Man betrachte ein System von N Massenpunkten, die sich unter alleinigem Ein-
fluss ihres Gravitationsfeldes bewegen (selbstgravitierendes System). Was ist die
(Newtonsche) potentielle Energie U(Z1, - -- ,Zn) des Systems? Mit einem Strich
liber einer zeitabhingigen Grofe A(t) bezeichnet man das Zeitmittel, das definiert

ist durch
_ ] 1 [T
A= TIEEO{T/O th(t)} . (D)

Betrachten Sie nun das Zeitmittel der folgenden GroBe (Zeitableitung des Virials)

d N
o (Zp:» : f) )
=1

unter der Annahme, dass ein Gleichgewichtszustand existiert fiir den Impuls und
Ort eines jeden Teilchens beschrinkte Funktionen der Zeit sind. Leiten Sie daraus
ab, dass

N
U+ pi-ti=0. 3)
=1

Driicken Sie im 2. Ausdruck jeden Term p; - ¥; durch die speziell-relativistische

(4)

kinetische Energie Ekén des i-ten Teilchens aus. Betrachten Sie dann folgende zwei
Extremfille (m; ist hier die Ruhemasse des i-ten Teilchens):

e ,Newtonscher Grenzfall* El(ﬁl < m;c?:
Zeigen Sie Y, p; - U; = 2Exy, so dass fiir die (zeitlich konstante) Gesamt-
energie E gilt:
E=FEyn+U=—FEy, <0. 4)
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e . Extremrelativistischer Grenzfall* Elgl > myc:
Zeigen Sie ), pj - U; = Ekin, so dass

E=Fu+U=0. (5)

Was also haben speziell-relativistische Korrekturen fiir eine Auswirkung auf das
Stabilitdtsverhalten gravitativ gebundener Systeme, wie z.B. Sterne?

Aufgabe 2

In einer auf einem Skalarfeld ® (mit der physikalische Dimension eines Ge-
schwindigkeitsquadrats) basierenden speziell relativistischen Theorie der Gravita-
tion, kann die Weltlinie eines im Gravitationsfeld frei fallenden Testteilchens (der
Masse m) beziiglich eines Inertialsystems durch eine Abbildung z : R — R?
charakterisiert werden, die stationirer Wert des Wirkungsfunktionals ist. Seien x1
und xo zwei zeitartig getrennte Punkte im Minkowskiraum und P die Menge aller
zweimal stetig differenzierbaren zeitartigen Weltlinien mit Anfangspunkt z; und
Endpunkt 9, dann ist das Wirkungsfunktional gegeben durch
T2
L:P—R, Llzz,x = —mc/ dr exp(¢(z(7)/cz)) Nap2%(T)20(7)
1

(6)
wobei ¢ := ¢ In(1+ ®/c?) und ein Punkt die Ableitung nach 7 bezeichne. Zeigen
Sie, dass das Funktional nicht von der Parametrisierung der Kurve abhéngt. Zeigen
Sie weiter: Ist 2 stationérer Punkt von £ und wihlt man als Parameter 7 die Eigen-
zeit (Bogenlinge) beziiglich der Minkowskimetrik 7, so geniigt z der Gleichung

5% = —(¢7239° — ) oppo 2. (7)
Wir sehen uns nun (7) fiir zwei Spezialfille an. Im ersten Fall soll ¢ zeitunabhingig

sein: 0y¢ = 0 (das gilt dann natiirlich nur im gewihlten Inertialsystem). Zeigen Sie,
dass in diesem Fall (7) dquivalent ist zu

. - 2
PEt) [1 - <dz(t)> ] Fol20). )

dt? cdt

Leiten Sie daraus ab, dass k := ~yexp(¢/c®) entlang der Bahn eine erhalte-
ne (dimensionslose) GroBe ist, wobei hier, wie iiblich, v = /1 —v/c?) mit
v = ||dZ/dt||. Formulieren Sie damit (8) um in

P —@v exp(2¢/c”) = —@V(l +®/c%)". )
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Die letzte Form wird sich bei der Berechnung der Periastronprizession als sehr
hilfreich erweisen.

Im zweiten Fall spezialisieren wir (7) auf den Fall, in dem ¢ nur von einer Raumko-
ordinate y abhiingt (sie gibt die ‘vertikale’ Richtung an). Schreiben Sie fiir diesen
Fall all vier Gleichungen explizit hin und zeigen Sie sodann folgendes Resultat:
Sind die Anfangsbedingungen so gewihlt, dass die Vertikalgeschwindigkeit zu Be-
ginn verschwindet, so ist das Eigenzeitintervall, das die Testmasse bendtigt um eine
feste Vertikalstrecke zu durchfallen unabhingig von der anfianglichen Horizontal-
geschwindigkeit. (Die vertikale Bewegung als Funktion der Eigenzeit entkoppelt
von der Horizontalbewegung.) In welchem Verhiltnis steht diese Eigenschaft zu
der Forderung des sogenannten Aquivalenzprinzips, nach dem die Weltlinie eines
im Gravitationsfeld frei fallendes Testteilchens nur von dessen Anfangspunkt und
Anfangs(vierer)geschwindigkeit in der Raumzeit abhéngt? Wiirde die genannte Ei-
genschaft auch noch gelten, wenn man die Bewegung statt auf die Eigenzeit auf die
Koordinatenzeit ¢ bezdge?
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