Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 5

Aufgabe 1

Fiir N > nsei f : R™ D U — RN eine mindestens zweimal stetig differenzierba-
re Abbildung, deren Jacobi Matrix {0;f*} (i = 1---n, p = 1---N) iiberall ihren
Hochstrang n annimmt. Dann ist jedem Punkt x € U ein n-Tupel linear unabhingi-
ger Vektoren e;(x) := 0;f(x) € RN zugeordnet, das stetig differenzierbar von x
abhingt. Man nennt T (U) := Span{eq(x), - - - , en(x)} C RN den Tangentialraum
an x und Funktionen V : U 5 x — V(x) € Tx(U) Tangentialvektorfelder. Letztere
heiBen stetig differenzierbar, wenn in der Entwicklung V(x) = V(x)e;(x)die re-
ellwertigen Funktionen V' stetig differenzierbar sind. Durch das natiirliche Skalar-
produkt (- | -) des RN wird in jedem T, (U) ein Skalarprodukt g(-, -)(x) induziert,
das durch seine Werte auf der Basis {e;(x)} (die sogenannten metrische Koeffizi-
enten) gij(x) := g(ey, ;) (x) := (ei(x) | ej(x)) eindeutig charakterisiert wird.

Wir definieren nun eine kovariante Ableitung auf Tangentialvektorfeldern: Sei x
der Vektorraum aller Tangentialvektorfelder liber U, dann ist eine kovariante Ab-
leitung eine R-bilineare Abbildung V : x x x — ¥, die zusitzlich folgende Ei-
genschaften besitzt, die fiir alle differenzierbaren Tangentialvektorfelder V, W und
alle differenzierbaren Funktionen f : U — R gelten sollen:

VW = fVyW ,f-linear* im 1. Argument, (1)
VyfW = fVyW + V(f)W  f-derivativ"‘ im 2. Argument, 2)

wobei V(f) := V'0;f die Ableitung von f entlang V ist. Zeigen Sie, dass durch
diese Eigenschaften die kovariante Ableitung eindeutig bestimmt ist, wenn sie fiir
die Basisfelder ei(x) gegeben ist. Letzteres ist natiirlich genau dann der Fall, wenn
die I'-Koeffizienten der Entwicklung

Veiej = Fil]?ek (3)
in Abhdngigkeit von x gegeben sind. Man definiert nun

glex, Ve ej) := (ex | 0iej) . “4)
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Interpretieren Sie dies geometrisch und leiten Sie folgende Formel fiir die I'-
Koeffizienten ab:
kn(

F{]? = %9 —gijn + Inij + i), 5)

wobeli Jij k -= akgﬁ.

Aufgabe 2

Die Kovariante Ableitung kann auf andere Objekte fortgesetzt werden: Zunéchst
setzt man fiir Funktionen f : Ul — R einfach Vv f := V(f). Weiter kann man jedem
Tangentialvektoraum T, (U) seinen Dualraum T (U) aller linearen Abbildungen
Tx(U) — R zuordnen. Abbildungen U > x — T} (U) nennt man Kovektorfelder
und bezeichnet ihren Vektorraum mit x*. K € x* heisst differenzierbar, falls fiir
alle differenzierbaren V € x die K(V) differenzierbare R-wertige Funktionen sind.
Die kovariante Ableitung auf Kovektorfeldern ist eine Abbildung V : x x x* — x*
die durch folgende Forderung einer ‘Produktregel” eindeutig festgelegt ist:

[VVK](W) := Vy[K(W)] = K(VyW). (6)

Zeigen Sie, dass sie f-linear im 1. und f-derivativ im 2. Argument ist.

Sei nun {8%(x)} € T;(U),i = 1---m, Dualbasis zu {e;(x)} C T,(U), d.h. es gilt
Gi(e]-) = 6} an jedem Punkt x € U. Zeigen Sie mit (6), dass (vgl. (3))

Ve =T 0%, 7)
Man definiert weiter
ThHW =T (W@ - @ Th(We T (W e - T;(U) ®)
£ Stiick m Stiick

und bezeichnet den Vektorraum aller Abbildungen U > x — TXE (U) mit an- Eine
kovariante Ableitung (f-linear bzw. derivativ) V : x X xfn — an ist wiederum
eindeutig durch die Forderung der Produktregel zwischen den einzelnen Tensor-
faktoren definiert; man verabredet die Schreibweise

Ve (A5 6@ - 0e®0'®- - -@0™) = (VIA] ) @ -0er®0'®: - -00™.

m m

9)
Zeigen Sie, dass
VAL = AT+ AU+ AT
ok / ok /
— AJS TR = AT T (10)
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Zeigen Sie damit und mit (5), dass die Metrik g = gjkej ® 0k e xg kovariant
konstant ist, d.h. dass
Vigjk =0. (11)

Aufgabe 3

Sei D die definierende Darstellung der Gruppe GL(4,R) und DY, die £ + m-fache
Tensorproduktdarstellung mit £ Faktoren aus der definierenden und m Faktoren aus
deren invers-transponierter Darstellung. Sei D¢, die zu DY, gehorige Darstellung
der Lie algebra gl(4,R) von GL(4,R). Zeigen Sie, dass die kovariante Ableitung
(10) dann in folgender kompakter Form geschrieben werden kann:

ViA=xA+ DY () A, (12)

wobei mit I die Matrix mit den Komponenten F{]? gemeint ist.
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