Ubungen zur Vorlesung
Einfiihrung in die Allgemeine Relativititstheorie

von DOMENICO GIULINI

Blatt 6

Aufgabe 1

Fiir eine fest vorgegebene Funktion f : R — R geniige die Kurve R 3 A — x(A)
in der Raumzeit folgender Gleichung (sie unterscheidet sich von der Geoditenglei-
chung durch die i.A. nicht verschwindende rechte Seite):
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Beweisen Sie damit, dass Losungen von (1) entweder stets zeitartig, raumartig oder
lichtartig sind. (Zur Erinnerung: Eine Kurve heif3t zeit-, licht- oder raumartig, wenn
ihre Tangentialvektoren iiberall entlang der Kurve zeit-, licht- oder raumartig sind,
d.h. gpvxHxY groBer, gleich oder kleiner Null ist.)

Nehmen Sie nun eine Umparametrisierung A — A’ := h(A) vor und zeigen Sie,
dass die Kurve y := x o h™! genau dann die Geoditengleichung erfiillt, falls
h” = h'/f (Strich bedeutet Ableitung). Geben Sie die allgemeine Losung dieser
Gleichung mit h’' # 0 (warum?) an und zeigen Sie so, dass (1) durch Umparame-
trisierung stets auf die Geoditengleichung transformierbar ist. Zeigen Sie weiter,
dass alle mit der Geoditengleichung vertriglichen Umparametrisierungen durch
die affinen Abbildungen von R gegeben sind, d.h. A — aX + b mit a € R — {0}
und b € R. Kurven die der Gleichung (1) geniigen heiflen Autoparallele (warum?)
und die Parametrisierungen, die Autoparallele zu Geodétischen machen, affin.

Seien py und py zwei zeitartig zueinander liegende Punkte der Raum-Zeit und
C?(p1,p2) die Menge der zweimal stetig differenzierbaren zeitartigen Kurven mit
den Endpunkten p; und p,. Auf C%(p1,p2) ist das Léingenfunktional definiert
durch
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wobei Aq » definiert sind durch x(A12) = py2 mit A7 < Ay Sei h : [Aq,A] —
[A7,A5] ein mindestens einmal stetig differenzierbarer Diffeomorphismus (Bijekti-
on die in beiden Richtungen stetig differenzierbar ist) und y := x o h™! die durch
h reparametrisierte Kurve. Zeigen Sie, dass das Langenfunktional im folgenden
Sinne reparametrisierungsinvariant ist:

LIx"(A);A7,A5] = LIx(A); A1,A2] 4

Zeigen Sie weiter, dass die Euler-Lagrange Gleichung des Langenfunktionals (3)

dquivalent ist der Differentialgleichung (1) mit f(A) := dig\M /2G und G(A) wie in

(2). Ziehen Sie Konsequenzen aus den Ergebnissen von Aufgabe 1.

Aufgabe 2

Mit Hilfe der kovarianten Ableitung definiert man den Begriff der Parallelverschie-
bung wie folgt: Sei x(A) eine (zumindest stiickweise stetig differenzierbare) Kurve
und V ein Vektorfeld tiber der Kurve (d.h auf dem Bild der Kurve definiert). Dann
heift V entlang x(A) parallel verschoben, wenn

avh A vy =), 5)

Zeigen Sie: Sind zwei Vektorfelder V7 und V; entlang der Kurve parallel verscho-
ben, so ist ihr Skalarprodukt g(V7, V2) entlang der Kurve konstant. Zeigen Sie
weiter: Ist die Kurve eine Geoditische und V entlang der Kurve parallel verscho-
ben, so ist auch g(V, x) entlang der Kurve konstant. (Tipp: Beim genauen Hinsehen
brauchen Sie nichts zu rechnen.)

Aufgabe 3

Man betrachte die 2-Sphire S? := {X € R3 | ||X|| = 1} mit der gewdShnlichen
Metrik (in sphérischen Polarkoordinaten):

ds? = d6? + sin?(0) de?. (6)

Auf S? sei v der Breitenkreis 8 = 0. Berechnen Sie als Funktion von 8¢ den
Winkel, um den ein entlang y parallel verschobener Tangentialvektor nach einem
vollen Umlauf an seinen Ausgangspunkt verdreht zuriickkehrt. Berechnen Sie auch
den Drehwinkel, den ein parallel verschobener Vektor nach einem Umlauf um ein
geoditisches Dreieck erfihrt. (Tipp: Wenn Sie hier das Ergebnis von Aufgabe 2
benutzen, brauchen Sie fiir die letzte Aufgabe fast nichts zu rechnen.)
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